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Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie metody elementów 
brzegowych w numeryoznej analizie wytrzymałości zębów. Rozważano 
taką klasę zębów, które mogą być modelowane jako dwuwymiarowe zada­
nia brzegowe liniowej teorii sprężystośoi. Brzegowe równania całko­
we wyprowadzono z zasady wzajemności Bettiego. Podano sposób dys- 
kretyzaoji tych równań poprzez podział zarysu zęba na elementy brze­
gowe. Sformułowano globalne i lokalne kryteria adaptacyjne, które 
umożliwiają generację optymalnej siatki elementów brzegowych na 
podstawie oszaoowania błędów istniejącego rozwiązania numeryoznego. 
Przedstawiono algorytm numeryozny metody i scharakteryzowano możli­
wości opracowanego programu komputerowego służącego do obliozeń 
przemieszozeń i naprężeń w zębach. Przedstawiono wyniki obliczeń 
numerycznych naprężeń styoznych w podstawie zęba dla wybranych mo­
deli numeryoznyoh zęba. Wyniki obliczeń porównano z wartościami 
naprężeń wyznaczonymi metodą elementów skończonych i metodą odwzoro­
wań wiernokątnyoh.

1. Wprowadzenie

Jedną z najprostszych metod obliozeniowych pozwalających na określenie 
naprężeń w podstawie zęba koła zębatego jest metoda łamanych przekrojów 
[12J . Metoda ta przy pomocy elementarnyoh sposobów znanych z wytrzymałoś­
ci materiałów daje'Jakościowo dobry obraz stanu naprężenia w podstawie 
zęba, uwzględniając naprężenia wywołane momentem gnącym, siłą śoinającą 
i siłą ściskającą. Jednakże wyniki obliczeń nie są wystarozająco dokładne 
z uwagi na zbyt uproszozony model obliozeniowy zęba. Jedną z najbardziej 
rozpowszechnionych i zaakceptowanyoh metod służąoyoh do określania naprę­
żeń w podstawie zęba jest metoda odwzorowań wiernokątnyoh (MOW). Metoda 
ta oparta Jest na odwzrowaniaoh wiernokątnyoh pozwalających wykorzystać 
znane rozwiązania dla półprzestrzeni sprężystej. Zastosowanie MOW do obli­
czeń naprę'żeń w kołach zębatych podał po raz pierwszy Neuber [15J . Metoda 
ta została rozwinięta i przystosowana do obliczeń numeryoznych przez 
Mullera [13] . Jedną z głównych zalet MOW jest fakt, żo otrzymuje się za­
dowalające wartości naprężeń w podstawie zęba przy założeniu kilku punk­
tów na zarysie 3topy zęba. Zaleta ta okupiona jest koniecznością rozwią­
zywania układu nieliniowyoh równań algebraicznych, 00 stwarza problemy 
natury numeryoznej. Do głównych wad MOW należy jednak brak uniwersalności.
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Za pomooą M0¥ nie można bowiem obliczać naprężeń dla zębów niesymetrycz­
nych oraz nie może być ona zastosowana do obliozeń kół wewnętrznie uzębio­
nych, ponieważ w metodzie tej zakłada się, że utwierdzenie zęba znajduje 
się w nieskończoności.

Zastosowanie uniwersalnych metod numerycznyoh mechaniki, takioh jak 
metoda elementów skończonyoh (MES) lub metoda elementów brzegowych (MEB), 
pozwala przeprowadzić całościową analizę wytrzymałościową (w zakresie 
analizy przemieszozeń, odkształceń i naprężeń) zębów o dowolnej geometrii 
kół wewnętrznie i zewnętrznie uzębionych. Aby otrzymać wystarozająoo do­
kładne wartości naprężeń, stosująo MES lub MEB należy przeprowadzić odpo­
wiednią dyskretyzaoję zarysu 1 obszaru zęba (w przypadku MES) lub tylko 
zarysu (w przypadku MEB).

Zastosowanie MES do określenia naprężeń w podstawie zęba przedstawili 
Kondo i Takada [9]. Przyjęli oni do obliozeń 230 8-węzłowych czworokąt­
nych elementów skończonych połączonych w  761 węzłach. Do mankamentów MES 
należy zaliczyć knnieozność rozwiązywania dużego układu liniowych równań 
algebraicznych (np. w przypadku omawianej praoy [9] należało rozwiązać 
układ 1522 równań algebraicznych). Przy dużej liozbie elementów skońozo- 
nyoh kłopotliwe jest także przygotowanie odpowiednich danyoh liozbowyoh 
dotyczących zarówno geometrii zarysu, jak i wnętrza zęba.

Jak wiadomo, maksymalne naprężenia w podstawie zęba występują na zary­
sie (brzegu) zęba. Z tego powodu bardzo wygodną i efektywną metodą nume- 
ryozną analizy stanu naprężenia w podstawie zęba Jest MEB. Główną zaletą 
MEB Jest to, że dyskretyzaoji podlega wyłącznie brzeg zęba. Dzięki temu 
wyraźnie zmniejszona jest ilość wprowadzanych danyoh dotyczących geometrii 
zęba i układ po dyskertyzacji ma znacznie mniejszą liczbę stopni swobody 
niż przy zastosowaniu MES. Umożliwia to zastosowanie komputerów osobis­
tych do obliozeń wytrzymałościowych zębów.

Przykładowe zastosowanie MEB do analizy stanu naprężenia w  zębaoh 
przedstawił Lachat [10] , rozważając elementy brzegowe o różnych funkc jaoh 
kształtu. ¥ celu zwiększenia dokładności obliozeń zastosował on kryterium 
globalne i lokalne, które umożliwiły automatyczną generację siatki ele­
mentów brzegowyoh.

¥ niniejszej pracy podjęto próbę zbudowania modelu numerycznego zęba 
za pomocą MEB stosując liniowe funkcje kształtu. ¥ szczególności wyprowa­
dzono brzegowe równania całkowe dla sprężystego modelu zęba oraz pokazano 
sposób dysktretyzacJi zarysu zęba elementami brzegowmi. Oryginalnym ele­
mentem praoy jest zaproponowanie adaptacyjnego ujęcia MEB, które umożli­
wia przeprowadzenie dy3kretyzacji na podstawie oszacowania błędu istnie­
jącego rozwiązania numeryoznego. ¥ tym oelu zastosowano dwa kryteria, 
według któryoh określono wskaźniki adaptacji. Przedstawiono algorytm nu­
meryczny oraz omówiono program komputerowy służąoy do analizy stanu na­
prężenia i przemieszczenia zębów. Pokazano przykłady numeryczne analizy.
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Cel, jaki przyświeoal prezentowanym obliczeniom, polegał na przebadaniu 
wpływu głębokości zamocowania zęba oraz porównaniu otrzymanych maksymal­
nych naprężeń w  podstawie zęba z odpowiednimi naprężeniami obliczonymi za 
pomocą MOY/ [13] i MES,

Naoisk, jaki położono na opracowanie wygodnej i efektywnej techniki 
numeryoznej MED w zagadnieniu analizy wytrzymałościowej, wynika z faktu, 
że stanowi to podstawowy i nieodłączny element optymalizacji i analizy 
wrażliwości kształtu i w deoydująoy sposób wpływa na ich realizację nu­
meryczną,

Praoa jest wynikiem badań prowadzonyoh w  Instytucie Meohaniki i Podstaw 
Konstrukcji Maszyn Politechniki śląskiej w  Gliwioaoh w  reraaoh CPBP 02.01 
na temat 6.4: "Optymalizaoja kształtu elementów konstrukcyjnych metodą 
elementów brzegowyoh". Powstały w wyniku tyoh badań program numeryczny 
MEB służący do analizy zagadnień dwuwymiarowych został przystosowany do 
obliozeń zębów i przekazany do Instytutu Transportu Politechniki śląskiej.

2, Brzegowe równania całkowe dla sprężystego modelu zęba

Główną oeohą MEB jest zmniejszenie o jeden rząd wymiaru rozwiązywanego 
zadania brzegowego. Jeśli rozważane zagadnienie jest przestrzenne, to re­
dukuje się ono do zagadnienia dwuwymiarowego określonego na powierzohni 
ograniozająoej oiało, natomiast w przypadku zagadnień płaskioh problem 
brzegowy sprowadza się do zagadnienia jednowymiarowego i wymaga dyskrety- 
zaoji tylko linii brzegowej, ograniczającej element konstrukoyJny (por.
[3» **])• Rozważana będzie taka klasa zębów, które mogą być modelowane 
jako zadania płaskie liniowej teorii sprężystości. Przyjmuje się, żo ząb 
zajmuje obszar V ograniczony brzegiem S w dwuwymiarowej przestrzeni 
Euklidesa (rys, 1a). Punkty obszaru V  i brzegu S oznaczane przez 
x = (xj) i y = (yj), J S £1 , 2J . Zakłada się, że brzeg S składa się z 
dv,’óoh części S.| i S^. Na brzegu (krzyw ABCD) dane są przemieszoze-'
nia u ’ (x) = (u°(x)) x 6 S^, Jeśli brzeg jest utwierdzony, to u0 (x) = 0. 
Na brzegu Sg (krzywa DEFGUA) dane są siły t°(x) =(t°(x)), x GSj. Zwykle 
brzeg S2 składa się z brzegu swobodnego S0 (krzywe DEFG i HA), na 
którym dane są siły zerowe (t° = o) oraz brzegu obciążonego (krzy­
wa Git) , na którym t ^ O. V przypadku ogólnym w obszarze V mogą działać 
siły masowe b(x) = (b,(x)), x 6V. Rozpatrywane jest także zadanie po- 
moonioze dla pewnego obszaru V z brzegiem S o tych samych własnoś- 
ciaoh sprężystych, co ząb. Ząb zawarty jest w obszarze V *  , tzn. ,VcV*. 
Obszar V* może być nieorganiozonym ośrodkiem sprężystym (rys. 1,b).

Twierdzenie Bettiogo dla zagadnienia wyjściowego i pomocniczego ma 
po3tać:

(1 )
V s



too T. Durczyński f 11. T’rovozyrak.'i

ys• In. Kys. 1b.

If». 1a. ronnulutiou of boundary Fift. 1b# Formulation of auxiliary
ooiidition.s for tooth problem for tooth

Jużyui litorami l’j, T^, Uj oznaczono odpowiednio przemieszczenia, 
sity brzegowo .1 siły Masowe odnosząoo się do układu pomocnic ze ̂ o . Jeśli 

pu nikol o y e V* nieograniczone j przestrzeni sprężystej działa jednostko­
wa siła skupiona

!lL = 6(y-.\)o1 , (2)

S*lzj o:

<5(>‘-x) Jest dystrybucją «irnon, y wskazuje punkt źródłowy, x£V*jest 
punktom bieżącym i>ola, n e^ Jest wektorom Jednostkowym działającym w 
i-tym kierunku, to przemieszczenia i siły wyrazió m o ż n a  następującymi z h - 

leżno-wjinmi j

(ylzio:
U_y (y,x) i T^j (y,A‘) przedstawiają sobą przemieszczenia- i siły w 

j-tyra kierunku w  punkoie x wywołano Jodnsotkową siłą skupioną działającą 
w punkcie y w e^-tym kierunku.
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",'cnsory 1,’̂ j i T^j wyrnżnjij sit następującymi wsorai.ii:

Uu  (y-x) = - -^rc^Tc, ln(r) " r,Ł r,j) w

(5)
( y , x )  = -  ¡ i U  f t (1 - 2V ) ó i j  1 2 r , i  r , J  “ f i "

- (1- 2V) (rfi Uj - r fJ n ^ J  

gdzie r(y,x) jost odległością między punktami y 1 x

r(y,x) = (r± ri )1/'2 , r± = x ± - y±1 (6 )

natomiast wyrażenie r,^ orkeślono jest następująco

r,± = -— ■■■ = r,/r. (?)
3x± X

Przez G i l ?  oznaczono odpowiednio moduł sprężystości poprzeoznej i 
liozbę Toissona. Przez n =(n j) oznaczono jednostkowy wektor normalny do 
brzegu S. Wzory (4) i (5 ) ol>oviązują dla płaskiego stanu odkształcenia.
V przypadku płaskiego stanu naprężenia V  należy zastąpić przez V  1+V) .

Wstawiając (2) i (3 ) do twierdzenia Bettiego otrzymuje się wzór So­
migliany:

u i(y ) = J [Uij(y'*)<:j(x) “ Ti j dS(x) +
S (8)

+ J Vi i (y,x)bj(x)dv(x) ye v 
V

W dalszych rozważaniach przyjmuje się, że siły masowe są zerowe. 
Odpowiednikiem wzoru Somigliany dla naprężeń jest wyrażenie:

6ij(y) = J [ Dijk(y>x)tk (x) ' Sijk(y-x)"k(x)] dS(x) y £ V  (9)s
gdzie:

Dijk = 6 [uij] ortiz si j k =er [Tij] (por- i3’ 5*
Wzory (8) i (9) pozwalają wyznaczyć przemieszczenia i naprężenia we­

wnątrz zęba V , jeśli znany jest rozkład przemieszczeń i sił b r z e g o w y c h .

7. warunków brzegowych znane są tylko przemieszczenia u°(x) na brzegu
S.j i siły t°(x) na brzegu S^. Aby można było obliczyć nieznane prze­
mieszczenia na brzegu S2 i siły na brzegu S 1 należy wzór Somigliany (8)
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przekształoić do brzegowego równania całkowego. ¥ tyra oelu punkt y po­
winien zdążać do brzegu S. ¥ rezultacie otrzymuje się układ dwóoh osobli­
wych równań całkowych określonych na brzegu S. Układ ten można przedsta­
wić w postaoi wektorowej:

o(y) u(y) = J  [u (y,x) t(x) - T(yf 
s

gdzie:
U(y,x) = [ u i j ( y « x ) ] ł  T(y,x) = [ T ±j ( y , i ) ]  natomiast o(y) = [c^Cy)] 

zależy od geometrii brzegu S w  punkoie y. Dla brzegu gładkiego £°ij(y)] =
= d ±J/ 2 .

Wektorowe brzegowe równanie całkowe (10) stanowi podstawę numeryoznogo 
rozwiązania za pomocą dyskretyzaoji elementami brzegowymi.

x) u(x)] dS(x) y 6 S, (10)

3. Dyskretyzaoja zarysu zęba elementami brzegowymi

Dyskretyzaoja równania całkowego (10) prowadzi do układu równań alge- 
braioznyoh względem nieznanych wartości węzłowych przemieszczeń i sił 
brzegowych. ¥ tym oelu dyskretyzaoji podlega.zarówno geometria brzegu 
zęba, Jak i przemieszczenia i siły na tym brzegu.

Współrzędne kartez jańskie Xji, k 6 ĵ 1, 2J bieżącego punktu brzegowego 
wyrażone są przez współrzędne węzłowe x^ i funkoje kształtu N ™ ^ ) .
¥ lokalnym układzie współrzędnych otrzymuje się

x£(^) = m = (11)

gdzie: H  odpowiada wprowadzonej klasie aproksymaoJi.

Funkcjo kształtu dla elementów liniowych mają postaó:

N 1(£) = (1 N 2(£) + (1 + |)/2. (12)

Brzegowe wartości przemieszczeń u. i sił t, są aprksymowane przy po-
m mmocy wartośoi węzłowyoh u. i t oraz odpowiednich funkoji kształut

M"(D

u°(|) = u“  t°(£) = *“ (£) t°ra. (1 3)

W oelu przekształcenia brzegowego równania całkowego (10) do liniowego 
układu równali algebraicznych należy brzeg S podzielić na elementy brzego­
wo S° o 6 gdzie I! jest liczbą elementów brzegowych. Wówczas oał-
kę brzegową można przekształcić w sumę całek po elementach brzegowych:
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J  [...] dS(x) = S L l  /  [...]dS0 . (1/*)

Wstawiają© (13) do (10) i uwzględniająo (i**) otrzymuj© się dyskretną pos­
tać brzegowego równania oałlcowego:

o(y)u(y) = X e =1S L  {tBm J  u[y,x(£)] Nm(£) | J(|)|dS°(|) -

36 1 ( 1 5 )  
-  b 61" J T[y,x(%)] N ™ ^ )  | J(£)| dSe(£)j.

V zależnośoi powyższej uwzględniono, że

dS(x) = |j(£)| dS(|). (16)

Równanie (1 5 ) powinno być spełnione dla wszystkich punktów źródłowych y 
leżących w węzłach brzegowych. Jeóli liczba wszystkioh węzłów wynosi V, 
to otrzymuje się ulcłnd (2 w) równań algebraicznych, który można zapisać 
w postaoi macierzowej

[n] {u} = [o ]{ t } ,  (17)

g d z ie :
{u} jest tnaoierzą kolumnową węzłowych wartości przemieszczeń uem,
{tj jest macierzą kolumnową węzłowych wartośoi sil t0 ",
[li] jest macierzą kwadratową zależną od całek brzegowych z rozwiązań

podstawowych T, funkcji kształtu N, Jakobianu | J | oraz
stałych o,

[g ] jest maoierzą kwadratową zależną od oałek brzegowych z rozwiązali
podstawowych U, funkoji kształtu N oraz jakobianu | J |.

Macierzowe równanie (17) można przekształcić do postaci:

[k ] (X) = [l]{y }( (18)

edzie:
{ x} jest macierzą kolumnową nieznanych wartości przemieszczeń i sił 

węzłowyoh,
jest macierzą kolumnową zadanych wartości przemieszczeń i sił 
węzłowych,

[k ] i [L] są pełnymi i niesymetrycznymi raaciorzami kwadratowymi, któ­
rych wyrazy zależą od macierzy [ilj i £g ] .

Układ liniowych równań algebraicznych (l8) rozwiązywany jest metodą 
Gaussa,
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Znając rozkład wszystkich przomieszozeii i sił brzegowych ntoisnn / ::nleż~ 
nośai (8) i (o) obliczyć przemieszczenia i naprężenia w dowolnym punkcie 
y obszaru V. Dyskretna postać zależności (8) i (9) przedstawia się 
nas tępująco:

{u(y)} =[S(y)]{t} - [n(y)]{u}, (1 9)

{6(y)| = [ d(y)J { t} - [s(y)]{u}. (20)

Haoiorze [3(y)] , ¡H(y)] , [o(y)] oraz [ S M ]  zależą odpowiednio od ca­
łek brzegowych z jąder ^ , Dijk* ^ijk* funkoji kształtu N i ja-
kobianu | J | i są obliczane dla ustalonego punktu yeV, w którym szukane 
są przemieszczenia i naprężenia. V wielu zastosowaniaoh interesująca jest 
znajomość składowych stanu naprężenia nie tylko wewnątrz olała, ale także 
na brzegu. V analizie wytrzymałościowej zębów okazuje się, że największe 
naprężenia występują na brzegu w  podstawie zęba. MEH pozwala na stosunko­
wo dokładne określenie naprężeń na brzegu, co mn istotne znaczenie nie 
tylko w analizie wytrzymałościowej, ale jest bardzo cenne w optymalizacji 
i analizie wrażliwości kształtu.

V celu określenia naprężeń na brzegu wygodnie jest wprowadzić, w punk­
cie, w którym szukane Jest naprężenie, lokalny kartezjnński układ współ-
rzędnyoh x^, k 6  taki że oś. jest styczna do brzegu. Prze-
inieszozonia w tym układzie można wyrazić zależnością

u® = N™ U°ra , (2 1)

natomiast składowa tensora odkształceń równa pochodnej przemieszczenia 
względem współrzędnej stycznej ^ x -j może być wyznaozona
dokładnie. Teraz składowe stanu naprężenia na brzegu dadzą się wyrazić

S 12 = S  ' ®22 = *2 *
(2 2)

®11 = ^  ®22 + 20 &11 V ( 1  - V ) .

Znojąc składowe stanu naprężenia w układzie lokalnym można wyrazić
je w ukłac 
układami.
je w układzio globalnym poprzez kosinusy kierunkowe między oboma

!*. Adaptacyjne ujęole me"tody elementów brzegowyoh

Stosując MBB lub MES uzyskuje się przybliżone rozwiązanie zadania brze­
gowego dla ciała o dowolnej geometrii. Pojawia się"jednak problem oceny 
tego rozwiązania i oszcaowania błędu, jakim jest ono obarczone. Problem
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ten może być istotny w wielu zagadnieniach, w tym m.in. w zadaniach z (lu­
tymi gradientami nnpręż.eń lub w zadaniaoh optymalizaoji kształtu. 7. taką 
klasą problemów spotykamy się przy analizie wytrzymałościowej zębów 
i optymalizacji postaoi geometrycznej podstawy zębów.

Spiętrzenie naprężeń w dolnej części stopy' zębó prowadzi, przy zasto­
sowaniu regularnej siatki elementów brzegowych, do rozwiązali mało dokład­
nych. V zadaniach optymalizacji kształtu rozwiązanie numeryczne jest 
szczogólnie czule na przyjęty' sposób dyskretyzaoji brzegu, który podlega 
kształtowaniu. U związku z tym problem oszacowania błędu rozwiązania 
numorycznoego i zmodyfikowania istniejącego sclionatu aproksymacyjnego 
(jeśli błąd jest większy od dopuszczalnego) jost istotnym zagadnieniem 
w numerycznych obliczeniach zębów.

Opisany wyżej problem, zwany w li teraturze przedmiotu adaptacyjnym 
ujęoięiii metody numeryoznoJ , skupia w ostntnioh latach uwagę wielu bada­
czy'. Przy' formułowaniu adaptacyjnej motody numerycznej należy określić 
sposób oszacowania błędu istniejącego rozwiązaniu numeryoznogo (tzw, 
oszacowanie n-pos toriori) oraz określić technikę adaptacyjną, której 
zastosowanie pozwoli na ulepszenie Istniejąoego schematu dyskretyzaoJi.
V literenturze przedmiotu wyróżnia się trzy techniki adaptacyjne (por. 
praoa przeglądowa W ) :

- metodę lokalnego zagęszczeniu siatki, (metoda h ) ,
- metodę lokalnego zwiększenia stopnia aproksymacji (metoda p ),
- metodę relokaoj.i węzłów siatki (motoda r ).

U jirzociwieńs twie do adaptacyjnej metody olomentów skończonych (AllEo), 
która rozwinęła się głównie w ostntnioh kilku latach (por. [dj) adapta­
cyjna metoda elementów brzogowyoh (aIIEH) Jost obecnie w trakcie powstawa­
nia. V pracy' [łój przedstawiono h-AMI3H opartą na asymptotycznie oszaco­
wanym błędzie. Teolmlku ta zastosowana dla lokalnego kryterium umożliwia 
określenie liczby elementów brzegowych koniecznych dla danej dokładności.
Teclaiikn p-AMJi!3 została przedstawiona w pracach |j , 2, 17j , gdzie zasto­
sowano hierarchiczne funkcje kształtu. Umożliwia to zwiększenie lokalnego 
stopnia aproksymacji bez konieczności modyfikaoji istniejących macierzy

Poniżej zostanie przedstawiona technika h-AMKI) bardzo przydatna w

Prawidłowo przeprowadzona dyskretyznejn zęba elementami brzegowymi po­
winna zapewnić jego globalną równowagę, tzn. wartość całki brzegowej

dyskretyzaoJ.i zębów, oparta na kryterium golbalnym i lokalnym (por.
I1*]).

S
(Z3)
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powinna być bliska zeru. Jeśli błąd w spełnieniu warunków równowagi jest 
większy od założonego ^^dop’ to nnle*y Przeprowadzić globalną modyfika­
cję siatki elementów brzegowyoh przez podział każdego elementu na dwa 
nowo elementy.

Względny błąd (wskaźnik) spełnienia warunków równowagi można obliozyó 
z warunku:

Po osiągnięciu równowagi globalnej należy zastosować lokalne kryterium 
modyfikacji siatki. Kryterium to może polegać na zapewnieniu ciągłości

W niniejszej praoy przyjęto inne zmodyfikowane kryterium lokalne, wed­
ług którego prawidłowo przeprowadzona dyskretyzacja brzegu swododnego S 
powinna zapewnić zerowanie się naprężeń normalnych na S0 . Obliozenia 
numeryczno wskazują ,że w  tych miejsoaoh, gdzie są duże gradienty naprę­
żeń styoznyoh (występują one na brzegu podstawy zęba - por. rozdz. 6), 
pozostają resztkowe (residualne) naprężenia normalne wynikłe z numerycz­
nej dyskretyzao ji S0 .

Względny błąd (wskaźnik) dla kryterium lokalnego został sformułowany 
następująco:

lony Jest na dwa nowo elementy. Liczba takich podziałów jest ograniczona, 
aby uniknąć niestabilności przy numerycznym całkowaniu.

Zastosowanie przedstawionej teohniki h-MEB do analizy zębów wskazuje 
na dużą efektywność prooesu adaptaoji w problemach z dużymi gradientami 
naprężeń.

(2lł)

gdzie:

t



Metoda elementów brzegowyoh w,, 107

5. Algorytm numeryczny metody 1 program komputerowy analizy 
wytrzym a lo śc lowe ,j

MED przedstawiona w rozdzialaoK 2, 3 i 4 może być w prosty sposób 
zalgorytmizowana. Tok postępowania można przedstawić następująoo:

1. Wozytaj dane.
2. Przeprowadź dyskretyzaoję brzegi zęba elementami brzegowymi.
3. Aproksymuj na każdym elemenoie przemieszozenia i siły przy pomooy 

funkoji kształtu i wartości węzłowych.
U. Wyznacz elementy macierzy [g] i [h] obliozająo całki brzegowe za 

pomooą kwadratur Gaussa.
5. Uwzględnij zadane warunki brzegowe i transformuj macierze [g ] i [h ] 

do maoierzy i [ij .
6. Oblicz nieznane wartości węzłowe przemieszozeń i sił rozwiązując 

układ równań algebraicznych metodą Gaussa.
7. Sprawdź warunek globalnej równowagi W tdop" Jost speł­

niony, przejdź do punktu następnego, jeśli nie, skooz do punktu 2.
8. Oblioz naprężenia na brzegu.
9. Sprawdź warunek lokalny dla residualnych naprężeń normalnych

w6dop‘ J0S* spełniony, to przejdź do punktu następnego,
jeśli nie, skocz do punktu 2.

10. Oblicz przemieszozenia i naprężenia w zadanych punktaoh wewnętrz­
nych.

11. Wydrukuj wyniki.

Powstały według powyższego algorytmu program komputerowy został napi­
sany w języku algorytmicznym Fortran 77 i uruohOmiony na komputerze 
IBM PC/XT.

Do programu należy przygotować następujące dane:

- własności sprężyste tworzywa, z którego wykonany jest ząb (moduł Younga 
i liczba Poissona),

- należy zdeoydować, czy zadanie będzie trakowane jako płaski stan od­
kształcenia czy naprężenia,

- poozątkową liozbę węzłów brzegowych oraz ioh współrzędne,
- liozbę punktów wewnętrznych i ich współrzędne (jeśli użytkownika prog­

ramu nie interesują przemieszozenia i naprężenia wewnątrz zęba, to 
punkt ten jest pomijany),

- warunki brzogowe (w węzłach na brzegu S^ należy zadać przemieszczenia, 
a w węzłach na brzegi: Ŝ . należy zadać siły),

- wskaźniki procesu adaptacji siatki elementów brzegowych,
W wyniku obliczeń otrzymuje się składowe sił na brzegu oraz składowe 

przemieszczeń i stanu naprężenia na brzegu i w punktaoh wewnętrznych, w 
tym naprężenia redukowane obliozone według hipotezy Hubera i naprężenia 
główne.
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6. Numeryczne przykłady analizy wytrzymałościowej zęba

Zastosowanie MEB do efektywnyoh i dokładnyoh obliczeń wytrzymałościo­
wych zębów wymaga wcześniejszego przyjęoia modelu fizycznego i matematycz­
nego zęba. Model fizyozny obejmuje nie tylko własności fizyozne tworzywa, 
z którego wykonany jest ząb, ale także sposób oboiążenia i podparcia. Te 
ostatnie czynniki deoydują ostatecznie o prawidłowym sformułowaniu zadania 
brzegowego, które należy rozwiązać za pomocą MEB.

¥ literaturze przedmiotu [12] najozęśoiej rozpatruje się wyodrębniony 
z koła zębatego pojedynozy ząb obciążony siłą skupioną w górnej części 
zarysu. ¥pływ sąsiednich zębów jest najczęściej pomijany. Głębokość zamo­
cowania wyodrębnionej części zęba zależy od rodzaju koła zębatego i może 
być także uwarunkowana przyjętą metodą obliczeniową (por, ^13J ). Celem 
niniejszej praoy nie jest modelowanie fizyozne zęba, dlatego sprawa ta 
nie będzie dalej rozpatrywana.

Rozważono symetryczny ząb prosty koła zewnętrznie uzębionego. Oblicze­
nia wykonano dla zęba stalowego o następująoych parametrach:

- liczba zębów w kolo z=3 0,
- współozynnik przesunięoia zarysu x=0,
- zębatka o kącie zarysu cCon=20°,
- wysokość głowy zęba h aC= 1 ,2 5 ,
- promień zaokrąglenia głowy zęba Pao=0>38.

Wszystkio wymiary odniesiono do modułu, tak że uzyskano geometrię za­
rysu zęba w  wielkościaoh bezwymiarowych. Ząb obciążono jednostkową siłą 
skupioną, tzń. |T°|=1.

Przyjęty model fizyozny zęba Jest taki sam, jak w praoy [l3^, gdzie 
naprężenia w podstawie zęba obliczone są metodą odwzrowań wiemokątnyoh. 
Model matematyczny wynika z wcześniej omówionego zadania brzegowego linio­
wej teorii sprężystości, sformułowanego za pomocą metody brzegowych rów­
nali całkowych.

Obliczenia przeprowadzono w  celu przebadania wpływu głęhokości zamoco­
wania zęba (brzeg S^) na wartości naprężeń oraz określenia najlepszej 
siatki elementów brzegowych, tak aby zapewnić żądaną dokładność, sformuło­
waną za pomooą kryteriów adaptacyjnych przedstawionych w rozdz, U. Wyniki 
obliczeń maksymalnych naprężeń stycznych w  podstawie zęba porównano z od­
powiednimi naprężeniami obliczonymi za pomocą MES i MOW.

¥ celu wykonania tak postawionego zadania przeprowadzono wiele obli­
czeń testowych. Obliczenie.numoryozne obejmowały pełną analizę wytrzyma­
łościową, tzn. określenie składowych stanu przemieszczenia i naprężenia, 
redukowane oraz naprężenia główne.

Naprężenia główne Ci i €T.; przyjmują na brzegu podstawy zęba wartoś­
ci ekstremalne. Po stronie, gdzie przyłożono siłę naprężenia, główne
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są normalne do brzegu. Po stronie przeciwnej naprężenia główne E>2 są 
styczne do brzegu i mają znak ujemny, a naprężenia są normalne. Kie­
runek normalny do brzegu swobodnego SQ jest oczywiście drugim kierunkiem 
głównym i odpowiadają mu naprężenia zerowe.

Zwykle za podstawę obliczeń wytrzymałośoiowyoh przyjmuje się napręże­
nia po rozoiąganej stronie zęba, gdyż tam najczęściej rozpoczyna się 
iniojaoja pęknięoia zmęczeniowego, ohooiaż jak pokazują obliczenia, po 
śoiskanej stronie zęba bezwzględne warto,śoi naprężeń stycznych są większe 
niż po stronie rozoiąganej (por, rys. 2, 3 i ił).

Za naprężenia kryterialne .przyjmuje się więc dalej -maksymalne rozoią- 
gająoe naprężenia głóime €  1 =SnfOC.

Dla numeryoznych modeli zęba (Z178p), (Z158P), (Z118P) i (Z98p ) przy­
jęto następujące wskaźniki adaptaoyjne w tdop= 0 1 ^6’dop=0' '’5$.

Fig, 2. Diagram of principal stresses for the Z178P tooth
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stresses for the Z118P tooth

Fig. k. Diagram of principal stresses for the Z98P tooth
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W pierwszej kolejności badano wpływ głębokości zamocowania zęba. Y/raz 
ze zmniejszeniem głębokości utwierdzenia liozba elementów brzegowyoh na 
brzegu S^, równa , malała, a Iłęzba elementów na brzegu Sp, równa 
Np, była stała i wynosiła Np=67. Wyniki obliczeń maksymalnych brzego­
wyoh naprężeń głównyoh po stronie rozoiąganej zębn przedstawiono w tabli- 
oy 1 (poz. 1-5 ). llozkład brzegowych naprężeń głównyoh po obu stronaoh 
zęba dla pozycji 1 (Z128P), (Z118p) i 5 (Z98P) przedstawiono na rys* 2 ,
3 i k.

Analiza uzyskanyoh wyników wskazuje, że maksymalne naprężenia główne <5̂  
występują dla przypadku, gdy głębokośó utwierdzenia równa Jest 5 jednost­
kom. Odnosi się to do numerycznego modelu zęba Z118P (rys. 3), dla które­

go 6 1max=3-621-

Tablica 1

Y/yniki obliczeń

Lp.
Głębokość
utwier­
dzenia

Całkowita
liozba
elementów

N

Liozba 
elementów 
na S.

*1

Liozba 
elementów 
na S.

N2

^1inax

1 11 178 111 67. 3.608

2 9 158 91 67 3.608

3 7 138 71 67 3.610

U 5 118 51 67 3.621

5 3 98 31 67 3.**78

6 5 78 13 65 3.631

Cechą charakterystyczną siatek elementów brzegowych dla modeli nume­
rycznych zęba (Z178P), (Z158P), (Z138P), (Z1 1 8p) i (Z98P) Jost zagęazoze- 
nie węzłów brzegowyoh w podstawie zęba oraz w  miejscu przyłożenia siły.

Na idontyoznej siatce brzegowej, jaką ma model (Z118P), zbudowano mo­
del numeryczny zęba za pomooą MES. Siatka elementów skońozonyoh posiadała 
396 trójkątnyoh elementów z liniowymi funkojami kształtu i miała 258 węz­
łów (rys. 5 )* Maksymalne naprężenie główne w podstawie zęba po stronie 
siły oboiążającej wynosi ^ jest znaoznie mniejsze od wartoś-
oi, jaką uzyskano stosując model elementów brzegowyoh. Różnico wynikają 
m.in. z tego, że stosująo trójkątne elementy skończono z liniowymi funk­
ojami kształtu, otrzymuje się naprężenia stałe wewnątrz elementu skończo­
nego. Zwykle odnosi się Je do środków ciężkości poszczególnych elementów.
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Uln te,50 smoc;» poziomu dyskretyzacji MBS daje zifylcle mniej dokładne wy­
niki obliczeń ni* MBB (por. [ 11]  ). Odnosi się to szczególnie do zagadnień, 
w których olcroóla się naprężenia na brzegu ciało.

F i g .  6 .  D iagram  o f  p r i n c i p i a l  s t r o s s e s  f o r  th e  Z 78l‘



lietoda elementów brzegowyoh w. 1 1 r>

Model numeryczny (Z118P) zmodyfikowano w ten spodób, że rozrzedzono 
siatkę węzłów na brzegu utwierdzonym i na wierzchołku zęba. rezultn- 
oio otrzymano nodeł (Z78p ), który ma 78 elementów brzegowych (rys. 6)„
V wyniku tego wskożnik adaptacyjny dla kryterium globalnego zvriększyl 
się nieznaoznie do wartośoi M =0,1*5%, a wsknżnik dla kryterium lokulne-

(i) Tgo Mg praktycznie nie zmienił się.Obliczone dla tego modelu maksymal­
na naprężenie główne wynosiło 6^max=3.631, Siatka elementów' brzegowych 
(Z78P) jest bardzo zbliżona do siatki, jaką przedstawiono w praonoh [10, 
1*].

W o b l io z e n ia o h  p rze p ro w a d zo n y o h  z a  pom ocą M0V [i 3]  , o p a r ty c h  no w ię -  
o e j  n i ż  Jednym  p u n k c ie  o d w zo ro w an ia , o trz y m a n o , d l a  z ę b a  o t a k io h  sam ych 
p a ra m e tra o h  co a n a l iz o w a n y  w n i n i e j s z e j  p r a c y ,  b a r d z o  z b l i ż o n e  do s i e b i e  

w a r t o ś o i  n a p r ę ż e ń  m ak sy m aln y ch , a  m ian o w io io  3 * 6 2 0 , 3 ,6 2 9 ,  3 ,6 3 6  i  3 ,6 2 9 ,  
z tym ż e  w a r to ś ć  n a p r ę ż e n ia  3 , 6 2 9  b y ł a  n a j l e p i e j  u z a s a d n io n a .

Wyniki obliozeń naprężeń uzyskane za pomocą MED są bardzo zbliżone do 
tyoh, Jakie otrzymano stosując MOW. świadozy to o tym, że prezentowa.na 
metoda elementów brzegowyoh w zaproponowanym ujęciu adaptacyjnym jest 
skuteczną i efektywną techniką numeryczna, w analizie wytrzymałościowej 
zębów.

W su m ie  p r z e a n a l iz o w a n o  13 ró ż n y o h  sp o so b ó w  d y s k r e t y z o o J i  b r z e g u  z ę b a  
za  pom ooą MEB w yk on u jąo  p o ln e  o b l i o z e n i a  w y trz y m a ło śc io w e  o r a z  ro zw ażon o  
je d e n  p r z y p a d e k  d y a k r e t y z a o j i  z ę b a  z a  pom ooą MES. W yniki o b l io z e ń  obojm u- 
ją o e  o a ł ą  a n a l i z ę  s te r e o m e o h a n io z n ą  d o s tę p n e  s ą  u a u to ró w  a r t y k u łu .

7. Uwagi końoowe i wnioski

Końcowym osiem obliozeń zębów powinna być nie tylko analiza wytrzyma­
łościowa, ale także analiza wrażliwości i optymalizaoja kształtu zarysu 
podstawy zęba. Wyniki obliozeń numeryoznyoh, a także badania doświadczal­
ne wskazują, że na brzegu podstawy zęba występuje koncentracja naprężeń. 
Istotną rolę odgrywa tutaj promień karbu u podstawy zęba, który zależny 
jest od kształtu krzywej przejściowej.

Analiza wrażliwości umożliwia znalozienie najlepszego kierunku zmian 
kształtu Zarysu podstawy zęba (wywołanych np. deterministycznymi lub loso­
wymi zmianami parametrów narzędzia, lub koła zębatego), tak aby obniżyć 
wartośoi naprężeń występująoych na brzegu.

Określenie najlepszego kształtu zarysu podstawy zęba ze względu na 
miniraaiizaoJę maksymalnych naprężeń, przy dodatkowyoh warunkach ograni- 
ozająoyoh nalożonyoh na postać geometryczną stopy zęba, jest problemem 
z zakresu optymalizaoji kształtu.

Metoda elementów brzegowyoh jest dogodną i efektywną techniką numerycz­
ną w problemaoh analizy wrażliwości i optymalizacji kształtu (por, [5-7, 
1**]). Badania nad zastosowaniem MEB do tyoh problemów są aktualnie prowa­
dzone w  ramaoh CPEP 02.01,



114 T. Burozyński, B, Mrówczyńska

Podsumowując otrzymane w praoy rezultaty można stwierdzić, że zastoso­
wanie MEB w obllczeninoh zębów charakteryzuje się następującymi zaletami:

1. Możliwość analizy wytrzymałościowej zębów o dowolnej postaoi geome­
trycznej (zęby symetryczne i asymetryoznezazębienie przemieszczeń i na­
prężeń.

2. Dyskretyzaoji podlega tylko zarys zęba, przez co prosta jest prooe- 
dura przygotowywania danych do obliczeń.

3. Wprowadzenie adaptacyjnego ujęcia metody umożliwia obliczenia na­
prężeń z zadaną dokładnością,

4. Przy założonych w praoy wartościach wskaźników adaptacyjnych otrzy­
muje się wartości maksymalnych naprężeń zbliżonyoh do rezultatów otrzyma­
nych za pomocą MOW.

5. Przy tym samym poziomie dyskretyzaoJi otrzymuje się dokładniejsze 
wyniki obliozeń niż przy zastosowaniu MES .

6. Możliwość prowadzenia obliozeń za pomooą komputerów osobistych (np, 
przy \iżyoiu IBM PC).

7. Metoda może być przydatna w analizie wrażliwośol i optymalizacji 
kształtu zarysu podstawy zęba.

Autorzy wyrażają podziękowanie prof.zw.dr hnb.inż. L,Mullerowi za 
zainteresowanie problematyką zastosowania MEB w analizie zębów kół zęba­
tych oraz za oenne uwagi odnoszące się do wyników obliozeń numeryoznych 
i treści niniejszej praoy,
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ilEIO^ K PA Ü H H X  UJIEUEIITOB B AHAJ1H33

no conpornBJiEHiiK) sysraAiux 3yBbEB kojebc

■P e 3 e  i t  e

B paöOTe npe^cTaBAeHO npHMeHeime ueTo^a rpaHimmix oaeMeHTOB jyifl HyuepiiHecKo- 
ro aHanw3a conpoTHBjteHHH ayObeB. Pac-CMOTpeH TaKcii KJiacc 3ydbeB, KOToptdi uoxeT 
«OAeAHpoBaTbCfl Kan AByxMepHHe Kpaeau sa^a'iH JiHHeKHoit TeopHH ynpyrociH .
Kpaeaue HHTerpajibHue ypaBHeHiia nouyieHu no npmmHny B3aHMHocTH Estth. ,H,aH 
cnocoß AiioKpeTH3aunH 3thx ypaBneHHil nyTen AeJieHH.q npotJiHJiH ay6a Ha rpamdtHue 
ojieMeHiu,. CifopuynHpoaaHbi rAodanbKiii « noKajibHhm a.nanTHBHue KpmepHa, 
nosBajiHicauHe reHHpttpoBaTb onTHuajibnyiO oeTKy KpaeBbtx ojieMeHTos Ha ocnoBe 
oueHKii cynecTByiouero HyMepimecKoro pemeHjm. ßan nyMepimecKiiii ajiropnTM MeT0.ua 
oxapa k t o pi. 3 ob a hm bosMoxHOdn pa3paöoTaHHoä KOMnbWTepHoft nporpaMMM, npa- 
KeHaeMOH ajih pacneioB nepeMemeHiiii h HanpaaceHHii b 3y6bax. IlpeACTaBAeHH 
pe3yjibTaib! MauiHHHoro pacneia cxaTiiuecKHX itanpgxehhü b ocHOBaHHH 3y(5a jyia; 
BHÖpaHHsix KOMnbioTepHHX MOAeneil 3ySa. PeayjibTaTH pacaeTOB opaBHeHU o BeJiHHH— 
HawH HanpHxceHHü, nojiyneHHtiMH no ueTo;;y KOHemtux a.ieMeHtos u no MeTony 
npaBoyrojibHux oToöpaaceHiui.
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TOOTH i ’/V'.VV.irrri: XiJM V b .fS

f> u :i 11 3' y

\u Application oC the* boundary nlonnrit notliod in mncrionl an alysis 
of the too tli a J ror..̂ t-li lias boon presented in the 'ork, fuoh a cl«os of 
tooth 1 n* boon considered which can bo modelled as two - dIrons io>m 1 boun­
dary- ■»•jiltio nrobl nns of lino nr thoory of elasticity. boundary Integral 
equations Imvo been derived fro’i no tti.ro'>ii>i'oo*'l v/orfa theorem. A met­
hod oi di sore fcizn l.io:i of those aquations by <i:i\ !.»•-! tooth profile Into 
fclio bound.-o-y oloK.euts lit s beer "iven. f.iobnl r.iv- local rdnptJve criteria 
that i ah;' po«s J.blr* ?rera tlon of optiium network of the boundary elononts 
on the basis cf tir»»r\tJ on of the errors in oxistiivs numerical solution 
have boon formula ted • .’u mcrioal algorithm of the method bos been presented 
nrd possibilities *'f the developed co-nputer nro;?rn«M serv.iT«; calculation 
of displacements and strosoos ir. the tooth have boon characterized, 
Uosults of numerical calculations of tnr»ft»nfc stresses r.t the tooth root 
liai'e been presented for «elected numoric.il models of a. tooth. Calculation 
result* lun'o boor compared to the stress voire» determined with finite 
ol?moi't method and conformnl mapping method.


