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METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ANALIZIE
WYTRZYMALOSCIOWEJ ZEBOW KOL ZEBATYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie metody elementéw
brzegowych w numeryoznej analizie wytrzymatosci zebéw. Rozwazano
taka klase zebow, ktdre moga by¢ modelowane jako dwuwymiarowe zada-
nia brzegowe liniowej teorii sprezystosoi. Brzegowe roéwnania catko-
we wyprowadzono z zasady wzajemnos$ci Bettiego. Podano sposéb dys-
kretyzaoji tych réwnan poprzez podziat zarysu zeba na elementy brze-
gowe. Sformutowano globalne i lokalne kryteria adaptacyjne, ktére
umozliwiaja generacje optymalnej siatki elementéw brzegowych na
podstawie oszaoowania btedow istniejacego rozwigzania numeryoznego.
Przedstawiono algorytm numeryozny metody i scharakteryzowano mozli-
wosci opracowanego programu komputerowego stuzacego do obliozen
przemieszozeh i naprezen w zebach. Przedstawiono wyniki obliczen
numerycznych naprezen styoznych w podstawie zeba dla wybranych mo-
deli numeryoznyoh zeba. Wyniki obliczen pordéwnano z wartosciami
naprezen wyznaczonymi metodg elementdéw skornczonych i metoda odwzoro-
wan wiernokatnyoh.

1. Wprowadzenie

Jedna z najprostszych metod obliozeniowych pozwalajacych na okreslenie
naprezen w podstawie zeba kota zebatego jest metoda #amanych przekrojow
[12J . Metoda ta przy pomocy elementarnyoh sposobéw znanych z wytrzymato$-
ci materiatéw daje~Jakosciowo dobry obraz stanu naprezenia w podstawie
zeba, uwzgledniajac naprezenia wywotane momentem gnacym, sidta $oinajaca
i sitg Sciskajaca. Jednakze wyniki obliczen nie sa wystarozajaco dok#adne
z uwagi na zbyt uproszozony model obliozeniowy zeba. Jednag z najbardziej
rozpowszechnionych i zaakceptowanyoh metod stuzgoyoh do okreslania napre-
zen w podstawie zeba jest metoda odwzorowan wiernokatnyoh (MOW). Metoda
ta oparta Jest na odwzrowaniaoh wiernokatnyoh pozwalajacych wykorzystac
znane rozwigzania dla pédprzestrzeni sprezystej. Zastosowanie MOW do obli-
czen napre“zeh w kotach zebatych podat po raz pierwszy Neuber [15J . Metoda
ta zostata rozwinieta i przystosowana do obliczen numeryoznych przez
Mullera [13]. Jedna z g#6wnych zalet MOW jest fakt, Zzo otrzymuje sie za-
dowalajace wartosci naprezeh w podstawie zeba przy zatozeniu kilku punk-
téw na zarysie 3topy zeba. Zaleta ta okupiona jest koniecznos$cig rozwig-
zywania uk*adu nieliniowyoh roéwnan algebraicznych, 00 stwarza problemy
natury numeryoznej. Do gtéwnych wad MOW nalezy jednak brak uniwersalnosci.
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Za pomoog MO¥ nie mozna bowiem oblicza¢ naprezen dla zebdéw niesymetrycz-
nych oraz nie moze by¢é ona zastosowana do obliozen ké+ wewnetrznie uzebio-
nych, poniewaz w metodzie tej zaktada sie, ze utwierdzenie zeba znajduje
sie w nieskonczonosci.

Zastosowanie uniwersalnych metod numerycznyoh mechaniki, takioh jak
metoda elementédw skonczonyoh (MES) lub metoda elementéw brzegowych (MEB),
pozwala przeprowadzi¢ catosciowg analize wytrzymatosciowa (w zakresie
analizy przemieszozen, odksztatcen i1 naprezen) zebdéw o dowolnej geometrii
k64 wewnetrznie i zewnetrznie uzebionych. Aby otrzymaé¢ wystarozajgoo do-
ktadne wartosci naprezen, stosujao MES lub MEB nalezy przeprowadzi¢ odpo-
wiednig dyskretyzaoje zarysu 1 obszaru zeba (w przypadku MES) 1lub tylko
zarysu (w przypadku MEB).

Zastosowanie MES do okres$lenia naprezen w podstawie zeba przedstawili
Kondo 1 Takada [9]- Przyjeli oni do obliozen 230 8-weztowych czworokat-
nych elementdéw skonczonych potaczonych w 761 weztach. Do mankamentéw MES
nalezy zaliczy¢ knnieoznos$¢ rozwigzywania duzego ukdtadu liniowych réwnan
algebraicznych (np. w przypadku omawianej praoy [9] nalezato rozwigzac
uktad 1522 roéwnan algebraicznych). Przy duzej liozbie elementéw skonozo-
nyoh kdopotliwe jest takze przygotowanie odpowiednich danyoh liozbowyoh
dotyczacych zaréwno geometrii zarysu, jak i wnetrza zeba.

Jak wiadomo, maksymalne naprezenia w podstawie zeba wystepuja na zary-
sie (brzegu) zeba. Z tego powodu bardzo wygodng i efektywna metoda nume-
ryozna analizy stanu naprezenia w podstawie zeba Jest MEB. G#d6éwnag zaleta
MEB Jest to, ze dyskretyzaoji podlega wytacznie brzeg zeba. Dzieki temu
wyraznie zmniejszona jest ilos¢ wprowadzanych danyoh dotyczacych geometrii
zeba i1 uktad po dyskertyzacji ma znacznie mniejsza liczbe stopni swobody
niz przy zastosowaniu MES. Umozliwia to zastosowanie komputeréw osobis-
tych do obliozen wytrzymatosciowych zebow.

Przyktadowe zastosowanie MEB do analizy stanu naprezenia w zebaoh
przedstawi+ Lachat [10], rozwazajac elementy brzegowe o réznych funkc jaoh
ksztattu. ¥ celu zwiekszenia doktadnosci obliozen zastosowat on kryterium
globalne i lokalne, ktére umozliwidty automatyczng generacje siatki ele-
mentéw brzegowyoh.

¥ niniejszej pracy podjeto probe zbudowania modelu numerycznego zeba
za pomoca MEB stosujac liniowe funkcje ksztattu. ¥ szczegélnosci wyprowa-
dzono brzegowe réwnania catkowe dla sprezystego modelu zeba oraz pokazano
spos6b dysktretyzacJi zarysu zeba elementami brzegowmi. Oryginalnym ele-
mentem praoy jest zaproponowanie adaptacyjnego ujecia MEB, ktére umozli-
wia przeprowadzenie dy3kretyzacji na podstawie oszacowania bdtedu istnie-
jacego rozwigzania numeryoznego. ¥ tym oelu zastosowano dwa kryteria,
weddug ktéryoh okreslono wskazniki adaptacji. Przedstawiono algorytm nu-
meryczny oraz omoéwiono program komputerowy stuzgoy do analizy stanu na-

prezenia 1 przemieszczenia zebéw. Pokazano przyktady numeryczne analizy.
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Cel, jaki przyswieoal prezentowanym obliczeniom, polegat na przebadaniu
wptywu gtebokosci zamocowania zeba oraz poroéwnaniu otrzymanych maksymal-
nych naprezen w podstawie zeba z odpowiednimi naprezeniami obliczonymi za
pomoca MOY/ [13] i MES,

Naoisk, jaki potozono na opracowanie wygodnej i efektywnej techniki
numeryoznej MED w zagadnieniu analizy wytrzymatosciowej, wynika z faktu,
ze stanowi to podstawowy i nieodtaczny element optymalizacji i1 analizy
wrazliwosci ksztattu i w deoydujgoy sposob wptywa na ich realizacje nu-
merycznag,

Praoa jest wynikiem badan prowadzonyoh w Instytucie Meohaniki i Podstaw
Konstrukcji Maszyn Politechniki $laskiej w Gliwioaoh w reraaoh CPBP 02.01
na temat 6.4: "Optymalizaoja ksztattu elementédw konstrukcyjnych metoda
elementéw brzegowyoh™. Powstaty w wyniku tyoh badan program numeryczny
MEB stuzgcy do analizy zagadnieh dwuwymiarowych zostat przystosowany do
obliozen zebdéw i1 przekazany do Instytutu Transportu Politechniki $laskiej.

2, Brzegowe rownania catkowe dla sprezystego modelu zeba

G+6wng oeohag MEB jest zmniejszenie o jeden rzad wymiaru rozwigzywanego
zadania brzegowego. Jesli rozwazane zagadnienie jest przestrzenne, to re-
dukuje sie ono do zagadnienia dwuwymiarowego okreslonego na powierzohni
ograniozajaoej oiato, natomiast w przypadku zagadnien ptaskioh problem
brzegowy sprowadza sie do zagadnienia jednowymiarowego i wymaga dyskrety-
zaoji tylko linii brzegowej, ograniczajacej element konstrukoyJdny (por.
[3» **])= Rozwazana bedzie taka klasa zebéw, ktdére moga by¢é¢ modelowane
jako zadania ptaskie liniowej teorii sprezystos$ci. Przyjmuje sie, Zzo zab
zajmuje obszar V ograniczony brzegiem S w dwuwymiarowej przestrzeni
Euklidesa (rys, 1a). Punkty obszaru V 1 brzegu S oznaczane przez
X = (J) iy = (vi), JS £1, 23 . Zaktada sie, ze brzeg S sk#tada sie z
d,boh czesci S| i1 S*. Na brzegu (krzyw ABCD) dane sa przemieszoze-"
nia u’(Xx) = (W°(x)) x6S", Jesli brzeg jest utwierdzony, to uO(x) = O.
Na brzegu Sg (krzywa DEFGUA) dane sg sity t°(x) =(t°(x)), x GSj. Zwykle
brzeg S2 sktada sie z brzegu swobodnego SO (krzywe DEFG i HA), na
ktérym dane sa sity zerowe (t° = 0) oraz brzegu obcigzonego (krzy-
wa Git) , na ktéorym t ™ 0. V przypadku ogélnym w obszarze V moga dziataé
sity masowe b(x) = (b,(x)), x 6V. Rozpatrywane jest takze zadanie po-
moonioze dla pewnego obszaru V z brzegiem S o tych samych wkasnos$-
ciaoh sprezystych, co zagb. Zgb zawarty jest w obszarze V* , tzn. ,VcV*.
Obszar V* moze by¢ nieorganiozonym os$rodkiem sprezystym (rys. 1,b).

Twierdzenie Bettiogo dla zagadnienia wyjsciowego I pomocniczego ma
po3tac:

@)



too T. Durczynski f 11. Trovozyrak."i

yse In. Kys. 1b.
I». la. ronnulutiou of boundary Fift. 1b#Formulation of auxiliary
ooiidition.s for tooth problem for tooth

Juzyui litorami [I’j, T~, Uj oznaczono odpowiednio przemieszczenia,
sity brzegowo 1 sity Masowe odnoszgoo sie do uktadu pomocnicze”o. Jes$li
punikolo y e V* nieograniczonej przestrzeni sprezystej dziata jednostko-
wa sidta skupiona

1ML = 6(y-.\)ol, (2)

S*l1zj o:

<B5(>=x) Jest dystrybucja «irnon, y wskazuje punkt zroéddowy, XEV*jest
punktom biezacym i>ola, n e~ Jest wektorom Jednostkowym dziatajgacym w
i-tym kierunku, to przemieszczenia i sity wyrazidé mozna nastepujacymi zn-

lezno-wjinmi j

(ylzio:
Uy (v,x) 1 T (y,A) przedstawiajag soba przemieszczenia- i1 sity w
j-tyra kierunku w punkoie x wywodtano Jodnsotkowa sita skupiong dziatajaca

w punkcie y w e”-tym kierunku.
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","cnsory 1™j 1 T~J  wyrnznjij sit nastepujacymi wsorai.ii:

w
Uu (yx) = - -"rc”Tc, In(r) " r,kor,j)
(y,x) =- i i u ft(1-2v) 6ij 12r,i r,J3 “f i
®
- (1-2v) (rfi Uj - rf3 nnJ
gdzie r(y,x) jost odlegtoscia miedzy punktami y 1 x
r(y,x) = (rx ri)vz, rt = x+ - yz#l ®)
natomiast wyrazenie r,” orkeslono jest nastepujaco
r,+ = — mm=r,/r. (@)

Przez Gil? oznaczono odpowiednio modut sprezystosci poprzeoznej i
liozbe Toissona. Przez n =(nj) oznaczono jednostkowy wektor normalny do
brzegu S. Wzory (4) i (5) ol>ovigzujag dla ptaskiego stanu odksztatcenia.
V przypadku ptaskiego stanu naprezeniaV nalezy zastapiéprzezV 1+V) .

Wstawiajagc (2) i (3) do twierdzenia Bettiego otrzymuje sie wzoér So-

migliany:
uiy) = \] NiJy™ <) “ Tij ds(x) +
S (8)
+ J Vii(y.x)bj(x)dv(x) ye v
\%

W dalszych rozwazaniach przyjmuje sie, ze sity masowe sa zerowe.
Odpowiednikiem wzoru Somigliany dla naprezen jest wyrazenie:

6ij(y)= JgDijk(y>x)tk(x) " Sijk(y-x)"k(x)] ds(x) yEV (©)]
gdzie:

Dijk =6 [uij] ortiz sijk=er [Tij] (por- i3~ 5*

Wzory (8) i (9) pozwalaja wyznaczy¢ przemieszczenia i naprezenia we-
wnatrz zeba V , jesli znany jest rozktad przemieszczen i sit brzegowych.
7. warunkow brzegowych znane sag tylko przemieszczenia u°(x) na brzegu
Sj 1 sity t°(x) na brzegu S*. Aby mozna byto obliczy¢é nieznane prze-
mieszczenia na brzegu S2 i sity na brzegu S1 nalezy wzér Somigliany (8)
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przeksztatoi¢ do brzegowego roéwnania catkowego. ¥ tyra oelu punkt y po-
winien zdaza¢ do brzegu S. ¥ rezultacie otrzymuje sie uktad dwéoh osobli-
wych réwnan catkowych okreslonych na brzegu S. Ukdtad ten mozna przedsta-

wi¢ w postaoi wektorowej:

o(y) u(yd) = 5 [u (y,x) t(x) - T(yH) uC)l dS(x) y 65, (10)
s

gdzie:

UQy,x) = [uij(y«x)1t T(y,x) = [T#j(y,i)] natomiast o(y) = [c"Cy)]
zalezy od geometrii brzegu S w punkoie y. Dla brzegu gtadkiego £°ij(y)] =
=d +J/2.

Wektorowe brzegowe réwnanie catkowe (10) stanowi podstawe numeryoznogo
rozwigzania za pomocag dyskretyzaoji elementami brzegowymi.

3. Dyskretyzaoja zarysu zeba elementami brzegowymi

Dyskretyzaoja réownania catkowego (10) prowadzi do uk#adu réwnan alge-
braioznyoh wzgledem nieznanych wartosci wezdowych przemieszczen i sit
brzegowych. ¥ tym oelu dyskretyzaoji podlega.zardéwno geometria brzegu
zeba, Jak i przemieszczenia i sity na tym brzegu.

Wspotrzedne kartezjanskie Xji, k6 j1, 2J biezacego punktu brzegowego
wyrazone sg przez wspodrzedne weztowe x” i Ffunkoje ksztattu N™N).
¥ lokalnym uktadzie wspétrzednych otrzymuje sie

xE(M) = m = (11)

gdzie: H odpowiada wprowadzonej klasie aproksymaoJdi.

Funkcjo ksztattu dla elementéw liniowych maja postad:
NI(E) = @ N2(E) + (L + |)/2. a2)

Brzegowe wartos$ci przemieszczen u. i sit t, sa aprksymowane przy po-
m m
mocy wartosoi wezdowyoh u. it oraz odpowiednich funkoji ksztatut

MII(D
ueCl) = u* to(E) = *(E) t°ra 13)

W oelu przeksztatcenia brzegowego réwnania catkowego (10) do liniowego
uktadu réwnali algebraicznych nalezy brzeg S podzieli¢ na elementy brzego-
wo S° 06 gdzie I jest liczba elementéw brzegowych. Woéwczas oak-
ke brzegowa mozna przeksztatci¢ w sume catek po elementach brzegowych:
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J [...1dS(x) =SLI1 7/ [...1dso. ™

Wstawiajag® (13) do (10) i uwzgledniajgo (*) otrzymuj© sie dyskretna pos-

ta¢ brzegowego roéwnania oatlcowego:

ou(y) =Xe=1s L {tBm J uly.x(£)] Nm(E) 1IC(DIds>(D) -

J 36 1 (15)
- bel TLy.x(%)] N™~) JJ(E)] dSe(®)]-
V zaleznosoi powyzszej uwzgledniono, ze

ds(x) = 15&E) dsd)- 6

Réwnanie (15) powinno by¢ spe#nione dla wszystkich punktéw zréddowych 'y
lezacych w weztach brzegowych. Jeéli liczba wszystkioh wez#6w wynosi V,
to otrzymuje sie ulcind (2 MD rownan algebraicznych, ktéry mozna zapisac

w postaoi macierzowej

[n] {u} = [o[{t}, (17)

gdzie:

{u} Jest tnaoierza kolumnowa wezdowych wartosci przemieszczen uem,

{tj Jjest macierza kolumnowag wez#owych wartos$oi sil t0",

[1il jest macierza kwadratowa zalezng od catek brzegowych z rozwigzan
podstawowych T, funkcji ksztattu N, Jakobianu |J | oraz
statych o,

[c]l Jest maoierza kwadratowg zalezng od oatek brzegowych zrozwigzali
podstawowych U, funkoji ksztattu N oraz jakobianu |J |-

Macierzowe rownanie (17) mozna przeksztatci¢ do postaci:

[k1 (X)) = Dn1{y 3( as)

edzie:
{x} Jjest macierza kolumnowa nieznanych wartos$ci przemieszczen i sit
wez+owyoh,
jest macierza kolumnowa zadanych wartosci przemieszczen i sit
weztowych,
[k] i [L] sa pednymi i niesymetrycznymi raaciorzami kwadratowymi, kto-
rych wyrazy zaleza od macierzy [ilj i £g].

Ukdad liniowych réwnan algebraicznych (I8) rozwigzywany jest metoda
Gaussa,
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Znajac rozktad wszystkich przomieszozeii i sit brzegowych ntoisnn / ::nlez~
nosai (8) i (0) obliczyé¢ przemieszczenia i naprezenia w dowolnym punkcie
y obszaru V. Dyskretna posta¢ zaleznosci (8) i (9) przedstawia sie
nas tepujaco:

{u} =[S I{t}: - [h(OI{u}, 19

{6yl = [dy)JI {t} - [s(yOI{u}- 20)

Haoiorze [3(y)] ., iH(Y)] , [0o(y)] oraz [SM] zaleza odpowiednio od ca-
tek brzegowych z jader N, Dijk* ~ijk* funkoji ksztattu N i ja-
kobianu |J | i sg obliczane dla ustalonego punktu vyeV, w ktdérym szukane
sg przemieszczenia i naprezenia. V wielu zastosowaniaoh interesujaca jest
znajomos$¢ sktadowych stanu naprezenia nie tylko wewngatrz olata, ale takze
na brzegu. V analizie wytrzymatosciowej zebow okazuje sie, ze najwieksze
naprezenia wystepuja na brzegu w podstawie zeba. MEH pozwala na stosunko-
wo doktadne okreslenie naprezen na brzegu, co mn istotne znaczenie nie
tylko w analizie wytrzymatosciowej, ale jest bardzo cenne w optymalizacji
i analizie wrazliwosci ksztattu.

V celu okreslenia naprezen na brzegu wygodnie jest wprowadzi¢, w punk-
cie, w ktorym szukane Jest naprezenie, lokalnykartezjnnski uktad wspot-
rzednyoh x», k6 taki ze oS. jest styczna do brzegu. Prze-
inieszozonia w tym uktadzie mozna wyrazié¢ zaleznos$cia

u® = N™ U°nra , @1
natomiast sktadowa tensora odksztakcen réwna pochodnej przemieszczenia
wzgledem wspoédrzednej stycznej ~x4 moze by¢ wyznaozona
doktadnie. Teraz sktadowe stanu naprezenia na brzegu dadza sie wyrazic

s12 = § -~ ®22 = *2 *
(22)
®11 = ~ ®22 + 20 &11V(1 -V).
Znojac sktadowe stanu naprezenia w uktadzie Ilokalnym mozna wyrazic
je w uk#aclzio globalnym poprzez kosinusy kierunkowe miedzy oboma

uktadami .

P Adaptacyjne ujeole me"tody elementédw brzegowyoh

Stosujagc MBB lub MES uzyskuje sie przyblizone rozwiazanie zadania brze-
gowego dla ciata o dowolnej geometrii. Pojawia sie"jednak problem oceny
tego rozwigzania i1 oszcaowania btedu, jakim jest ono obarczone. Problem
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ten moze by¢ istotny w wielu zagadnieniach, w tym m.in. w zadaniach z (u-
tymi gradientami nnprez.en lub w zadaniaoh optymalizaoji ksztaktu. 7. takg
klasa probleméw spotykamy sie przy analizie wytrzymatosSciowej zebow

i optymalizacji postaoi geometrycznej podstawy zebdw.

Spietrzenie naprezen w dolnej czesci stopy"™ zebd prowadzi, przy zasto-
sowaniu regularnej siatki elementéw brzegowych, do rozwigzali mato doktad-
nych. V zadaniach optymalizacji ksztattu rozwigzanie numeryczne jest
szczog6lnie czule na przyjety®™ sposéb dyskretyzaoji brzegu, ktéry podlega
ksztattowaniu. U zwigzku z tym problem oszacowania btedu rozwigzania
numorycznoego i1 zmodyfikowania istniejacego sclionatu aproksymacyjnego
(esli btad jest wiekszy od dopuszczalnego) jost istotnym zagadnieniem
w numerycznych obliczeniach zebéw.

Opisany wyzej problem, zwany w li teraturze przedmiotu adaptacyjnym

ujeoieiil metody numeryoznoJ , skupia w ostntnioh latach uwage wielu bada-

czy".
spos6b oszacowania bdedu istniejacego rozwigzaniu numeryoznogo (tzw,

Przy® formudtowaniu adaptacyjnej motody numerycznej nalezy okreslic¢

oszacowanie n-pos toriori) oraz okresli¢ technike adaptacyjna, ktorej
zastosowanie pozwoli na wulepszenie Istniejaoego schematu dyskretyzaoJi.
V literenturze przedmiotu wyréznia sie trzy techniki adaptacyjne (por.

praoa przegladowa W) :

- metode lokalnego zageszczeniu siatki, (metoda h),
- metode lokalnego zwiekszenia stopnia aproksymacji (metoda p),
- metode relokaoj.i wez46w siatki (motoda r).

U jirzociwiens twie do adaptacyjnej metody olomentéw skonczonych (AlIEo),
ktéra rozwineta sie gtéwnie w ostntnioh kilku latach (por. [dj) adapta-
cyjna metoda elementéw brzogowyoh (allEH) Jost obecnie w trakcie powstawa-
nia. V pracy” [*6] przedstawiono h-AMI3H oparta na asymptotycznie oszaco-
wanym btedzie. Teolmlku ta zastosowana dla lokalnego kryterium umozliwia
okreslenie liczby elementéw brzegowych koniecznych dla danej doktadnosSci.
Teclaiikn p-AWi!3 zostata przedstawiona w pracach |j, 2, 17j , gdzie zasto-
sowano hierarchiczne funkcje ksztattu. Umozliwia to zwiekszenie lokalnego
stopnia aproksymacji bez koniecznosci modyfikaoji istniejacych macierzy

Ponizej zostanie przedstawiona technika h-AMKI) bardzo przydatna w

dyskretyzaold.i zeb6w, oparta na kryterium golbalnym i1 lokalnym (por.
1I¥D.

Prawidfowo przeprowadzona dyskretyznejn zeba elementami brzegowymi po-

winna zapewni¢ jego globalng réwnowage, tzn. wartos¢ catki brzegowej

(Z3)
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powinna by¢ bliska zeru. Jesli bdad w spednieniu warunkéw réwnowagi jest
wiekszy od zatozonego ~"~dop’ to nnle*y Przeprowadzi¢ globalng modyfika-
cje siatki elementédw brzegowyoh przez podziat kazdego elementu na dwa
nowo elementy.

Wzgledny bdad (wskaznik) spednienia warunkéw roéwnowagi mozna obliozyo

z warunku:

(21t

gdzie:

t
Po osiagnieciu rownowagi globalnej nalezy zastosowac¢ lokalne kryterium

modyfikacji siatki. Kryterium to moze polega¢ na zapewnieniu ciaggtosci

W niniejszej praoy przyjeto inne zmodyfikowane kryterium lokalne, wed-
+ug ktorego prawiddfowo przeprowadzona dyskretyzacja brzegu swododnego S
powinna zapewni¢ zerowanie sie naprezen normalnych na SO. Obliozenia
numeryczno wskazuja ,ze w tych miejsoaoh, gdzie sa duze gradienty napre-
zen styoznyoh (wystepuja one na brzegu podstawy zeba - por. rozdz. 6),
pozostaja resztkowe (residualne) naprezenia normalne wynikte z numerycz-
nej dyskretyzaoji SO.

Wzgledny bdad (wskaznik) dla kryterium lokalnego zostat sformutowany
nastepujaco:

lony Jest na dwa nowo elementy. Liczba takich podziatédw jest ograniczona,
aby uniknaé¢ niestabilnosci przy numerycznym catkowaniu.

Zastosowanie przedstawionej teohniki h-MEB do analizy zebdéw wskazuje
na duza efektywnos¢ prooesu adaptaoji w problemach z duzymi gradientami

naprezen.
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5. Algorytm numeryczny metody 1 program komputerowy analizy
wytrzymalosc lowe j

MED przedstawiona w rozdzialaoK 2, 3 i 4 moze by¢ w prosty sposéb
zalgorytmizowana. Tok postepowania mozna przedstawié¢ nastepujgoo:

1. Wozytaj dane.

2. Przeprowadz dyskretyzaoje brzegi zeba elementami brzegowymi.

3. Aproksymuj na kazdym elemenoie przemieszozenia i sity przy pomooy
funkoji ksztattu i wartosci wezdowych.

U. Wyznacz elementy macierzy [g] i [h] obliozajgo catki brzegowe za
pomooag kwadratur Gaussa.

5. Uwzglednij zadane warunki brzegowe i transformuj macierze [g] i [h]
do maoierzy i [ij -

6. Oblicz nieznane wartosci wezdtowe przemieszozen i sit rozwigzujac
uktad réwnan algebraicznych metoda Gaussa.

7. Sprawdz warunek globalnej roéwnowagi Wtdop" Jost spet-
niony, przejdz do punktu nastepnego, jesli nie, skooz do punktu 2.

8. Oblioz naprezenia na brzegu.

9. Sprawdz warunek lokalny dla residualnych naprezen normalnych

wédop “ JOS* spedniony, to przejdz do punktu nastepnego,

jesli nie, skocz do punktu 2.

10. Oblicz przemieszozenia i naprezenia w zadanych punktaoh wewnetrz-
nych.

11. Wydrukuj wyniki.

Powstaty weddug powyzszego algorytmu program komputerowy zostat napi-
sany w jezyku algorytmicznym Fortran 77 i uruohOmiony na komputerze
IBM PC/XT.

Do programu nalezy przygotowa¢ nastepujace dane:

- whasnosci sprezyste tworzywa, z ktdrego wykonany jest zgb (modut Younga

i liczba Poissona),

- nalezy zdeoydowa¢, czy zadanie bedzie trakowane jako ptaski stan od-
ksztatcenia czy naprezenia,

- poozatkowa liozbe wez4é6w brzegowych oraz ioh wspédrzedne,

- liozbe punktédw wewnetrznych i ich wspétrzedne (jesli uzytkownika prog-
ramu nie interesuja przemieszozenia 1 naprezenia wewnatrz zeba, to
punkt ten jest pomijany),

- warunki brzogowe (w weztach na brzegu S nalezy zada¢ przemieszczenia,

a w weztach na brzegi: S. nalezy zadac¢ sity),

- wskazniki procesu adaptacji siatki elementéw brzegowych,

W wyniku obliczen otrzymuje sie sktadowe sit na brzegu oraz sktadowe
przemieszczen i stanu naprezenia na brzegu i w punktaoh wewnetrznych, w
tym naprezenia redukowane obliozone weddug hipotezy Hubera i naprezenia
gtowne.
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6. Numeryczne przykdtady analizy wytrzymatosciowej zeba

Zastosowanie MEB do efektywnyoh i doktadnyoh obliczen wytrzymatos$cio-
wych zebéw wymaga wczesniejszego przyjeoia modelu fizycznego i matematycz-
nego zeba. Model fizyozny obejmuje nie tylko wkasnosci fizyozne tworzywa,
z ktérego wykonany jest zgb, ale takze spos6b oboiazenia i1 podparcia. Te
ostatnie czynniki deoyduja ostatecznie o prawiddtowym sformudowaniu zadania
brzegowego, ktdére nalezy rozwigzac¢ za pomoca MEB.

¥ literaturze przedmiotu [12] najozes$oiej rozpatruje sie wyodrebniony
z kota zebatego pojedynozy zagb obcigzony sitg skupiong w gérnej czesci
zarysu. ¥pdtyw sasiednich zeboéw jest najczesciej pomijany. GHebokos¢ zamo-
cowania wyodrebnionej czesci zeba zalezy od rodzaju kota zebatego i moze
by¢ takze uwarunkowana przyjeta metoda obliczeniowag (por, ~13J). Celem
niniejszej praoy nie jest modelowanie fizyozne zeba, dlatego sprawa ta
nie bedzie dalej rozpatrywana.

Rozwazono symetryczny zab prosty kota zewnetrznie uzebionego. Oblicze-
nia wykonano dla zeba stalowego o nastepujaoych parametrach:

- liczba zebéw w kolo z=30,

- wspétozynnik przesunieoia zarysu x=0,
- zebatka o kacie zarysu don=20°,

- wysokos$¢ gtowy zeba haC=1,25,

- promien zaokraglenia gtowy zeba Pao=0>38.

Wszystkio wymiary odniesiono do modutu, tak ze uzyskano geometrie za-
rysu zeba w wielkosciaoh bezwymiarowych. Zab obciazono jednostkowag sita
skupiona, tzn. |T°|=1.

Przyjety model fizyozny zeba Jest taki sam, jak w praoy [I3®, gdzie
naprezenia w podstawie zeba obliczone sa metoda odwzrowan wiemokatnyoh.
Model matematyczny wynika z wczedniej oméwionego zadania brzegowego linio-
wej teorii sprezystosci, sformutowanego za pomocag metody brzegowych roéow-
nali catkowych.

Obliczenia przeprowadzono w celu przebadania wptywu gtehokosci zamoco-
wania zeba (brzeg $S7) na wartosci naprezen oraz okreslenia najlepszej
siatki elementéw brzegowych, tak aby zapewni¢ zadana doktadnos$¢, sformudo-
wang za pomoog kryteriéw adaptacyjnych przedstawionych w rozdz, U. Wyniki
obliczen maksymalnych naprezen stycznych w podstawie zeba poréwnano z od-
powiednimi naprezeniami obliczonymi za pomoca MES i1 MOW.

¥ celu wykonania tak postawionego zadania przeprowadzono wiele obli-
czen testowych. Obliczenie.numoryozne obejmowaty pedng analize wytrzyma-
tosciowg, tzn. okreslenie sktadowych stanu przemieszczenia 1 haprezenia,
redukowane oraz naprezenia gtowne.

Naprezenia gtéwne Ci 1 €; przyjmuja na brzegu podstawy zeba wartos$-
ci ekstremalne. Po stronie, gdzie przytozono site naprezenia, gtbéwne
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sa normalne do brzegu. Po stronie przeciwnej naprezenia gtéwne B2 sg
styczne do brzegu 1 maja znak ujemny, a naprezenia sa normalne. Kie-
runek normalny do brzegu swobodnego SQ Jjest oczywiscie drugim kierunkiem
gtéwnym i odpowiadaja mu naprezenia zerowe.

Zwykle za podstawe obliczen wytrzymatosoiowyoh przyjmuje sie napreze-
nia po rozoiaganej stronie zeba, gdyz tam najczesSciej rozpoczyna sie
iniojaoja peknieoia zmeczeniowego, ohooiaz jak pokazuja obliczenia, po
Soiskanej stronie zeba bezwzgledne warto,$oi naprezen stycznych sa wigeksze
niz po stronie rozoiaganej (por, rys. 2, 3 i .

Za naprezenia kryterialne .przyjmuje sie wiec dalej -maksymalne rozoig-
gajaoe naprezenia g¥dime € 1=SnfoC.

Dla numeryoznych modeli zeba (Z178p), (Z158P), (Z118P) i (Z98p) przy-
jeto nastepujace wskazniki adaptaoyjne wtdop= 0 1 ~6Uop=0""5%.

Fig, 2. Diagram of principal stresses for the Z178P tooth
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Fig.
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stresses for the Z118P tooth

k. Diagram of principal stresses for the Z98P tooth
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W pierwszej kolejnosci badano wpdtyw glebokosci zamocowania zeba. Y/raz
ze zmniejszeniem gtebokosci utwierdzenia liozba elementdow brzegowyoh na
brzegu S7, rowna , malata, a ltezba elementéw na brzegu Sp, réwna
Np, byta stata i wynosita Np=67. Wyniki obliczen maksymalnych brzego-
wyoh naprezen g#éwnyoh po stronie rozoiaganej zebn przedstawiono w tabli-
oy 1 (poz. 1-5). llozktad brzegowych naprezen g4éwnyoh po obu stronaoh
zeba dla pozycji 1 (Z128P), (Z118p) i 5 (Z98P) przedstawiono na rys* 2,
3i k.

Analiza uzyskanyoh wynikéw wskazuje, ze maksymalne naprezenia g#éwne &
wystepuja dla przypadku, gdy gtebokosdé utwierdzenia réwna Jest 5 jednost-
kom. Odnosi sie to do numerycznego modelu zeba Z118P (rys. 3), dla ktdére-

go 6 lmax=3-621-

Tablica 1
Y/yniki obliczen

Gtebokosc Catkowita Liozba Liozba

Lp. utwier- liozba elementoéw elementoéw ALi
N . inax
dzenia elementéw na S. na S.
N *1 N2

1 11 178 111 67. 3.608
2 9 158 91 67 3.608
3 7 138 71 67 3.610
U 5 118 51 67 3.621
5 3 98 31 67 3.7*78
6 5 78 13 65 3.631

Cechg charakterystyczna siatek elementédw brzegowych dla modeli nume-
rycznych zeba (Z178P), (Z158P), (Z138P), (Z118p) i (Z98P) Jost zageazoze-
nie wez+6w brzegowyoh w podstawie zeba oraz w miejscu przytozenia sity.

Na idontyoznej siatce brzegowej, jaka ma model (Z118P), zbudowano mo-
del numeryczny zeba za pomooa MES. Siatka elementéw skohozonyoh posiadata
396 trojkatnyoh elementéw z liniowymi funkojami ksztattu i miata 258 wez-
+ow (rys. 5)* Maksymalne naprezenie g#éwne w podstawie zeba po stronie
sity oboiazajacej wynosi N jest znaoznie mniejsze od wartos$-
oi, jaka uzyskano stosujac model elementédw brzegowyoh. Réznico wynikaja
m.in. z tego, ze stosujao tréjkatne elementy skoriczono z liniowymi funk-
ojami ksztattu, otrzymuje sie naprezenia state wewnatrz elementu skonhczo-

nego. Zwykle odnosi sie Je do $rodkéw ciezkosci poszczegélnych elementéw.
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UIn teh0 smoc;» poziomu dyskretyzacji MBS daje zifylcle mniej doktadne wy-

niki obliczen ni* MBB (por. [11] ). Odnosi sie to szczeg6lnie do zagadnien,
w ktérych olcrodla sie naprezenia na brzegu ciato.

Fig. 6. Diagram of principial strosses for the Z78l
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Model numeryczny (Z118P) zmodyfikowano w ten spoddéb, ze rozrzedzono
siatke wez46w na brzegu utwierdzonym i na wierzchotku zeba. rezultn-
oio otrzymano node4 (Z78p), ktdéry ma 78 elementédw brzegowych (rys. 6),,

V wyniku tego wskoznik adaptacyjny dla kryterium globalnego zvriekszyl
sie nieznaoznie do wartosoi M =0,1"5%, a wsknznik dla kryterium lokulne-
go MgI praktycznie nie zmienit sie.Obliczone dla tego modelu maksymal-
na naprezenie gtowne wynosito 6" max=3.631, Siatka elementéw”™ brzegowych
(Z78P) jest bardzo zblizona do siatki, jaka przedstawiono w praonoh [10,
1*].

W obliozeniaoh przeprowadzonyoh za pomocag MOV [i3] , opartych no wie-
oej niz Jednym punkcie odwzorowania, otrzymano, dla zeba o takioh samych
parametraoh co analizowany wniniejszej pracy, bardzo zblizone do siebie
warto$oi naprezen maksymalnych, a mianowioio 3*620, 3,629, 3,636 i 3,629,
z tym ze warto$¢ naprezenia 3,629 byta najlepiej uzasadniona.

Wyniki obliozen naprezen uzyskane za pomoca MED sa bardzo zblizone do
tyoh, Jakie otrzymano stosujac MOW. $wiadozy to o tym, ze prezentowa.na
metoda elementdéw brzegowyoh w zaproponowanym ujeciu adaptacyjnym jest
skuteczng i efektywna technika numeryczna, w analizie wytrzymatosSciowej
zebow.

W sumie przeanalizowano 13 réznyoh sposobéw dyskretyzooli brzegu zeba
za pomoog MEB wykonujgo polne obliozenia wytrzymato$ciowe oraz rozwazono
jeden przypadek dyakretyzaoji zeba za pomoog MES. Wyniki obliozen obojmu-
jgoe oatg analize stereomeohaniozng dostepne sa u autoréw artykutu.

7. Uwagi konoowe i wnioski

Koncowym osiem obliozen zebdéw powinna by¢ nie tylko analiza wytrzyma-
+osciowa, ale takze analiza wrazliwosci i optymalizaoja ksztattu zarysu
podstawy zeba. Wyniki obliozen numeryoznyoh, a takze badania doswiadczal-
ne wskazuja, ze na brzegu podstawy zeba wystepuje koncentracja naprezen.
Istotna role odgrywa tutaj promien karbu u podstawy zeba, ktéry zalezny
jest od ksztattu krzywej przejsciowej.

Analiza wrazliwosci umozliwia znalozienie najlepszego kierunku zmian
ksztattu Zarysu podstawy zeba (wywodtanych np. deterministycznymi lub loso-
wymi zmianami parametréw narzedzia, lub kota zebatego), tak aby obnizy¢
wartosoi naprezen wystepujaoych na brzegu.

Okreslenie najlepszego ksztattu zarysu podstawy zeba ze wzgledu na
miniraaiizaoJe maksymalnych naprezen, przy dodatkowyoh warunkach ograni-
ozajaoyoh nalozonyoh na posta¢ geometryczng stopy zeba, jest problemem
z zakresu optymalizaoji ksztattu.

Metoda elementédw brzegowyoh jest dogodnag i efektywng technika numerycz-
nag w problemaoh analizy wrazliwosci i optymalizacji ksztattu (por, [5-7,
1**]). Badania nad zastosowaniem MEB do tyoh probleméw sg aktualnie prowa-
dzone w ramaoh CPEP 02.01,
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Podsumowujac otrzymane w praoy rezultaty mozna stwierdzié¢, ze zastoso-
wanie MEB w obllczeninoh zebdéw charakteryzuje sie nastepujacymi zaletami:

1. Mozliwo$¢ analizy wytrzymatosciowej zebéw o dowolnej postaoi geome-
trycznej (zeby symetryczne i asymetryoznezazebienie przemieszczen i na-
prezen.

2. Dyskretyzaoji podlega tylko zarys zeba, przez co prosta jest prooe-
dura przygotowywania danych do obliczen.

3. Wprowadzenie adaptacyjnego ujecia metody umozliwia obliczenia na-
prezen z zadanag doktadnoscia,

4. Przy zatozonych w praoy wartosciach wskaznikéw adaptacyjnych otrzy-
muje sie wartosci maksymalnych naprezen zblizonyoh do rezultatéw otrzyma-
nych za pomoca MOW.

5. Przy tym samym poziomie dyskretyzaoJdi otrzymuje sie doktadniejsze
wyniki obliozen niz przy zastosowaniu MES .

6. Mozliwos¢ prowadzenia obliozen za pomoog komputeréw osobistych (np,
przy \izyoiu IBM PC).

7. Metoda moze by¢ przydatna w analizie wrazliwosol i optymalizacji
ksztattu zarysu podstawy zeba.

Autorzy wyrazaja podziekowanie prof.zw.dr hnb.inz. L,Mullerowi za
zainteresowanie problematyka zastosowania MEB w analizie zebdow ké+ zeba-
tych oraz za oenne uwagi odnoszgce sie do wynikéw obliozen numeryoznych

i tresci niniejszej praoy,
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IIEIO™ KPAUHHX UJIEUEIITOB B AHAJ1H33
no conpornBJiEHIIK) sysraAiux 3yBbEB kojebc

w e 3 e ite

B padOTe npe~cTaBAeHO npHMeHeime ueTo”a rpaHimmix oaeMeHTOB jyifl HyuepiiHecKo-
ro aHanw3sa conpoTHBjteHHH ayObeB. Pac-CMOTpeH TaKcii Kliacc 3ydbeB, KOToptdi uoxeT
«OAeAHpoBaThCfl Kan AByxMepHHe Kpaeau sa”a'iH JiHHeKHoit TeopHH ynpyrociH.
Kpaeaue HHTerpajibHue ypaBHeHiia nouyieHu no npmmHny B3aHMHocTH Estth. H,H
cnocofl AiioKpeTH3aunH 3thx ypaBneHHil nyTen AeJieHH.q npotJiHJiH ay6a Ha rpamdtHue
ojieMeHiu,. CifopuynHpoaaHbi rAodanbKiii « noKajibHhm a.nanTHBHue KpmepHa,
nosBajiHicauHe reHHpttpoBaTb onTHuajibnyiO oeTKy KpaeBbtx ojieMeHTos Ha ocnhoBe
oueHKii cynecTByiouero HyMepimecKoro pemeHjm. Ban nyMepimecKiiii ajiropnTM MeTO.ua
oxapaktopi.3obahm bosMoxHOdn pa3padoTaHHo&a KOMnbWTepHoft nporpaMMM, npa-
KeHaeMOH ajih pacneioB nepeMemeHiiii h HanpaaceHHii b 3y6bax. 1lpeACTaBAeHH
pe3yjibTaib! MauiHHHoro pacneia cxaTiiueckHX itanpgxehhii b ocHOBaHHH 3y(5a jyia;
BHOpaHHsix KOMnbioTepHHX MOAeneil 3ySa. PeayjibTaTH pacaeTOB opaBHeHU o BeJiHHH—
HawH HanpHxceHHU, nojiyneHHtiIMH no ueTo;;y KOHemtux a.ieMeHtos u no MeTony
npaBoyrojibHux oToOpaaceHiui.
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\u Application oC the* boundary nlonnrit notliod in mncrionl analysis
of the toodi adror.tli lias boon presented in the "ork, fuoh a cl«os of
tooth 1n* boon considered which can bo modelled as two - dlronsio>ml boun-
dary- msjiltio nrobl nns of linonr thoory of elasticity. boundary Integral
equations Imvo been derived fro’i notti.ro">ii>i"oo*"1 vorfa theorem. A met-
hod oi disore fciznl.io:i of those aquations by <i:l\ Db»! tooth profile Into
fdio bound.-o-y oloK.euts lits beer "iven. f.iobnl r.i~ local rdnptJdve criteria
that iah;" po«sJ.blr* ?reratlon of optiium network of the boundary elononts
on the basis cf ticpAtJon of the errors in oxistiivs numerical solution
have boon formulatede Zumcrioal algorithm of the method bos been presented
nrd possibilities *f the developed co-nputer nro;?rn«M serv.iT«; calculation
of displacements and strosoos ir. the tooth have boon characterized,
Uosults of numerical calculations of t»fonfc stresses r.t the tooth root
liai"e been presented for «elected numoric.il models of a tooth. Calculation
result* lun"o boor compared to the stress voire» determined with finite

ol?moi"t method and conformnl mapping method.



