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Streszczenie. Przedmiotem analizy były wybrane rozwiązania kon- 
strukcyjne wielostopniowych napędów planetarnych, stosowane w napę
dach maszyn transportowych. Przyjmując założenie wyrównanej wytrzyma
łości uzębień na złamanie poszczególnych stopni podano w pracy sposób 
rozdziału przełożenia na stopnie, w którym uwzględnia się kryteria 
minimalizacji gabarytów, objętości lub zredukowanego momentu bezwład
ności elementów wirujących przekładni. Wykazano, że przy tym założe
niu dobór przełożeń poszczególnych stopni wpływa na proporcje geome
tryczne kół wewnętrznie uzębionych poszczególnych stopni. Przedsta
wione w postaci wykresów wyniki obliczeń ułatwiają dobór rozwiązania 
konstrukcyjnego napędu, liczby stopni i przełożeń cząstkowych prze
kładni wielostopniowych. Uzyskane rezultaty stanowią jednocześnie 
wytyczne do konstruowania wybranych typów reduktorów.

Wprowadzenie

W procesie konstruowania planetarnych napędów maszyn transportowych i- 
stotnym problemem Jest dobór rozwiązania konstrukcyjnego, liczby stopni i 
ich przełożeń. W założeniach projektowych podana jest na ogół wartośó cał
kowitego przełożenia reduktora planetarnego, znana Jest również tolerancja 
zachowania założonej wartości.

Dobór optymalnego rozwiązania konstrukcyjnego reduktora i rozdział prze
łożenia na stopnie może być dokonany na podstawie następujących kryteriów 
optymalizacji:
- wytrzymałość uzębień poszczególnych stopni powinna być wyrównana,
- stosunki średnic kół wewnętrznie uzębionych poszczególnych stopni reduk
tora przyjmują założone wartości,

- stosunek średnicy koła wewnętrznie uzębionego ostatniego stopnia do śred
nicy zębnika pierwszego stopnia, będący wskaźnikiem gabarytów przekładni, 
Jest możliwie najmniejszy,

- objętość elementów wirujących przekładni, a tym samym całkowita objętość 
przekładni jest możliwie najmniejsza,

- całkowity moment bezwładności elementów wirujących powinien być możliwie 
najmniejszy.
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Dla ułatwienia przeprowadzenie optymalnego rozkładu przełożeń reduktorów 
obiegowych opracowano w Instytucie Transportu algorytmy i programy oblicze
niowe uwzględniające rozpatrywane kryteria optymalizacji. V/ artykule przed
stawiono graficznie niektóre wyniki obliczeń, uzyskane przy użcyiu mini
komputera IBM PC/XT. Otrzymane wyniki stanowić mogą wytyczne do konstruowa
nia wybranych typów reduktorów planetarnych.

1. Obliczanie objętości 1 średnic kół centralnych zewnętrznie uzębionych 
wielostopniowych przekładni obiegowych

Przedmiotem analizy porównawczej były rozwiązania konstrukcyjne napędu 
planetarnego przedstawione na rys. 1.

Rozważania dotyczą przypadku, gdy koła zębate przekładni obiegowych wy
konane są z materiałów utwardzonych powierzchniowo, np. hartowanych lub na- 
węglanych. W tym przypadku wymiary kół są ograniczone warunkiem wytrzyma
łości na złamanie [i], W obliczeniach założono, że przełożenia bazowe prze
kładni obiegowej typu 2 K-H uQ :£ -3, co oznacza, że średnica koła słonecz
nego jest mniejsza lub równa średnicy koła obiegowego. Przy tym założeniu 
objętość koła słonecznego oblicza się ze wzoru:

7 C . KV l  - f x d x 5 >  2 ^ I m 1 , ( 1 )
21

przy czym:

r Xz wym,Kp,Kd,Krw>Ks Z1 q& q1 uz1 => 2— - ,
’'m

gdzie:
Yz wym - wymagana wartość współczynnika bezpieczeństwa na złamanie zę

bów,
kp - współczynnik przeciążeń zewnętrznych,

Kd - współczynnik nadwyżek dynamicznych,
Krw - współczynnik nierównomierności rozkładu obciążenia na szerokości 

kół,
Ks - współczynnik nierównomierności rozkładu obciążenia zębów śru

bowych,
Z1 - liczba zębów koła słonecznego,

- współczynnik podziału siły mlędzyzębnej na dwie pary zębów,
'’i - współczynnik kształtu zębów,
ym - współczynnik wielkości koła zębatego,
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K0 - współczynnik rozkładu obciążenia pomiędzy koła obiegowe, 
p - liczba kół obiegowych,
M1 - moment obrotowy na wale koła słonecznego,
Zz1 - wytrzymałość zmęczeniowa zębów na złamanie.

b)

Rys. 1. Schemat rozwiązań konstrukcyjnych napędów planetarnych 
Fig. 1. Diagram of planetary drives designs

W dalszych rozważaniach przyjęto wartości objętości Vj-oraz średnicy dj 
Jako wartości odniesienia, za pomocą których wyraża się odpowiednio obję
tości i średnice pozostałych kół napędu planetarnego oraz sumaryczną obję
tość elementów wirujących tego napędu.
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W przypadku, gdy przełożenie bazowe uQ Jest większe od wartości -3, 
objętość koła obiegowego (zębnika) wynika z warunku wytrzymałości uzębie
nia na złamanie:

V ^ dP3 ^ Mi r ^  <2>

gdzie: oprócz poprzednio podanych*wlelkoścl 
Zp - liczba zębów koła obiegowego.

Wielkości C , Z dotyczą koła obiegowego oznaczonego indeksem "p". zp zp
Przełożenie kół Zp/z-j określa się z zależności:

-U_ - 1
 2--- • (3)

Objętość koła słonecznego współpracującego z kołem obiegowym można wyzna
czyć ze wzoru:

V„ . z,2 C K ,
v’ ’ p2 w

Zakładając równość wielkości:

C , C
r 1 -:r 2z1 zp

otrzymuje się wzór służący do wyznaczania objętości koła słonecznego

vi - vi . (s)

a po dodatkowym założeniu jednakowej wartości względnej szerokości zębnika 
X «  b/d średnicę koła słonecznego można określić na podstawie równania:

(6)
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W przypadku ogólnym, gdy przełożenie bazowe przekładni uQ może przyjmować 
wartości zarówno większe, jak i mniejsze od wartości -3, objętość 1 średni
cę koła słonecznego wyznacza się z uogólnionej zależności:

V1 " VI F<uo>» (7)

(8)d1 - dI l/F(uo)2'»

gdzie:
F(uq) ■ 1, dla przypadku, gdy uQ ̂  -3,

p
F(u0) " -u "- '1 » d l a  P r z y p a d k u ,  g d y  uQ > -3.

W przekładni trójstopniowej koła słoneczne drugiego i trzeciego stopnia 
obciążone są odpowiednio momentami (1 - u q 1 ) oraz (1 - u q 1) (1 - u2), 
gdzie: uq2 - przełożenia bazowe pierwszego 1 drugiego stopnia. Obję
tości tych kół wyznacza się z zależności:
- dla drugiego stopnia

V1f2 - ^  (1 - uo1) F (u q 2 ) ^  , (9)

- dla trzeciego stopnia

v13 - Vj (1 - uo1)(1 - uo2) F( u q3) A2 , (10)

gdzie:

A "z2 ‘‘zł
1 ' * ^ 7

, z3 Zz1 A2 “ T  C—   ̂ z3 z1

Współczynniki A^, A2 stanowią proporcje wielkości występujących we wzorze 
(1), wyznaczonych dla stopnia drugiego 1 trzeciego w odniesieniu do odpo
wiednich wielkości stopnia pierwszego. We wstępnych obliczeniach przyjmuje 
się zwykle wartości współczynników Â  i A2 równe 1.
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Po dodatkowym założeniu Identycznych wartości względnych szerokości 
zębników "C m b/d poszczególnych stopni otrzymuje się zależności określają
ce średnice kół słonecznych:
- drugiego stopnia

2* Wyznaczenie proporcji geometrycznych kół zębatych poszczególnych 
stopni przekładni

Proporcje geometryczne kół wewnętrznie uzębionych kolejnych stopni prze
kładni określa się za pomocą współczynników:

Stosunek średnicy koła trzeciego stopnia przekładni trójstopniowej do śred
nicy odniesienia dj wyznacza się ze wzoru:*

Przełożenie całkowite trójstopniowego reduktora.planetarnego typu 2 K-H 
(rys. 1a) wyznacza się z zależności:

( 1 1 )

- trzeciego stopnia

d13 - dx l/(1 - uo1)(1 - uo2) A2 F(uo3)2'. ( 12)

(15)

uo “ (1 " uo1> (1 ~ uo2> <1 " uo3)a (16)

Dobór przełożeń bazowych uq1, uo2* u0j  Przy założonej wartości przełożenia 
całkowitego uc może być dokonany po przyjęciu odpowiednich proporcji geo
metrycznych kół wewnętrznie uzębionych poszczególnych stopni przekładni,
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wyrażonych za pomocą współczynników oraz Wartości tych przełożeń . 
otrzymuje się po rozwiązaniu układu równań (13), (14) 1 (16), na przykład 
za pomocą metody iteracyjnej Newtona. W przypadku przekładni dwustopniowej 
układ równań redukuje się do dwóch.

3. Określenie objętości i zredukowanego momentu bezwładności elementów 
wirujących wielostopniowych reduktorów planetarnych

W analizach wstępnych przyjęto wartości współczynników A1 i A2 występu
jących we wzorach (9) i (10) równe 1, Program optymalizacyjny umożliwia 
prowadzenie analizy dla dowolnych wartości tych współczynników.

Całkowita objętość elementów wirujących Jednego stopnia przekładni typu 
2 K-H o przełożeniu bazowym uQ wynosi:

¿2 ~ średnica koła wewnętrznie uzębionego,
b - szerokość uzębienia.

W obliczeniach przyjęto, że Jarzmo ma kształt tarczy o średnicy dh i gru
bości bjj. Objętość koła słonecznego w zależności od przenoszonego momentu 
obrotowego i wartości przełożenia bazowego uQ wyznacza się ze wzoru (1) lub 
(4). Po wykorzystaniu zależności (9) i (10) sumaryczną objętość elementów 
wirujących reduktora trójstopniowego, odniesioną do objętości Vj, oblicza 
się z zależności:

(17)

przy czym

gdzie

“ F(uo1) f(uo1) + (1 “ uo1} F(uo2} * *(*02) * 

+ £1 - uo1)d - uo2)]f(uo3) . r(uo3).
(18)
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Zredukowany na wał koła słonecznego moment bezwładności elementów wirujących 
JednostopnloweJ przekładni typu 2 K-H, o przełożeniu bazowym uQ, w przy
padku jarzma tarczowego można wyznaczyć ze wzoru i

r p(1+un)2.u 2 4 p( 1+u )2~i
Jzr . ^ [ n  _  9-Ą ,  .  I r 8 (uo)t 09)

gdziei
I1 - moment bezwładności koła słonecznego.

Uwzględniając wzór:

I1 - 1/2 m., . r.,2 - g'j>V1 d.,2 , (20)

gdzie:
- gęstość materiału koła zębatego

oraz zależności (9), (10) oraz (11), (12), otrzymuje się następującą po
stać równania służącego do określenia całkowitego momentu zredukowanego re
duktora trójstopniowego, odniesionego do momentu odniesienia Ij pierwsze
go stopnia:

S-^zr 3/ ¡fi ~\lF(u o)̂
— 1 7 -  -  V F < V l>    , *

( 2 1 )

* e(u« ’ ’

Po odpowiednim uproszczeniu wzór ten może być adaptowany do przypadku prze
kładni dwustopniowej.

4. Wyznaczanie rozkładu przełożenia, objętości i zredukowanego momentu 
bezwładności przekładni typu 2 K-H z kołami obiegowymi o zróżnicowa
nych średnicach (rys. 1b)

Całkowite przełożenie przekładni wyznacza się w tym przypadku ze wzoru:

uo “ 1 " U1 • u2 * ( 22)
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gdzie:
z?u1 ■ —  - przełożenie kół zewnętrznie uzębionych, i z1

Na zębnik drugiego stopnia o przełożeniu u2 działa moment M1 , u^ Zakła
dając identyczną względną szerokość zębnika obu stopni oraz równomierny 
rozkład obciążenia obu wieńców kół wewnętrznie uzębionych, średnicę zębni
ka drugiego stopnia wyznacza się ze wzoru:

Ó3 ■ dj ~\j-<£• A , (23)

gdzie:
dj - średnica zębnika pierwszego stopnia

Cz2 Zz1 A “ Z--F—  •zz2 °z1

Stosunek średnicy koła wewnętrznie uzębionego d^ do średnicy odniesienia 
dj oblicza się ze wzoru:

3 nr,— >
k  U1

Po uwzględnieniu wzoru (23) warunek współosiowości obu stopni może być za
pisany w postaci zależności:

(25)

Po rozwiązaniu układu równań (22) i (25) możliwe Jest określenie przełoże
nia û  oraz u2, przy założeniu wartości przełożenia całkowitego uę.

Objętość elementów wirujących rozpatrywanej przekładni, przy założeniu 
Jarzma tarczowego o wymiarach d^ ■ ̂ d^ oraz b^ « rj b̂  oraz wartości współ
czynnika A « 1, wyznacza się z zależności:

* [i + Pu12 + PU1 +1? y 2 ( V ? .  u2^] (26)
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Zredukowany na wał koła słonecznego moment bezwładności elementów wirują
cych przekładni oblicza się natomiast za pomocą wzoru:

zr
r r

2pu.,(1 + o,)3 p<u.,4 + u1 1 /-5-) UQ21 +  2 _  +      +
(1 - «1 o  -

(27)

(1 - ”o>2

5, W}nikł obliczeń

Na rys. 2 i 3 przedstawiono przykładowe wyniki obliczeń zredukowanego 
momentu bezwładności elementów wirujących 2 -*-zr/lj> sumarycznej ich obję
tości y~!V/Vj oraz wskaźnika określającego gabaryty przekładni dwustopnio
wych d22/d.j. o przełożeniu całkowitym uc « 22 oraz uc - 40, w zależności od 
przełożenia bazowegc pierwszego stopnia uo1. Przy założeniu wyrównanej wy
trzymałości uzębień poszczególnych stopni dobór przełożenia uq1 Jest ści
śle związany z przyjętymi proporcjami średnic kół wewnętrznie uzębionych 
obu stopni, określonymi za pomocą współczynnika K. W obliczeniach założono 
następujące wartości współczynników występujących we wzorze (17): “ 0,85
oraz rj m 1 , jak wynika z obliczeń, minimum zredukowanego na wał wejściowy 
momentu bezwładności elementów wirujących otrzymuje się dobierając małe 
wartości przełożenia uo1, którym towarzyszą znaczne wartości współczynnika 
K, a tym samym zróżnicowane średnice kół dużych obu stopni. Minimum obję
tości tych elementów można uzyskać dobierąjąo większe wartości przełożenia 
uq1, przy których średnice dużych kół obu stopni są wyrównane (współczynnik 
K Jest bliski 1). Zbiorcze*wyniki obliczeń przekładni dwustopniowej przed
stawiono na rys. 4, na którym podano wartości przełożenia bazowego pierwsze
go stopnia uq1, spełniające kryterium minimalnej objętości lub minimalnego 
momentu bezwładności w funkcji przełożenia całkowitego uc#

Rezultaty obliczeń przekładni trójstopniowej o przełożeniu całkowitym 
uc - 90 oraz uc - 140 przedstawiono na rys. 5 1 6. W tym przypadku w obli
czeniach przyjęto identyczne wartości współczynników proporcji geometrycz- . 
nych kół wewnętrznie uzębionych kolejnych stopni przekładni, tj. K1 - K2, 
co przy założeniu jednakowej wytrzymałości uzębień pozwala w sposób jedno
znaczny określić wartości przełożenia uo1 oraz uo2. Wykresy te ilustrują 
zależność zredukowanego momentu bezwładności lub objętości elementów wiru
jących przekładni w funkcji tych przełożeń. Zbiorcze wyniki obliczeń prze
kładni trójstopniowej zamieszczono na rys. 7 , który umożliwia optymalny 
dobór przełożeń bazowych uq1 oraz uo2 w zależności od przyjętego kryterium 
optymalizacji.
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Rys, 2. Zależność zredukowanego ma wał wejściowy momentu bezwładności 
X]lzr/Ij» objętości elementów wirujących yiv/Vj- oraz wskaźnika gabarytów 
przekładni dwustopniowej &2Z^1 0 Przełożeniu całkowitym uc - 22 od prze

łożenia bazowego pierwszego stopnia u^
Fig, 2, Dependend of the moment of Inertia yil^/Ij reduced into an input 
shaft, the rotating elements volume y 1,V/Vj and the overal dimensions in
dex d22/dj- of a two-stage transmission gear with the total gear ration 

uc - 22 on the first stage base gear ratio uq1
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Rys. 3. Zależność zredukowanego na wał wejściowy momentu bezwładności 
E W 1!* okJętości elementów wirujących Ęv/VT oraz wskaźnika gabarytów 
przekładni dwustopniowej d22/dI o przełożeniu całkowitym uc » 40 od prze

łożenia bazowego pierwszego stopnia uq1

Fig 3. Dependence of the moment of inertia E Izr/Ix reduced into an input
shaft, the rotating elements volume and 'the overal dimensions in
dex d22/dI of a two-stage transmission gear with the total gear ratio

uc « 40 on the first stage base gear ratio uQ^
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Rys. 4. Dobór przełożenia bazowego pierwszego stopnia uq1 przekładni dwu
stopniowej w funkcji przełożenia całkowitego uc w zależności od przyjętego

kryterium optymalizacji 
Fig. 4. Selection of the first stage base gear ratio uQ-̂ as a function of 
the total gear ratio u0 depending on the assumed optimization criterion
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1,9 1,8 . 1,6 14
Rys, 5. Zależność zredukowanego na wał wejściowy momentu bezwładności 
y.I^/ll, objętości elementów wirujących y,V/Vj oraz wskaźnika gabarytów 
przekładni trójstopniowej ^ 2 3 ^ 1  0 przełożeniu całkowitym uQ - 90 od war

tości przełożeń bazowych pierwszego uq1 i drugiego stopnia uq2
Fig. 5. Dependence of the moment of inertia X]lzr/Ij reduced into an input 
shaft, the rotating elements volume y  V/Vj and the overal dimensions in
dex ńjj/dj of a three-stage transmission gear with the total gear ratio 
u0 » 22 on the base gear ratio values of the first stage uq1 and second

stage uo2
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Rya. 6. Zależność zredukowanego na wał wejściowy momentu bezwładności
objętośoi elementów wirujących 2 V/Vi oraz wskaźnika gabarytów 

przekładni trójstopniowej dj^/dj o przełożeniu całkowitym ue • 140 od war
tości przełożeń bazowych pierwszego uQ  ̂i drugiego stopnia uo2

Fig. 6. Dependence of the moment of inertia 5~l I-r/Ij reduoed into an in
put shaft, the rotating elements volume ]T]V/Vj and the overal dimensions 
index dj^/dj of a three-stage transmission gear with the total gear ratio
u - 140 on the base gear ratio values of the first stage u . and second 
0 stage uo2
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three-stage transmission gear as a function of the total gear ratio
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ności od przełożenia całkowitego przekładni dwu- i trójstopniowej
8. Comparison of the values of the reduced moment of Inertia and rotating elements volume depending on 

the toatal gear ratio of two-stage and three-stage transmission gears
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Rys. 9. Dobór przełożeń cząstkowych ui oraz 113 przekładni z kołami obiego
wymi o zróżnicowanych średnicach w zależności od wartości przełożenia cał

kowitego uQ
Fig. 9. Selection of the partial gear ratios u-j and U2 of a transmission 
gear with planets of various diameters depending to the total gear ratio u
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Rys. 10. Porównanie wartości zredukowanego momentu bezwładności oraz obję
tości elementów wirujących w zależności od przełożenia całkowitego prze
kładni z kołami obiegowymi o zróżnicowanych średnicach (1) i przekładni

dwustopniowych (2)
Fig. 10. Comparison of the values of the reduced moment of Inertia and ro
tating elements volume depending on the total gear ratio of a transmission 
gear with planets of various diameters (1) and two-stage transmission ge

ars (2)
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Porównania wartości zredukowanego momentu bezwładności łub objętości w za
leżności od przełożenia całkowitego przekładni dwu- i trójstopniowej poda
no na rys. 8.

Dobór właściwych przełożeń cząstkowych dla 1 Uj, w zależności od war
tości przełożenia całkowitego uc, przekładni z kołami obiegowymi o.zróżni
cowanych średnicach (rys. 1b) przy założeniu jednakowej wytrzymałości uzę
bień ułjptwia rys. 9. Porównanie rozpatrywanych parametrów w tej przekładni 
z odpowiednimi parametrami przekładni dwustopniowej zilustrowano na rys. 10.

6. Podsumowanie

W opracowaniu wykazano, że dobór rozwiązania konstrukcyjnego 1 rozkładu 
przełożeń reduktorów plenarnych ma istotny wpływ na proporcje geometryczne 
kół poszczególnych stopni, gabaryty, objęto!ó oraz zredukowany moment bez
władności elementów wirujących przekładni. Zaproponowany sposób obliczeń 
umożliwia wyznaczenie, przy użyciu minikomputera względnie programowalnego 
kalkulatora, optymalnych wartości tych przełożeń dla wybranego kryterium 
optymalizacji. Przedstawione w postaci wykresów niektóre rezultaty obliczeń 
stanowią wytyczne do projektowania wybranych typów wielostopniowych reduk
torów planetarnych, stosowanych w napędach maszyn transportowych. Umożli
wiają one taki dobór rozkładu przełożenia na stopnie, przy którym zarówno 
gabaryty, Jak i objętość elementów wirujących, a tym samym masa przekładni 
Jest możliwie najmniejsza.
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nOflBOP KOHCTPyiCTOPCKOrO PEinEHHH H PACnPEÄBJIEHHE nEPEJUIOHHOrO 

OTHOmEHHH MHOrOCTyilEHRAIHX IDIAHETAPHUX EEflyKEOPOB 

B nPHBOflAX TPAHCIIOPTHHX MAJÜHH

P e 3 jo m e
OßcyxÄajiHCb H3ÖpaHHHe KOHCipystiopcKHe pemeHHÄ UHorociynemaiux n n a H e i a p -  

Hinc npHBOAOB, npHKenHenne b npHBo^ax ipaHcnopTHux uamHH. 3aiuiaAHBaa oÄHEa- 
KOBoe conpoiHBJieHHe 3yÖbeB Ha h3jiom b oiflejibHiix nepe^anax . b paöoie aslh 
cnocoö pacnpefleaeHHH nepeflaioJiHoro oiHomeHHH no oiAeabHiw nepeAaioHHba» eie-



88 A. Wilk, J. Kopeć

neHHM yvHTHBaa KpHiepafi ra6apnT0B, oCbeua hjih -  ae npHBe^eHHoro
MOMGHTa HHepiiHH BpaHaSOIUHXOa 3JIGMGHTOB peflyKTopa. ri0Ka3aH0, >110 npH TaKHX 
npeAnonoieHHHx noflfiop oiHomeHHH oiflejibHHx oxeneHefl Bjmaei Ha reoueipH^ecKy» 
nponopuHK) Koaec c BHyxpeHHefl Hape3K0fl oxaejibHiix oxeneHefl peflyKiopa. Ilp e^ cia -  
BaeHHbie pe3yjibiaiH  pao^axob b bh^g rpa$HKOB oó.ier^aizr noflóop KOHCipyKTop- 
CKoro pemeHiia npaBOfla in cu a  oxeneHefl nepe,ąaHH. nojiyneHHue pe3y,nbTaTH hbjihiot- 
ch sa  oflHo yKa3axejieu no KOHCxpyapoBaHH» BbtfipaHHsnc TnnoB peAyKTopoB,

SELECTION OF THE DESIGN AND REDUCTION RATIO DISTRIBUTION OF MULTI-STAGE 
PLANETARY REDUCERS IN TRANSPORTER DRIVES

S u m m a r y
SelactGd designs of multi-stage planetary drives vised In transporters 

drives have been the subject of the analysis. Assuming an equalized brea
king strength of particular stages, the way of dividing the reduction ratio 
into-stages has been given In which the minimization criteria of overall 
dimensions, volume or reduced moment of Inertia of the transmission gear 
rotating elements are taken into account. It has been proved that under 
this assumption the reduction ratio of partlculat stages influences geome
trical proportions of internal gears of particular stages.

Calculation results presented in the form of diagrams facilitate selec
tion of the drive design, number of stages and partial reduction ratios in 
multi-stage transmission gears. The results obtained make simultaneously 
the guidelines for designing selected types of the reducers.


