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MODELOWANIE SPRZĘŻENIA KÓŁ CIERNYCH

Streszczenie. Wykorzystując kinematyczne prawo tarcia,opra­
cowano model mechanizmu sprzężenia kół ciernych, uwzględniający 
poślizg sprężysty i powierzchniowe siły bezwładności. W opar­
ciu o ten model obliczono wartości podstawowych parametrów 
sprzężenia ciernego tych kół.

1. Model sprzężenia
Poślizg w miejscu styku dwóch ciał jest różnicą ich prędkości. 

Można założyć, że każda z tych prędkości jest sumę różnych składo­
wych. Różnice tych składowych mogą byó traktowane jako składowe 
prędkości poślizgu. Rozkład prędkości ciał w punkcie ich styku może 
byó dokonany w zależności od przyczyn ich powstawania lub innych 
kryteriów. Rozpatrując zjawiska występujące w czasie toczenia kół 
ciernych, rozróżnić możemy następujące prędkości: prędkość toczenia 
i prędkość odkształcania się koła na jego powierzchni. Różnice pręd­
kości] toczenia wywołują poślizg zwany geometrycznym, Różnice od­
kształceń w polu styku wywołują poślizg zwany sprężystym. Prędkość 
poślizgu geometrycznego wyznacza się, jak to pokazuje rys.la, jako 
iloczyn prędkości tarcia wiertnego w oraz promienia|wodzącego 
? , przy czym - w = ¿¿.sino*-, - w^sino^, gdzie: i ¡J> ^ - prędko­
ści kątowe kół ciernych-, ^  i ci, - ich półkąty rozwarcia. Położe­
nie punktu c określają jego współrzędne: oddalenie na osi x 
1 =Vy/u,’ , gdzie: v - - prędkość poślizgu obwodowego, natomiast na osi 
y dewiScja punktu tocznego według [3] wynosi c = Vw/<J0, gdzie: 
vv- prędkość poślizgu wzdłuż linii styku kół ciernycn.

jeżeli potraktujemy rozpatrywany punkt w polu styku S jako 
środek elementarnego pola styku dS, to możemy przypisać mu elemen­
tarną siłę tarcia dF. Siły te wywołują odkształcenie powierzchni 
kół. Różnice tych odkształceń w trakcie toczenia czy innego prze­
mieszczania się ciał po sobie wywołują dodatkowe prędkości, których 
różnice nazywane są poślizgiem sprężystym. Nie uwzględniając tych
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poślizgów LUTZ dla styku punktowego [4], a WERNTZ dla styku linio­
wego [5 ]  wyznaczyli siły Obwodowe Fy, które w sumie z siłami 
wzdłużnymi F [3] tworzą siłę sprzężenia ciernego F = ^F| + F* ' .

Zagadnienie wpływu poślizgu sprężystego dla styku szyny z
kołem zostało rozwiązane między innymi przez KALKERA [ij, przy za­
łożeniu stałości współczynnika tarcia oraz pominięciu sił masowych 
i innych uproszczeniach.Do zbadania tego zagadnienia autor przyjął 
następujący algorytm działania zakładając, że w środku elementarne­
go pola dS działa elementarna siła tarcia dF. Siła ta jest prze­
ciwnie skierowana do wektora prędkości poślizgu zaczepionego w

dFby  środku tego pola. Początkowo
s  prędkość ta jest sumą wszyst­

kich składowych prędkości z 
wyjątkiem poślizgu wywołanego 
siłą dF. Ola przykładu niech
prędkość na rys.Ib bę­
dzie prędkością poślizgu geo­
metrycznego, Vn natomiast 
prędkością poślizgu sprężys­
tego tego punktu wywoływaną 
zmianą naprężeń bez uwzględ­
nienia elementarnej siły tar­
cia dF. Suma tych poślizgów, 
która może się też składać, 
z innych prędkości, wyznacza 
kierunek i zwrot tej siły.
W przypadku gdy prędkość po­
ślizgu sprężystego v , wywo­
łana siłą dF, nie przekracza 
sumy prędkości innych pośliz­
gów,odejmuje się ją od tej sumy 
uzyskując prędkość poślizgu 
v . W przeciwnym razie vg=0> 
aselementarną siłę dF kory­
guje się obniżając jej wartość 
proporcjonalnie do prędkości 
poślizgu v .

Odwracając kolejność ro­
zumowania można stwierdzić, 
że w punkcie styku dwóch ciał 
poślizg istnieje tylko wtedy, 
gdy prędkość poślizgu spręży­
stego wywołanego elementarną 
siłą tarcia jest mniejsza od 
sumy prędkości poślizgów wy­
wołanych innymi przyczynami. 
Stanowi to istotę kinematycz­
nego prawa tarcia sformułowa­
nego po raz pierwszy w [2]• 

Według wyżej przedstawio­
nego algorytmu ułożono prog­
ramy umożliwiające numeryczną 
analizę sprzężenia kół cier­
nych. Posługując się wzorami 

Cerrutiego wyliczono prędkości poślizgu i siły tarcia w punktowym 
polu styku tych kół. Wyniki tych obliczeń, w których nie uwzględnio­
no sił bezwładności, zamieszczono w [2].
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Rys.l. Model mechanizmu sprzężenia 
kół ciernych 

mechanizm sprzężenia przy zało­
żeniu powierzchownej sztywności 
kół ciernych
model sprzężenia w polu styku 
liniowego
model dyskretny pola styku 
punktowego l 

Fig.l. Model of friction wheels 
coupling mechanism 

coupling mechanism when 
surface rigidity of friction 
wheels is assumed 
model of coupling within the 
linear contact surface 
discrete model of point 
contact surface
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2. Wyniki obliczeń i 
wnioski
W odróżnieniu od tra­

kcji szynowej w przekład­
niach ciernych występuje, 
najczęściej między kołem 
z okładziną cierną a do­
ciskanym do niego kołem 
stalowym pole styku li­
niowego. Okładziny cierne 
mają od kilkuset do kil­
kunastu tysięcy razy 
mniejszy moduł sprężysto­
ści E od stali. Umożli­
wia to pomijanie odkształ­
ceń powierzchni kół cier­
nych z niej wykonanych. 
Poza tym najpodatniejsze 
okładziny gumowe, dla 
których uwzględnianie po­
ślizgu sprężystego jest 
najistotniejsze, mają 
wsgółczynnik Poissona 
v = 0,5. Przyjęcie tej 
wartości do obliczeń up­
raszcza wzory Cerrutiego, 
co w sumie znacznie skró­
ciło czas obliczeń nume­
rycznych. W przeprowadzo­
nych obliczeniach różnice 
prędkości odkształcenia 
się powierzchni okładzin 
przyrównano do przyśpie­
szeń elementarnych pól 
styku.

Wpływ poślizgu sprę­
żystego na mechanizm 
sprzężenia kół ciernych
Rys.2.
Wyniki obliczeń podsta­
wowych parametrów sprzę­
żenia kół ciernych o Sty­
ku liniowym:
a) gdy b/a=0,5
b) gdy a=l i
c) gdy b/a=2 
Fig.2.
Results of computation 
of basie parameters of 
friction wheels coupling 
in case of linear contact 
surface
a) for b/a=0,5
b) for b/a=l
c) for b/a=2

a) ----- j*o_ —
 ____( = 0,0125
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o styku liniowym wyliczono i przedstawiono na rys.2. Obliczeń tych 
dokonano przyporządkowując elementarną masę elementarnym polom sty­
ku dS i elementarnym polom dS na powierzchni otaczającej to 
pole (pokazuje to rys.Ib i lc). Wykresy na tych rysunkach przedsta­
wiają przebieg wartości podstawowych parametrów sprzężenia kół cie­
rnych w funkcji bezwymiarowego współczynnika =rrp -vfV(aEu; ), 
gdzie p -maksymalny nacisk w polu styku, v - pręBkość obw8dowa, 
p - wspó?czynnik tarcia, a - połowa długości pola styku, b - poło­
wa szerokości tego pola, E - moduł sprężystości. Na rys.2a oznaczo­
no: bezwymiarowy wskaźnik masy f = dF. /(¿iv/3+ dS), gdzie dF. - 
elementarna powierzchniowa siła bezwłaBności, t - czas, stopień wy­
korzystania siły tarcia na kierunku obwodowym <?, = F-ź/uF oraz na 
kierunku linii styku v> = F /pF i bezwymiarowy współczynnik strat 
mocy = MD/kQF- Z w^kresiśw tych wynika, Ze poślizg sprężysty
wpływa na wartośB głównych parametrów sprzężenia kół ciernych przy 
styku liniowym, podobnie jak i przy styku punktowym [l i 2j . Siły 
bezwładności wyraźnie zwiększają ten wpływ na wartość , a nie­
znacznie na Zmniejszają natomiast wartość \? . W prawpch gór­
nych rogach rys.2 narysowane są pola styku z naniesionymi na nie 
niezakreskowanymi miejscami, które są obszarami tocznymi (adhezji). 
Obszary te wyznaczono przy 01 - 101, wielkość ich rośnie wraz ze 
wzrostem tego współczynnika i są one większe dla f=0,0125 od wyz­
naczonych dla f = 0-
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FRICTION WHEELS COUPLING MODELLING 
S u m m a r y
A model of friction wheels coupling was developed with the appli­
cation of kinematic law of friction. Elastic slip and surface-in­
duced inertial forces were taken into account in the model. Basic 
parameters of friction wheels coupling are computed with the use 
of the model.

M o a e j i H p o B a H H e  c o n p s * e H i w  o p h k i i h o h h n x  K O J ie c

H cnojib3ys KMHeMaTHMecKHh 3 3 k o h  TpeHHH MenejiMpyfieTca MexaHH3M 
conpsxeHMH <î>p h k u h o h h l i x  KOJiec , yh h t h b aiomiiii yK pyroe npocKanbaoBaHMe 
a T a x x e  HHeppHOHHue ycnjia. Ha o c h o b h h h  aT oro  Monena pacHMTHBaioTca 
BeflH'iHHLi OCHOBHUX napaMeTpoB 3TUX KOJiec.
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