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MODELOWANIE SPOTKANIOWEGO PROBLEMU MINIMALNO-CZASOWEGO

Streszczenie. Wyznaczono optymalny program sterowania 
rakietą gwarantujący najkrótszy czas dotarcia do punktu 
spotkania. Optymalizację przeprowadzono zasadą maksimum 
Pontriagina.Zależnie od koniecznej zmiany kierunku lotu 
wyznaczono odpowiednie strefy sterował naści, różniące się 
programem sterowania.

Wprowadzenie

Optymalizację lotu rakiet prowadzono głównie dla dwóch 
rodzajów kryteriów. Pierwsze to minimum strat energetycznych 
(minimum zużycia paliwa) potrzebnego do przejścia od punktu 
startu do punktu spotkania, drugie to minimum czasu osiąg
nięcia punktu spotkania. Problemowi minimum zużycia paliwa 
poświęcono wiele prac i nadal problem ten jest badany, chot 
sformułowanie jego nie zmienia zadania w sposób istotny. 
Nowsze prace zajmują się poszukiwaniem sterowań w klasie 
funkcji uogólnionych.
Bardziej problematyczne okazało się zagadnienie minimalno- 

—czasowego sterowania lotem. Zadanie to można sformułowafc 
poprawnie tylko jako zagadnienie warunkowe z ograniczeniem 
przyspieszeń i prędkości.Brak sensownych ograniczeń prowadzi 
do rozwiązań trywialnych,które mimo swej poprawności nie po
siadają znaczenia praktycznego. W referacie sformułowano 
problem mini maino—czasowy spotkania w formie zapewniającej 
istnienie rozwiązań nietrywisinych.
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1. Sformułowanie problemu

Poszukiwanie sterowań mi n i mai no--cz asowych oparto na modelu 
malej rakiety przeciwlotniczej, w ktOryms 
-pominięto równania wahań Jako bryły;
-moina rozdzielić układy równań ruchu podłużnego i bocznego? 
—przyjęto układ równań ruchu w płaszczyźnie poziomej; 
-oprowadzono dwa sterowania: przyspieszenie całkowite sty— 
czńye oraz wychylenie sterów rakiety;

-na wychylenie sterów rakiety nałożono więzy ograniczające 
to sterowanie w zależności od przeciążeń normalnych.

Ruch rakiety w płaszczyźnie poziomej opisuje układ równań:
S*V=V=n g—C —-—  i 

* 2m
S ,v 2m 

x«Vcosy f

y-Vsiny ,

( 1 . 1 )

gdzie:
y -kąt odchylenia wektora prędkości oti osi x;
V -prędkośe rakiety;
x,y -współrzędne położenia środka masy rakiety;
5 -powierzchnia odniesienia współczynników aerodynamicznych;
6 —kąt wychylenia skrzydła.
Program sterowania minimalno—czasowego wyznaczono z zasady 

maksimum Pontriagina. Zakłada się, że rakieta startuje pod 
określonym kątem y_=0,a jej celem jest dotarcie w najkrót
szym czasie do punktu końcowego ŷ , x^. Układ równań ruchu 
rakiety sprowadzić można do następującej postaci:

x =Ax u ,SE t SE ’
x3“xjcosx2 , (1 . 2 )

iV X ,5inXm I
0dZl"  r ax,-V, x==y, x3-x, x,-y, u ^ g - C . — - , U3=S, ~ •
W zadaniu przyjąto najbardziej naturalne ograniczenia lotus 
a) na maksymalne przyspieszenie styczne:

0iU:S*-a
b> na maksymalne wychylenie sterów:

(1.3)
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c> na maksymalne przyspieszenie normalne!
»’-a =<0 <1.=>Ł z yf

d>prędkości lotu (ktbra nie powoduje uszkodzeń termicznych!«
Oixi<V<1 . <1.&>

Zadanie sprowadza się do znalezienia sterowań optymalnych 
u*<t), u*<t) przeprowadzających układ z punktu początkowego!

O O O O o. , .
x  < 1 .7 )

do rozmaitości końcowej G Ł określonej rftwnaniami:

x —x l =0 (1 .8)3 3 '
*

przy minimum funkcjonału jakoScit
V dt • (1-9)

2.Wyznaczenie równań sprzężonych do równań ruchu

Równania ruchu rakiety <1.2) oraz wskażnik jakoSci <1.9) 
prowadzą do funkcji Hamiltona!

H <x, x , u) -X0+XlU]i+xaAx icosxa.+k<x 1*inxa <2.1)
Ze względu na więzy nałożone na sterowanie u2 w zależności 
od zmiennej stanu *i <1.3) ogólna postae równań sprzężonych

dt i* *
gdzie: t) -f f d R \ 

',=xa u ( a u / ’ R=u  ---Ax =
a układ równah sprzężonych do równań ruchu <1.2)!

xł=-<X!scosx:I+x„sinx;l)->^Au= ’ 
xs=-(X3cosx=+x-sinx=)+xzAu2 ,
X3“xi <x3sinxa,-x<cosx=) , <2.3)
V,-x<=°.

Pierwsze rbwnanie układu równaft (2.3) obowiązuje wfiwczaSy 
gdy:

U - fr2 <0, <2.4)* Ax?
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co Jest Jednoznaczne z M przypadku gdy«

U - — —  -0, <2.3)a Ax*

obowiązuje drugie równanie na xs- Z równania (2.5) wyznaczyC 
nołna charakterystyczną prądkoSŁ rakiety V , gdzie«

V ««ja /As 1 • <2.6)» ’ y«i
Zatem pierwsze równanie układu równań (2.3) obowiązuje 
wówczas, gdy xi<V_,natomiast drugie,gdy
Funkcja Hamiltona oraz równania sprząSone w powySej przed
stawionej postaci nastręczają duto trudnoSci przy ich anali
zie. Proponuje sią pewną modyfikacją tych riwnafl. Wprowadza 
sią następująca związki«

x3co*x3+x%*inxa«‘fx%x^cos(xa-arctg— >,
*=* (2.7)

Xssinx^-xłcoSKa»Aj x^+x*si n (K^-srctB— ) ■
□statecznie otrzymuje sie przekształconą funkcją Hamiltona «

H < x, x , u) “X0+X,ul+x=Ax 1u=+x lcos b ^ i , )  (2.8)
oraz układ równań sprzątanych«

i ^ - c o « ! * ^ - ^ ) - ^  , g d y x i<Vm ,
co*(x=t-X3)+X,Auj. t gdy xi>Vm

l,“x.*ln<><,-\,)| <2-9>
,

gdzie« _  X, _   x=_______
' x=*"i xf+x?

X% Xo\-*rcto —  ; x ■j-;—V, ° f>l+xF
W dalszej czątci referatu w celu uproszczenia zapisu bądą 
stosowane oznaczenia x zamiast x.

3.Warunki transwersalnoSci

Z warunków transwersalnoSci dotyczących rozmaitości końcowej 
(1.8) otrzymuj- sią: ,_dowoln-

1 ł ?
\^(tł >*0 , <3-1 )

-n<>^ <tŁ ><n •
Ponie***£ wartofcC koftccwa zmi*nnej xŁ j»«t ograniczona ni*- 
równością (1.6), dlatego, wyznaczając starowania optymalne, 
nalety dopuSció dwie motliwotcli
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a) Sterowanie daje takie przejScle, łet
V <«'<V . (3.2)O  i d

Wbwczas wobec dowolności x* końcowy warunek transwersalnoSci 
prowadzi dos X,<tl>-0. (3.3)
b> Sterowanie daje takie przejście, łet

x*-Va lub x“”V0 - (3.4)
Wbwczas pozostanie prawdziwa zaleinoSt (3.1), 2e x, (t,) 
jest wielkością dowolną.

Po osiągniąciu prądkoSci Vq dalszy lot rakiety odbywa sią
z x^(t)=V--const/co jest rbwnoznaczne z ul(t)-0. Tak wiąc
bez wzglądu na przyjąty wariant sterowania:

Xl(tl)ui(ti)=0. (3.5)

4. Wyznaczenie sterowań optymalnych

Z funkcji Hami1 tona (2.8) odpowiednio dla sterowań ul(t) 
oraz u^lt) wynikają funkcje przełączania <r(t):

ir̂ (t)-^ (t),
(4.1)0^ (t)“>̂  (t)Axi,

Poniewai przypadek, gdy xa“0 dla t>to moi na pominąć, a stała 
A>0, dlatego moina zapisać:

o; (t)-^ (t),
(4.2)<r, ( t ) ^  (t).

Z funkcji przełączania (4.2) wynikają nastąpujące zaleinoSci 
na przebieg sterowań w czasie:

u (t)“a jeSli x, (t)>01 Md X
u (t)=0 jeSli x, (t)<0

X X

u^lDWi-*" jeSli x,(t)>0 i x^CV,
ua(t) — S“~  jeSli \,(t)<0 i x, (V. (4.3)
u ^m - t a ^ / A x *  jeSli x^itiX) i xI>Vm
u (t>— a /Ax3 jeSli x,(t)<0 i x > V m

2  y d  X ^  x m

Uao.ob(t,*° jefcli x2 (t)«x3 *
Rozwiązania na w zbiorze <4.3) są rozwiązaniami alter

natywnymi .Zaleinie od potrzeby ich wykorzystania wyodrębnio
no odpowiednie stre-fy sterowałno£ci .
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5.Strefy sterowałnofeci

Strefy sterowalnotei wyznaczono dla spotkania z celem nie
ruchomym (rys. 1) i celem ruchomym <rys.2>. Strefy te repre
zentują obszary połoteft celu czy punktftw spotkania odpowia
dających podzbiorowi sterowaft gwarantujących dotarcie do 
punktbw spotkania. Strefy punkt&w spotkania dla celu rucho
mego wyznaczono dla celu prostoliniowego o stałej prędkoSci. 
Strefy te skonsruowano w odniesieniu do kierunku ruchu ra
kiety w chwili startu, di a jednostronnego sterowania kierun
kiem. Występuje wbwczas strefa niedostępna,ktOrej granicą są 
punkty spotkania dla V<Vm ze sterowaniem i
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MOflEMPOBAHIłE BCTPEHHOfó MHHHMMBHO-BPEMEHHOSi 
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Pe3K»ie
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p a K e s o f t ,  K D T opaa r a p a m a p y e T  MHHHMajiBHoe B p e a s  a r a  s o c t k s s h h h  

nyHKTa s c i p e r a .  OriTHMiasauHH n p o E 3 B o a n jia c B  B o n p n H ip in i iue&oi/i&yua

IlOHTpHrHHa. B 3aBHCHMOCTH OT Heo6XOaHMHX H3MeHeHHfi HanpaBjieHHH  

n o j ie T a ,  o n p ea e a e H H  coo T B eT C T B y » n n e  30HH ynpaBuseM O C TH ,  o T S ira iD “  

m aecH  nporpaMMoM y n p a B n e r a H .

MODELING OF MINIMUM-TIME IMPACT PROBLEM 

Summary

It is determined optimal program of rockit control guaranting 
minimum-time flight to impact point- Optimization is provered by 
Pontryagin’s maximum principle- According to the range of disired 
change of flight direction were determined, corespondent!ng zones 
of controllability for different programs of control


