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MODEL WIRNIKA JAKO OBIEKT STEROWANIA

Streszczenle. W referacie przedstawiono metode redukcji
modelu wirnika gietkiego pod katem potrzeb sterowania.
Korzystajac z metody perturbacji ogolny model wirnika
przeksztatcono do postaci quasi-modalnej. Postacie drgan
podzielono na postacie sterowane i nhiesterowane. Wprowadzajac
maty parametr dokonano redukcji modelu.

1. Wstep

Rozwéj konstrucji tozysk elektromagnetycznych 1] oraz
automatyki cyfrowej [2] umozliwia sterowanie nawet tak szybkimi
procesami, jakimi sa drgania wirnikéw gietkich. Ze wzgledu na
szybko$¢ tych proceséw konieczne jest maksymalne skrécenie czasu
obliczania prawa sterowania przez regulator cyfrowy. Jedna =z drég
prowadzacych do tego celu jest redukcja modelu wirnika. W pracach

[3-4,51 przedstawiono metode redukcji modelu ciagtego i
zaprojektowano sterowanie dla przypadku, gdy postacie drgan sa
catkowicie rozsprzegalne. Obecnie dokona sie takiej redukcji dla

og6lnego dyskretnego modelu wirnika.

2. Ouasi-modalny model wirnika

Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w [6,7] ogolny model
liniowy wirnika ma postac:

MsqO + (DS + »SS)40 + <KS + Kss)qo - Fqw + Bqu, (1)



102 Z. Gosiewski

gdzie Ms, Ds, Ks sg symetrycznymi macierzami odpowiednio: masowa,
ttumienia 1 sprezystosci. Dss jJest macierzg skosnie symetryczna,
tzw. “giroskopowa™. a Kss jest macierzg skosnie symetryczna,
niezachowawczag. tzw. "obiegowg™ (circulatory [81). gdyz jest
zwigzana z snami prostopadtymi do kierunku ugiecia watu wirnika.
Wszystkie wyzej wymienione macierze maja wymiar [LxL). Wektory qQ,
w, U sa odpowiednio wektorami wspé4rzednych uogélnionych, wymuszen
i sterowan. jest macierza wymuszen, a jest macierza sterowan.

Rozwigzanie problemu wkasnego, uktadu @E jest kHopotliwe,
poniewaz macierz uktadu jest niesymetryczna. Dlatego do rozwiazania
problemu wkasnego ukdfadu (1) stosuje sie czesto metode perturbacji
[8,91. W metodzie tej, w pierwszym przyblizeniu rozwigzuje sie
problem wkasny uk#adu giroskopowego:

MsqO + DSSqO + Ksqc = O. @)

a nastepnie rekurencyjnie rozwigzuje sie problem whasny pednego
modelu ()-

Jezeli macierze Ms. Dss, Ks sa macierzami dodatnio okreslonymi,
to wartosci whasne uktadu (2) sa czysto urojone, parami sprzezone:
ki - iuij, a prawostronne i lewostronne wektory wkasne sg zespolone,
parami sprzezone i sa sobie roéwne [9,10]- Dlatego rozwigzanie
problemu wkasnego takiego zachowawczego uktadu giroskopowego
sprowadza sie do rozwigzania roéwnania:

(Ks -u?Ms +uiDss)Ur - O. (©)

Wprowadzajac cze$¢ rzeczywista i czes¢ urojona wektora wkasnego IIj

»U? + iU* mozemy unikngé¢é rozwigzywania problemu wkasnego w
dziedzinie liczb zespolonych i zastgpi¢ réwnaniem problemu wkasnego
z rzeczywista macierza symetryczng:

Ze wzgledu na symetrie macierzy rozwigzanie powyzszego problemu
Jjest stosunkowo proste nawet dla uktadéw o duzej wartosci wymiaru
L.

Naprezenia wstepne, sity odsrodkowe nieskompensowane przez sity
sprezystosci lub inne tego typu obciazenia moga prowadzi¢ czasami
do sytuacji, kiedy macierz Ks jest ujemnie okreslona. Woéwczas obok
wartosci wkasnych czysto urojonych moga pojawi¢ sie rzeczywiste
wartosci whkasne. W tym przypadku nie mozna postugiwaé¢ sie rownaniem
(@), lecz mozna zastosowa¢ do rozwigzania problemu wkasnego metode
przedstawiona w [9].
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Dodanie stronami wyrazen skalarnych:

U*(\2MS + \jDss + K3)Uj - O,
-U*(k?M3 + k”D33 + Ks)Uj - O.

daje analog dobrze znanej zasady biortogonalnosci:
U*u>.? + (XJ - kjJip33]m = o, dla i*j. G)

*

gdzie Uj jest wektorem transponowanym i sprzezonym do wektora H
Dodanie stronami innych wyrazen skalarnych:

U*(MS + Dss/Xj + Ks/k?)Uj - O,
—U*(MS + 0SS/Xi + Ks/k?)Uj - O

daje innag posta¢ zasady biortogonalnosci:

UL (1Aj-1/kjID33 + (I/X~-1/xf)Ks]U- = O dla i*j. ®)

Korzystajac ze zwiazkéw () i1 (6) znormalizujemy wektory

wkasne:

U* [M3 + Dss/C-j+Xi)]IH3F - "Sjj- T7a)
+ KST«j - (Tb)
gdzie £7j jest delta KroneckerO..: Ze znormalizowanych wektoroéw

wtasnych ir konstruujemy macierz modalng U.

Dokonujac nastepujagcej transformacji wspoétrzednych q « Up w
rgwnaniach (1) oraz mnozac te réwnania lewostronnie przez macierz
U , ktéra jest transponowana i sprzezona wzgledem macierzy U,
otrzymamy nastepujace réwnanie ruchu ukdadu:

p +Dfp + K?sp + Lp - r,» + B,u. [©)

gdzie: D3 - U*DSU, K3s = U*KSSU, L = diag[-X?J. r, - u*rqg-

B* q

Dla przypadku gdy Xi-ioi oraz macierze i "o3 sg
blokowo—diagonalne, to (8) jest macierzowa postacia ukdadu réwnan z
(31, ktéry przedstawia postacie catkowicie rozsprzezone. Obecnie
ostabimy to ostatnie zatozenie przyjmujac, ze macierze »?.1 K?3 nie
sa diagonalne. Réwnania (8) przepiszemy w postaci:

p + Dp + Kp *“ Bu + Fw, (©)]
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gdzie: D-D?. K-KfS+L, B-B,. r-F,. Macierze D i=K nie sa teraz
macierzami blokowo-diagonalnymi, chociaz réwnania ruchu sg
quasi-modalne, gdyz dominujacy udziat w kazdym z réwnan ma jedna
posta¢ drgan.

3. Redukcja modelu wirnika

Zwykle p pierwszych postaci drgan decyduje o stabilnosci i
poziomie amplitud drgan wirnka. Tymi postaciami bedziemy sterowac.
Pozostate f-L-p sa postaciami niesterowanymi. Czesto$¢ whasna

u k-wpp, zwigzana z najwyzszg z postaci sterowanych, bedzie
mniejsza od czestosci whasnych zwigzanych z postaciami
niesterowanymi. Wprowadzimy maty parametr Tk" pp~™ fk* Mozna

zauwazy¢, ze im wyzsza posta¢ drgan ( tym mniejsza wartos¢ ma
parametr Tk zwigzany z tg postacia. Uwzgledniajac podziat na
postacie sterowane i niesterowane roéwnanie ruchu zapiszemy w
nastepujacym ksztakcie:

pp + ©®IID2 PP , Kkitk2/t2 pP BdP y 4 rdp (10)
o .3 D4 £, K3iK4A 2 BAF. .
Wprowadzajac wektory  wspédrzednych stanu i wektor WyJsSc:

X ~1pA.pLT XF-[(1/T2)p]. (/TN T ys-py| T1-T opiszeny rownania
ruchu i réwnanie pomiaru we wspédrzednych przestrzeni stanu:

(112)
‘p “ AIXP + A2xf + BPU + Fp"*
cxf - AZp + AdxF + Bfu + Ffw. (11b)
lic
rs - CPXP + TCfxf" icy
gdzie.-
(0] In (0] 0 o ] (0] 1T
N o " @ A4
. A2" _k2:-nd2 A3 _k3: d3 -K4 |-tD4

a konstrukcja pozostatych macierzy i réwnania pomiaru podana jest w
pracach [3,7].
Dla bardzo matego r z réwnania (Ilb) otrzymamy:

xF - -A4¥(A3xp + Bfu + rfw). (12)
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Podstawimy powyzsze wyrazenie do réwnania (lla). Pomijajac w
rownaniu ¢lic) czton z malym .parametrem otrzymamy rébwnania
zredukowanego modelu obiektu:

U3a)

APXP + Bpou + F
(13b)

CpXp”

Poh

gdzie: Ap-Al-A2A-1A3 B~ "-Bp-A"Bj. rpo-rp-A2A"1lr f.

Przedstawione w pracach [3,4,5] metody konstruowania uktadu
sterowania, dla zredukowanego modelu obiektu z catkowicie
rozsprzezonymi postaciami drgan, mozna z réwnym skutkiem zastosowac
dla zredukowanego modelu obiektu (13), w ktérym nie ma catkowitego
rozsprzezenia postaci. Tym samym opisane w wyzej podanych pracach
metody moga byé wykorzystane w uktadach aktywnego sterowania
drganiami dowolnego wirnika, ktérego dynamika daje sie opisac
modelem liniowym.
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MOAEJIb POTOPA KAK OBVEKT PEryJIHnOBKM

Pe~CMe

B pa6oxe paccMaxpHBaexcs. wetoa peAyKUHH HOAejc r»&<oro
poxopa. Mcnojn>3ys) motoa nepxyp6auHH npooSpaaoaaHo o&myic MOAeju,
poxopa 6 rjiacH-MOAam, ™» bha. B«am Koae6aHBH pa3AeJ,eHO Ha
peryjiwpyeMuAe »eperyjmpyMue . Bboasi HeKoxopwft MaaeHBKBH

napaMerp npon30«AeHo peAyxuMc MOAejin .

ROTOR MODEL AS CONTROL PLANT

Summary

A method of the reduction of flexible rotor model for the
control purposes is presented in the paper. By using the
perturbation method the global rotor model is <coverted into a
quasi-modal form. Vibration modes are divided into controlled and
noncontrolled ones. The introduction of small parameter allows the
rotor model to be reduced.



