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O PEWNYM ZAGADNIENIU LOKOMOCJI

Streszczenie. Celenm pracy jest pokazanie. ze dwa
zadania: minimalizacji pracy mechanicznej potrzebnej na
pokonanie przez kolarza zadanago dystansu w danym czasie oraz
minimalizacji czasu przejazdu tego dystansu przy zadanym
zasobie energii mechanicznej, jaka dysponuje zawodnik, maja
Jjednakowe rozwigzania. Dla kolarza traktowanego jak punkt
materialny wykazano, ze na $rodkowym odcinku trajektorii
(cruise) optymalna predkos$¢ jazdy jest stata i nie zalezy od
profilu trasy. Jezeli predkos¢ wiatru wzdduz trasy jJest
zmienna, optymalna predkos¢ kolarza moze by¢ wyznaczona z
pewnego roéwnania algebraicznego trzeciego stopnia.

1. Sformutowanie problemu

Rozwazmy nastepujace zagadnienie. Kolarz o masie m /wraz z rowe-
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rem/ porusza sie po trasie o profilu opisanym przez dang, rézniczko-
walng funkcje h(x). Trasa prowadzi 2z punktu poczgtkowego 1 do punktu

koncowego F. Wzdtuz trasy wieje wiatr z predkosciag ?w(X). Predkos¢

wiatru wiejacego
dwa zadania:

Zadanie 1. Przy ustalonym i danym czasie przejazdu tf z punktu I do

punktu F nalezy znalez¢ taka predkos¢ kolarza v w funkcji zmiennej

w plecy" zawodnika uwazamy za dodatnig. Wyrdéznijmy

niezaleznej x, aby ilo$¢ pracy mechanicznej L wydatkowanej przez Za-

wodnika, by+a minimalna.
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Zadanie 2. Przy ustalonym zasobie pracy 1, jaka moze wydatkowa¢ zawod-
nik na pokonanie dystansu, nalezy wyznaczy¢ taka funkcje v(x), aby
czas przejazdu t~ byt minimalny.

Sity dziatajace na zawodnika przedstawiono na rys. 1, na ktorym
mg jest ciezarem kolarza wraz z rowerem, F -oporem toczenia, D -opo-
rem aerodynamicznym, T -sita napedzajaca, R -reakcja normalna podto-
za, v -predkoscia ruchu kolarza, T -katem nachylenia profilu trasy.
Réwnania ruchu zawodnika w naturalnym uktadzie wspoé4rzednych (t,n)
mozna otrzyma¢ z drugiego prawa Newtona. Sg one nastepujace:

m-~- = T- D- F- mgsin5", (Y
0= R-mg cosT. (ib)

Réwnanie (ib) otrzymano przy zatozeniu, ze sktadowa normalna przys-
pieszenia zawodnika jest bliska zeru, co jest konsekwencja duzych
na ogot promieni krzywizny profilu trasy. Dla przecietnych wyscigow
szosowych mozna przyjaé¢, ze kat nachylenia profilu trasy y jest ma-
4y - prawdziwe sg woéwczas przyblizenia:

cos S'x 1/ (2a)

siny * tgy " . @b)
Ze zwigzku (ib) otrzymujemy wtedy

Rsmg .- 3
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Sita napedzajaca T mozna wyrazi¢ za pomocg mocy maksymalnej kolarza
N(v) oraz wspédczynnika wykorzystania mocy "6 <f), 1n"

T = Sizidt . 1 @

0 mocy N(v) zaktadamy, ze zalezy tylko od predkosci jazdy. Jezeli
rower jest wyposazony w przektadnie,to zaktadamy, ze kolarz umie sie
nig postugiwa¢ - jest w stanie dostosowaé przetozenie do aktualnej
predkosci jazdy. Sida oporu aerodynamicznego U Jest dana w klasycz-

ny dla mechaniki lotu sposéb

D =0.5F S Cx (v-Vw)2 = d(v-vj2, 5)

gdzie y jest gestoscig powietrza, S -polem odniesienia, Cx -wspod-

czynnikiem oporu aerodynamicznego. Stata d=0.5£SCx, O oporze tocze-
nia F(x) zaktadamy, ze jest funkcjg zmiennej niezaleznej x. Pozwala
to uwzglednié¢ zmiany oporu toczenia wynikajace ze zmian nawierzchni.

Zwigzek okreslajacy sktadowg predkosci kolarza wzdtuz osi x jest
nastepujacy:
i! =v cos I\ ®6)

Po wykorzystaniu przyblizenia (2a) przybiera on postac ;

§f - - (?)

Wstawiajac zaleznosci (4), (5) do réwnania ruchu (la), po wykorzysta-
niu (2b) 1 (7) otrzymujemy tak zwane réwnanie stanu;

dv 1rn(vW _ d/ y\2 _ FEx2 _mg dh] 9\

3x “ mL \Y% W \Y% V oxlJ v/

Réwnanie to nalezy uzupe#nié¢ warunkami brzegowymi;

v(o) =vi>0 , (9a)

v(xf) = vFf . (b))
Predkosci: poczatkowa i koncowa powinny by¢ dane. Za predkos¢
koncowa mozna wybrac¢ predkos¢ finiszu danego zawodnika. Finiszowa-

nie z predkosciag maksymalng ma pewne uzasadnienie fizjologiczne. Za-
wodnik korzysta wtedy ze zrédet anaerobowych energii, ktéiych produfc-
.tem jest kwas mlekowy. Obecno$¢ tego kwasu w miesniach i we krwi
prowadzi do wyraznego zmniejszenia wydolnosci organizmu. Przesunie-
cie zatem zwiekszonego wysidtku na koniec konkurencji nie odbija sie
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ujemnie na wyniku sportowym /regeneracja sit+ nastepuje juz po zakon-
czeniu konkurencji/.

Mozemy sformudowaé¢ dwa Ffunkcjonaty: praca mechaniczna 1 potrzebna
do pokonania dystansu wynosi

L=J~ dx » [¢10))

czas przebycia dystansu

i
Indeksy ™"i" oraz "f" oznaczaja odpowiednio punkt poczatkom i konco-
wy trasy. Zadania 1 i 2 mozemy zapisa¢ teraz w nastepujacy sposéb:

Zadanie 1. Dla danej wartosci tf wyrazonej catka (11) nalezy znalez¢
taka predkos$¢ kolarza v (x}, aby byto spednione réwnanie stanu (8)

z warunkami brzegowymi (9) 1 aby catka (10) przyjmowata wartos¢ mi-
nimalna.

Zadanie 2~ Dla danej wartosci L wyrazonej catka (10) nalezy znalezé
taka predko$¢ kolarza v(x), aby byto spednione réwnanie stanu (8)

z warunkami brzegowymi (9) i aby catka (11) przyjmowata wartos¢ mi-
nimalng.

2. Metoda rozwigzania

Metoda rozwigzania problemu polega na zauwazeniu, ze oba zadania
mozna sprowadzi¢ do ekstremalizacji pewnych catek liniowych zaleznych
od dwéch zmiennych (Xx,v). Poniewaz ekstremalizacja odbywa sie przy
zatozenxu, zejednaz catek: czas przejazdu lub ilo$¢ przeznaczonej
na to energiijest stata,to zadania te sgzadaniami 1izoperymetrycz-
nymi. Metode rozwigzania oméwimy na przykdtadzie zadania 1.

Catke (0) po wyeliminowaniu zmiennej sterujacej I na mocy zwigz-
ku (8). mozemy przedstawi¢ w postaci;

L*=J v+ ipo,r) dx (12
gdzie; '

* (13a)

MGGY) -d(v-Vj2 + *(x) +mg g - (13b)
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a4
=0 , (15a)
<ftw =1 051»)

i jej wartos¢ jest dana. Stosujac metode Mielego [2,1] mozna stwier-
dzi¢, ze dla parametrow typowych dla wysScigéw szosowych rozwigzanie
optymalne sktada sie z trzech odcinkéw: $Srodkowego /cruisej - na tak
zwanym 4uku osobliwym, gdzie ~<1, oraz dwéch odcinkéw skrajnych - doj-
Scia i zejscia z fuku osobliwego, gdzie rj=1.

Z uwagi na to, ze Srodkowy odcinek rozwigzania optymalnego /cruisej
odgrywa w zawodach decydujaca role,poswiecimy pare st6w na jego om6-
wienie. Optymalna predko$¢ kolarza na tym odcinku otrzymujemy z przy-
réwnania do zera tak zwanej funkcji fundamentalnej rozwigzania. Praw-

dziwe jfcst wéwczas réwnanie;
2dv2 (v-vw (X)) - A,=0 , (16a)

w ktérym A* jest statym mnoznikiem Lagrange®a. Zastosowanie tej sa-
mej metody do rozwigzania zadania 2 prowadzi do nastepujacego row-
nania 4uku osobliwego

z

Poréwnanie obu zwiagzkéw (16) pozwala na sformutowanie nastepujacych
wnioskow:

Wniosek 1m Charakter rozwiazan optymalnych na #ukaoh osobliwych dla
zadan 1 i 2 jest taki sam, to znaczy, ze istnieja takie zestawy pa-
rametrow, dla ktérych rozwigzania optymalne obu zadan sa jednakowe.

i/niosek 2. Dla statej predkosci wiatru V =const, predkos¢ optymalna
kolarza jest stata. Whasnos$¢ ta nie zalezy od profilu trasy h(xj
/innymi sdowy zawodnik powinien jecha¢ jednakowo szybko pod gére
jak i z gory/.
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HEKOTOPHE [iPOEJIEMU I1EPEFIBHSEHHS

Pe3KMe

B padoTe nOK!3aHO, hto £Be 3ajiaRn: MHHHMH3an,HH MexaHiraecKoro
ycHJiaa HeodxosKMoro ejih npeojKwieHHH BeJiocsmeEHCTOM 3anaHHoii
Hhctbhiihh b 3anaHHoe spewm, a TaKxe MHHHMH3au.HH BpeMeHH npeonojie-
HUFI aTOh EHCTaHu.HH itoh 3anaHHHX pecypcax MexaHHuecKOii aHepran,
KOTopoH pacnoiiaraeT cnopTcweH - HMeiOT osimaKOBoe peinemie. Jljih
BeJiocmeEHCTa, kotophh npencTaBJieH b BHae MaTepnajiBHOH tcwkh,
noKaaaHo, hto Ha cpeaaeM OTpe3Ke TpaeKTopan oHTHMaJiBHan
CKOPOCTB e3HH nOCTOHHHB H H6 3aBHCHT OT npO*HJW TpaCCH. EcJIH
CKOPOCTB BSTpa BfI0JIB TpeCCH H3MeHHeTCH, TO OBTMMajlBHaH CKOpOCTt
BejiocaneHHCTa onpeaelJiHeTCH aJiredpaHHecKMM ypaBHeHHeM 111 CTeneHH.

ON A LOCOMOTION PROBLEM

Summary

The paper deals with sport cycling. Two problems have been formu-
lated: the minimization of the competitor®s effort needed to cover
the given distance in the given time, and the minimization of the
time for the given effort being at the cyclist"s disposal. It has
been shown that the solutions of both problems are the same. For
the cyclist regarded as a material point, the optimal cruise velo-
city is constant and it is irrespective to the profile of the route.
For the wind pattern given, the optimal velocity results from an

algebraic equation of the third order*
£



