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MATEMATYCZNY MODEL LOTNI W LOCIE

Streszczenie. W pracy przedstawiono modelowanie fizyczne i matema
tyczne systemu złożonego z lotni i człowieka. Przy modelowaniu 
uwzględniono zarówno własności aerodynamiczne lotni. Jak i podwieszonego 
pi1ota-człowi ek a. Identyfikacji parametrycznej sił i momentów sił 
aer odynami cznych dokonano na drodze badań modelowych w tunelu 
aerodynamicznym odpowiednio kształtując płat* zmieniając wysklepienie 
profilu aerodynamicznego. Przykładowo obliczono warunki równowagi dla 
lotni testowej klasy^FLEDGE-2.

Lotnię traktowano Jako układ nieodkształcalny. natomiast pilota 
człowieka jako układ o zmiennym rozkładzie mas* uzależnionym od 
konfiguracji ciała związanej z fazą, lotu i sterowaniem.

Układy odniesienie, i ąuasi-współrzędne przyjęto zgodnie z C43, stosując 
klasyczne układy i oznaczenia stosowane w technice lotniczej rys.l Cl* 4, 
S, S. 83.
Początek układu przyjęto w punkcie "O" podwieszenia pil.ota-człowieka do
lotni (rys.l i rys. 2).
Na rys.l przedstawiono przyjęte zależności kinematyczne ruchu, wektory 
prędkości liniowej i kątowej oraz ich składowe Cl. 4. 5. 6. 83. a na rys.2 
wektory sił i momentów sił działających na układ w locie oraz ich składowe 
Cl, 4. 5. 6, 83. Układy odniesienia związane z pilotem-człowiekiem rys. 3 i
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Rys. 1

rys. 4 Cl, 7. 83 umożliwiają obliczenia zmian. położenia środka masy
człowieka-pilota oraz momentów bezwładności w zależności od konfiguracji 
ciała rys. 5 171.

Rozkłady mas człowieka-pilota oraz obliczenia momentów bezwładności 
wykonano na podstawie [1,7,8„Q].
Siły i momenty sił aerodynamicznych dla lotni Cl, 2. 33 i pilota-człowieka 
C73 uzyskano na podstawie tunelowych badań aerodynamicznych ( rys .3& J



Matematyczny model lotni w locie 237

przeprowadzonych na modelach w wagowym tunelu aerodynamicznym Zakładu 
Aerodynamiki Instytutu Techniki lotniczej i Mechaniki Stosowanej 
Politechniki Warszawskiej.

Rys. 3a

Stosując podstawowe równania mechaniki klasycznej względnym układzie 
odniesienia. (sztywno związanym z lotnią j rys. 1, rys. 2 i rys. 3 C4. 5. 61, o: 
pochodnej pędu wzlędem czasu i pochodnej krętu względem czasu, wyprowadzono 
równania ruchu systemu lotnia + człowiek. które po przekształceniu i 
uwzględnieniu sił grawitacyjnych Cl, 4, 5, 6, 81, aerodynamicznych (rys. 1 , 
rys. 2. rys. 3) Cl, 2, 3, 4, 5, 6. 81 i rys. 3a C73 oraz zmian konfiguracji 
człowieka-pilota (rys 4 i rys. 5 Cl, 6» 7, 83) i sterowania ^rys.6 Cl, 83/ 
mają następującą postać Cl,83:
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równanie przemieszczeń podłużnych:

C m +m Z>CU+Q W -R\0-S CQ 2 +R23 + S  CQ+PR3 =
l  P  X z

= -Cm, +m Dg sin 0 - * p SV CC cos ft cos a +C sin ft cos a+
l  p  2  o  x  a  y  a

-C sin a)- L p S V 2CC cos /? cos o. +C sin /5 cosa
z a  c  p o  x  p a  p  p  y  p a  p  p

-C sin a ) + X £ + X p ♦ X Q,
z p a  p  p w  w p v  v  Q

- równanie przemieszczeń bocznych Cślizgi:

Cm+m 3CV +RU-PW}+S CR+OPD-S CP-QRD =
l  p  X z

= Cm +m 3g cos 0 sin <f> * % P SV 2C-C sin p * C cos +
l  p  2  o  x a  y  a

+ i  p  S  V 2C-C sin p +C C O «  p 3+Y P+Y R+Y p  ,  
ł  P ©  x p a  p  y p a  p  p  a  p v  v

- równanie przemieszczeń pionowych CwznoszenieD:

Cm,+m 3CW +PV-QLD-S C0-PR3-S CQ2+P23 =
l  p  X Z

= Cm +m }g cos 0 cos ^ - L p SV 2CC cos sin a + C sin fi sin 
«• P  2  o  x a  y a

1 2  2+C cos a) - * p S V CC cos fi sin a +C sin fi sin a +
z a  2  p  o  x  p a  p  p  y p a  p  p

+C cos a } ♦ Z Q + Z p ,
* p a  p  Q  p w  M

C1D

C23>

C33
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- równanie ruchów przechylających:

J P-CJ -J DQR - J CR+POD - S CV-PW+URD =
x  y  z  x  z  z

= - m. gz cos 0 sin ó + m gCy cos © cos <p - z cos® sin d> D +
l c  P  P  p  p  p  p  p

- * S V Z(z C-C sin /? - C cos /? + C CC cos /? cos oO +
2  p o  A  x a  y a  A .  m x a

♦ C sin/? cos a - C  sin cO] + * p S V 2[-y CC
m y  a  m z a  c  p  o  o p  x  p a

cos /? si n a  + C sin/? s i n a  C cos a D ♦ z CC
P  P  y p a  P  P  z  p a  p  o p  x  p a

sin /? - C cos /? D - h CC cos /? cos a + C sin /?
P  y p a  P  P  m x  p a  p  p  m y  p a  p

cos a - C  s i n a D 3 + L P L R  + L p ,  C4D
p  m z  p a  p  p  R p v  V

- równanie ruchów pochylających:

J Q-CJ -J 3RP - J CR2-P23 - S CW+VP-UQ3 + S CU-VR+QVD =X Z X X Z  X z

= - m.gCz sin ® +x cos © cosóD - m gCz sin © + x cos©
l  c  c  P P P P P

cos ^ )+ Lp SV 2 C-z CC cos /? cos a + C sin /? cos oO +
p  2  o  A  x  a  y a

- C sin a) +x CC cos /? sin a +C sin/? sin a + C cos oO ♦
z a  A  x a  p  o  y a  z a

+ C C-C sin p  + C c o .  f»] + i. p  S V 2[-z CC
A  m x a  m y  a  2  p  o  o p  x p a

cos /? cos a + C sin/? cos a - C  sin a D + x CC
p  p  y p a  P  P  z p a  p  o p  x  p  a

cos /? sin a + C sin /? sin a + C c o «  a D + h C-C
p  p  y p a  p  p  z p a  p  p  m x p a

. sin /? + C cos /? D 3 + M W  + M Q  + M

- równanie ruchów odchylających J 

J R-CJ -J DPQ - J CP-ROD + S CV-WP+RID =
z  x  y  z x  x

= - m gx cos 0 sin <t> •+• m gCx cos © cos d> + Y sin© + 
l c  P P P P P P

+ Ł a S V2 [ x C-C sin p + C cos m  - C CC cos sin a +
2  p  o  A  x a  y a  A  m x a

+ C cos /? + C sin /»] + 1 p S V 2[x CC cos /? + C cos /? D +
m Z a  m y  a  2  p  o  o p  x p a  p  y p a  p

+y CC cos /? cos a + C .sin/? cosa -C -sina D-h CC cos/? sina +
o p  x p  a  p  p  y p a  p  p  z p a  p  p  m x p a  p  p

+ C sin/? sina +C cosa D3 + N P + N R + K, ó ; C6D
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- związki kinematyczne prędkości kątowych 1, 4, 5, 6, 8:

<p = P + Q sin <p tg © + R cos 4> ^9 © C7D

0 = Q cos ^ - R sin C8D

yt - CQ sin <p + R cos <£D sec © ;

- związki kinematyczne prędkości liniowych 1, 4, 5, 6, 8:

x^ = U cos 0 cos y> + VCsin <£> sin 0 cos yj - cos ^ sin ^3 

+ W Ccos 0 sin © cos y> + siń <p sin y/D,

y = U cos © sin y/ + VCsin <p sin 0 sin y/ + cos <p cos y/D +

+ WCcos $ sin ® sin y> - sin <f> cos y/D ̂

z “ -U sin 9 + V sin tp cos © + W cos <p cos ©,
i  1

C9D

Cl OD

C U D

C12D

- wysokość lotu C4, 5. 61:

h - -z C13D

prędkość lotu lotni C4. 5. 6» 83:

V 2 = ,J2 + VZ + W2
o

kąt natarcia lotni Cl. 4. S. 6. 83:

Wo» = arc tg g f 

kąt ślizgu lotni Cl. 4, 5, 6. 83:

C14D

Cl SD

fi - arc sin y— r 
o C16D
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- gęstość powietrza dla wysokości h < H O O O  m C4, 9, 63:

Z i ,*.ZS«S
p = pXi + ZZ566 ■ C17D

Układ równań Cli - Cl71 stanowi model matematyczny sterowanej lotni 
symetrycznej z podwieszonym pi 1 otem-czł owi ek i em w dowolnym locie
przestrzennym. Przedstawiony model matematyczny po identyfikacji
parametrycznej ściśle określonego obiektu latającego z odkrytym 
człowiekiem, umożliwia pełną analizę własności dynamicznych obiektu w locie 
takich Jak: równowaga, stateczność statyczna, stateczność dynamiczna,
sterowność, wyznaczenie podstawowych osiągów, obliczenie trajektorii lotu 
oraz określenie niezbędnych sił rozwijanych przez pilota przy sterowaniu 
lotnią. •—meSr *1.7 m

Rys. e
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Przedstawiony model matematyczny pozwala również na zbadanie wpływu 
poszczególnych parametrów geometrycznych i aerodynamicznych» Jak również 
konfiguracji systemu na właściwości lotne i osiągi. Przykładowo dla lotni 
klasy FLEDGE-2 przedstawiono obliczenia równowagi momentów pochylających - 
równowaga podłużna[rys.6 Cl, 83 ji zapasu stateczności statycznej podłużnej 
z trzymanym sterem - trapezem sterownicy^rys. 10 Cl 3̂) w zależności od punktu 
podwieszenia pi lota-człowieka do lotni = OAirys.7 Cl, 8]) oraz możliwości 
sterowania lotnią przez pilota ze wzglądu na ograniczenia kąta wychylenia 
trapezu sterownicy óH (rys.7 i rys.8^Jak również ze względu na siłę F Jaką 
dysponuje pilot(rys. 7 i rys. 9] .
Na rys. 6 naniesiono zmiany współczynnika momentu pochylającego C w 
funkcji kąta natarcia lotni ca . dla różnych położeń trapezu sterownicy 
Równowaga podłużna jest możliwa w warunkach , gdy moment pochylający równy 
jest zero tJ. myl O.
Na rys. 6 widoczne Jest, że pochodne współczynnika momentu p>ochylającego
Cfnyi kąta natarcia a są ujemne tJ. ^ myl * 0» **° znaczy, że w
całym zakresie eksploatacyjnym sterowana lotnia jest stateczna statycznie; 
co przedstawiono na rys. 10.

Na rys.8 pokazano wyniki obliczeń z naniesionymi ograniczeniami: 
aerodynamicznymi câ  i sterowania 6^  ̂możliwy ze względu na długość rąk
pilota kąt wychylenia trapezu sterownicy.
Widzimy, że przykładowa lotnia w pełnym zakresie podwieszeń
pilota-człowieka Jest sterowalna - wystarcza rąk.

Na rys.9 przedstawiono zmianę siły niezbędnej do sterowania z
naniesionymi ograniczeniami aerodynamicznymi otfc oraz maksymalnej siły 
p̂mojt d°PUS2C20ne,J przepisami budowy sprzętu latającego. Widzimy, że przez 
odpowiednie usytuowanie podwieszenia pilota do lotni możemy uzyskać takie 
właściwości lotne systemu, które uniemożliwiają przeciągnięcie f co stanowi
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ważne zagadnienie w fazie szkolenia pilotów.
Przedstawiony model matematyczny Jest uniwersalny i może mieó 

zastosowanie przy analizie właściwości dynamicznych różnych rodzajów

lotni.
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MATEMATHHECKA5Í MOiSEJIb ZtEJlbTAIUIAHA BO BPEM * Í10J1ETA

3 CTaTt>e n p e n cT a s jie H O  (JsisH H ecKoe u w aTeM aTH H ecKoe M onejiHpoeaHHe CKCTeMu 

coc a onaaiei*. ne^Tan.naHa m nejioBeica. IlpM MonejiMposaHHM ynTenw KaK a3ponM- 
HawjmpoKHe caoRCTBa nejii>TanJiaHa u nejioBeKa—nwjnioTa.

MATHEMATICAL MODEL OF HANG GLIDER DURING FLIGHT

Summary

The paper presents physical and mathematical modeling of the system 
composed of the hang glider and the man. The modeling accounted for 
aerodynamic characterstics of both the hang glider and the suspended 
pi lot-man.


