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NUMERYCZNE OBLICZENIA OBCIĄŻEŃ WAŁECZKÓW 
W CENTRALNYM ŁOŻYSKU PRZEKŁADNI OBIEGOWEJ

Streszczenie. W  artykule przedstawiono problem rozkładu obciążenia zewnętrznego na 
elementy toczne w  łożysku walcowym, w  którym funkcję bieżni pełni otwór wykonany 
w elemencie konstrukcyjnym. Prezentowaną metodę obliczeń wykorzystano do wyznaczania 
liczby i wartości sił nacisku wałeczków obciążających koła obiegowe w  przekładni Cyclo.

NUMERICAL CALCULATION OF ROLLER LOADS IN CENTRAL BEAR­
ING OF PLANET GEAR

Sum m ary. The paper presents problem o f outer load distribution on rolling elements in 
cylindrical roller bearing in which a hole made in construction has the function o f the race­
way. The method o f  calculation presented here has been implemented for determination the 
number and values o f  pressures o f  rollers loading planet wheel in cycloidal gear.

1. W PROW ADZENIE

W  układach napędowych niektórych maszyn stosuje się specjalne toczne węzły łożyskowe, 

w których funkcję bieżni dla zestawu tocznego pełni otwór wykonany w  elemencie konstruk­

cyjnym. Rozwiązanie takie występuje w obiegowych przekładniach cykloidalnych (Cyclo) 

z wewnętrznym pozaśrodkowym zazębieniem, które tworzą specjalne koła obiegowe, współ­

pracujące z nieruchom ym  zestawem rolek [1 - 6].

Koła obiegowe o specjalnym kształcie są  uzębione zewnętrznie, a zarys zębów tworzy 

ekwidystanta epicykloidy skróconej [1 ,3 ,4 ] , Rysunki 1 i 2 przedstawiają stan obciążenia 

i zasadę zrównoważenia sił obciążających koło obiegowe. M oment napędowy M h jest przeka­
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zy wany na koło obiegowe za pom ocą siły oddziaływania mimośrodu R, która obciąża central­

ny otwór koła za pośrednictwem wałeczków łożyska walcowego.

Centralny otwór koła obiegowego pełni funkcję bieżni dla elementów tocznych szybko­

obrotowego łożyska mimośrodu. Jak wynika z doświadczalnych i analitycznych badań stanu 

obciążenia, walcowe łożysko mimośrodu jest węzłem tocznym silnie obciążonym, a siła R 

osiąga relatywnie duże wartości [3 ,4 , 7, 8]. Trwałość tego szybkoobrotowego łożyska wal­

cowego zależy od rozkładu siły R na poszczególne elementy toczne (wałeczki) i jak  wykazały 

badania doświadczalne, przesądza o trwałości całej przekładni [7, 8].

W  artykule przedstawiono problem rozkładu siły promieniowej R  na składowe Qm„ obcią­

żające wałeczki specjalnego łożyska walcowego, na przykładzie przekładni Cyclo. Rozkład 

siły R na poszczególne wałeczki uwzględnia niepomijalny luz promieniowy i odkształcenia 

bieżni zewnętrznej.

2. M ODEL ODK SZTAŁCEŃ BIEŻNI Z M IEJSCOW YM I PRZEM IESZCZENIAM I 
W  ŁO ŻYSK U W ALCOW YM  PRZY KOŁOW EJ BIEŻNI ZEW NĘTRZNEJ

Schemat walcowego łożyska z wewnętrznym luzem g, obciążonego siłą prom ieniową R, 

przedstawia rys. 2. Siła R  za pośrednictwem elementów tocznych rozkłada się na szereg skła­

dowych Q„„ = Qri, które obciążają obwód centralnego otworu łożyskowego koła obiegowego.

Pod działaniem siły R, rozłożonej na składowe Qm przy niepomijalnym luzie g, następuje 

przemieszczenie pierścienia wewnętrznego z wałeczkami względem bieżni w  otworze cen­

tralnym, rys. 3. M iejscowe przemieszczenia w stykach obciążonych wałeczków z bieżniami 

w ynoszą odpowiednio:

-  8mo - dla bieżni zewnętrznej,

-  8mi - dla bieżni wewnętrznej,

-  8raio = 8mo +  5rai - sum a przemieszczeń obu bieżni, tj. całkowite zbliżenie bieżni w  postaci 

sumy wgnieceń w  obu punktach styku wałeczków,

-  8,0, 8,j - m aksym alne przemieszczenia dla najbardziej obciążonego wałeczka,

-  8m„  = 8,io =  8 |0 + 8,j - suma maksymalnych przemieszczeń obu bieżni.
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Rys. 1. Stan obciążenia koła obiegow ego w yw ołany siłą  oddziaływ ania m im ośrodu napędzającego przekład­
nię C yclo - rozkłady obciążeń działające na koło obiegowe w stanie równowagi 

Fig. 1. State o f  load o f  planet wheel created by eccentric reaction force driving cycloidal gear - load distribu­
tion acting on planet wheel in the state o f  equilibrium
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jrg+Sio^io

Zakłada się, że pierścienie łożyska są  idealnie kołowe i nie zm ieniają kołowego kształtu 

pod działaniem obciążenia. Wtedy przemieszczenie pierścieni z uwzględnieniem luzu pro­

mieniowego dla dowolnego kąta położenia wałeczka vj/m = vp'„, > 0 wynosi (rys. 3):

Am = ( s mM + ^ g ) c o s i ł/ m=^5,io+ ^ g j c o s Vm (1)

Rys. 2. Stan obciążenia koła obiegow ego w yw ołany siłą  oddziaływ ania m im ośrodu napędzającego przekładnię 
Cyclo - rozkład obciążenia prom ieniow ego na wałeczki w raz z m iejscowymi przem ieszczeniam i w styku 
z  uw zględnieniem  luzu prom ieniow ego 

Fig. 2. State o f  load o f  planet w heel created by eccentric reaction force driving cycloidal gear - radial load dis­
tribution on rollers together with local displacements including radial clearance

a maksymalne przemieszczenie pierścieni dla kąta vpm = tp, = 0:

A = 5 mix+ ^ g  = 5 l i + 5 ,0 + i g  (2)

Natom iast bezwzględne odkształcenie w miejscu styku wałeczka z bieżniami, tj. wzajemne 

zbliżenie dociskanych elem entów dla \j/m > 0 i luzu promieniowego g > 0 wyniesie:
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S mi0= [ 8 miX + ^ g J c o s v |/m - ^ - g  = ( ^ ]i + 5 ]0 + ^ g j  co s tg m -  ^ g  (3)

Rozkład obciążenia charakteryzuje współczynnik kąta rozkładu:

E „ . = =  1 (1  - c o s ą / J  (4)
max 8 2 5 ,¡o +  g 2

a kąt ograniczający obszar aktywnych wałeczków (przenoszących obciążenie) określony jest 

wzorem:

j - .w , = arccosj  ------1 (5)
U b ^ + g 1

Bieżnia pierścienia 
wewn. powiększona 
o wałeczki (okrqg)

Bieżnia pierśc' 
zewnętrznego

Rys. 3. Przem ieszczenia i odkształcenia w łożysku prom ieniow ym  z  uwzględnieniem  kształtu bieżni oraz luzu 
prom ieniow ego przy kołowej bieżni w  pierścieniu zewnętrznym  

Fig. 3. Displacem ents and deform ations in radial bearing with consideration shape o f  the raceway and radial 
clearance for circular racew ay in outer ring
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3. W YZNACZANIE ROZKŁADÓW  OBCIĄŻENIA NA ELEM ENTY TOCZNE  
Z UW ZGLĘDNIENIEM  LUZU PROM IENIOW EGO

3.1. Metoda analityczna

W metodzie analitycznej wykorzystuje się model odkształceń przedstawiony w rozdziale 2, 

a nacisk na dowolny m-ty element toczny oblicza się z wzoru (rys. 1 i 2) [9]:

1
(6)Q m i =  Q i l

gdzie:

Qr, - maksymalny nacisk na element toczny,

- kąt położenia m-tego elementu tocznego, 

n - wykładnik; dla styku liniowego n = 1,11, dla punktowego n = 1,5.

Nacisk Qrl obliczany jest z warunków równowagi:

R = X Q ™  c°sVn, (7)
m-1

gdzie:

ą/m = 2n(m  - l)/z, dla m = 1,2,... obciążonych wałeczków, 

z - liczba elementów tocznych (wałeczków) w  łożysku.

Przyjmując model odkształceń z kołowymi bieżniami i niezerowym luzem promieniowym 

otrzym a się:

R = z - Q n - - Z  1- r - ( 1- C0SV m)
Z ra=ll

cos Vg n

ponieważ:

J r ( e ) = l i m - £  l - ^ l - c o s ą / ; )  c o s V i = - ! -  J
Z -> 0 0  2  Y )  V C  '  /-TT J

_1

2e 2n 1 — —  (i - cos v )

(8)

cos y  • d y  (9)

to sumę wyrazów szeregu funkcyjnego we wzorze (8) można zastąpić całką wg wzoru (9), 

odpowiadającą nieskończonej liczbie wałeczków w łożysku. Ostatecznie równanie (8) przyj­

mie postać:

R  =  Z ■ Q„ ■ J,(8)

W yrażenie J,(s) wprowadzone przez Sjovalla [9] można wykorzystać do obliczenia poszuki­

wanego nacisku maksymalnego:
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( 10)

niezbędnego przy obliczaniu rozkładu nacisków {O™} ze wzoru (6) dla przyjętej wartości 

współczynnika kąta rozkładu s, ujmującego łączny wpływ zbliżenia pierścieni i luzu promie­

niowego.

3.2. M etoda num eryczna

Założenia przyjęte w metodzie analitycznej, a szczególnie uproszczony model odkształceń 

bieżni oraz konieczność obliczania całek Sjovalla upoważniają do opracowania metody nume­

rycznej, która pozwoli obliczać rozkłady obciążeń {Qmi} dla dowolnego modelu odkształceń z 

dużą dokładnością, bez potrzeby obliczania całek Sjóvalla.

W proponowanej tu metodzie numerycznej zastosowano iteracyjną metodę zmiany kroku z 

poziomem dokładności AR, odniesionym do siły promieniowej R.

M etoda numeryczna wykorzystuje wzór Palmgrena do obliczania wzajemnego przemiesz­

czenia dowolnego wałeczka z każdym z pierścieni łożyska [9,10]:

Przemieszczenia 8mo = 8mi =8mio/2 we wzorze (11) można wyrazić za pom ocą związku (3). 

Wtedy dla m odelu odkształceń przy kołowych bieżniach:

( U )

gdzie:

Q to - nacisk działający na m-ty wałeczek w  N,

1 - czynna długość styku wałeczka z bieżniami w mm. 

Dla najbardziej obciążonego wałeczka przy vpm = ąą =  0:

( 12)

mo mi (13)

Po podstawieniu (12) do (13) i przekształceniach otrzym uje się poszukiwane obciążenie 

m-tego wałeczka w  postaci:
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(14)

Qm = 78200 (8 mo) 10/9 ■ l^9 (15)

Obliczone wartości obciążeń Qrm m uszą równoważyć siłę prom ieniową R, zatem:

-  dla parzystej liczby wałeczków w  łożysku:

R = Qu + 2 Z Q ™  cos M/m + Q l(V2tI) (16)

-  dla nieparzystej liczby wałeczków:
(»0/2

R = Q , l + 2  2]Qn„COSH/m (17)

W pierwszym  kroku obliczeń numerycznych można przyjąć przybliżoną wartość maksy­

malnego nacisku, cytow aną w pracy [9]:

Proces iteracji je s t prowadzony do chwili, gdy siła wypadkowa R', obliczona m etodą nume­

ryczną wg wzoru (16) lub (17), będzie równa z założoną dokładnością np. AR = 10'5R, ob­

ciążeniu prom ieniowem u R. Rysunek 4 przedstawia algorytm obliczeń, na podstawie którego 

opracowano program  komputerowy PROM , przeznaczony do wyznaczania rozkładu obciążeń 

na wałeczki w  dowolnym  łożysku walcowym.

4. W YZNACZANIE ROZKŁADU OBCIĄŻENIA NA W AŁECZKI NA
PRZYK ŁADZIE CENTRALNEGO ŁOŻYSKA PRZEKŁADNI CYCLO

Badanie stanu obciążenia i prognozowanie trwałości przekładni Cyclo wym aga znajomości 

rozkładu skupionej siły promieniowej R na szereg składowych Qn„ =  Qri, które obciążają koło 

obiegowe przekładni (rys. 1 i 2).
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( START )
WPROWADZANIE DANYCH: 
średnica bieżni dbi 
średnica wałeczka Dw 
długość wałeczka Lw 
sfazowanie r 
liczba wałeczków Z 
luz promieniowy g 
obciążenie promieniowe R

PRZYJĘCIE POCZĄTKOWEJ WARTOŚCI SIŁY Qri 
DLA NAJBARDZIEJ OBCIĄŻONEGO WAŁECZKA

ÓŚLIĆ2£ŃIE PRZEMIESZCZENIA
ODPOWIADAJĄCEGO SILE Qn

OBLICZENIE WSPÓŁCZYNNIKA s ORAZ Ką t a  Mk

OBLICZENIE PRZEMIESZCZEŃ ORAZ SIŁ ¿7 
DLA POZOSTAŁYCH WAŁECZKÓW

o b l ic z e n ie  Ob c ią ż e n ia  p r o m ie n io w e g o  r 

TAK /  \  NIE
l R - R 2adl<10'5'R ,

ZMIANA ■RiTCkSTOBLICZEŃ

WYNIKI:
siły i przemieszczenia dla kolejnych wałeczków 
współczynnik6
kątMŁ_____________ __________________

(  STOP ~

Rys. 4. Schem at blokowy program u PROM 
Fig. 4. Błock diagram  o f PROM  program

Dla wybranej w ielkości przekładni Cyclo o przełożeniu i=  19 i momencie wyjściowym 

M t = 2 M c =  8 80N m  centralne łożysko walcowe charaktery'żują następujące dane 

(rys. 1 ,2 , 3 i 4):

-  średnica otworu: d ^  =  76,5 mm,

-  średnica wałeczka: Dw =  11 mm,

-  długość wałeczka: Lw =  12 mm,
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Tablica 1

Rozkład obciążeń na (n)-aktywnych wałeczków w  centralnym otworze łożysko­
wym o średnicy d^ = 76,5 mm, w  przekładni cykloidalnej o przełożeniu i = 19

Lp.
Siła naci­
sku [N]

Q m ,= Q ń

Kąt położe­
nia siły

« i  [°]

Dla kąta rozkładu obciążenia vpc [°] 
na (n) aktywnych wałeczków

37,68
(3,4)

48,07
(5)

57,14
(5)

61,44
(5,6)

66,98
(5,6)

1 Q r. a ,= a R=42,5 5122 4468 3718 3518 3325
2 Q ,t a 2= 18,5 2842 3195 2952 2876 2805
3 Q ,3 a 3 = -5,5 0 6 894 1152 1392
4 Q 'o a '3= 90,5 0 6 894 1152 1392
5 Q',2 a '2= 66,5 2842 3195 2952 2876 2805
6 Luz promieniowy 

g [mm]
0,19 0,09 0,045 0,033 0,022

] | ? | 5(6) 1 5 |____________ 3(4)____________ | 3

7(8) L ic z b o  c z y n n y c h  w a łe c z k ó w  n = z c

Rys. 5. Rozkład siły prom ieniow ej R na składow e Q m  = Q„ w funkcji luzu prom ieniow ego i liczby czynnych 
w ałeczków  w łożysku centralnym  przekładni Cyclo 

Fig. 5. D istribution o f  radial force R into com ponents Q m  = Q„ in the function o f  radial clearance and num­
ber o f  active rollers in central bearing o f  cycloidal gear
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-  wymiar sfazowania technologicznego czoła wałeczka: r  = 0,5 mm,

-  liczba wałeczków:

-  graniczny luz promieniowy w łożysku:

-  promieniowa siła obciążająca węzeł łożyskowy:
-  kąt działania siły R:

z =  15,

g = 0,045 mm,

R = 10314  N 
a R =  42,5°.

Opierając się na wym ienionych danych przeprowadzono obliczenia rozkładów obciążeń 

w  łożysku centralnym . Przyjęto model odkształceń z kołowymi bieżniami i otrzymano roz­

kłady obciążeń (Q ri =  Qnn} na n aktywnych wałeczków dla szerokiego zakresu luzów promie­

niowych g = 0,003-0,3 mm (rys. 5 i tablica 1). Następnie po ustaleniu granicznego luzu na 

poziomie g = 0,045 mm przyjęto reprezentatywny dla MES rozkład obciążeń siły R na 5 skła­

dowych {Qri}, które wykorzystano do numerycznych obliczeń stanu obciążenia w kołach 

obiegowych przekładni Cyclo.

5. W NIOSKI

1. Rozkład obciążeń na elementy toczne (wałeczki) w  łożysku walcowym obciążonym siłą 

prom ieniow ą może być wyznaczony dotychczas stosowaną m etodą analityczną lub propo­

now aną tu  m etodą num eryczną która umożliwia obliczanie obciążeń z zadanym pozio­

mem dokładności.

2. Do num erycznych badań stanu obciążenia, stanu naprężenia i odkształceń w kołach obie­

gowych przekładni Cyclo m ożna wykorzystać rozkład siły promieniowej na składowe, ob­

liczony m etodą numeryczną.

3. Ze wzrostem luzu promieniowego zm niejsza się liczba aktywnych wałeczków, przenoszą­

cych relatywnie większe obciążenia. Ze względów trwałościowych luz promieniowy nale­

ży ograniczyć do wartości odpowiadającej kątowi rozkładu obciążenia 2ą/t w 120°.
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A bstrac t

In the paper it is presented problem o f outer load distribution on rolling elements (rollers) 
in cylindrical roller bearing in which a hole made in construction has the function o f  the race­
way. It has been elaborated models o f  displacements o f  rings with rollers as the base for cal­
culations o f  pressure o f  rolling elements on bearing raceway including radial clearance. The 
m ethod o f  calculation presented here has been implemented for determination the number and 
values o f  pressures o f  rollers loading planet wheel in cycloidal gear.


