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WYZNACZANIE NAPREZEN W PODSTAWIE ZEBA METODA ELEMENTOW
BRZEGOWYCH

Streszczenie. W pracy wyznaczano naprezenia w podstawie zebow kot
wewnetrznie uzebionych za pomoca MEB. Analizowano wpltyw grubosci wienica i liczby
zebow na warto$¢ naprezen. Opracowano program generujacy automatycznie zarys zeba i
siatke MEB w zaleznosci od zadanych parametréw kota i narzedzia obrébczégo.

STRESSES COMPUTATION IN THE BASIS OF A TOOTH USING BOUNDARY
ELEMENT METHOD

Summary. In this paper with the uses of BEM the stresses in the internal tooth root
are computed. An analysis of the influence of rim thickness and number of teeth on stress
value has been made. The program automatically generates a tooth profile and a boundary
elements mesh on the grounds ofthe toothed wheel and working tool assigned parameters.

1. Wprowadzenie

Jednym z podstawowych kryteriéw optymalizacji konstrukcji przektadni zebatych
jest warunek wytrzymatosci uzebienia k6t na ztamanie, co wigze sie¢ z wyznaczeniem
naprezen u podstawy zebdéw. W tym przypadku celowe jest stosowanie takiej metody
doktadnego wyznaczania naprezer w stopie zebow, ktéra umozliwiataby analize wptywu
réznych cech geometrycznych i technologicznych uzebienia na warto$¢ maksymalnego
naprezenia. Takg metodg komputerowg jest MES, ktorg stosuje sie coraz czesciej [1,2,3].
Metoda elementdéw skonczonych wymaga podziatu zeba na przynajmniej 250 elementow i
rozwigzania od 500 do 1500 réwnan liniowych [4]

Do wyznaczenia naprezen u podstawy zebow kot wewnetrznie uzebionych
zastosowano inng metode komputerowa, tj. metode elementéw brzegowych (MEB), ze
wzgledu na znacznie mniejsza wymagang liczbe weztow obliczeniowych, ktdre dobiera sie
wylacznie na obrysie zgba oraz odpowiednio mniejsza liczbe réwnan liniowych.

Uznajac, ze naprezenia u podstawy zebow kot zewnetrznie uzebionych sg
dostatecznie doktadnie wyznaczane innymi metodami [4,5], przyjeto jako przedmiot
rozwazan zab kota wewnetrznie uzgbionego. Podstawg wszelkich  obliczen
wytrzymatosciowych jest wyznaczenie kszattu zeba zaleznego od cech geometrycznych
kota i narzedzia obrébczego. W zwigzku z tym zachodzita potrzeba opracowania
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W przypadku MEB gotowe oprogramowanie jest kosztowne i trudno dostepne.
Dlatego wykorzystano algorytm i program obliczeniowy MEB dla ptaskiego stanu
odksztatcenia (naprezenia) opublikowany w pracy [8], Program przystosowano do pracy
na komputerze typu IBM PCw $rodowisku Windows. Srodowisko Windowspozwala
wykorzystaédo obliczeh catg dostepng pamie¢ operacyjng komputera. Dzigki temu mozna
byto analizowa¢ stosunkowo duze uktady MEB, bez gromadzenia danych na dysku.
Skrocito to znacznie czas obliczen i uproscito algorytm obliczeniowy.

W obliczeniach uzyto elementow z trzema weztami i kwadratowymi funkcjami
ksztattu:

. 2=1-§* | IB=A(£+1) . )

Przyjeto, ze przemieszczenia i obcigzenia powierzchniowe na brzegu elementu
opisane sg funkcjami (rys.2):

u =4n" , u, =d>X
R=<tiA . 1)

Rys.2. Kwadratowy element brzegowy
Fig.2. Quadratic Boundary Element

Poniewaz oryginalny program opublikowany w [8] umozliwiat wyznaczanie jedynie
przemieszczen punktéw brzegowych, rozbudowano go o modut obliczajacy naprezenia.
Dla ptaskiego stanu odksztatcenia sg to naprezenia o, , er2, crf2 . Na rys.3 przedstawiono
schematycznie sposéb wyznaczania naprezen , crj2 w lokalnym uktadzie wspdtrzednych
(0$ x[ styczna do brzegu). Widoczne jest, ze:
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Ji=Pi i . 3)

Natomiast naprezenie oj wyznaczy¢ mozna z zaleznosci:

gdzie: o i [Z[ obcigzenia powierzchniowe na brzegu elementu w

uktadzie lokalnym,

u[ - przemieszczenie na brzegu w kierunku osi jc',

G - modut sprezystosci poprzecznej
We wzorze (4) pochodne obliczane sq wzdtuz brzegu elementu z wykorzystaniem funkcji
ksztattu.

Rys.3. Metoda wyznaczania naprezen na brzegu
Fig.3. Stresses on the boundary computation method
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Rys.2. Kwadratowy element brzegowy
Fig.2. Quadratic Boundary Element

Poniewaz oryginalny program opublikowany w [8] umozliwiat wyznaczanie jedynie
przemieszczen punktéw brzegowych, rozbudowano go o modut obliczajacy naprezenia.
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<A=Pi > <l=p\ - (3)

Natomiast naprezenie 0j wyznaczy¢ mozna z zaleznosci:

a:=2G "--2G W M ) (4)
&[ KdagAda

gdzie: i pj - obcigzenia powierzchniowe na brzegu elementu w
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Fig.3. Stresses on the boundary computation method
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3. Modelowanie zadania analizy stanu naprezenia w stopie zeba

Modelowanie zadania analizy stanu naprezenia w stopie zeba kota zebatego podzieli¢
mozna na trzy etapy:

- modelowanie ksztattu zebow i wienca kota zebatego,
- modelowanie podparcia wierca,
- modelowanie sity skupionej dziatajacej na zab.

W literaturze spotka¢ mozna rézne rozwigzania dotyczace problemu modelowania
ksztattu zeba i wierica kota zebatego dla potrzeb MES lub MEB. Zasadniczo stosowane sg
trzy podstawowe modele:

- model ograniczony do jednego zeba z jednoczesnym pominieciem krzywizny wienca,

- model, w ktérym rozpatrywany jest jeden zab oraz fragment wierica z pominieciem
zebow sgsiednich,

- model uwzgledniajacy oddziatywanie sasiednich zebow.

Wprowadzane sg rézne sposoby podparcia wienca (rys.4). Najczesciej w przypadku
zebobw zewnetrznych stosuje sie podparcie typu B . Podparcie typu A najlepiej odpowiada
sytuacji, gdy brzeg wienica jest swobodny, co ma miejsce w kotach wewnetrznie
uzebionych.

B

X Ki Er e I+

Rys.4. Modele podparcia
Fig.4. Support models
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Rys. 5. Modelowanie sity skupionej
Fig. 5. Concentrated force modelling

W toku dalszych rozwazann uzasadniony zostanie, na podstawie eksperymentow
numerycznych, wybér wiasciwego modelu kota i sposobu jego podparcia.

Modelowanie sity skupionej dziatajacej na wezet siatki MEB nie jest procesem tak
naturalnym jak w MES. W MEB na wezly dzialajg intensywnosci obcigzen
powierzchniowych i na nie wkasnie zamieniona musi by¢ sita skupiona. Na rys.5 pokazano
element poddany dziataniu sit skupionych S. Przez p oznaczono poszukiwane
intensywnosci obciazen, a przez u przemieszczenia weztéw elementu. Wychodzac z
zasady prac przygotowanych, zapisa¢ mozna:

T=S,ui+S2:2+S,u3- Tos)us)dr = JpEuEIGIdT )
r

gdzie |G| Jakobian:

(6)

Obciagzenie p(£) oraz przemieszczenie u(™ w dowolnym punkcie Eelementu przedstawi¢
mozna poprzez funkcje ksztattu (1). W ten sposéb uzyskuje sie zaleznos¢:

O

Roéwnanie (5) musi by¢ spetnione dla dowolnych wartosci przemieszczern u. Wychodzac z
tego zatozenia uzyskuje sie uktad trzech réwnan postaci:
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X cCM crz cB Fi
s29°cx c2 cz M
c3 €2 Vv H.

gdzie wspotczynniki: q= C.Z J catkowa¢ mozna numerycznie.
-i

Rozwigzujac uktad (8) uzyskuje sie wartosci intensywnosci naprezen zastepujacych
obcigzenia skupione.

4. Pordéwnanie wynikéw MEB z metoda odwzorowan wiernokatnych

Zgodnie z [4] wartosci naprezen uzyskane metoda odwzorowan wiernokatnych
pozostaja w dobrej zgodnosci z wynikami doswiadczalnymi. W zwigzku z tym
postanowiono postuzy¢ sie MOW do weryfikacji wynikéw otrzymanych metoda
elementéw brzegowych. Ze wzgledu na brak w dostepnej literaturze odpowiednio
precyzyjnych danych pozwalajacych przeprowadzi¢ taka weryfikacje dla k&t wewnetrznie
uzebionych, dalsze rozwazania dotyczy¢ beda zebéw zewnetrznych. Whnioski wyciggniete z
analizy numerycznej kot zewnetrznych wykorzystane zostang potem w obliczeniach kot
wewnetrznie uzebionych.

Algorytm numerycznego wyznaczania naprezen w stopie zeba za pomocg MOW
opisany zostat szczegdétowo w pracy [4], Przyktad (z = 30) i wyniki tam uzyskane
wykorzystano do oceny poprawnosci modeli zeba stosowanych w obliczeniach metodg
MEB. Gtéwnie zwrécono uwage na:

- spos6b podparcia modelu,
- grubos¢ wienca.

W MOW zarys zeba opisany jest za pomoca funkcji zmiennej zespolonej. Przebieg
funkcji tylko w kilku punktach na stopie oraz w punkcie przytozenia sity na wierzchotku
zgadza sie z zarysem rzeczywistym. Poza tymi punktami przebieg funkcji znacznie odbiega
od rzeczywistego zarysu. W zwigzku z tym, aby faktycznie poréwna¢é MEB z MOW,
wygenerowano ksztatt zeba postugujac sie funkcja wyznaczong w pracy [4], Wszystkie
punkty wspoélne rzeczywistego zarysu zeba i wykresu funkcji zmiennej zespolonej (czes¢
urojona argumentu réwna zero) stanowily jedne z weztéw wygenerowanych elementéw
brzegowych. Dzieki temu stato sie mozliwe poréwnanie nie tylko wartosci naprezen
maksymalnych, ale réwniez miejsca ich wystepowania.

Juz pierwsze eksperymenty numeryczne pokazaty, ze stopa zeba musi by¢
modelowana bardzo dokiadnie, przy uzyciu co najmniej 10 punktéw zarysu. W
przeciwnym wypadku uzyskuje sie wyniki znacznie odbiegajace od doktadnych (MOW).

Roéwniez bezposrednie wykorzystanie wygenerowanych punktéw zarysu jako
kolejnych weztéw elementéw brzegowych, mimo oczywistych oszczednosci zwigzanych z
rozmiarem modelu, moze prowadzi¢ do pojawienia sie¢ elementéw o niekorzystnych
ksztattach [8] i do koncentracji naprezen w miejscach innych, niz to jest w rzeczywistosci.
Dlatego w dalszych obliczeniach przyjeto zasade, ze punkty zarysu beda zawsze weztami
zewnetrznymi elementu brzegowego, a wezet Srodkowy wygenerowany zostanie jako
Srodek odcinka tgczgcego punkty.
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Przeprowadzono badania wptywu podparcia na wielko$¢ naprezen przy statej,
jednostkowej grubosci wienca. W tabeli 1 zestawiono wartosci maksymalnych
naprezen rozciggajacych w zaleznosci od typu podparcia. Przyjeto wynik doktadny 3.62

[4].

Tabela 1
Wptyw podparcia na wielko$¢ maksymalnych naprezen
Typ podparcia A B C D E F
a max 3.6576 3.6117 3.5714 3.2719 3.4490 3.3692
btad % +1.03 -0.23 -1.34 -9.60 -4.72 -6.93
wezet 49 48 46 49 49 46

Widoczne jest, ze najlepsza prawie 100% zgodno$¢ wynikéw wystepuje w
przypadku B (takze jesli chodzi o miejsce wystepowania ekstremum). Jest to w petni
uzasadnione, gdyz w MOW ksztatt zeba odwzorowywany jest na potptaszczyzne. Dos¢
dobre rezultaty uzyskuje sie rowniez stosujac podparcie typu A.

W dalszych obliczeniach analizowano oddziatywanie sgsiednich zebéw na wartos¢
naprezen u podstawy zeba. Rozpatrywano dwa modele uwzgledniajgce krzywizne wieAca:
pojedynczy zab i trzy sasiednie zeby (przy réznej grubosci wienca i podparciu typu A).
Wartosci naprezen wyznaczone dla obu rozpatrywanych modeli réznity sie od siebie
jedynie o kilka procent.

Mimo ze przeprowadzone rozwazania dotyczyly zebdéw zewnetrznych, pozwolity
jednak wybra¢ wiasciwy model obliczeniowy do badania naprezen w zebach wewnetrznie
uzebionych. Przyjeto do dalszych obliczen model z pojedynczym zebem i podparciem typu
A

5. Analiza numeryczna stanu naprezenia w stopie zeba kota wewnetrznie uzebionego

Zrealizowano przyktadowe obliczenia numeryczne dla zebow wewnetrznych
wykonanych za pomocg dtutaka 0 nastepujacych parametrach:
z0=20 , x0=0.105 , p0=0.0, had=13 m, przy zmieniajagcej sie liczbie zebdw
z ¢{35;40,50;75;100;125}; x=0) oraz przy  zmiennej grubosci wienca
/ =tjm e {If;2.0;2.5;3.0;3.5;4.0;4.5;5.0}; gdzie m - modut kota zebatego.

Wyniki obliczen zobrazowano na wykresach. Rys. 6 pokazuje, ze wraz ze wzrostem
grubosci wienica zmienia si¢ nie tylko warto$¢ maksymalnych naprezen, ale réwniez
miejsce ich wystepowania Podobne charakterystyki otrzymano dla wszystkich kot bez
wzgledu na liczbe zebow.

Na rys. 7 i 8 pokazano zbiorcze zestawienie pozwalajgce ustalic zalezno$¢
maksymalnych naprezen zaréwno od grubosci wienca (t), jak i od liczby zebéw w kole (z).
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6. Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan i analiz numerycznych mozna stwierdzic,
ze:
1) Wyniki obliczen uzyskane za pomoca MEB  dobrze zgadzajg sie z danymi
literaturowymi. MEB wykazuje dobrg dokladno$¢ i moze by¢ wykorzystana do
optymalizacji ko6t zebatych.
2) Polaczenie algorytmu wyznaczania zarysu zeba z MEB umozliwia atomatyzacje procesu
obliczeniowego.
3) MEB jest bardzo wrazliwa na niestaranne generowanie elementow brzegowych, zte
modelowanie ksztattu stopy zeba, niewtasciwy sposéb podparcia.
4) Grubo$¢ wienca ma istotny wptyw na wielko$¢ naprezen w stopie zeba kola
wewnetrznie uzebionego. Naprezenia malejg, gdy rosnie grubo$¢ wienca lub liczba zebow
w kole zebatym.
5) Opracowane algorytmy obliczeniowe i przygotowane narzedzia programistyczne
umozliwiajg przeprowadzenie dalszych badan numerycznych pozwalajacych ustali¢ wptyw
na naprezenia innych cech konstrukcyjnych itechnologicznych uzebienia.
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Abstract

In this paper the program automatically generates a tooth profile on the grounds of
the toothed wheel and working tool assigned parameters was worked. The algorithm [4]
was used. The example of tooth profile shows fig. 1. The program of boundary element
method was worked, too. The quadratic boundary elements (fig.2) was used. The
comparison boundary element method to the conformal mapping method was made. The
best possible manner of tooth support was chosen. An analysis of the influence of rim
thickness and number of teeth on stress value has been made. Fig . 6,7,8 show analysis

results.



