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1. WSTEP

Jednym z zagadnien, Jalcie wyodrebnity sie na przestrzeni ostatnich
kilkunastu lat w dziedzinie oprogramowania komputeréw, Jest analiza prze-
pdywu danych. Obiektem takiej analizy sa dowolne programy komputerowe, a
informacje uzyskane po jej przeprowadzeniu moga by¢ bezposrednio uzyte do
ulepszania programéw wynikowych tworzonych w czasie kompilacji lub do
kontroli poprawnosci (weryfikacji) programéw. Wyniki analizy moga by¢
réwniez-pomocne przy uruchamianiu (tj. wykrywaniu i usuwaniu biedéw), te-
stowaniu, certyfikowaniu, modyfikowaniu oraz dokumentowaniu programéw.

Przeprowadzenie analizy przeptywu danych polega na rozwigzaniu kilku
probleméw. Informacje bedace rozwigzaniem kazdego z nich sg otrzymywane
w wyniku analizy struktury programu oraz sposobdéw i miejsc uzycia danych
w programie. Niniejsza rozprawa poswiecona Jest efektywnym algorytmom roz-
wigzywania dwéch z tych probleméw, a mianowicie: problemu definicji osia-
gajacych oraz problemu zmiennych aktywnych.

Dla potrzeb analizy przepdywu danych wygodnie Jest postugiwac¢ sie gra-
fowym modelem analizowanego programu. W tym celu program dzielony jest na
bloki podstawowe, tj. maksymalne ciagi instrukcji, ktérych wykonanie prze-
biega sekwencyjnie, bez skokow. Z blokér podstawowych konstruowany jest
graf przeptywu sterowania lub krécej, graf przepdywu programu. Wierzchod-
ki grafu przeptywu odpowiadajg blokom podstawowym w programie, zas skie-
rowane krawedzie pomiedzy wierzchotkami odpowiadaja przeptywowi sterowa-
nia pomiedzy blokami podstawowymi. Jeden z wierzchotkéw grafow jest wyréz-
niony Jako poczatkowy; Jest to wierzchotek odpowiadajacy blokowi zawiera-
jJacemu pierwszg instrukcje programu.

Przedstawimy obecnie w spos6b nieformalny problemy analizy przeptywu
danych, ktére rozwaza sie w niniejszej rozprawie oraz krétko oméwimy moz-
liwosci zastosowania informacji. Jakie uzyskuje sie w wyniku ich rozwia-
zania.

Problem definicji osiggajacych polega na wyznaczeniu zbioru definicji
zmiennych, ktdére moga osiagna¢ wejscie kazdego wierzchotka w grafie prze-
pkywu. Przez definicje zmiennej V rozumie sie iInstrukcje przypisania
wartosci, np. V :» e, gdzie e oznacza wartosc¢ lub instrukcje czyta-
nia danych, np. read(T). Méwimy, ze definicja zmiennej V osigga punkt p
(np. wejscie wierzchotka), Jesli w grafie przepdywu istnieje droga od tej
definicji do p, na ktérej nie wystepuje zadna inna definicja V.



Przykt#ad 1.1

Wejscie wierzchotka 2 grafu przeptywu z rys. 1.1 osiagaja definicje

A s= 1 oraz B Is 1, zas wejsScie wierzchotka 3 - definicje A = 2 oraz

B := 1. Definicja A := 1 nie osigga wejscia wierzchotka 3, poniewaz na

drodze prowadzgcej od tej definicji do wejscia wierzchotka 3 wystepuje in-
na definicja tej samej zmiennej.n

Zbiory definicji osiagajacych lub krécej zbio-

1 ry rdef) moga by¢ wykorzystane w kilku przypad-
- kach. <
Znajomos¢ zbiordow rdef  umozliwia  wykonanie
sktadania statych w czasie kompilacji programu,
=2 zastagpienie wyrazeh wystepujacych w programie
przez ich wartosci wtedy, gdy wartosci te mozna
obliczy¢.

Przyk¥ad 1.2

Rozwazmy wyrazenie A + B wystepujgce w wierz-
osiggania ~rzez”e-
finicje wierzchotkéw

grafu przeptywu

chotku 3 fragmentu grafu przepdywu z rys. 1.2 oraz
zat6zmy,ze jedynymi definicjami A i B osiagaja-
cymi wierzchotek 3 s3 A =1 1i B Ss2. (Zwréémy
uwage, ze informacje taka mozemy u-
zyska¢ dopiero po rozwigzaniu pro-
blemu definicji osiggajacych). Wow-
czas wyrazenie A + B w wierzchotku
3 moze by¢ zastgpione(w czasie kom-
pilacji programu) przez stalg war-
tos¢ réwng 3.C3

Warto zauwazy¢, ze tego typu me-
foda ulepszania proegramu — przez
realizacje obliczen w czasie kompi-
lacji, zamiast w czasie wykonywania
programu - przynosi szczegélnie duze zyski wtedy, gdy skkadane wyrazenia
zawarte sa w najczesciej wykonywanych fragmentach programu, np. w najbar-
dziej wewnetrznych petlach.

Zbiory rdef sg uzyteczne przy eliminacji zbednych fragmentéw programu,
mozemy bowiem na ich podstawie stwierdzi¢ czy dowolna =z definicji osiaga
jJakikolwiek blok podstawowy (wierzchotek grafu przeptywu) programu. Jeze-
1i definicja zmiennej nie osigga zadnego bloku w programie, a wiec nie ma
wpitywu na zadne uzycie zmiennej, to moze by¢ wyeliminowanal”.

A «1l \ B m2

Rys. 1.2. Hus trac¢ja sktadania sta-

"Oprocz sktadania statych oraz eliminacji zbednych fragmentéw programu
istnieje kilka bardziej wyszukanych zastosowan zbioréw rdef w kompila-
torach optymalizujacych. Dla przykdadu, moga by¢ one uzyte do wykrywa-
nia, a nastepnie przemieszczania obliczen niezmiennych w petlach, poza
petle oraz by¢ pomocne przy eliminowaniu zmiennej indukcyjnej (Aho i
Ullman 19771 ).

Trzecim przyktadem zastosowania zbiordéw rdef. zwigzanym z diagnoza ble-
déw wystepujacych w programie, jest detekcja zmiennych o niezdefiniowa-
nych wartosciach. Wprowadzajac dodatkowag definicje dla kazdej zmiennej V
przed poczatkowy wierzchotek grafu przepdywu mozemy stwierdzié¢ czy dowol-
na z tych definicji osigga jakikolwiek wierzchotek zawierajacy uzycie V.
Jezeli tak, to oznacza, ze w czasie wykonywania programu moze wystagpic
uzycie zmiennej V bez wczesniejszego nadania jej wartosci. Tego typu in-
formacje moga by¢ wykorzystane przez kompilator do drukowania odpowied-
nich ostrzezen przeznaczonych dla uzytkownika.

Problem zmiennych aktywnych polega na wyznaczeniu zbiorow zmiennych,
ktére sg aktywne na wejsciu i wyjsciu kazdego wierzchotka w grafie prze-
pkywu. (Zbiory te bedziemy oznacza¢ w skrécie przez l1?ar.). Méwimy, ze
zmienna V jest aktywna w punkcie p (nha przyk¥ad na wejsciu wierschok-
ka), jezeli istnieje droga w grafie przeptywu nie zawierajgca zadnej de-
finicji zmiennej V, od punktu p do uzycia biezacej wartosci V. Jezeli
droga taka nie istnieje, to zmienna V jest nieaktywna. Innymi stowy
chcemy wiedzie¢, dla zmiennej V i punktu p, czy wartos¢ V w p moze byc¢
uzyta na ktoérejs z drég grafu przeptywu wychodzacych z p.

Przykdad 1.3

W grafie przepdywu z rys. 1.3 zmienna A jJest nieaktywna na wyjsciu
wierzchotka 1 oraz na wejsciu wierzchotka 2, natomiast Jest aktywna na
wyjsciu wierzchotka 2 oraz na wejsciu wierzchotka 3.0

Zbiory lvar znajduja zastosowan-ie podczas ge-
nerowania programéw wynikowych w czasie kompila-
cji. Ich znajomos¢ umozliwia prowadzenie efektyw-
nej gospodarki rejestrami oraz pamiecig operacyj-
na.

Mianowicie, Jezeli wartos¢ dowolnej zmiennej
zostaje obliczona w rejestrze, a nastepnie uzyta
wewngtrz bloku, to zbedne jest chowanie tej war-
tosci do pamieci operacyjnej (Scislej: zbedne jest
generowanie w programie wynikowym rozkazéw chowa-
nie tej wartosci) w przypadku, gdy zmienna ta jest
nieaktywna na wyjsciu bloku.

Jezeli w trakcie przyznawania zmiennym reje-
strow, wszystkie z nich sg zajete, a niezbedne
jest przyznanie nastepnego rejestru, to powinnis-
my uzy¢ tego z nich, ktéry przechowuje wartosé
nieaktywng, poniewaz warto$¢ ta nie musi by¢ pa-
mietana.

Zbiory lvar moga by¢ pomocne nie tylko przy prowadzeniu efektywnej gos-
podarki pamieciag, lecz réwniez przy ulepszaniu programu poprzez przemiesz-
czanie jego fragmentéw realizujacych obliczenia niezmienne w petlach, po-
za petle (Aho i Ullman )

Rys. 1.3. llustracja

aktywnosci zmiennej

(.-A., oznacza uzy-
cie zmiennej)



Dokonamy teraz pewnych klasyfikacji zwigzanych z analiza przeptywu da-
nych.

Jak juz wspomniano, przeprowadzenie analizy przepdywu danych polega na
-rozwigzaniu kilku probleméw. Kazdy 2z nich ma na celu uzyskanie okre-
Slonych informacji dotyczacych przepitywu danych, biorac za punkt wyjscia
graf przeptywu sterowania programu. W trakcie rozwigzywania probleméw a-
nalizy przepdywu danych, wierzchotki grafu sg przetwarzane badz 'w przéd"
- tj. poczynajac od wierzchotka poczatkowego, idac nastepnie do dalszych
wierzchotkéw zgodnie z przepdywem sterowania w programie, badz 'w tyd' -
tj. poczynajac od wierzchotka (lub wierzchotkéw), w ktdédrym wykonanie pro-
gramu sie konczy, idac nastepnie do wierzchotka poczatkowego w kierunku
przeciwnym do przeptywu sterowania. Przyjmujac za podstawe kolejnos¢ prze-
twarzania wierzchotkéw grafu, wyréznia sie problemy analizy przeptywu da-
nych klasy 1 (analiza "w przéd"™) oraz klasy 2 (analiza 'w ty¥'). Problem
definicji osiggajacych nalezy do klasy 1, zas$ problem zmiennych aktywnyck
- do klasy 2.

V zaleznosci od tego, dla jakiego fragmentu programu przeprowadzana
jest analiza przeptywu danych, mozna wyréznié¢ trzy 'poziomy" takiej ana-
lizy (Hecht 0977], Aho i Ullman 0977] ), a mianowicie ''poziom":

a) bloku podstawowego (analiza wewnagtrzblokowa),
b) procedury (analiza wewngtrzproceduralna) oraz
c) programu (analiza miedzyproceduralna).

Analiza wewngtrzblokowa Jest takze okreslana mianem lokalnej. podczas
gdy wewnatrz- oraz miedzyproceduralne analizy sa okreslane mianem global-
nych.

Jak nalwa wskazuje, analiza wewnagtrzblokowa przeprowadzana jest dla
bloku podstawowego, tj. sekwencji instrukcji nie zawierajacej skokoéw.Jest
ona stosunkowo +atwa do wykonanie. Metody realizacji takiej analizy przed-
stawione sg, np. w <Cocke i Schwartz 0970] , Aho 1 Ullman [1973 «

Analiza wewnagtrzproceduralna dotyczy fragmentu programu (w szczeg6lno-
Sci procedury) nie zawierajgcego wywodan innych procedur. Poniewaz w dal-
szej czesci rozprawy bedziemy zajmowa¢ sie wykacznie analiza wewngtrzpro-
ceduralng, stan badan w tej dziedzinie oméwimy za chwile bardziej szcze-
g6towo.

Przeprowadzajac analize miedzyproceduralng, nie naktadamy
bedacy przedmiotem analizy zadnych ograniczen. Mogg wiec w
wchodzié¢ procedury wywodywane badz w czesci gtdéwnej programu, badz z wne-
trza innych procedur. Dopuszcza sie réwniez wywokania rekursywne. (Warto
zaznaczy¢, ze podstawag analizy miedzyproceduralnej, uwzgledniajacej wywo-
+ania procedur, sa metody analizy wewnagtrzproceduralnej). Studia nad ana-
liza miedzyproceduralng zostaty zapoczatkowane przez Allena 0974] , a na-
stepnie bydy kontynuowane przez kilku autoréw, np. Rosen 0975a,b 1976] ,
Hecht i Shaffer 0976] , Lomet 5977] , Barth 0978] , Morel i Ren™oise: w
Muchnick i Jones 0981] .

na program
jego skiad

Oméwimy obecnie w sposéb syntetyczny stan badan nad efektywnymi algo-
rytmami przeprowadzania analizy wewngtrzproceduralnej oraz przedstawimy w
skrécie rezultaty uzyskane w niniejszej rozprawie.

Do najprostszych algorytméw rozwigzywania probleméw  wewngtrzprocedu-
ralnej analizy przeptywu danych nalezg algorytmy lteracyjne. Ich ogélna
zasada polega na cyklicznym wizytowaniu wierzchotkéw grafu przeptywu oraz
uzyskiwaniu coraz lepszych przyblizen rozwigzan danego problemu. Prezen-
tacje oraz analize algorytméw iteracyjnych mozna znalezé¢ m.in. w nastepu-
jJacych pracach: Ullman 0973] , Hecht i Ullman 0975] , Kennedy 0976] . (W
pkt. 4.2 niniejszej rozprawy przedstawiono algorytm iteracyjny rozwigzy-
wania problemu zmiennych aktywnych). Pesymistyczna ztozono$¢ czasowa al-
gorytméw iteracyjnych jest O(n®), gdzie n oznacza liczbe wierzchotkéw gra-
fu przepdywu. Podstawowg zaleta algorytméw jest ich prostota (datwos¢ im-
plementacji) , natomiast za wade mozna uzna¢ fakt, ze w algorytmach tych
nie korzysta sie z jakiejkolwiek reprezentacji struktury przeptywu stero-
wania w programie, ktdéra zwykle jest pomocna przy stosowaniu wynikéw ana-
lizy przeptywu danych, np. dla celéw optymalizacji.

Do algorytméw, ktére uwzgledniajg strukture przepdywu
programie nalezy algorytm analizy Interwatéw podany przez Allena i Cocke’a
(Allen 0970 , 1971] , Cocke [j970] , Allen 1 Cocke 0976]). W pkt. 3.2
rozprawy przedstawiono algorytm analizy interwatéw dla problemu definicji
osiagajacych). W algorytmie istotng role odgrywa interwat. zdefiniowany
jako podgraf grafu przeptywu o szczeg6lnych wkasnosciach.Pozwala on dzie-
l1i¢ graf przeptywu na fragmenty, dla ktérych rozwigzanie problemu analizy
przeptywu danych jest prostsze, niz dla catego grafu. Wyniki rozwigzan
czesciowych Ba nastepnie scalane. Algorytm analizy interwatéw moze by¢
stosowany tylko dla graféw redukowalnych (tj. takich, ktére mozna sprowa-
dzi¢ do pojedynczego wierzchotka za pomoca odpowiednich transformacji).
Badania wykazaty (Knuth [1971]), ze ponad 95* programéw spotykanych w prak-
tyce Jest redukowalnych. Pesymistyczna zdozono$¢ czasowa algorytmu anali-
zy Interwatéw jest O(n ). Allen i Cocke jako pierwsi zastosowali algorytm
do rozwiagzania probleméw klasy 1, natomiast Kennedy zastosowat go do roz-
wigzania probleméw klasy 2 (Kennedy 0971, 1976]).

Dla celéw teoretycznych oraz w poszukiwaniu szybszych algorytméw, Ul-
Iman wprowadzit dwie transformacje, T1 i T2, graféw przepdywu programéw
(Ullman «0973] ). Transformacja T1 przeksztatca cykl trywialny grafu w po-
jedynczy wierzchotek, zas$ transformacja T2 pozwala zastagpic sekwencje
dwéch wierzchotkéw pojedynczym wierzchotkiem w przypadku, gdy pierwszy
wierzchotek sekwencji jest jedynym poprzednikiem drugiego z nich. Korzy-
stajac z transformacji T1 i T2 oraz zréwnowazonych drzew '2-3", Ullman
przedstawit algorytm rozwigzywania probleméw klasy 1 o z#ozonosci pesymi-
stycznej O(nlogn) (UlIman 0973]). Jak dotychczas nie wiadomo czy algo-
rytm ten moze by¢ zaadaptowany do rozwigzywania probleméw klasy 2.

sterowania w
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Jednym z rodzajéw algorytméw iteracyjnych jest algorytm oparty na po-
jeciu listy wierzchotkéw, podany przez Kennedy’ego (Kennedy [1975]). Li-
sta wierzchotkéw zawiera wszystkie wierzchotki grafu przeptywu w takim u-
porzadkowaniu, te jednokrotne jej przetworzenie zapewnia uzyskanie roz-
wigzania danego problemu analizy przepdywu danych. Podstawowg trudnoscig
jest znalezienie takiego uporzadkowania. Aho i Ullman pokazali ze dla re-
dukowalnego grafu przeptywu mozna znalez¢ liste wierzchotkéw o dbugosci
O(nlogn) w czasie O(nlogn) (Aho 1 Ullman [j976] ). Algorytm analizy prze-
ptywu danych korzystajacy z listy wierzchotkéw, o ztozonosci O(nlogn), mo-
ze by¢ stosowany zaréwno dla probleméw klasy 1, jak i klasy 2. Wada algo-
rytmu jest konieczno$¢ rozwigzywania dwéch probleméw, tj. problemu znale-
zienia listy wierzchotkéw, a nastepnie wkasciwego problemu analizy. Algo-
rytm nie korzysta réwniez z reprezentacji struktury przeptywu sterowania
w programie.

Graham i Wegman przedstawili algorytm o ztozonosci O(nlogn), w ktérym
za pomoca transformacji T1, T2, Tj (podobnych do transformacji T1 i T2
Ullmana) dokonuje sie kompresji drég grafu przeptywu, co pozwala zreduko-
wa¢ go do pojedynczego wierzchotka (Graham i Wegman 0976] ). W czasie re-
dukcji rozwigzuje sie zadany problem analizy przeptywu danych(klasy 1 lub
2) dla poszczegblnych fragmentéw grafu. Algorytm cechuje sie ztozonoscig
liniowg dla szerokiej podklasy redukowalnych graféw przepdywu. Chociaz w
algorytmie korzysta sie z pewnej struktury przeptywu sterowania w progra-
mie, to jest ona jednak niewygodna dla zastosowania wynikéw analizy, po-
niewaz przy Jej konstruowaniu brane sg pod uwage przede wszystkim krawe-
dzie grafu, a nie wierzchokki.

W niniejszej rozprawie przedstawiono oryginalny algorytm, nazwany al-
gorytmem analizy regionéw, przeznaczony dla przeprowadzania wewngtrzpro-
ceduralnej analizy przeptywu danych. Za pomoca algorytmu mozna rozwiazy-
wac¢ zaréwno problemy klasy 1 jak i klasy 2, dla programéw o redukowalnych
grafach przeptywu. Pokazano, ze pesymistyczna ztozonoscé algorytmu jest
O(n ). Dla kilku konkretnych graféw przeptywu dokonano poréwnan algorytmu
pod wzgledem zdozonosci z dwoma, znanymi algorytmami o tej samej ztozono-
Sci pesymistycznej, a mianowicie: z algorytmem iteracyjnym oraz algoryt-
mem analizy interwatéw. Poréwnania wykazatly, ze w zaleznosci od rodzaju
grafu przeptywu, przewage (tj. mniejszg liczbe operacji elementarnych nie-
zbednych dla rozwiagzania problemu) wykazywat badz algorytm analizy regio-
néw, badz algorytm uzyty do poréwnania. Wydaje sie, ze proponowany algo-
rytm jest tatwiejszy do zaimplementowania, niz algorytm analizy interwa-
+ow, natomiast trudniejszy w stosunku do algorytmu iteracyjnego. W algo-
rytmie analizy regionéw korzysta sie z grafowej reprezentacji przeptywu
sterowania w programie, w szczeg6lnosci z reprezentacji jego podgrafoéw
zwanych regionami .

Rozprawa sktada sie z pieciu rozdziatéw oraz dwéch dodatkéw. W roz-
dziale 1 oméwiono w spos6b ogélny problemy analizy przeptywu danych beda-
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ce przedmiotem rozwazan, podano przykkady zastosowan informacji uzyskiwa-
nych w wyniku rozwigzania tych probleméw, przedstawiono w sposéb synte-
tyczny stan badan nad efektywnymi algorytmami przeprowadzania analizy we-
wnatrzproceduralnej oraz oméwiono w skrécie rezultaty uzyskane w przed-
stawionej rozprawie. Rozdziat 2 zawiera definicje poje¢ podstawowych nie-
zbednych dla prezentacji algorytméw analizy przeptywu danych oraz oceny
ich ztozonosci. Rozdziat 3, poswiecony problemowi definicji osiagajacych,
podzielony jest na cztery punkty. Punkt 3.1 zawiera sformutowanie proble-
mu. W punkcie 3.2 przedstawiono algorytm analizy Interwatéw (dla problemu
definicji osiaggajacych) oraz wyznaczono jego z#ozonos¢. W punkcie 3.3 za-
prezentowano algorytm analizy regionéw, udowodniono Jego poprawno$¢ oraz
okreslono jego z#ozonos¢ pesymistyczng. W punkcie 3.4 wspomniane wyzej
algorytmy zostaty poréwnane w oparciu o rodzine samopowielajacych sie re-
dukowalnych graféw przepdywu. Konstrukcja rozdziatu 4, w ktorym dyskuto-
wany jest problem zmiennych aktywnych, jest podobna do konstrukcji roz-
dziatu 3, z ta réznica, ze algorytm analizy regionéw zostat poréwnany z
algorytmem iteracyjnym w wersji “‘round-robin”. Rozdziat 5 stanowi zakon-
czenie rozprawy. W Dodatku A przedstawiono uzupedniajaca dyskusje doty-
czaca wyznaczania zdozonosci pesymistycznej algorytmu. Dodatek B zawiera
wyniki weryfikacji algorytmu analizy regionéw uzyskane po jego =zaimple-
mentowaniu w jezyku Ada.

Chciatbym w tym miejscu serdecznie podziekowa¢ Prof. Zdzistawowi Pa-
wlakowi za uwagi, ktore pozwolity ulepszy¢ tekst rozprawy. Jestem wdziecz-
ny Prof. Stefanowi Wegrzynowi za mozliwo$S¢ przeprowadzenia czesci niniej-
szych badan w ramach problemu wezdowego, ktérego jest koordynatorem.Dzie-
kuje whadzom Wydziatu Informatyki Uniwersytetu York, z Dr #an C. Wand na
czele, za umozliwienie mi dokonania iImplementacji algorytmu w systemie
VAX - 11/760 UNIX. Skd#adam podziekowania Dr Mark R. Manning oraz John A.
Murdie, wspétautorom kompilatora York Ada, za wprowadzenie mnie w tajniki
jego konstrukcji oraz uzytkowania. Dziekuje réwniez Urszuli Bladacz za
staranne przygotowanie maszynopisu niniejszej rozprawy.



2. POJECIA PODSTAWOWE

Niniejszy rozdziat zawiera oméwienie poje¢ niezbednych dla przedsta-
wienia algorytméw analizy przeptywu danych oraz oceny ich zdozonosci. W
pkt. 2.1 zaprezentowano pojecia ogolne dotyczace grafowego modelu, Jaki
uzywany jest przy analizie przeptywu sterowania oraz danych w programach.
W pkt. 2.2 zebrano pojecia, ktére gddéwnie beda stosowane przy prezentacji
algorytmu analizy interwatéw. Pkt. 2.3 poswiecony Jest pojeciom zwigzanym
z algorytmem analizy regionéw, za$ w pkt. 2.4 oméwiono pojecia potrzebne
do analizy algorytmu iteracyjnego w wersji ‘'‘round-robin.

2.1. graf przepitywu

Przez blok podstawowy programu rozumiemy maksymalng, liniowg sekwencje
instrukcji, majaca jeden punkt wejsSciowy (pierwsza wykonywana instrukcja)
oraz jeden punkt wyjsciowy (ostatnia wykonywana instrukcja). Blok podsta-
wowy moze wiec sktada¢ sie Jedynie z instrukcji bezwarunkowych, tj. nie

zawierajacych warunkéw powodujacych przejscia do réznych punktéw programu.

Grafem przeptywu sterowania programu (lub grafem przeptywu)
trojke G a (N,T , s), gdzie:

nazywamy

1. N jest skonczonym zbiorem wierzchotkéw, odpowiadajacych blokom podsta-
wowym programu.

2. r:N 2  jest funkcja bezposrednich nastepnikéw, ktéra przyporzad-
kowuje kazdemu wierzcholkowi x 6 N, podzbiér wierzchotkéw =z N bedag-
cych bezposrednimi nastepnikami x.

3. Wierzchotek s £ K jest wierzchotkiem poczatkowym, od ktérego rozpo-
czyna sie kazde wykonanie programu.

Przyktad 2.1

Na rys. 2.1(@) przedstawiono program wyznaczania najwiekszego wspélne-
go dzielnika liczb p 1 g. W programie tym mozna wyodrebni¢ cztery bloki
podstawowe, na ktdore sktadaja sie nastepujace instrukcje:

blok 1 - read(p, Q)

blok 2 - badanie, czy q ™ 0?

blok 3 - r » p mod q

p >»(q
q *r
blok 4 - print(p).

@
begin
— p 19, gdzie p>0 ig> 0, sa zmiennymi calkowitymi
read (p,q );
while g* 0 do
rxrp mod q ;
P-q;
q-r
endwhiie ;
print (p)
end
Q)
read (p,q)
q*0?
r::p mod q
p-q
q~r
print (p)

Rys. 2.1. Program wyznaczania najwiekszego wsp6lnego dzielnika liczb p i

q (@) oraz jego graf przeptywu (b). (Wierzchotki grafu przeptywu sa ponu-

merowane w dowolny spos6b. Drugi i trzeci wiersz programu zawieraja ko-

mentarze. Bedziemy przyjmowa¢, ze komentarz w programach rozpoczyna sieg

dwoma znakami my$lnika (niekoniecznie umieszczonymi na poczatku wiersza)
oraz konczy sie wraz z koncem wiersza)

Rys. 2.1() przedstawia graf przeptywu sterowania G = (N, T, s) tego pro-
gramu, gdzie N, T i 3 okre$lone sg nastepujgco: N = (. 2, 3, 4};
T = {2}, T2 = {3, 4},T 3 ={2}, T4 * 05 s * 1. (Dla uproszczenia, war-
tos¢ funkcji r dla argumentu x bedziemy oznaczaé¢ rx, a nie jak trady-
cyjnie r (x)).0

Uporzadkowana para wierzchotkéw (x# y) taka, ze yfcF x nazywana jest
krawedzig grafu przeptywu. Mowimy, ze krawedz (xty) dochodzi do wierz-
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chotka y 1 wychodzi z wierzchotka x oraz, ze x jest bezposrednia po-
przednikiem y, a y jest bezposrednia nastepnikiem x. Nieformalnie, je-
zeli w G istnieje krawedz (x,y), to po wykonaniu bloku reprezentowanego
przez x, jest mozliwym, Zze sterowanie zostanie przekazane do bloku re-
prezentowanego przez Y.

Zauwazmy, ze graf przeptywu programu Jest grafem skierowanym, poniewaz
kazda jego krawedz ma okreslony kierunek.

Przez droge od x1 do x€ rozumiemy sekwencje wierzchotkow(x1l,x2,...,x")
gdzie kazdy xA jest bezposrednim poprzednikiem xi+1l, dla H K k - 1.
D¥ugosciag drogi nazywamy liczbe krawedzi wystepujacych na tej drodze, tak
wiec droga (X.px2,...,xk) ma ddugos¢ k - 1. Cykl lub petlell zdefiniujemy
jako droge (x1,x2,...,xk), gdzie x1 = xk, za$ cykl trywialny - jako cykl
o dfugosci 1.

Przykdad 2.2

Graf z rys. 2.1(b) zawiera cykl (2, 3, 2) o dtugosci 2, natomiast nie
zawiera cykli trywialnych.O

Definiujac graf przeptywu zadamy, aby istniata co najmniej jedna droga
od s do kazdego wierzchotka w N. Innymi stowy zakkadamy, ze w grafie
nie wystepuja wierzchotki nieosiagalne (w szczeg6lnosci izolowane).

Przyktadowo, gdyby przyja¢, ze graf z rys. 1.2 jest grafem przepiywu
(a nie jego fragmentem), gdzie s = 1, to wierzchotek 2 bydby nieosiggal-
ny.

Program komputerowy moze zawierac¢ instrukcje nigdy nlewykonywane (od-
powiadajace wierzchotkom nieosiggalnym). Sytuacja taka wystepuje wtedy,
gdy warunek powodujacy przejsciedo wykonaniatychinstrukcji nigdy nie
jest spedniony (np. 1> 2). Przykonstruowaniugrafu przeptywu,
chotki reprezentujgce nlewykonywane instrukcje programu zostajg pominiete.

Korzystajac z funkcji T zdefiniujemy funkcje nastepnikéw lezgcych w
odlegtosci 2 - P2, funkcje nastepnikédw lezacych w odlegtosci 3 - P .....
funkcje nastepnikéw - r*oraz funkcje bezposrednich poprzednikéw - P~1.
w nastepujacy sposob:

wierz-

T2x * T (T X
rax . r(r2) *r(r (rx))

r* X a fI2*"Y eee
r_1X a jy | X€P y}

Dlg wszystkich zdefiniowanych w ten sposéb funkcji mozemy napisac

rr: N % 2H, gdzie ®e {2,3....%*, -%.

~W teorii grafow petle definiuje sie jako cykl trywialny. W niniejszej
rozprawie petle zdefiniowano jako cykl, poniewaz, jak sie wydaje, taka
definicja jest blizsza powszechnemu rozumieniu petli w informatyce.
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Z podanych definicji wynika, ze funkcjaP2 wyznacza dla kazdego wierz-
chotka x grafu przeptywu podzbiér wierzchotkéw tego grafu, do ktérych
dochodzg drogi o diugosci 2 wychodzace z x. Podobnie jest dla Tfunkcji
T3, z tym ze dbugos¢ drég prowadzacych od wierzchotka x do wierzchodkéw
mu przyporzadkowanych wynosi 3. tatwo wida¢, ze funkcjaP przyporzadkowu-
je kazdemu wierzchotkowi x grafu przepbtywu, podzbidr wierzchotkéw tego
grafu, do ktérych dochodza drogi wychodzace z x (sa to wierzchodki kté-
re mozna '"osiagna¢" z x drogami o dowolnych ddugosciach). Wreszcie funk-

cja T _1 wyznacza dla kazdego wierzchotka x grafu przepbkywu, podzbiér
wierzchotkéw tego grafu bedacych bezposrednimi poprzednikami x.
Przyktad 2.3

Wyznaczmy przyktadowo wartosci funkcji p21, P~2, T3 i £ 4 dla gra-

fu przeptywu z ryse 2_.1(b). Mamy: P21 , poniewaz z wierzchotka 1
prowadza drogi o dtugosci 2 tylko do wierzchotkéw 3 14 (sa to drogi (4,
2, 3 oraz (A, 2, 4))} P52 =3, 4-, poniewaz istnieja drogi (2, 3, 2,
3 oraz 2, 3, 2, 4);"P*3 ={2" % jako ze z wierzchotka 3 prowadzg
drogi tylko do wierzchotkéw 2 14 (sg to: (@, 2) oraz (3, 2, 4))JP*“ 4=
- 12. poniewaz jedynym bezposrednim poprzednikiem wierzchotka 4 jest
wierzchotek 2.D

Méwimy, ze graf Gl Jest podgrafem grafu przeptywu G, jezeli wszystkie
wierzchotki oraz wszystkie krawedzie G1 sg zawarte w G oraz wszystkie kra-
wedzie w G1 wychodza 1 dochodzg do tych samych wierzchotkéw co w G.

2.2. Interwat. Redukowalno$¢ grafu

Niech G bedzie grafem przepdywu, zas h wierzchotkiem w G. Interwat o
gtowie h (Schaefer [1973], Muchnick i Jones [1981], oznaczony przez I(h)
(lub krétko 1) jest maksymalnym podgrafem grafu G o wkasnosciach:

1. ht L.

2. Jesli xtl, to xé£T*h.

3. Podgraf 1 - {*> nie zawiera cykli.
4. JeSli x t 1 - to P-1xc I.

Z definicji wynika, ze interwat I1(h) jest maksymalnym podgrafem o jed-
nym wejsciu, bedacym gtowa h oraz majacym te wkasnos¢, ze wszystkie cyk-
le w nim wystepujace zawieraja h.

Do wyodrebnienia interwatu w grafie przeptywu Ga (N, P, s), przy za-
danym wierzchotku h, mozna uzy¢ nastepujacego algorytmu (Allen 1 Coc-
ce [1976]):

Algorytm 2.1: Wyodrebnianie interwatu w grafie przeptywu.
Dane: Graf przeptywu G z zadanym wierzchodkiem h.
Wyniki: Interwat 1(h).
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Metoda:

begln
Przyjmij 1(h) roéwny {h}-,
*hlle o jest wierzchotkiem Jeszcze nie zawartym w I1(h) and
mJ s and
wszystkie poprzedniki m sg zawarte w I¢(h) do
Dotacz m do I(h)
endwhile
end O

Przyktad 2.4

Graf przeptywu z rys. 2.2 ma trzy interwaty: 1(1) ={l1}, 1(2) =/2,3,4).
az 1(5B) * {5.,6,7}.n 1
Zauwazmy, ze kolejnos¢ w Jakiej po-
szczeg6lne wierzchotki sa dotaczane do
interwatu I(h) w czasie wykonywania Al-
gorytmu 2.1, Jest istotna. Kolejnosc¢
ta jest okreslana mianem porzadku in-
terwatowego. Porzadek interwatowy nie
Jeat jedyny, zalezy on bowiem od tego,
Jak wybierane sa kolejne wierzchotki m
dotgczane do interwatu.

Przyk#ad 2.5

Interwat 1(2) grafu przeptywu zrya.
2.2 ma dwa porzadki Interwatowe a mia-
nowicie: @, 3, D i @2, 4, 3). Rze-
czywiscie, w trakcie realizacji Algo-
rytmu 2.1, po przyjeciu 1(2) réwnego
{*}= jako nastepny moze by¢ dotaczony
do interwatu 1(2) =zaréwno wierzchotek
3, jak i 4.0

Nalezy doda¢, ze Algorytm 2.1 wy -
znaczajac Jeden z porzadkéw interwato-
wych, zachowuje zawsze czeSciowy po-
rzadek zdefiniowany przez relacje na-
stepstwa wierzchotkéw w grafie (Hecht
[19771 ) -

Rozwazmy interwat 1(h) w grafie przepdywu G. Krawedzie wychodzace z
wierzchotkéw 1(h), Jak réwniez wierzchotki 1(h), bedziemy klasyfikowaé¢ na
kilka sposobow.

Niech Ej bedzie zbiorem krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw I1(h),Ej -
zbiorem krawedzi wychodzgcych z wierzchotkéw I¢h) 1 dochodzacych do h
(krawedzie zamykajace 1(h)), Ej - zbiorem krawedzi wychodzacych z wierz-
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chotkéw 1(h) i dochodzacych do wierzchotkéw z 1(h) (krawedzie w
przéd interwatu I(h)), E° - zbiorem krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw
I(h) i dochodzacych do wierzchotkéw lezacych na zewngtrz Interwatu(krawe-
dzie wyjsciowe 1(h)), Ej - zbiorem krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw
I1(h) i dochodzacych do wierzchotkéw 1(h) nie posiadajacych nastepnikadw,
Ejl - zbiorem krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw I1(h) i dochodzacych do
wierzchotkéw 1(h), ktérych wszystkie krawedzie wychodzace sa krawedziami
zamykajacymi 1(h).

Niech Nj bedzie zbiorem wierzchotkéw I(h), Nj - zbiorem™wierzchotkéw
w 1, z ktérych wychodzi co najmniej jedna krawedz w przéd, Nj - zbiorem
wierzchotkéw w I nie posiadajacych nastepnikéw, Hj - zbiorem wierzchok-
kéw w 1, z ktérych wychodza jedynie krawedzie zamykajace 1.

Przyk¥ad 2.6
Zdefiniowane w ten sposob zbiory, dla interwatu 1 2z rys. 2.3, sg na-
stepujace: ET = -{a, b, ¢, d, €, E~ = /a, b, ¢, e, e5 =-fa, dl- Ej

o>, b; -$ . Al«.

*1'm {=>m »1 = k. »5 o(<>e
Nj = -{3/ oraz Nj = -{23-.D
Przyjmijmy, ze liczby krawedzi
(wierzchotkéw) w zbiorach Ej, Ej,
,5’;1 &N?’,Nj,»..mgl) sg odpo-
- - . - bl -
wiednio réwne ej.ej. 6) nj»
_f >,Abl¥-
Mozna wykaza¢, ze kazdy graf

przeptywu da sie w sposéb jedno-
znaczny podzieli¢ na rozkaczne in-

terwaty (Allen i Cocke 0976] fHecht
[1977] ).

Jezeli G jest grafem przepdywu,
to pochodny graf przepdywu dla G
(Allen [1970] , Hecht 1 Ullman
f975]), oznaczony 1) 1», jest
zdefiniowany nastepujaco:

1. Wierzchotki I1(G) sa interwatami uzyskanymi z (jednoznacznego)podzia-
4 G.

2. Jesli J, K sainterwatami, to K t PjJ wtedyi tylko wtedy, gdy ist
niejawierzchotki n. 6 Joraz n, t K takie, 2z NK6Fnj. Zauwaz-
my, ze rK musi by¢ glowg K.

3. Poczatkowy wierzchotek 1(G) Jest réwny I(s) ,

ze uzywamy identycznej notacji dla oznaczenia grafu po-
oraz interwatu, np. o glowie X, Kr.).

1°Zwréémy uwage,
chodnego, 1(G),
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Jak wynika z definicji, pochodny graf przeptywu dla & otrzymujemy dzie-
lac graf G na interwaty i traktujac kazdy z nich jako pojedynczy
chotek.

wierz-

Przyktad 2.7

Rys. 2.4(a) przedstawia pochodny graf przepdtywu
2.2 .0

dla grafu & z rys.

@ (©) ©

C, =10
Rys. 2.4. Péchodne grafy przeptywu dla grafu z rys. 2.2

Méwimy, ze sekwencja (0Q,G1,..., Gm) Jjest sekwencja graféw pochodnych
dla G, jesSli G = Ggq,G™+1 * MRiN6n-1 N oraz *(@ * @m* @ra*
zwany Jest grafem pochodnym rzedu 1. zas GB - grafem granicznym.

Przyktad 2.8

na rys. 2.2 i1 2.4
Graf G? jest grafem granicznym,

Sekwencja graféow (G, G1, G2, ) przedstawionych
jeat sekwencjg grafow pochodnych dla G.
poniewaz I(G) = G~.D

Méwimy, ze graf przeptywu jest redukowalny (ang. reducible flow graph)
wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf graniczny Jest grafem trywialnym, tj.
pojedynczym wierzchotkiem bez krawedzi; w przeciwnym razie graf jest nle-
redukowalny.
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Przyktad 2.9

Graf G z rys. 2.2 Jest redukowalny, poniewaz Jego graf graniczny Gj
(rys. 2.4(c)) sktada sie z pojedynczego wierzchotka. Jest to wiec graf
trywialny. Ha rys. 2.5(a) przedstawiono graf nieredukowalny, bowiem Jego
graf graniczny G, (rys. 2.5(b)) nie Jest grafem trywialny*.O

Istnieje metoda, zwana metoda rozszczepiania wierzchotkéw (ang.-
splitting) , za pomoca ktérej mozna kazdy nieredukowalny

przeksztatci¢ w redukowalny (Aho i Ullman

node-
graf przepdywu
[1973] , Schaefer B973] ).

©) (©)

Rys. 2.5. Nieredukowalny graf przeptywu (a),_jego graf graniczny (b) oraz
przyktad ««stosowania metody rozazozepiania wierzchotkéw (c)
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Przyktad 2.10

Rozszczepiajac wierzchotek oznaczony &, 6” grafu G1 (rys. 2.5(b)),
uzyskujemy réwnowazny graf Gl (rys. 2.5(c)), ktéry jest redukowalny.O

2.3. Region

Podamy obecnie definicje regionu oraz rekursywnag procedure wyznaczania
porzadku interwatowego wierzchotkéw w dowolnym, redukowalnym grafie prze-
pkywu. Procedura ta moze by¢ réwniez uzyta do uporzgdkowania wierzchodkow
regionu, ktéry jest podgrafem grafu przeptywu.

Niech G =(N, T, s) bedzie grafem przepkywu, niech K1 G N, niech
~MX * nilt niech x e N1 oraz niech h bedzie zawarty w - Méwi-
my, ze R* (N1,T1, h) jest regionem G o glowie h (Hecht 0977] , Hecht
i Ullman 0974]), jesli na kazdej drodze (x1f...,xk), gdzie X1 =s1i
xte HIt istnieje pewne i< k takie, ze:

@ X* = h; oraz

® Xi+1**,* xk na”ez” do oraz

© xi+l c ilxi, xi+2c T Ixi+l,..., XK€ ritk_1.

Z definicji wynika, ze region grafu przeptywu Jest jego podgrafem oraz

ze dostep do kazdego wierachotka w regionie mozliwy jest jedynie poprzez
gtowe.

Przykdad 2.11

W grafie z rys. 2.2 zbiér wierzchotkéw 8, 4, 5~ nie stanowi regionu,
poniewaz w zbiorze tym nie mozna wyrézni¢ wierzchotka bedacego gtowa re-
gionu. Natomiast vregionami sa m.In. zbiory wierzchotkéw 2, 3, 4™,
il. 2, 3, 4", {2, 3, 4, 5,6, ?}.0

Mozna wykaza¢, ze kazdywierzchotek grafow z sekwencji grafow pochod-
nych dla G, reprezentuje jego region (Hecht 0977], Ullman 0973]).

Krawedzie wychodzace z wierzchodkéw regionu R i dochodzace do jego
gtowy h bedziemy nazywaé¢krawedziami zamykajacymi regionu R (ang. lat-
ches).

Dla znalezienia porzadku interwatowego wierzchotkéw w dowolnym, redu-
kowalnym grafie przeptywu mozna postuzy¢ sie nastepujaca procedurg rekur-
sywna (Allen 0970], Hecht 0977]}:

1. Jesli 1(G) jest pojedynczym wierzchotkiem, to porzadek interwatowy Jest
porzadkiem, w jakim wierzchotki sa dolgczane do pojedynczego interwatu

G (Algorytm 2.1).

2. Jesli G Jest redukowalny oraz 1(G) nie Jest pojedynczym wierzchot-
kiem, to porzadek interwatowy wyznaczany jest nastepujaco:
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(@ Zznalezé¢ porzadek interwatowy dla 1(G).
(b) W porzadku (a) zastapi¢ kazdy wierzchotek 1(G) wierzchotkami grafu
G sktadajacymi sie na odpowiedni interwat przyjmujac, ze kazdy =z
Interwatéw jest redukowalnym grafem przepitywu o wierzchotku poczat-
kowym bedacym gtowag interwatu.
Nalezy zaznaczyé, ze podobnie jak porzadek interwatowy wierzchotkéw in-
terwatu, roéwniez porzadek interwatowy wierzchotkéw dowolnego, redukowal-
nego grafu przeptywu nie Jest jedyny.

Przyktad 2.12

Wyznaczmy za pomoca podanej procedury porzadek interwatowy wierzchot-
kéw grafu z rys. 2.2. Na poczatku zostang wykonane nastepujgce Jej kroki:

krok 2(a) -dla grafu pochodnego pierwszego rzedu (rys. 2.4(a)),
krok 2(@) - dla grafu pochodnego drugiego rzedu (rys. 2.4(b))
(po pierwszym rekursywnyn wywodaniu procedury),
- dla grafu pochodnego drugiego rzedu
(po drugim rekursywnym wywodaniu procedury).

krok 1

Jako rezultat wykonania tych krokéw otrzymujemy porzadek interwatowy
wierzchotkéw grafu pochodnego drugiego rzedu w postaci: (11,12). (Uzywamy tu
dodatkowych numeréw umieszczonych poza wierzchotkami). Nastepnie zostanie
wykonany

krok 2(b) - dokonczenie realizacji drugiego,
- rekursywnego wywodania procedury,
w wyniku czego otrzymujemy porzadek interwatowy wierzchotkéw grafu po-
chodnego pierwszego rzedu, o postaci: (B, 9, 10). W sekwencji (11, 12),
wierzchotek 11 zostat zastgpiony przez fl, zas wierzchotek 12 przez sek-
wencje (9, 10)}. Jako ostatni zostanie wykonany

krok 2(b) - dokonczenie realizacji pierwszego,
rekursywnego wywotania procedury,

po ktérym otrzymujemy jeden z nastepujacych porzadkéw interwatowych wierz-
chotkéw grafu z rys. 2.2: @, 2, 3,4, 5,6, 7 Iub (4,2, 4, 3, 5 6, N.
Istotnie, wierzchotek 9 w sekwencji (B, 9, 10) moze byc¢ zastapiony zardéw-
no przez sekwencje (@, 3, 4), Jak i (2, 4, 3) (por-Przykkad 2.5).0

2.4. Odwrotny porzadek nastepujacy. Powigzanie petli

Rozwigzanie problemu analizy przepdywu danych za pomocg algorytmu Ite-
racyjnego w wersji "round-robin', polega na cyklicznym wizytowaniu kolej-
nych wierzchotkéw grafu przepdywu oraz “'propagowaniu’ informacji pomiedzy
nimi do momentu, gdy ich przeptyw ustabilizuje sie. Mozna wykaza¢, ze mi-
nimalng ztozonosS¢ takiego algorytmu uzyskuje sie wtedy, gdy wierzchokki
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grafu sa odwiedzane w tzw. odwrotny» porzadku nastepujacym. W niniejszym
punkcie podany algorytn, ktéry dla =zadanego grafu przepdywu konstruuje
drzewo rozpinajace w gkab. wyznaczajac Jednoczes$nie odwrotny porzadek
nastepujacy wierzchotkéw grafu. Podane w dalszej
wedzi w ty} oraz powigzania petli, bedg pomocne przy okreslaniu
Sci algorytmu iteracyjnego.

z4ozono-

Acyklicznym grafem skierowanym nazywamy graf skierowany nie zawieraja-
cy cykli (Aho, Hopcroft i Ullman [1976] ). *

Przez drzewo skierowane, lub w skrécie drzewo (Aho, Hopcroft i Ullman
[1976j), rozumiemy acykliczny graf skierowany o nastepujacych whasnos-
Sciach:

1. V grafie wystepuje dokkadnie jeden wierzchotek, zwany korzeniem, do

ktérego nie dochodzi zadna krawedz.

2. Bo kazdego wierzchotka w grafie, za wyjatkiem korzenia, dochodzi do-
ktadnie jedna krawedz.
3. Dla kazdego wierzchotka w grafie istnieje droga (fatwo wykazac¢, ze Je-

dyna) prowadzaca od korzenia do tego wierzchotka.

Drzewem rozpinajacym grafu przepdbywu G m (H, P, s)
korzeniu s zawierajace wszystkie wierzchotki grafu G.

nazywamy drzewo o

Przyktad 2.13

Rys. 2.6 przedstawia drzewo rozpinajace grafu przeptywu z rys.2.5(a)D
tatwo wykazac,
nieje wiecej niz Jedno drzewo rozpinajace. *
Jednym z rodzajow drzew rozpinajacych
Jest drzewo rozpinajace w gtab (ang. depth-
-first spannlng tree, BPST).Konstruuje sie
go stosujac przeszukiwanie grafu w gkab,
ktoére przebiega weddfug nastepujacych za-
sad. Wybieramy oraz wizytujemy wierzchotek
poozatkowy Vve Nastepnie wybieramy dowolng
krawedz (r, w) wychodzaca z v oraz wizy-
tujemy w. Ogélnie, zakdézmy te x jest o-

statnim wizytowanym wierzchotkiem. Prze-
szukiwanie Jest kontynuowane przez wybor
nierozpatrywanej jeszcze krawedzi (X, Y)

wychodagcej z x. Jesli y byt Juz uprzed-
nio wizytowany, to wybieramy 1inng, nowag
krawedZz wychodzacg z x. Jesli wierzchotek
y nie byt jeszcze wizytowany, wéwczas wi-
zytujemy go, a nastepnie rozpoczynamy prze-
szukiwanie od nowa traktujac y jako wierz-
chotek poczatkowy. Po przeszukaniu wszyst-
kich drég wychodzacych z vy, wracamy  do

Rys. 2.6.

ce grafu "Mp+yiS*“Pin?y2T

2.5@ ~

kolejnosci definicje kra-

ze w ogllnym przypadku dla zadanego grafu przeptywu isl>
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wierzchotka x, tj. do wierzchotka, z ktdrego po raz pierwszy osiggnelismy
y. Kontynuujemy proces wybierania nie rozpatrywanych jeszcze krawedzi wy-
chodzacych z x do momentu, gdy ich lista sie wyczerpie. Oméwiony sposob
wizytowania wierzchotkéw grafu zwany jest przeszukiwaniem w gigb, ponie-
waz dokonujac tego przeszukiwania idziemy "w gkgb" grafu tak dbugo jak to
jest mozliwe.

Podamy obecnie algorytm,
drzewo rozpinajace w giab. Algorytm ten wyznacza réwniez
chotkéw grafu, zwany odwrotnym porzadkiem nastepujacym (ang-

ktéry dla zadanego grafu przepitywu znajduje
porzadek wierz-
rPostorder).

Algorytm 2.2: Znajdowanie drzewa rozpinajacego w gkab oraz odwrotnego po-
rzadku nastepujacego wierzchotkéw grafu.

G e (N, P, s), o wierzchotkach ponumerowanych od 1
reprezentowany przez listy nastepnikéw poda-

Dane: Graf przeptywu
do n w dowolny sposéb,
ne dla poszczegélnych wierzchotkoéw.

Wyniki: 1. Drzewo UPST dla grafu G.
2. Odwrotny porzadek nastepujacy wierzchotkéw od 1 do n w tablicy
rPOSTOREER, bedacy odwrotnym porzadkiem wierzchotkéw osigga-
nych Jako ostatnie podczas przeszukiwania w gkab grafu G.

Metoda: Poczatkowo wszystkie wierzchotki sg oznaczone jako "niewizytowane"
Uzywana jest globalna tablica rPOSTORDER (1..n) typu catkowitego
oraz globalna zmienna catkowita, i, 0 poczatkowej wartosci n-Al-
gorytm sktada sie z wywokania procedury D7$(S) (ang. depth-first
search), gdzie DFS jest rekursywna procedurg zdefiniowana naste-
pujaco:

recurslye procedure D?S(X);

Oznacz x jako "wizytowany”;
while rx 4 0 do
Wybierz 1 usun wierzchotek y z Txj
If y jest oznaczony Jako "niewizytowany' then
Dotacz krawedz (X, y) do HPST;
cali D?S(y)
endlf
endwhlle;
rPOSTORDER (X) :m i;
1 1-1
return O
Podobnie jak dla drzew rozpinajacych, w ogélnym przypadku mozna zna-
lez¢ dla zadanego grafu przepdywu wiecej niz jedno drzewo rozpinajace w

glab.



Przyktad 2.14

Rys. 2.7 przedstawia drzewo rozpinajace w gkab grafu przeptywu
2.5(a) uzyskane w wyniku dziatania Algorytmu 2.2.
ponumerowane w odwrotnym porzadku nastepujacym.(Warto
drzewo rozpinajace grafu przeptywu z rys.
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Z rys.
Wierzchotki drzewa sg
zwréci¢ uwage, te
2.5(a) podane w przykdadzie 2.13

nie jest drzewem rozpinajacym w gigb).O

Rys. 2.7. Drzewo rozpinajace
w ghgb oraz odwrotny porza-
dek nastepujacy wierzchotkow
grafu przeptywu 2z rys.
2.4(@) -

jako 1, 2, 3 i 4,

przekraczajacej 1
2).0

znajdujemy,
wedzie w tyk. Natomiast powigzanie petli w grafie z rys. 2.2
Przyktadowe drogi w tym grafie,
i nie zawierajace cykli, to:

Krawedzig w tyt redukowalnego grafu G
(Kennedy [i976] ) bedziemy nazywac¢ krawedz
zamykajaca dowolnego interwatu w sekwen-
cji graféw pochodnych dla G.

Przyktad 2.15

Graf z rys. 2.2 ma trzy krawedzie w tyt
a mianowicie: krawedz (3, 2). jako krawedz
zamykajaca interwatu 1(2); krawedz (6,5),
jako krawedz zamykajacg interwatu 1(5) o-
raz krawedz (6, 2), jJako krawedz zamyka-
jJjaca interwatu-~2, 3, ¢}, 45, 6, 7w gra-
fie pochodnym G1 (rys. 2.4(a))-D

Przez powigzanie petli, d, redukowal-
nego grafu G (ang. loopconnectedness) be-
dziemy rozumie¢ maksymalng liczbe krawe-
dzi w tyt na dowolnej drodze bez cykli w
G (Kam i Ullman [977] , Hecht [977] ).

Przyktad 2.16

(patrz rozdz. 3)
ze wierzchotki

Dla grafu z rys. 3.5
mamy d = 3. Przyjmujac,

grafu sa ponumerowane "od goéry do dodu™
ze na drodze (4, 3, 2, 1) wystepuja 3 kra-
wynosi 1.

zawierajace krawedzie w tyt (w liczbie nie
GB. 2, 6, 5, @ 5,6,

3. PROBLEM DEFINICJI OSIAGAJACYCH

3.1. Sformutowanie problemu

Przez definicje zmiennej rozumiemy instrukcje, ktéra moze modyfikowac
wartos¢ zmiennejl”, np. instrukcje przypisania lub czytania danych. Mowi-
my,. ze droga w grafie przeptywu jest wolna definicyjnie (ang. definition-
clear) ze wzgledu na zmienng V lub 7-wolna (ang. 7-clear), jesli zadna
definicja V nie wystepuje na tej drodze. Definicja d zmiennej V w wierz-

chotku x osiaga wejscie wierzchotka y, wtedy i tylko wtedy, -gdy d wyste-
puje w wierzchotku x oraz istnieje V-wolna droga od d do wejscia wierz-
chotka y.

Rozwigzanie problemu definicji osiagajacych polega na wyznaczeniu
zbioru definicji zmiennych, rdefen(s). ktére moga osiagna¢ wejscie kazde-
go wierzchotka x w grafie przepdywu G. Dla danego wierzchotka x w ory-
ginalnym lub pochodnym grafie przepdywu, zbidr rdefen(x) (dla definicji
zmiennej V) moze by¢ wyznaczony za pomocg zbiordw okreslonych nastepuja-
co:

@ gen(x.y). zdefiniowany dla kazdego nastepnika y wierzchotka x, jest
zbiorem lokalnie generowanych definicji na wyjsciu wierzchotka x pro-
wadzacego do wierzchotka y; tj. zbidr takich definicji w wierzchotku
X, dla ktdérych istnieje V-wolna droga od d do wyjscia wierzchotka x
prowadzacego do wierzchotka vy;

(®) trans(x.y). zdefiniowany dla kazdego nastepnika y wierzchotka x, jest
zbiorem definicji, ktére sg transmitowane (lub zachowywane) przez
wierzchotek x; tj. zbidr definicji, dla ktdérych istnieje V-wolna dro-
ga od wejsScia wierzchotka r do wejscia wierzchotka y.

Poniewaz wierzchotek x w grafie pochodnym reprezentuje interwat kto-

ry moze mie¢ wiecej niz jeden wierzchotek wyjsciowy (tzn. wierzchotek in-
terwatu o nastepniku nie zawartym w tym interwale), to zbiory gen i trans
sa przyporzadkowane odpowiednim krawedziom wychodzacym z wierzchotka x.
Dla oryginalnego grafu przepdywu G wystepuje zawsze tylko Jeden zbidr gen

Bedziemy przyjmowac¢, Zze np. instrukcja przypisania A » 1 wykonywana
dla zmiennej A o aktualnej wartosci rownej 1, jest rowniez definicja
zmiennej, mimo, ze wartos¢ zmiennej po wykonaniu instrukcji nie ulega w
istocie modyfikacji.
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i trana dla kazdego wierzchotka z € N. ZCi6r gon zawiera ostatnig defi-
nicje zmiennej V w wierzchotku 1 [lub jest pusty, gdy zadna definicja Y
nie wystepuje w wierzchotku x. Zbiér trans zawiera wszystkie definicje
zmiennej V wystepujace w analizowanym programie w przypadku, gdy zadna z
nich nie wystepuje w wierzchotku xXj w przeciwnym razie zbiér ten Jest pu-
sty. O

Twierdzenie 3.1. Niech G = (N, T, s) bedzie grafem przepdywu. Dla
kazdego x e N
rdefen(x) « [J (((rdefen(k) n trans(k,x)) u gen(k,x)). G.1D)
k eP “1x

Dow6f£. Definicja d zmiennej V osigga wejscie wierzchotka x, Jesli
d osiaga wejscie jakiego$ poprzednika wierzchotka x, poprzez ktory Ist-
nieje Y-wolna droga do wejscia x, tj. dfc rdefeo(k) n trans(k.x) dla ja-
kiegos k€P "™ x lub. Jesli d wystepuje w Jakim$ poprzedniku wierzchot-
ka x 1 lezy na Y-wolnej drodze prowadzacej do wejscia X, §. dc gen(k-x)
dla Jakiego$ keP 1Ix. taczac te mozliwosci otrzymujemy (3.1).0O

Z Twierdzenia 3.1 wynika, ze zbidér definicji osiagajacych wejscie do-
wolnego wierzchotka x w grafie przeptywu Jest sumg zbioréw definicji o-
siggajacych wyjscia wszystkich poprzednikéw tego wierzchotka. Zbioér defi-
nicji osiagajacych wyjscie wierzchotka k (dowolnego poprzednika x) wy -
znaczamy znajdujac przeciecie zbiordw rdefen(k) (definicje osiagajace wej-
Scie k) oraz trans(k.x) (definicje transmitowane przez k), a nastepnie
dodajac do tego przeciecia zbidér gen(k. X) (definicje lokalnie generowane
na wyjsciu k).

Rozwigzanie problemu definicji osiagajacych Jest w istocie rozwigza-
niem n roéwnan (B.Y), z n niewiadomymi rdefen. gdzie n Jest liczbg
wierzchotkéw w grafie przepdywu. Mozna pokaza¢, ze w ogd6lnym przypadku

ze dla proble-
COo Oznacza,ze
kazdego innego

rozwigzanie powyzszego ukdadu réwnan nie jest jedyne oraz,
mu definicji osiagajacych szukamy rozwigzania minimalnego,
wartosci rdefen tego rozwigzania sa podzbiorami wartosci
rozwigzania (Aho i Ullman 0977] )e-

W algorytmach, ktére przedstawimy zostang
rdefen(x,y) definicji osiagajacych kazde wyjscie wierzchotka x1/.
udowodnié¢, ze dla dowolnych x t N oraz ye P x,

réwniez obliczone zbiory
tatwo

rdefex(x,y) a (rdefen(x) n trans(x,y)) U gen(x,y)-

rdefen sa uzy-

istocie, z praktycznego punktu widzenia, tylko zbiory

teczne.
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3.2. Algorytm analizy interwatow

W niniejszym punkcie przedstawimy algorytm analizy interwatéw dla pro-
blemu definicji osiagajacych, podany przez Allena i Cocke*a [1976] oraz
okreslimy jego ztozonos$¢ czasows.

W pozostatej czesci rozprawy, wszystkie zbiory uzyte w algorytmach be-
da reprezentowane przez wektory bitéw (lub krétko wektory), w ktérych
kazdemu bitowi odpowiada pojedyncza definicja analizowanego programu. W
celu odréznienia zbioréw™ od ich wektorowych reprezentacji bedziemy uzywacé
duzych liter dla oznaczenia tych ostatnich. Na przykdfad RDEFEN(X) bedzie
oznacza¢ wektor bitéw dla zbioru rdefen(x). TRAKS(X,Y) bedzie oznaczac¢
wektor bitéw dla zbioru trans(x.y). itd.

Z¥ozonos¢ algorytmu wyznaczymy poprzez zliczenie operacji
nych wykonywanych w trakcie realizacji algorytmu. Za operacje elementarne
przyjmiemy operacje boolowskie, takie jak OR, AND i NOT, wykonywane na
wektorach bitéw reprezentujacych zbiory.

Algorytm analizy regionéw skdada sie z dwéch przebiegéw.

elementar-

Przebieg 1
Celem tego przebiegu jest obliczenie, dla kazdego interwatu w sekwen-
cji grafow pochodnych, zbiordw trans i gen oraz poczatkowej estymaty zbio-
ru rdefen(l). zawierajacego, dla kazdej gtowy interwatu, te definicje in-
terwatu, ktére moga osiagnaé¢ Jego glowe. Podany nizej algorytm oblicza
wektorowe reprezentacje wymienionych zbioréw dla poszczegélnych wierzchok-
kow interwatu.
Algorytm 3.1A: Oblicza.dla interwatu | wektory bitéw
RDEFEN(1), TRANS(I, J) oraz GEN(I, J).

Dane: 1. Wierzchodki interwatu 1 ponumerowane od 1 do nj w porzadku in-
terwatowym.
2. Informacje o nastepnikach 1 poprzednikach dla kazdego wierzchot-
ka Interwatu.

3. Zbioér interwatédw J bedacych nastepnikami 1 (nastepniki w grafie
pochodnym), wraz z ich gdowami hj.
4. TRANS(j,k) oraz GEH(,k), 1< J< nj,

nastepnikach j.

k przebiega po wszystkich

Zmienne pomocniczei

1. TPATHG .k), 1< j4 nj, k przebiega po wszystkich nastepnikach
J, ktére nie sg gtowg |. TPATH bedzie wektorem bitéow reprezen-
tujacym zbidr definicji, ktére se "transmitowane” wzddtuz Ja-

kiej$ drogi od wejscia interwatu poprsez wierzchotek j do wyj-
Scia z j prowadzacego do k.

2. GPATH( .,k), 1< j< Bj, k przebiega po wszystkich nastepnikach
jJ- GPATH bedzie wektorem bitéw reprezentujacym zbiér definicji w
interwale, ktére moga osiggna¢ wyjscie J prowadzace do k.
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Wyniki; 1. RDEFEN(1) - wektor bitéw reprezentujacy zbiér definicji, ktoére
moga osiagna¢ glowe interwatu z wnetrza interwatu.
2. TRANS(I,J) oraz GEN(1,J) dla kazdego nastepnika J interwatu I
w grafie pochodnyml).
Metoda2*:
begin
for wszystkich k£ P1 do
TPATH(1,k) :* TRANS(1,K) ;
GPATH(1,k) := GEN(1,k)
endfor:
if 1 jest interwalem pierwszego rzedu then
for j from 2 to nj do
ifTji <then
— X jest dowolnym wierzchotkiem z P j.
-- T i G sa chwilowymi wektorami bitéw.

Al: G » (V GPATH(k, J) A TRANS(J-x))V GEN(,.X);
kt P “1j
for wszystkich kt P j do GPATH(J,k) :« G endfor;
if Tj - 0 then
A2: T jaV TPATH(k,j)A TRAHS(G,X);
ke r-1j
for wszystkich k£ P j - do
TPATH( ,k):
endfor
endlf
endIf
endfor

else

— Dla interwatu w pochodnym grafie przeptywu.
for j from 2 to nj do
if T j/ 0 then

A3: G = V GPATH(K,j);
kCP" 1j
for wszystkich KkCT j do *

Ad: GPATH( -k)
endfor;

=* (GA TRANS (j ,K)) V GEN(j-K)

W Allen i Cocke {J976] =zbiory odpowiadajace wektorom RDEPEN TRANS GEN

TPATH 1 GPATH sa oznaczone odpowiednio przez R, PB, DB, P b.

pierw-

W celu zmniejszenia ztozonosci, sposOb przetwarzania interwatow
Cocke

SE@ﬁ% rzedu zostat nieco zmodyfikowany w poréwnaniu z Allen i
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If ij - 4 <« then
A5: T =V TPATH(.j};
kE T-1j
for wszystkich k€ P j- -fi}" (@
A6: TPATH(.k) := T A TRANS(G.K
endfor
endif
endif
endfor
endlf;
A7: RDEFEN(1) =V GPATH(k,1); — Jesli | nie makrawedzi
kt Inr_11 — zamykajacych, to woéwczas

— RDEFEN(1) := wektor zsrowy.
— Obliczenie wektoréw TRANS i GEN dla X.
for kazdego J £ Pl o gtowie hj do
A8: TRANSU,J) :=Vv TPATH (k,hj) ;
kt P “1hj n 1
= (RDEFEN(1) A TRANS(1,J))VV GPATH(K,hj)
KEP _1hjn 1

A9: GEN(1.,J)
endfor
end O

Niech jest liczba nastepnikéw interwatu I w grafie pochodnym.

npj

Twierdzenie 3.2. Wykonanie Algorytmu 3.1A wymaga zrealizowania dla

kazdego interwatu pierwszego rzedu

2ej + 4ej - 2eN - e+ 0 - n@ - 2npj - | + max(0,ej - D

operacji na wektorach bitéw.

Dowéd. Obliczajac G (krok Al) nalezy wykona¢ dla kazdego wierzchotka
réznego od gtowy, z niepustym zbiorem nastepnikéw, o jedna operacje na
wektorach bitéw mniej niz liczba krawedzi dochodzacych do tego wierzchot-
ka (dla zsumowania GPATH) plus dwie operacje. liczba wierzchotkéw réznych
od gtowy, z niepustym zbiorem nastepnikéw, jest n» - n® - 1, zas$ liczba
krawedzi dochodzacych do tych wierzchotkéw jest e~ - e~ tak wiec obli-

czajac G nalezy wykonaé

[er~ej ~Ci-n -D] +2(TJ -n -1 =er-eM+n -n" -1

operacji. Obliczenie T (krok A2) wymaga zrealizowania, dla kazdego
wierzchotka J roéznego od glowy, z niepustym zbiorem nastepnikéw Pj-« e
n jedna operacje mniej niz liczba krawedzi dochodzacych do tego wierz-

chotka (dla zsumowania TPATH) plus jedna operacja. Liczba wierzchotkow
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réznych od glowy, z niepustym zbiorem nastepnikéw P j - (@), Jest nj - n®-
- njl - 1, =za$ liczba krawedzi dochodzgacych do tych wierzchotkéw jest

eN - eN - ejl, tak wiec obliczenie T wymaga realizacji

operacji. Dla obliczenia RDEFEN(1) (krok A7) niezbedne jest wykonanie o
jJjednag operacje mniej niz liczba krawedzi zamykajacych w 1, tj. w  sumie
max (0, ej - 1) 1 operacji. Dla kazdego Interwatu J bedacego nastepnikiem
I, obliczenie TRANSU,J) (krok A8) wymaga wykonania liczby operacji row-
nej liczbie krawedzi wychodzacych z 1 i1 dochodzacych do J minus jeden, al-
bo w sumie ej - npj operacji. Aby obliczy¢ GEN(1,J) (krok A9) dla kaz-
dego interwatu J trzeba wykona¢ dwie operacje na wektorach bitéw oraz o
jedna operacje mniej niz liczba krawedzi wychodzacych z 1 i dochodzacych
do <, a wiec 4acznie

(2e°) ¢ (e° - nri) - 3e° - nrj

operacji. Sumujac operacje w krokach Al, A2, A7, AB i A9 otrzymujemy

el ” el + nl ~nl 7 1* + el ~ °x>~ ejl) + +

+ (e — npj) + (Be® — nPj) * 2eN + 4ej — 2N — ejl +

+nj - - 2npj - 1 + max(0,ej - 1).0

Twierdzenie 3.3. Wykonanie Algorytmu 3.1A wymaga zrealizowania dla kaz-
dego interwatu w pochodnym grafie przeptywu

3ex + 2ej ¢ 4e° - 3eJ - 2eN - ej - ejl- 2nj ¢ 2n™ + njl - 2nrj +

+ 2 + max(0,ej - D
]
operacji na wektorach bitow.

Dowdéd. Obliczenie 0 (krok A3) wymaga wykonania, dla kazdego wierzchok-
ka réznego od gtowy interwatu, z niepustym zbiorem nastepnikéw, o jedng

1~Niezbedne jest zastosowanie funkcji- max. poniewaz liczba operacji musi
by¢ nieujemna w przypadku, gdy ej =0.
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operacje na wektorach bitéw mniej niz liczba krawedzi dochodzacych do te-

go wierzchotka, a wiec w sumie

el el “ Ml “ni “1)mej “«ex “ni +ni + 1

operacji. Aby obliczy¢ GPATH (krok A4) niezbedne jest wykonanie dwoéch
operacji dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzchotka interwatu 1, z wy-
Jatkiem krawedzi wychodzacych z gtowy interwatu, tj. w sumie 2(ej - e€j)
operacji. W kazdym wierzchotku Jj roznym od ghowy, z niepustym zbiorem
nastepnikéw r j - obliczenie wartosci T (krok A5) wymaga wykonania

0 jednag operacje na wektorach bitéw mniej niz liczba krawedzi dochodza-
cych do tego wierzchotka, a wiec sumarycznie
f 0 bl . 0 bl f <+ bl . ¢ bl -
ej — ej — ej 7(njfn]7H]7ff:61—ejfe]7nj+nj+n] +1

operacji. Aby obliczy¢ TPATH (krok A6) nalezy zrealizowa¢ jedna operacje
dla kazdej krawedzi wychodzacej z wierzchotka interwatu I, z wyjatkiem
krawedzi wychodzacych z gdowy interwatu oraz krawedzi zamykajacych inter-
watu, tj. w sumie ej - ej - ej operacji. Dodajac operacje z kréokéw A3,

M, A5, A6, A7, A8 i1 A9 (liczby opAracji w krokach A7,r A8 i1 A9 sa takie
aame jak w dowodzie Twierdzenia 3.2) otrzymujemy:

e -ej-n+nr+ 1D +2(j -¢€ej) + (€ "ej “ei ~nj+ni+

+njl+ D + (ej - ej - ej) + [max(0,ej - D] + (ej - npi) +

+ (Bed - npj) *3ej + 2ej + 4e° - 3ed - 2ej - ej - ejl - 2nj +

+2nj + njl1 - 2npj + 2 + max(0,ej - 1).D

Przebieg 2

W przebiegu 2 wektory RDEFEN(1), TRANS(1,J) oraz GEN(I,J)
przebiegu 1 zostang uzyte do obliczenia wektoréw RDEFEN dla kazdego wierz-
chotka w grafie przeptywu programu. Niech GB * (Nm,ra, sB) jest gra-
nicznym grafem przeptywu sekwencji redukcji sktadajacym sie z pojedyncze»
go wierzchotka sE bez krawedzi. Pomiedzy przebiegami 112, wektor
RDEFEN(sB) Jest inicjalizowany badz wektorem zerowym (RDEFEN(sH) :» wek-
tor zerowy), badZz wektorem reprezentujacym zbidr definicji, o ktérych wia-
domo, ze osiagaja program z zewngtrz. Algorytm, ktory przy danych wekto-
rach RDEFEN(1), TRANS(1,J) 1 GEN(1,J) dla interwatu 1 oraz wszystkich Je-
go nastepnikéw J, oblicza wektory RDEFEN dla kazdego wierzchotka interwa-

4+u I, Jest nastepujacy-

obliczone w
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Algorytm 3.1B: Oblicza wektory bitéow RDEFEN(j), dla kazdego wierzchotka
interwatu.

Wierzchotki interwatu 1 ponumerowane od 1 do nj w interwakowym
porzadku.
2. RDEFEN(@) oraz RDEFEN(I).
. TRANS(G,.k), K jC Of,
j nie bedacych gtowag 1.
4. GEN(,K), 1< j<n ,
J*
Zmienne pomocnicze:
RDEFEX(j,k), 1< jC nj,
nie bedacych gtowag 117

Wyniki: RDEFEN(),
Metoda2]

Dane: 1.

k przebiega po wszystkich nastepnikach

k przebiega po wszystkich nastepnikach

k przebiega po wszystkich nastepnikach j

1< J< nj.

begin
— Inicjalizacja.
B1: RDEFEN(1) :a RDEFEN(1) V RDEFEN(X;;
if | jest interwatem pierwszego rzedu then
— Dla gtowy interwatu.
If nn 1 - {?} nie jest zbiorem pustym then
— X jest dowolnym wierzchotkiem z f 1,
— T Jest zmienng chwilowa.
B2: T := (RDEFEN(@) A TRANS(1,x)) V GEN(1,x);
for wszystkich ker 1fi I —fI\ do RDEFEX(1,k)
endlf:
— Dla pozostatych wierzchotkéw.
for j from 2 to Dj do
B3: RDEFEN(J) :xV RDEFEX(kK,j):;

= T endfor

ker-1j
ifrjni- nie jest zbiorem pustym then
B4: T := (RDEFEN()A TRANS(G.,X))V GEN(G.X ;
for wszystkich kerjni-{1j-do RDEFEX(J,k) := T endfor
endif
endfor

else
— DIla interwatu w pochodnym grafie przeptywu.
— Dla gtowy interwatu.
for wszystkich KkcTlHi -

i Cocke [1976] , zbiory odpowiadajace wektorom RDEFEX 3a ozna-

Tir Allen
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B5: RDEFEX(1,k) := (RDEFEN() A TRANS(1,k))V GEN(1,k)
endfor;
— Dla pozostatych wierzchotkéw.
for j from 2 to n™ do
B6: RDEFEN(J) :=V RDEFEX(k,]J);

kfef Jn 1 - do
== (RDEFEN(J) A TRANS(#k))V GEN(.k)

for wszystkich
B7 : RDEFEX(j ,k)
endfor
endfor
endif
end O

Twierdzenie 3.4. Wykonanie Algorytmu 3.1B wymaga zrealizowania dla kaz-
dego interwatu pierwszego rzedu

eN + 2nj - Bj + 2

operacji na wektorach bitéw.

Dowéd. Obliczenie wektoréw RDEFEN wymaga wykonania jednej operacji dla
gtowy interwatu (krok B1l) oraz o jedng operacje mniej niz liczba krawedzi
dochodzacych do wierzchotka, dla wierzchotkéw réznych od ghowy (krok B3);
w sumie daje to

@ + jei - (i - D] =ef-nj+2
operacji. Dla kazdego wierzchotka, z ktérego wychodzi co najmniej jedna
krawedZz w przéd, wykonuje sie dwie operacje, aby olbiczy¢ T (kroki B2 i
B4), a wiec w sumie 2 nf operacji. Sumujac liczby tych operacji mamy

@ -nx+2 + (@j) =e+2nfE - nj +2.U

Twierdzenie 3.5. Wykonanie Algorytmu 3.1B wymaga zrealizowania dla kaz-
dego interwatu w pochodnym grafie przeptywu

3ej - nj +2

operacji na wektorach bitéw.

Dowdd. Liczba operacji niezbedna do obliczenia wektoréw RDEFEN dla kaz-
dego interwatu w pochodnych grafach przepdywu (kroki Bl i B6) jest taka
sama, jak liczba operacji dla interwatu pierwszego rzedu, tj. ej - nj + 2
(patrz dowéd Twierdzenia 3.4). Aby obliczy¢ wektory RDEFEX (kroki B5 1 B7
nalezy wykona¢ dwie operacje dla kazdej krawedzi w przéd interwatu,a wiec
w sumie 2 e, operacji. Po dodaniu tych operacji otrzymujemy
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el - "i ¢2) ¢ (2«)) -3« - nj +2.0
- Kompletny algorytm analizy interwatéw dla rozwigzania problemu defini-
cji osiagajacych wyglada nastepujaco:

Algorytm 3.1C: Algorytm analizy interwatéw dla problemu definicji osiaga-
Jacych.

Dane: 1. Redukowalny graf przepdywu a * (N,T , s).

2. Sekwencja graféw pochodnych (0 * GQ, G.,,-.
Jest trywialnym grafem przeptywu,
GN * (HA, T sM)e

3. TRANS(@J,k) i GEN( .k) dla kazdego ktTj-

4. Zawartosci interwaléw we wszystkich grafach pochodnych podane w
porzadku interwatowym.

.,Gm) dla G, gdzieGB

Je N oraz

Wyniki: RDEFEN(j) dla kazdego J € N.

Metoda:
begln

-- Przebieg 1: Przetwarzajac sekwencje grafow pochodnych poczynajac od
— interwatéw wewnetrznych do zewnetrznych, stosowa¢ Algorytm 3.1A.
for 1 from 1 to m do

Cl: for kazdego wierzchotka 1 w G do — 1 jest interwatem.

Stosowa¢ Algorytm 3.1A do obliczenia wektoréw RBEFEN, TRANS oraz
GEN dla 1.

endfor
endfor;
RDEFENCs”)
— Przebieg 2: Przetwarzajac sekwencje graféw pochodnych poczynajac
- od interwaléw zewnetrznych do wewnetrznych, stosowa¢ Algorytm
- 3.1B.
for 1 fromm to 1 by -1 do
C2: for kazdego wierzchotka I w G" do
Stosowa¢ Algorytm 3.1B do obliczenia wektorow RDEFEN
dla wierzchotkéw zawartych w 1.
endfor
endfor

= wektor zerowy;

end O

Twierdzenie 3.6. Wykonanie Algorytmu 3.1C wymaga realizacji

m-1
o - *e- -— 2 <e, * >4 | *? - >.7?

i«i

- 35 -

2 e 0% 1

- 2eN - ej - ejl+ n™M+2n™ + njle 4 + 2
1-1 it»i
operacji na wektorach bitéw.
Dowdd. Rozwazmy graf pochodny 6~ a (N©, S,)- Kazdy wierzchotek w

tym grafie reprezentuje pewien interwat 1. Wierzchokki
wierzchotkami grafu Gi_1. Niech
dzacych z wierzchotkéw 1.

:2 _F T
el " el-1
1cn

zawarte w 1 sag
ef Jest liczba krawedzi w przéd wycho-
Wéwczas

poniewaz wszystkie wierzchotki [1£N1 ‘'zawierajal wszystkie wierzchodki
grafu Kj.-1» Podobne réwnosci sumacyjne sg spednione
itp. Jesli npj jest liczbg wierzchotkéw JE£NA

dla e®, ej, nN, ...,
bedacych nastepnikami 1

to N nPT = e.;
- I8 1

Przypomnijmy,

prawdziwg Jest réwniez oczywista réwnos¢ XI 1 m b4.
16"
Algorytmu

ze na podstawie Twierdzen 3.2 1 3.3, wykonanie

3.1A wymaga realizacji
2ej + 4eJ - 2™ -ejl +Bj -n -2nrl - 1+ max(, ej - D

operacji na wektorach bitéw, dla kazdego interwatu pierwszego rzedu oraz
3ej + 2e*

+ 4eJ- 3eJ - 2e™ e} - ejl - 2Bj + 2n™ + njl - 2npi +2+

+ max(0, ej - D

operacji dla kazdego interwatu w pochodnych grafach przeptywu. W kroku Cl
Algorytm 3.1A Jest wywodywany raz dla kazdego 167, a wiec aby wykonac
ten krok trzeba zrealizowac

2 [2e] + 4eJ - 2eJ - ej1 + Bj - Bj - 2npi - 1 + max(0, ej - ] a

“ 20+40- 20- AL +0-"0-2-D+2 “*Q J- )
operacji dla grafupierwszego rzedu (i « 1) ora*

2 [Bej] ¢ 2ej+ 4ed - 3ed - 2e™ - ej - ejl - 2B + 2b™ + njl -
1en
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- 2ripj + 2 + max(O0, ej - 1fl = 5ej_i & 2ei_i + *e°_1 - bei_i -

2ei-1 - ei-1 ~ eill - 2ni-1 + 2ni-1 + nill - 2ei + 2ni +

+ 2 max(0, Cy - D
lelfd 1

ooeracjl dla kazdego grafu pochodnego (m < i C 2).
Poniewaz krok CM jest wykonywany raz dla kazdego i,
pierwszym przebiegu trzeba zrealizowac

2eo + 4eo0 - 2*£ - eol + no “ "o - 2el - nl + |26 “ *(0, ej - 1) +
+ _22’\3ei—i+ 2*Li & 4eLi - 3e?-i - 2ei-i - ei-1 * ei-i -
1»
n n
~ 2ni_i+ 2ni_i+ nilir+ 2 (-2ei +2ni) + 2 2 ““x(C*ei _ W
i»l i»2 1tKi

operacji.Modyfikujac wskazniksumowania drugiej sumy, fgczacwyrazy oraz

m
uwzgledniajac eB - 0, nn * 1 i -2el-n, +2 (2*%i+2ni) * 7”5n1 +
m-1 i»2
+ 2 (~2®1 + 2ni) + 2 otrzymujemy
i»l
B-1
2e0 + 4e0 - 2e0 - eol + no " n0—3n1+2 («i + 2%{ + - 3eJd -
1»1

- 2eN -ej - ejl+2nM +njl) + 2+ 2 2 max(0, ej - 1),
i»l 1tB1

co jest liczba operacji niezbednych dla wykonania pierwszego przebiegu.
Zgodnie z Twierdzeniami 3.4 i1 3.5, kazde wykonanie Algorytmu 3.1B w
kroku C2 wymaga realizacji ejf +2ndJ - 0 + 2 operacji dla interwatu
pierwszego rzedu oraz 4#e* - Bj + 2 operacji dla kazdego interwatu w po-
chodnych grafach przepdywu. Poniewaz Algorytm 3.1B jest wywodywany w Kkro-

ku C2 jednokrotnie dla kazdego It-N*, to dla wykonania tego kroku trze-
ba zrealizowac

2 («+2nfF - nj +2) xeE + 2n* - nQ + 2nl

lei,

inN1n~. m-1, to w
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operacji dla grafu pierwszego rzedu (1x1) oraz

2 @Gl -ni+2
1tN1

. 3e™_ 1 -nl_1+ 2nx

operacji dla kazdego grafu pochodnego (m > i >2).
jest jednokrotnie dla kazdego 1, m i >1,

Krok C2 powtarzany
a wiec wykonanie drugiego
przebiegu wymaga zrealizowania

m
eo + 2no “ no + 2nl + 2 <6ef i " ni_i + 2ni> - eo + 2no0 - no +
-1 p*2

+ 2 <3ei + DiI™ ¢ 2
i

«i
«

operacji na wektorach bitéw. Sumujac liczby operacji dla
drugiego przebiegu otrzymujemy

pierwszego i

5«0 + < - 2e0 - eol + 2no " Do - 3n1 + 2 («i +5 + 4e° - 3ed -

i1

- u
-2ef£ - ejJ -ejl+ni+2n™ +njl) + 4 + 2 2 "me»CO0, ej - 1),
1=1 Xt -

co jest poszukiwanym rezultatem.O

3.3. Algorytm analizy regionow

W niniejszym punkcie wszystkie zbiory Informacji o przeptywie danych
beda obliczane jedynie dla oryginalnego grafu przeptywu S oraz wszystkie
z nich bedg przyporzadkowane wierzchotkom, a nie krawedziom. Tak wiec,
zbiory trans. gen oraz rdefex beda oznaczone przez trans(x). gen(x) oraz
rdefex(x) dla x C N. Analogicznie jak w Twierdzeniu 3.1 mamy

rdefen(x) * u ((rdefen(k) n trans(k)) u gen(k))
k6 r~1x

oraz

rdefex(x) = (rdefen(X) n trans(xX)) u gen(x)-

Wprowadzmy dla kazdego wierzchotka x w interwale, zbiory definicji
pathen(x) oraz pathex(x). ktére sa "transmitowane" wzdduz pewnej drogi
od wejscia interwatu do, odpowiednio, wejscia 1 wyjsScia wierzchotka x.
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Algorytm analizy regionéw dla problenu definicji osiggajacych (Czech
0981 , 1983, 198f] sktada sie z dwéch faz. Celem pierwszej Tazy, w kto-

rej przetwarzane sa minimalne regiony, tj. interwaty O, jest obliczenie
ktére definicje wystepujace wewnatrz interwatu moga osiagna¢ wejscie i
wyjsScie kazdego wierzchotka tego interwatu. Podczas pierwszej fazy pomi-
jane sa "wphywy'" krawedzi zamykajacych oraz czesci grafu lezacej na zew-
natrz interwatéw. Dodatkowo, w pierwszej fazie wyznacza sie takie defini-
cje, ktdére w przypadku osiggniecia gtowy interwalu beda osigga¢ wejscia
i wyjscia poszczeg6lnych wierzchotkéw w interwale. W drugiej fazie prze-
chodzgc sekwencje graféw pochodnych (G * GO,G1,...,GB) dla G, przetwa-
rzane sg kolejno coraz to wieksze regiony, z ktérych kazdy moze zawierac
kilka mniejszych regionéw G uprzednio przetwarzanych. W fazie tej wyzna-
cza sie te definicje, ktdre moga osigga¢ kazdy wierzchotek regionu G z
wnetrza tego regionu wzdduz krawedzi zamykajacych oraz z czesci grafu le-
zacej na zewngtrz regionu. »

Oto bardziej szczegétowe opisy algorytméw pierwszej ora* drugiej fazy.

Faza 1« * pierwszej fazie przetwarzane sg w porzadku interwatowym wierz-
chotki kazdego interwatu (minimalnego regionu) G oraz wyznaczane sg wstep-
ne estymatyl) zbioréw rdefen(j) oraz rdefex(j). Jjak rowniez zbiory pat-
hen(jJ) oraz pathex(J). dla kazdego wierzchotka w interwale. Zbiory te ob-*
liczane sa nastepujaco!

() dla gtowy h kazdego interwatu
rdefen(h) = O
rdefex(h) * gen(h)
pathen(h) = D2*
pathex(h) « trans(h)
(i1) dla kazdego wierzchotka j interwatu roznego od gtowy
rdefen(J) = u rdefex(k)
k£P"1J
rdefex(J) * rdefen(j) n trans(d) U gen(d)
pathen(J) s u pathex(k)
keT“1J
pathex(jJ) * pathen(j) D trans(j)
Zauwazmy, ze obliczenia fazy 1 rozpoczynaja sie przy zatozeniu,ze zbioér

rdefen(h) Jest pusty, albo inaczej, te zadna definicja nie osigga (glowy)
interwatu. W fazie 2 bet.g uzyskiwane coraz lepsze m przyblizenia zbioréw
rdefen przez uwzglednienie "wplywéw* coraz wiekszych regionéw (kontekstow
interwatu), a zatem zostanie w ten sposéb znalezione rozwigzanie minimal-
ne.

T ———
"Sg to wstepne estymaty, poniewaz ignoruje sie na razie "wphywy"
dzi zamykajacych oraz czesci grafu lezacej poza interwatami.

krawe-

2)

D oznacza zbidér wszystkich definicji w analizowanym programie.
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Nastepujacy algorytm oblicza wytej wymienione zbiory dla kazdego wierz-
chotka interwatu uzywajac ich wektorowych reprezentacji.

Algorytm 3.2At Oblicza wektory PATHEN i PATHEX oraz wstepne estymaty wek-
toréw RDEFEN i RDEFEX.

Dane: 1. Wierzchotki interwatu 1 ponumerowane od 1 do Hj w porzadku in-

terwatowym.
> 2. Informacje o poprzednikach i1 nastepnikach kazdego wierzchotka in-
terwatu.

3. Wektory TRANS() i GEN(J), H K »j.

Wyniki: Wektory PATHEN(J) i PATHEX(J) oraz wstepne estymaty wektoréw
RDEFEN(J) i RDEFEX(j), K J 4 Bj.

Metoda»

begln

— Dla gtowy interwatu
Alt RDEFEN(1) :» wektor zerowyj
A2: PATHEN(1) :» wektor Jednoitkowy;
if P 1 nie jest zbiorem pustym then
A3: RDEFEX() :« GEN(1);
Ad: PATHEI() i* TRANSQD)
endlft
— Dla katdego wierzchotka rétnego od glowy.
for j from 2 tp nj do

A5: RDEFEN@) :» \y RDEFEX(K):
ktr_1j

A6: PATHEN@) '» \y  PATHEX(K)f
ke P”1j

if Tj nie jest zbiorem pustym then
A7: RDEFEX(J) :* (RDEFEN(J) A TRANS(J)) V SEN(JI)}
A8iI PATHEX(J) :a PATHEN(G) A TRANSQ)
endlf
endfor
end O

Twierdzenie 3.7. Algorytm 3.2A jest czesciowo poprawny oraz jego obli-
czenie dochodzi do punktu koncowego.

Dowéd. Dochodzenie obliczenia algorytmu do punktu koricowego wynika ze
skonczonosci n.. Poprawnos$¢ zostanie pokazana sa pomocg czterech lematéw.

Zapis "d € WEKTORBITOW" bedzie oznaczak, te “na pozycji odpowiadajacej
definicji d w wektorze bitéw WEKTORBITOW Jest 1.
Lemat 3.7.1e¢ Po wykonaniu Algorytmu 3.2A, definicja d e RDEFENQ(),

2< j< nj, wtedy 1 tylko wtedy,
m, 1< m<J-1 oraz istnieje Y-wolna droga od d w wierzchotku m

gdy d wystepuje w pewnym wierzchotku
do

(wejscia) j-
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Dowéd. Przeprowadzimy dowdéd indukcyjny wzgledem j.

Podstawa; J * 2. Jedynym poprzednikiem wierzchotka 2 musi by¢ wierzchc
+ek 1. Stad, na podstawie krokéw A3 i A5, RDEFEN(2) » RDEFEX(1) a GEN(1).
Lecz d £ GEN(1) wtedy i tylko wtedy, gdy d wystepuje w wierzchotku 1
oraz istnieje V-wolna droga od d do wyjscia wierzchotka 1, tj. do wej-
Scia wierzchotka 2.

Krok Indukcyjny. Zat6ézmy, ze lemat jest prawdziwy dla wszystkich 1<
< J <.p-1, gdzie p < Dj. Na podstawie kroku A5, d € RDEFEN(p) wtedy i
tylko wtedy, gdy d £ RDEFEX(k) dla pewnego bezposredniego poprzedDika k
wierzchotka p. Lecz to jest prawdziwe (krok A7) wtedy i tylko wtedy, gdy

d€ GEN(k) lub, gdy d € RDEFEN(k) i d ¢ TRANS(k). w pierwszym przy-
padku, d 6 GEN(k) wtedy i tylko wtedy, gdy d wystepuje w wierzchotku
k, 1< k~ p-1 oraz istnieje V-wolna droga od d do wyjscia k, tj. do

wejscia p- W drugim przypadku d e RDEFEN(p) wtedy i tylko wtedy, gdy d6
RDEFEN(K), co oznacza, ze d wystepuje w pewnym wierzchodtku m. Km <k-1,
dla ktérego istnieje T-wolna droga od d w m do k (ha podstawie hipo-
tezy indukcyjnej) oraz istnieje V-wolna droga przez k. * To jest jednak
réwnowazne istnieniu pewnego wierzchotka m, 1 a <. p, zawierajacego de-
finicje d, dla ktérego wystepuje V-wolng droga od d w m do p. (Z uwa-
gi na to, ze k jest bezposrednim poprzednikiem p i wierzchotki sag ponu-
merowane w porzadku interwatowym, zachodzi K 1C k-1°< k p).O

Lemat 3.7.2. Po wykonaniu Algorytmu 3.2A, definicja d £ RDEFEX(),

K K nj, wtedy i tylko wtedy, gdy d wystepuje w pewnym wierzchodku
m, 1~ m~” j-1 oraz istnieje V-wolna droga od d w wierzchotku m do wyj-
Scia j- -

Dowéd. Poniewaz dowdéd jest podobny do dowodu Lematu 3.7.1, wiec pomi-

jJamy go. O

Lemat 3.7.3. Po wykonaniu Algorytmu 3.2A, definicja d £ PATHENQJ),
2" j~N 0, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje V-wolna droga od wejscia in-
terwatu do (wejscia) j-

Dowdd. Przeprowadzamy indukcje wzgledem J.

Podatawa. j « 2. Jedynym poprzednikiem wierzchotka 2 musi by¢ glowa
interwatu - wierzchotek 1. Dlatego, na podstawie krokéw A4 i A6,PATHEN@*
a PATHEX(1) * TRANS(1). Lecz d Tt TRANS(1) wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje V-wolna droga od wejscia gtowy interwatu, ktore Jestidentyczne z
wejsciem interwatu, do wierzchotka 2.

Krok indukcyjny. Przyjmijmy, ze lemat jest prawdziwy dla 1< j < p-1,
gdzie p< Oj= Na podstawie kroku A6, d T PATHEN(p) wtedy i tylko wtedy
gdy d c PATHEX(k) dla pewnego poprzednika k wierzchotka p. Zachodzi to
jednak wtedy i tylko wtedy, gdy d £ PATHEN(K) i d e TRANS(K) (krok A8) .
Poniewaz wierzchotki dane sga w porzadku interwatowym, to k p-1. Tak
d £ PATHEN(p) i gdy dla pewnego poprzednika k

wiec, wtedy i1 tylko wtedy,
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istnieje V-wolna droga od wejscia interwatu do k (ha pod-
istnieje V-wolna droga przez wierzcho-
istnieniu V-wolnej drogi od wej-

wierzchotka p
stawie hipotezy indukcyjnej) oraz
+ek k . p. To za$ jest réwnowazne

interwatu do p.N
Lemat 3.7.4. Po wykonaniu Algorytmu 3.2A, definicja d£ PATHEX() ,
2ij 4 n, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje V-wolna droga od wejscia

interwatu do wyjscia j.

Scia

Dowdd. Dowdd Jest analogiczny, jak dla Lematu 3.7.3, wiecpomijamy
go.D

Lematy 3.7.1 - 3.7.4. dowodza Twierdzenia 3.7.D m

* -
Twierdzenie 3.8. Wykonanie Algorytmum3.2A wymaga realizacji

* »

2el + nl “ 3nl ~ 1

' D
i ..

Dow(5d. Aby obliczy¢ wektory RDEFEN i PATHEN (kroki A5 i A6) nalezy wy-
kona¢ dla kazdego wierzchotka réznego od gtowy interwatu o Jednag operacje
na wektorach bitéw mniej, niz liczba krawedzi dochodzacych do tego wierz-
chotka. Liczba krawedzi dochodzacych do wierzchotkéw interwatu réznych od
gtowy wynoei a wiec doobliczenia RDEFENIPATHEN niezbedne Jest wyko-
nanie 2(ej’- nj +1) operacji. W celu obliczenia wektoréw RDEFEX 1
PATHEX (kroki A7 i A8) nalezy wykona¢ trzy operacje dla kazdego wierzchok-
ka réznego 6d gtowy interwatu, z niepustym zbiorem nastepnikéw, tj. w su-
nie 3(nj - nj -7 operacji. Dodajac powyzsze liczby operacji, otrzymuje-

my

. e o<
operacji na wektorach bitow.

e/\

[2(e™ - Dj ¢ 14 +[3(nj - - 14 a 2ej + nj - 3™ - 1.13
Faza 2. Podczasdrugiej fazy przetwarzana Jest sekwencja grafow po-

chodnych (G x G¢,G1,..., GH) dla grafu G « (N, ', e) . Zbiory rdefen(j)

i rdefei(J) sa modyfikowane przez uwzglednienie tych definicji, ktore mo-

ga osiagnac¢ wierzchotek j =z wnetrza coraz wiekszego regionu wzdduz kra-
wedzi zamykajacych oraz z czesci grafu lezacej na zewngtrz regionu. Niech

Rj jest regionem G reprezentowanym przez wierzchotek J w pewnym grafie

pochodnym. Zak6ézmy, ze wierzchotki Rj sa ponumerowane od 1 do nj » porzad-
ku interwatowym. W drugiej fazie analizowane sg wierzchotki kazdego in-
terwatu w grafie pochodnym 1l dlawierzchotka J, ktéry nie jest glowa
terwatu, przetwarzane sa wierzchotki regionu Rj w nastepujacy sposoéb.

O]

in-

Jesli wierzchotek h £ Rj Jest glowag interwatu
pierwszego rzedu | £ RIf to
rdefenth) m t m u rdefex(k)
KET_1h
rdefex(h) x rdefex(h) U (t N pathex(h))
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(ii) dla kazdego wierzchotka Jt 1 ro6znego dogtowy
rdefen(J) m rdefen(J) U (t n pathen(j))
rdefex(J) m rdefex(J) u (t n pathex(j))
Zaprezentujemy obecnie algorytm, ktéry dla danych starych wartosci wekto-

row RDEFEN i RDEFEX ora* wektordow PATHEN 1 PATHEX, oblicza nowe wartosci
wektoréw RDEFEN 1 RDEFEX dla kazdego wierzchotka w regionie Rj.

Algorytm 3.2B: Uaktualnia wektory RDEFEN i RDEFEX.

Dane: 1. Region Rj grafu G reprezentowany przez wierzchotek J w pewnym

pochodnym grafie przeptywu. Wierzchotki Rj sa ponumerowane od 1
do nj w porzadku interwafowym.

2. Wektory PATHEN(J) 1 PATHEX(J), 1< J<enj.
3. Stare wartosci wektoréw RDEFEN (J) 1 RDEFEX(J), 1 C j< mJ.

Wyniki: Nowe wartosci wektoréw RBEFEN(jJ) i RDEFEX(J),14 J4 nj.
Metoda:
begln

for J from 1 to nj do

if J Jest gtowg then
-- T Jest chwilowym wektorem bitow.
B1l: RDEFEN@@) :« T » V  RDEFEX(K);
kt r1J
if P J nie Jest zbiorem pustym then
B2: RDEFEI(J) :» RDEFEX(J) V (T A PATHEX(J))
endlf
else — Dla kazdego wierzchotka réznego od glowy.
B3: RDEFEN(J) » RDEFEN(J) V (T A PATHEN(QJ));
if rJ nie Jest zbiorem puatym then
B4: RDEFEX(J) :» RDEFEX(J) V (T A PATHEX(J))
endIf
endIf
endfor
end O

Twierdzenie 3.9. Algorytm 3.2B jest czesciowo poprawny oraz jego obli-
czenie dochodzi do punktu koncowego.

Dowdd. Dochodzenie obliczenia algorytmu do punktu koncowego wynika ze
skonczonoscl Rj. Poprawnosci dowodza nastepujgace dwa lematy.

Lemat 3.9.1. Po wykonaniu Algorytmu 3.2B, definicja d Jest w nowym
(uaktualnionym) wektorze RDEFEN(j), 1 < J< nJf wtedy 1 tylko wtedy, gdy
d byta w starym wektorze RDEFEN(J) (sprzed akutalizacji) lub, gdy d e
RDEFEN(1) oraz istnieje Y-wolna droga od wierzchotka 1 do J.

Dowdd. Niech przedrostki nowy- oraz stary-
we oraz stare wartosci wektoréw bitéw.

wyrézniaja odpowiednio no-
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Przypadek 1. d t staryRDEFEN(J). Dla kazdego wierzchotka
ghowy interwatu, wektor nowyRDEFEN(J) jest obliczany przez dodanie lo-
giczne wyrazenia TAPATHEN(J) do wektora ptaryRDEFEN(J) (krok B3) . Tak
wiec wektor nowyRDEFEN(J) zawiera zawsze wszystkie definicje wektora sta-
ryRDEFEN(j) oraz dodatkowe definicje wynikajgce z dodania wyrazenia. Wek-
tor nowyRDEFEN(J), dla kazdej gtowy interwatu, jest obliczany przez zsu-
mowanie wektoréw RDEFEX(k), k6r~1J (krok B1), z ktérych kazdy by# obli-
czony w podobny sposoéb, jak opisano powyzej,
Algorytmu 3.2B.

réznego od

podczas poprzednich wykonan

Przypadek 2. d £ RDEFEN(1) oraz istnieje V-wolna droga od wierzchotka
1 do J. Przeprowadzamy dowdd indukcyjny wzgledem numeru interwatu pierw-
szego rzedu w regionie Rj. Niech hl a 1, h2,...,hm sg gltowami interwakéw
w sekwencji wierzchotkéw regionu 1,2,...,nj. Zauwazmy, ze z uwagi na spo-
sob w jaki Algorytm 3.2B Jest wywokbywany w fazie 2, wszystkie interwaly w
Rj z wyjatkiem pierwszego, tj. wierzchotki h2,h2+1,...,nj, bydy przetwa-
rzane przez Algorytm 3.2B podczas analizy grafu przeptywu nizszego rzedu.

Podatawa. Rozwazmy wierzchodki pierwszego interwatu w Rj.
Interwatu, wierzchotka 1, lemat jest oczywisty. Na podstawie
dt RDEFEN (J) dla kazdego j, 2 < J4 hg-1, wtedy, gdy dtT i d£ PATHEN Q)
Poniewaz T jest sumg wektoréw RDEFEX(k) dla wszystkich poprzednikdéw k
wierzchotka 1 (krok B1l), to relacja dtT jest réwnowazna relacji dC
RDEFEN(1). Na podstawie definicji, dePATHEN(J) wtedy 1 tylko wtedy,
gdy istnieje T-wolna droga od wierzchotka 1 do j.

Dla gtowy
kroku B3,

Krok Indukcyjny. Zakézmy, ze lemat jest prawdziwy dla wierzchotkéw wszy-
stkich interwatéw 1 p-1. Rozwazmy interwat p. Dla glowy interwatu,
dtRDEFEN(hp) wtedy, gdy d&£ RDEFEX(X) dla pewnego poprzednika k gtowy hp
(krok B1), gdzie 14 kC h™-1. (Mozemy poming¢ poprzedniki kif (1,2,-..,
hp-1) poniewaz ich "wpdyw'" na wektory RDEFEN zostat uwzgledniony podczas
przetwarzania graféw przepdywu nizszego rzedu). Na podstawie hipotezy in-
dukcyjnej, d£RDEFEN() oraz istnieje V-wolna droga od wierzchotka 1 do
k. Wynika stad, ze de T » RDEFEN(hx) oraz, ze istnieje V-wolna droga od
wierzchotka 1 do hx, gdzie x jest interwatem zawierajgacym wierzchotek Kk,
zas T jest wartoscig chwilowego wektora bitéw otrzymang po przetworzeniu
wierzchotka h”™. Na podstawie kroku B4 (lub B2, Jesli k Jest gtowag hx) ,
d e RDEFEX(K) wtedy 1 .tylko wtedy, gdy dt”~ 1 dc PATHEX(K).Relacje te
sg jednoczes$nie prawdziwe wtedy, gdy dtRDEFEN(1) oraz istnieje Y-wolna
droga od wierzchotka 1 do wyjscia wierzchotka k, tj. do wejscia wierz-
chotka p. Rozwazmy teraz wierzchotki interwatu p rézne od gtowy. Dla kaz-
dego wierzchotka j, h» ¢ 1$ J4 hp+i - 1, d€Th wtedy,gdy d @RDEFEN(D)
oraz istnieje V-wolna droga od wierzchotka 1 do hf. Warunki te wraz z re-
lacja dEPATHEN(jJ) sa réwnowazne wystepowaniu V-wolneJd drogi od wierz-
chotka 1 do hp. O
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Lemat 3.9.2. Po wykonaniu Algorytmu 3.2B,definicja d jeet w nowy* wek-
torze RDEFEX(j), H J~ Dj, wtedy 1 tylko wtedy, gdy d byta w starya
wektorze RDEFEX(J) lub, gdy d£RDEFEN(1l) ora« istnieje T-wolna droga od
wierzchotka 1 do wyjscia wierzchotka j.

Powéd. V dowodzie mozna przeprowadzi¢ podobne rozumowanie jak dla Le-
matu 3.9.2.0

Lematy 3.9.1 i 3.9.2 dowodzg Twierdzenia 3.9.0

Okreslimy obecnie ztozonos¢ Algorytmu 3.2B. Niech Dj jeet liczba wierz-
chotkéw w Rjt m* - liczbg wierzchotkéw w Ej z pustym zbiorem nastepnikéw,
nj - liczbg ghéw interwatdédw pierwszego rzedu w Rj oraz njh - liczbg ich
bezposrednich poprzednikéw.

Twierdzenie 3.10. Wykonanie Algorytmu 3.2B wymaga realizacji

+»j - - 2nfE * nf

operacji na wektorach bitéw.

Dowdd. Aby obliczy¢ wektor RDEFEN * T (krok B1) nalezy wykona¢ dla
kazdej gtowy interwatu o jednag operacje na wektorach bitéow mniej niz licz-
ba krawedzi dochodzgacych do gtowy interwatu. Liczba krawedzi dochodzgcych
do gtoéw interwatdw w regionie Rj wynoai rijh, a wiec aby obliczy¢ wektory
RDEFEN a T dla wszystkich gdéw w Rj nalezy wykona¢ njh - nj operacji. Do
obliczenia wektora RDEFEN (krok B3) niezbedne jest zrealizowanie dwoch o-
peracji dla kazdego wierzchotka réznego od gtowy, co daje w sumie 2(nj-nj)
operacji. W koncu, obliczenie wektora RDEFEI (kroki B2 1 B4) wymaga zrea-
lizowania dwéch operacji dla kazdego wierzchotka w Rj, z niepuetym zbio-
rem nastepnikéw, badz sumarycznie 2(nj-n") operacji. Tak wiec wykonanie
Algorytmu 3.2B wymaga zrealizowania

¢jh ~ * R@I " + &(nj - A)1 - 4nj - 3nj - 2nj + nPh .
operacji na wektorach bitéw. O

Kompletny algorytm analizy regionéw dla rozwigzania problemu definicji
osiggajacych Jest nastepujacy.-

Algorytm 3.208 Algorytm analizy regionéw dla problemu definicji osiagaja-
cych.

Dane8 1. Redukowalny graf przepdywu G » (N, P, s).
2. Sekwencja graféw pochodnych (0 * 0Q,G1,...,GB) dla G, gdzie GB
jeet trywialnym grafem przeptywu.
®L = (R™»~™i* Bi)e
3. Zawartosci kazdego regionu w grafie przepdywu Goraz kazdego in-
terwatu w grafach pochodnych podane w porzadku interwatowym.
4. Wektory TRANS(J) 1 GEN(J) dla kazdego J6N.
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Wyniki! Wektory RDEFEN(J) dla kazdego j € N.

Metodal!
begln
— Faza 1: Przetworzy¢ Interwaty pierwszego rzedu w G.

for kazdego wierzchotka J w G1 do
Zastosowa¢ Algorytm 3.2A do obliczenia wektoréw RDEFEN, .RDEFEX,

PATHEN i PATHEZ dla regionu Rj (lub inaczej, dla interwatu 1 * Rj).
endfor:
— Faza 2: Przetwarzajac sekwencje graféw pochodnych poczynajac od re-
— glonéw wewnetrznych do zewnetrznych, stosowa¢ Algorytm 3.2B.

for 1 from 1 to m-1 do -
01: for kazdego wierzchotka J réznego od glowy interwatu G», w po-

rzadku interwatowym do-
Zastosowa¢ Algorytm 3.2B do
RDEFEX dla regionu Rj.
endfor

endfor:
02: Zastosowa¢ Algorytm 3.2B do ostatecznego

RDEFEN"1 RBEFEX dla regionu Rs - G.
end O 1

uaktualnienia wektoréw RDEFEN i

uaktualnienia wektoréw

Twierdzenie 3.11. Algorytm 3i2C Jest czesciowo popraway oraz jego ob-
liczenie dochodzi do punktu koricowego.

Dowdd: Wszystkie petle Algorytmu 3.2C sg wykonywane skonczong liczbe
razy, a wiec dochodzenie obliczenia algorytmu do punktu kohncowego jest e-
widentne. Poprawnos¢ wynika z poprawnosci Algorytméw 3.2A 1 3.2B wywody-
wanych w trakcie wykonywania Algorytmu 3.2C oraz z nastpujacych obserwa-
cji!

1. 1lekro¢ Algorytm 3.2B jest stosowany dla regionu Rj w G (krok 01),
zbiory definicji, ktére osiagaja kazdy wierzchotek RJI( przy uwzglednieniu
“wpbywow" wszystkich krawedzi, z wyjatkiem krawedzi zamykajacych regionu
Rj, zostaly juz obliczone. Wynika to stad, ze '"podregiony" Rj byly prze-
twarzane w porzadku interwatowym w trakcie przetwarzania grafu nizszego
rzedu.

2. Algorytm 3.2B wyznacza zbiory definicji osiagajgce kazdy wierzcho-
+ek w regionie Rj biorac pod uwage krawedzie zamykajace Rj.-

3. Poniewaz ostatnim przetwarzanym regionem jest graf przeptywu G
(krok 02), to Algorytm 3.20 oblicza osiggalnos¢ definicji dla grafu G.D
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Twierdzenie 5.12. Wykonanie Algorytmu 3.2C wymaga realizacji co najwy-

zej

2e0 ¢ no - 3n0 * ni + 2 2
1*1 JENi

- 5nj - 2nj + njh>

operacji na wektorach bitéw -~.

Dowéd. Na podstawie Twierdzenia 3.8, kazde wykonanie Algorytmu 3.2A w
fazie 1 wymaga zrealizowanie 2 ej 4+ tj - 3n] - 1
bitow. Poniewaz w fazie 1, Algorytm 3.2A wywodtywany jest jednokrotnie dla
kazdego interwatu (regionu) [16N1, to aby wykona¢ faze 1 nalezy zreali-

zowac

operacji na wektorach

2 (2eJ + nT - 3n£ - 1) - 2e* + nQ - 3nE - n,
1ts,

operacji. Zgodnie z Twierdzeniem 3.10, dla kazdorazowego wykonania Algo-
rytau 3.2B niezbedne Jest zrealizowanie 4nj - 3nj - 2nJ + n~h operacji.
W kroku C1 Algorytm 3.2B wywokywany jeet co najwyzej raz dla kazdego re-
gionu jeN”~, a wiec w trakcie wykonywania kroku Cl1 realizowanych jest co
najwyzej

2 (4nj - 3™J - 2n$ + nf)
J fcNi

Poniewaz krok 01 jest powtarzany i <.m-1

kroku C2 wykonuje sie co najwyzej

operacji. raz dla kazdego 1, t C

za$s w trakcie realizacji

2 (4nj
Jfc N B

- 2nj - 2nJ & nf)

operacji, to aby wykona¢ faze 2 trzeba wykonac

xn—1

2 2.
ikl J6Nj

(¢"j - 3nj w2nj ¢ “Jh) ¢ 2 (4nj - 3n* - 2n$ ¢ nf) ,

je NB

-2 2 -
1.1

3nj - 2nE + n f)

~e*, nQ, n® oznaczajg liczby odpowiednich krawedzi lub wierzchotkow w

oryginalnym grafie przeptywu 0, zas$ n| oznacza liczbe wierzchotkéw w gra-

fie pochodnym pierwszego rzedu.
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operacji. Stad, maksymalna liczba operacji wymagana dla wykonania algoryt-

mu analizy Regionéw (Algorytmu 3.2C) jest

tr * 2e0 + no - 3no0o - ni + 2 2 - 3n5 - 2nj + njh)*D

i<l JENjA

wykonanie al-
£Algorytmu
+2n + 7

Twierdzenie 3.13. Dla grafu przeptywu o n wierzchotkach,
gorytmu analizy regionéw dla problemu definicji osiggajacych
3.20) wymaga realizacji w najgorszym przypadku co najwyzej 2n
operacji na wektorach bitéw.

Dowéd. Na podstawie Twierdzenia 3.12

m

TR - 2ef +n-3n" -n1+ 2 2
1=1 JENi

nj ~ “2nj + njh)< 2ef + n -

-nm+2 2

1.1 JCN~

“ 3B+ ngh)*

itd.) Wy-
znajdziemy maksi-

(Dla uproszczenia przyjmujemy oznaczenia e* = ef, nQ » n,...,
nl i n, a nastepnie
Pomocne przy tym beda nastepujace osza-
, jest co najmniej roéwna licz-

réwna n-n.,, poniewaz

razimy najpierw Tg jako funkcje m,
mum tej funkcji wzgledem min. .
cowania. Liczba krawedzi w przéd grafu 6, e
bie "wewnetrznych" wierzchotkéw w interwatach G, tj.
co najmniej jedna krawedz w przdéd dochodzi do kazdego wewnetrznego wierz-
Okreslimy teraz oszacowanie od goéry wielkosci ef. Z
(e° + eb). naj-
lub zamykajgce musza dochodzic

chotka w interwale.
Poniewaz co
do kazdej

e®° + eb >

réwnania e * ef + e® + eb mamy ef = e -

mniej dwie krawedzie wyjsSciowe
gltowy interwatu, z wyjatkiem Wierzchol-kq: poczatkowego G, to

>2(n~-1). Ostatecznie, oszacowania e sg nastepujace:

n-n1 " e-2(nl1-1) < 2n-2n1+2. @G.2)
(Zaktadamy, ze dla rzadkiego grafu przeptywu prawdziwa jest nieréwnoscé
e<2n). Maksymalna dtugos¢ sekwencji graféw pochodnych dla G jest réwna
liczbie interwatow pierwszego rzedu w G, tj. m< nl. Poniewaz liczba in-
terwaloéw pierwszego rzedu w G jest réwna co najwyzej n-1, mamy

1< m< nl< n-1. (3.3)

Liczba wierzchotkéw G przetwarzanych przez Algorytm 3.2B podczas anali-

zy i-tego grafu pochodnego Jest réwna co najwyzej nmt-i. Wynika to stad,

ze liczba regionéw G nie przetwarzanych przez Algorytm 3.2B (zauwazmy, ze
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regiony takie ea reprezentowane przez gtowy interwatéw w grafach pochod.
nych) jest réwna 0 dla granicznego (trywialnego) grafu przeptywu (G * n,
jest roéwna co najmniej 1 dla grafu pochodnego rzedu (m-1), co najmniej 2
dla grafu pochodnego rzedu (m-2), itd. Poniewaz kazdy nieprzetwarzany re-
gion sktada sie z co najmniej jednego wierzchotka, to

2 nj n -

(m-i) an-m+i.

Ooznacza

J

interwatéw pierwszego raedu w regionie Rj. W najgorszy« przypadku,
ze kazdy graf pochodny rzedu
i*W tym przy-

Rozwazmy oszacowanie od dodu wielkosci 2 n— gdzie n liczbe

gow
sekwencja graféow pochodnych dla 6 jest taka,
(i+1) ma o Jeden wierzchotek mniej, niz graf pochodny rzedu
padku, tylko je*en region G jest przetwarzany przez Algorytm 3.2B podczas
analizy kazdego grafu pochodnego oraz dla i a 1, przetwarzany region za-
wiera doktadnie Jedng gtowe interwatu, dla i a 2 - doktadnie dwie glowy
interwatéw, itd. Stad, w najgorszym przypadku

2 nj >1.
JEKi

jest liczba

Okreslmy oszacowanie od gory wielkosci 2 nah, gdzie nﬁh

Przed chwilg

Algorytm

bezposrednich poprzednikéw g4éw Interwatédw w regionie Rj.
stwierdzilismy, ze liczba regionéw G nie przetwarzanych

3.2B jest réwna O dla granicznego grafu przeptywu, jest réwna co najmniej

1 dla grafu pochodnego rzedu (m-1), co najmniej 2 dla grafu pochodnego rze-
du (m-2), itd. Zaktadajac, ze kazdy nieprzetwarzany region zawiera co naj-
mniej jedna gtowe Interwatu oraz ze kazda gtowa interwatu, z wyjatkiem
wierzchotka poczatkowego 0, aa co najmniej poprzedniki,

mozemy przyjac, liczba bezposrednich poprzednikéw ghow
terwatéw, ktére sg przetwarzane przez Algorytm 3.2B, Jest réwna liczbie
wszystkich bezposrednich poprzednikéw gdéw Interwatédw w G minus 2 dla gra-
grafupochodnego rzedu (m-3), itd.
1cC

przez

dwa beapos$rednie

ze maksymalna in-

minus 4 dla
mamy dla

fu pochodnego rzedu (m-2),
Uwzgledniajac dodatkowo (3.2), i< m-2
2 njh4 e - ef - 2(a-1-1) » 2n -

jew

hn.,)-2i + 2142 a

an+nl-2m+ 21 + 2
oraz dla m-1 CI C n

2 njh< e - ef 2n -
JEN

(n-n1) * n + nl.
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Biorac pod uwage wszystkie uprzednie oszacowania otrzymujemy
m

TR<2F+n-nl+2 2
lal

“ 5nd + DJh)”N 272n ~ 2nl + 2* +

m-2
+n-nj+ [4(n-m+i) - 31 + n + M - 2m + 21 + 2] +
lal
m
+ 2 ja@-mtl) - 31 +n + B abn - 5N + 4 +
isB-1
m-2 ®
+ :2 Gn *6b + D1 + 2 + 31*+ 2 Gn - 4m +n, +1) &
1.1 lam-1
abn-5n1+4+ Gn-6m-nmM +2) (&2 + 3 N (m-2) +

2 a-4,5m2 + (nN1+5n+3,5Jm - 5n1 + 5n + 2
G.-H

+ 2(Gn - 4m + nj + a~g—

Traktujgc funkcje TR jako ciagla znajdziemy Jej maksimum ze wzgledu na

zmienne m i nl spekniajace ograniczenia nieréwnosciowe (3.3). Niech x"a
a [m, nj (symbol "prim" oznacza transpozycje wektoréw i macierzy), T()*
* -TR(X), g9g”z) a l1l-a, 9g2U) am-nlt gj(X) a n.,-n+l oraz g"( a[gl(x?),

020, gixfl . Mamy do czynienia z nastepujacym problemem programowania
nieliniowego (Mangasarian [j969] , Gabasow 1 Kirillowa [j975] ): Znalez¢ ta-

kie x, Jesli istnieje, zel"
T) a ainfTX) , x£lajx]|xeR2, g, (xX)< 0, i *1,2,3}. @G-5
Xe X L *
Zbiér X zwany Jeat zbiorem punktéw dopuszczalnych. x - punktem minimum,
zaS T(X) - wartosciag minimum. Funkcja tagrange’a zwigzana z tym proble-

mem zdefiniowana jest nastepujgco2”«

Dr jest zbiorem liczb rzeczywistych, zas R2 jest produktem zdefiniowa-
nym jako R2 « B x Ra J(X,Y)Ix 6 R, y 6 Rj- wyznacza wiec ptasz-
czyzne Euklidesowg (zbior wszystkich uporzadkowanych par liczb rzeczy-

wistych) .

2”"Dla dwoéch wektoréw ua ELj,uZ,...,gi i za [27,z2,....zj definiujemy
U

ich iloczyn skalarny Jak zwykle Jako u"z a 2 uizj/ Ponadto u < z

oznacza, ze zachodzi zN dla i»1,2feeefne
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LCGY) » TGO + vy g
gdzie y" a CQyl"y2,y3] e)&st wektorem nleujemnych mnoznikéw Lagrange®a
Warunkiem koniecznym na to, aby i by#o punktem minimum problemu @G5
-Jest istnienie pewnego y takiego, te X oraz Yy spedniaja warunkil
Lix,y) *0, y'gx) =0, g4 0 1 vy >0.
W naszym przypadku warunki te maja nastepujacag postac:

9m - n1 - 5n - 3,5 -yl +y2 * 0,

-m+ 5 -y2 +y3 »0,

wi@-m >0, y2(m-nl) » 0, yj~-n+l) mO, (3.6)
1-m< 0, m-nlc<O0, ni-n + 170 oraz
y~>0, 1a 1,2,3.

Istnieja cztery punkty (X,y), zwane punktami stacjonarnymi, ktére sped-
niajg warunki (3.6). Charakterystyka tych punktéw zottata przedstawiona »
tablicy 3.1. Mozna pokaza¢, te punkt x nie spednia warunku wystarczaja-
cego optymalnoé(ii (patrz Dodatek A), nie Jﬁst wiec punktem minimum dla
problemu (3.5) . Z pozostatych punktéow, X wyznacza gérna granice> funk
cji TR. W dalszym ciagu udowodnimy, te punkt ten spednia warunek wystar-
czajacy optymalnosci oraz okreslimy maksimum TR, tj. minimum T. (W Dodat-
ku A przedstawiono uzupedniajaca dyskusje pozostalych punktéw stacjonar-
nych) .

Warunkiem wystarczajacym na to, aby punkt stacjonarny x by4# punktem mi-
nimum dla problemu (3.5) (Gabasow i1 Klrillowa @(975] ), tj- X a x Jest aby
nastepujaca forma kwadratowa byta dodatnio okreslona *

1™»lech f(x,y) Jest funkcja zdefiniowang na zbiorze K Rnx Rk 1 réz-
niczkowalng w punkcie @ty) t Y. Definiujemy

. PE%H, m&ii...

2"Dla uproszczenia, punkt stacjonarny (i”~.J1) oznaczamy przez i*.

~Niech f(x,y) jest funkcja zdefiniowang na zbiorze Y c Rn» Rk 1 dwu-

krotnie roiniczkowalng w punkcie (X,y) 6 Y. Macierz V"zf(x:y) 0 roz-
miarach n x n, zdefiniowana Jako

LVEXF(x,y)] » 1,3 1,2.-... .

zwana Jest hesalanem (macierza Hessego) funkcji f w punkcie (X.y)-
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z" \7xxMx,y)z >0 @D
i hiperptaszczyzniel”®
Vgl(x)* a O, i » il /7 o G-8)

gdzie #1Fi2t...,ik sa numerami aktywnych ograniczen w punkcie ¥2)
Jedynym aktywnym ograniczeniem dla punktu x3 jest nfen- 1< 0,
stad na podstawie (3.8) mamy

[0, -1]
oraz z- =0

12

Uwzgledniajac ten rezultat, wyznaczamy forme kwadratowa (3.7)s

[*T 2¢0 "9 1 L

= 9z~ - 2Z.|22 = 9*N.

-1 0,

Forma ta jest dodatnio okreslona dla kazdego z1 / 0, a wiec warunek wy.
starczajacy minimum jest spedniony.

Aby otrzyma¢ wartos¢ maksymalnag funkcji TR podstawiamy

A3 s md s 6MA2-5 graz a3 3 3 3 nj
do (3.4):

TR = 4.5 C y #5)2 + (n-1+5n+3.5) _ 5n#545n+2 = (Bn-2.5)2 + 7 s

36n +30n+132.25
B

Dla n > 1 zachodzi

Tr ,, 36n-.70n"., 13,2.25 < 2d2 + 2n + ?>n

Na rys. 3.1 przedstawiono ksztakt funkcji TR dla n * 40.

TI—'_I\To_r_rﬁa"|_|2|_| wektora z e R" jeet zdefiniowana jako |HI” = z

z.

gt = 0; Rys. 3.1. Posta¢ funkcji TR dla n = 40

2)'Ograniczenie g,(xX) 4 0 jest aktywne w punkcie Xx, jeshi
Sli gjtx) < 0.

es
ograniczenie gJj(X) < 0 jest nieaktywne w punkcie X, je
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Wniosek 3.1. Feaynistyczna ztozono$¢ czasowa Algorytmu 3.2C Jest O(noi

Dowdd. Wniosek wynika bezposrednio z Twierdzenia 3<13-0

3.4. Poréwnanie algorytméw

Poréwnamy obecnie zdozonosci czasowe Algorytmu 3.1C oraz Algorytmu 3.2C
w oparciu o rodziny samopowielajacych sie, redukowalnych graféw przeptywu
(Kennedy 0976] )= Wprowadzmy pojecie postaci (Kennedy 0976] ).Przeliczal-
na klasa graféw (G0,G.],--.) ma samopowielajaca sie posta¢ (ang. self-re-
plicating form), jesli

> K Y - V
(ii) kazdy interwat w Gp ma posta¢ GQ lub 01 (z tej samej klasy),
(ifi) 80 Jest trywialnym grafem przeptywu.

Dla graféw o danej postaci, Gp jest grafem o poziomie p. Z regudy moz-
na znalez¢ funkcje fD,fe,..., itp. takie, ze jesli (GQ,Gl,...) jest sek-
wencja graféow o postaci samopowielajacej sie, to f,(p) Jest liozbg wierz-
chotkéw w G®, fe(p) - liczbg krawedzi w Gp, itp. Niech G * Gp jest.grafem
sampowielajacym siel) o poziomie p. Z wkasnosci (i) graféow samopowielaja-
cych sie oraz obserwacji, ze sekwencja graféw pochodnych dla G jest
<vyv< v wynika, ze dhtugos¢ m sekwencji graféw pochodnych dla Gp
wynosi p oraz ze grafem pochodnym rzedu i jest Op”~« w poréwnaniach algo-
rytméw, Tj(p) (lub Tj) bedzie oznacza¢ liczbe operacji realizowanych w
czasie wykonywania algorytmu analizy Interwatéw, zas TR(p)(lub TR) licz-
be operacji realizowanych w czasie wykonywania algorytmu analizy Regiondw.
Podstawiajgc we wzorach wyprowadzonych w Twierdzeniach 3.6 i 3.12 j - p-i
oraz Bp - ef, e° * e°,..., itp., otrzymujemy

P-1
Tj(p) m Tj m 4 + 2
Jd

I*] + 5ej & 40° ” 3e™ - 2e* - eb - ebl + N +

+2n™ + nj ) + 3ef + 4e° - 2e™- ebl + 2nf - n®- 3np-1 +

p-1
¢ 2 2 »»*(0. - D
J.Ooier

Dla uproszczenia bedziemy uzywa¢ okreslenia ‘'graf samopowielalacy sie"
zamiast okreslenia sScislejszego, lecz dtuzszego: *graf z klasy graféw o
postaci samfpowielajgcej sie"..
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oraz

p-1
= 3n* - 2a} + n$h) + 2ef + n - 3n0- np_r
tr*p) * tr * 2 2 ubj - suj
j*0o JtNp_1

3,4.1. Graf muszelkowy (ang. seashell)
Graf muszelkowy powstaje w praktyce a zagniezdzonych instrukcji itera-

Dla gra-
3.2),

cyjnych nie majacych innych wyj$¢ oprécz jednego standardowego.
fu muszelkowego o poziomie p, p > 1, (rys.

e-2p, e**eb*nt -1, e° - 2p-2,

e1l* np-1 - p,

p-1
nap+tl, T - 2 2

J-0leV j

e® - ebl - - nbl « O,

««*(0, ej - 1) a 0.

(Jesli p-1, to

b1, bl g fel bl

- - —1+1-0) ¢
P P i -

tad, dla p > 1

p-1
4 -4+ 2 &) +5+ 4(232) -33 -1+ I+
Rys. 3.2. Graf_ mu- J«l
szelkowy o poziomie p-1

-3
p + 3+ 4(@2p-2) +2-3p»4+ 2 (83-3)+5p-3

J*1

-4+8 |(p-1) - 3(p-1)+5p-3 - 42 - 2p + 4.

Obliozajac liczbe operacji dla Algorytmu 3.2C mamy:

2 n, -p+1-1, 2 “5 » P-J. nj *°t 2 njh = 2P-1

Jel _
N, J(N,p_d
oraz
2 nf - 2(p-J) dla J >0,
Joél.
P-J



3.4.2.

Graf spiralny powstaje dla programéw zawierajacych
strukcje iteracyjne, w ktdérych wystepuja badania warunkéw powodujace

Rys. 3.

56 -
p-1
= 2 ™MnJ “3nj + njh) + 2 2 (@n. - 315 + n?h) + 2 + p + 1p=
JtN J«l JON
p-3
p-1
M4(+l) - 3p +2p - 1+ 2 &P+1-J) - 3(p-3) + 2(p-jO +3 =
HA
p-1
=3 +6+ 2 (3p+4-3]) =3p + 6 + (3Bp+A(p-1) - 3§ (p-1) *
i1

1.5 p2 + 55 p + 2.

Graf spiralny (ang. aplral)

datkowe wyjscia z petli.

zagniezdzone

in-
do-

W grafie spi-

ralnym o poziomie p (rys. 3.3) prawdziwe

sa zaleznosci,
eb a2 dla pal
p> 1, a 2,
dla p> 1,
n>*2p+l, nf*2, n *1 dla p*l
rft a0 dla p>1, n 1« 2p-1.
dla p>1

e * 4p,
oraz
dla psi

eb a
oraz

TI*4+2 &3 * 15+ 4C34)
iy

j -

-4

3=2

+ 4(43-4)

- 3(4j-4) - 1+ 2j

+ 9 + 4(4p-4) + 4 - 3(2p-N)
p-1
4+ 13+ 2 (103+11) + 10p

3. Graf spiralny o po- 3»2

ziomie p = 3
5p2 + 16p - 15.

en=3, e°=4p-4,
4p-4 dla
e ao
eb * 1, ebl - nbl = Tj =

o,
oraz
Stad,

-6-

1+ 2j +1+7 + 2 &3+15+

+ 4+

a
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Analizujac Algorytm 3.2C mamy zaleznosci

2 Hj > 2p+l oraz ;2 nj * 2(p+1-J)
JCN JoN
oraz
2 nb-2p-j) dla 3>0, 2
JELP-i ’ TMp-3
oraz
2  n~.0 dla js2, 2
o JtN
oraz
2 nph m 4(p-3> dI* 3 > °*
JENp-3

Oszacowanie

R = 2 4n™ - 3nb - 2 i + np + 2
( ) I
JtN.

¥ 2

j.2 JtNAj

JENP-1

= [4Cp+1) - 3(2p-1) - 2 + 4p - 3] + [Bp - 6(p-1)

p=1
+ 2 rs(Hi-i) - 6(p-i) + 4(-D] + 8

n™ a1 dla

“4nj - 3nrJ1 - 3R3 %

2 nj 3 2P-1
JEN_

dla j> 0,

3 <

- 4p-3 dla j =0

liczby operacji dla Algorytmu 3.2C jest (p > 1),

35 g

@y -3 - 2+mpn) +6+D+1- @D .

-2 + 4(-1C +

p=1
a 12p + 10 + 22 (6p+8-6j) =

Jj*2 - 3%2
a 12p + 10 + (6p+8)(p-2) - 6 (P-2) * 3p + 1llp«
3.4.3. Graf binarny Hechta-Ullmana
Dla grafu tego o poziomie p, p > 1, (rys. 3.4), mamy nastepujace zalez-

nosci :

e a2pP+1l - 2,

eN *ebl aiP anbl aTj a0, Il aZ2P.

a “ebl +nb a-1+1 aO)e

efaeb *eb *nfanp1*2P_1,

e® a 2P - 2,

(Jesli p=1, to -ep® + npl “



Rys.

Tak wiec,
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ey
P-1f

T « 4+ 2 12341 - 2 * + 4032 -

3.4. Graf binarny -

Hechta-Ullmana o po-
ziomie p = 2

Poniewaz dla Algorytmu 2.3C mamy

J-1
- 2J-1+23 + 3«p_1 + 4(2p-2)+
p-1
2*fAP 1 “ 3*rP~1* * + 2 (15.2*-1-10) +
j-1
p-1
10.2P*1 -8 - 4 + 15 2 2
J-1
P-2
10(p-D + 10.rP"1 -8 - 15 2 2J +
J-0

ia,ip_1 - 10p + 6 - 15(2P~1 - 1) +

10y2p_1 - 10p + 6 » 250.2p_1 - 10p - 9.

ng » 1 ora* o n3 .2p-1 dla J>0. 2 + 2p-1
JfcN JenP_J JEH
oraz
2 _2p-2 dla j >0, nj.o, 2 _3.2P“1 -2
2 nf . 3»2P-2 - 2)-1 dla j >0,
Wop_3
miecé
P-1
TR« 2 (4nj - 30 +nf) + 2 2 (4Bj - 3nJ + ef) + a.r1 +
JEN_ J-1J«p-j
p-1
¢ 2p - 2P-1 . 4.2P - 3.rF1l+ 3.1 - 2 + 2 (4.2P*1 - 3.r*2
J-1
p-1
+ 3»2P~2 - 2J-1) + 3.2p*1 . 11.2%-1 - 2 + 2 (4.2P~1 - 23"1) .
J-1

n

.rA1 -2 + 4(p-1)2p. 1 -

(@p-1-1) -p-2p+l + 3.2p - 1.

dla Algorytmu 3.1C otraymujeay (p > Db
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3.4.4. Graf podwéjnie wigzany (ang. double-chain)
Graf podwéjnie wigzany powstaje z ciagu zagniezdzonych Instrukcji ite-
racyjnych whlle. Dla takiego grafu o poziomie p, p > 1, (rys. 3.5), mamy:

e -2p, eM*eb - -1, e° =2p-2,

eh - 2p-1, e® - ebl *n*-nbl m ij >0,

n - p+l, np_t = p.

(Jesli p-1, to -ebl + nbl--ebl + nbl - -1+1 -
« 0).
Stad, dla p > 1
P-1
T -4+ 2 [283+5+4(23-2) - 3(2)-1) - 1 +
J-1

+J+ 1 +3+4@2p-2) +2 - 3p =

P-1
E‘V’V%jn?f-w?;;“;nyp"; —4+4+2 53+5P-3- 2.5P2 + 2.5p + 1.
poziomie p = 3 31

Dla Algorytmu 3.2C zachodzi:

2 "J - 2 nj - p-3. 4 - °. 2 »? * 2p-i
JtN.
-3 s 3
oraz
2 nf - 2@-1) dla J >0
I
wiec
p-1
-2 Usj -3n$+mphy+ 2 _2 ~ 3nb +nF) + 2+P+1-P
JEN_ Jj1 J'IINP_3
p-1
- 4(p+1l) - 3p + 2p-1 + 2 O(P+1-3) - 3(p-3) + 2(p-J)]1 + 3 -
3-1
p-1
- 3p +6 + 2 (Gp+4-33) - 3p +6 + Bp + DE-D - 38 (p-D
3-1

1.5p + 5.5p + 2.
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Poniewaz dla Algorytmu 3.2C spednione sag nastepujace zaleznosci

3.4.5. Graf rombowy (ang- dlamond)

Graf rombowy, ktérego posta¢ pokazana jest narys. 3.6, powstaje z 2 Hj » 3*2p-2 oraa 2 “jo* 3(2p-21) dla j > O,
programu zawierajacego instrukcje alternatywy if - then - elae wystepuja- JtNP JfeN | .
ce wewngtrz instrukcji iteracyjnych, ktére z kolei eg zagniezdzone w in- P-J Q
strukcjach alternatywy wystepujacych w instrukcjach iteracyjnych itd. Dla 2 nb *1-2*% -2 orax 2 nb « 3(2P_1 - 23-1) dla j>0, ro
grafu rombowego o poziomie p, p > 1, mamy JtNP JtHP 3

e * 5.2p-5, ef =2P+1, e - 5.1 -5 eh=3.2P- 5 (dla p*, 2 nph <« 3"2P - 5 oraz 2 "jh* 3(2P-23) dla j >0, to

eh =2), ermebl . n . nbl- Tj m0, eb *2P_1, n = 3.2P - 2, JN, JIN 5

nf . 3.2P_1, n”™, « 3.2P*1 - 2. p-1
Cesli pel, 1o “ept + mr s . _ 241 =) Tr * 2 Unj-3n* e mph)e 2 2 - 3nb e nph) e 2%2P+1 +

JtNP j«l JtNP_s.

¢ 372P - 2 - 372P~1 + 2 - 4(3*2p-2) - 3(3-2p-1-2) + 3"2P - 5+

p-1
+ 22 Jj2(2p-2J3°1) - 9(2P 1 - 23*1) + 3(2p-2J J + 11«2P”’1 -
0«1 p-1
« 16"2P - 7 + ~  (21°2P*1 - 9-23*1) = 16*2P - 7 + 21(p-1)2P_ 1 -
3*1

9(2P.1 - 1) . 21p*2P 1 + 2P + 2.

3.4.6. CGraf niezwykty (ang. fan)
Graf niezwykty (rys. 3.7) powstaje przy programowaniu niestrukturalnym
z uzyciem instrukcji go to.Dla grafu niezwykdego o poziomie p, mamy:

e =2p+2 - 4, ef *eb =ebl * nbl * 2P, e° * 2P+l - 4, eh * 3*2p-4,

e* *nr>0, n« 2p+tl -1, nf «2P_1, np_1* 2P - 1,
Stad przy p > 1, otrzymujemy

2 max(0, eb -1) = 2~, tak wiec

p-1
Tj-4-3-1 + 2 ~ 5+ 5.23+t1 + 4(5.231 - 5 - 3(3-2~ - 5)-
3-1
- 231 + 3.2 -2 + 3.2P+1 + 4(5.2P~1 - 5 + 6.2P~1 - 3(3.2p-1-2)=
p-1
« 2 (37.231 -12) + 29.2P 1 - 14 * 37(2P1 - D - 12(p-1) +
3-1

+29.2P1 - 14 » 33.2P - 12 p - 39.

Rys. 3.7. Graf niezwykdty o poziomie p = 2
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p-1
TPm*+2 iz —4 +5.23 +4231 - 49 - 3(3.23 —4) —23 - 2i +
3-1
+ 23 - 1+23 + 3.2P + 4(2P+1 - 4 - 2P + 2.2P_ 1 - 3(2P-1) +
p-1 p-1
+ 2 B =e+2 (9.2J-9) +82P- 13+2P - 1=09.2P - 10 +

jso
+ 18(2P_1 - 1) - 9(p-1) * 18.2P - 9 - 19.

Dla Algorytmu 3.2C spednione sg zaleznosci

2 nj » 2P+1 - 23, 2 n} = 2P - 23,

p-3 JtNp-3

2 nph = 3(2P-2J) dla | >0,

*

0,

2 nph x 3.2p-4
JtNp

11.2P - 5+

JtHP-3
a zatem
p-1
MR.2 Unj-3b+.) +2 2 U"j - 3nE + rph) + 2.2P +
JeN, j=1 de\lp_J.
+ 2P+1 - 1 - 2P + 1 » 4(2P+1-1) - 3(2P-1) + 3.2P - 4 +
p-1
o 2 G@P+1 - 23) - 3(2p-2~) + 3(2P-2J)] + 3.2P .
3*%_1

+ 42 (2p+1-2]) * 11.2P - 5 + 4(p-1)2P+1 - 8(2P~11) =

3-1
- p-2p+3 - 2P + 3.

Wyniki poréwnan algorytmu 3.1C oraz Algorytmu 3.2C dla problemu definicji

osiagajacych uzyskane w*oparciu o kilka rodzin eamopowielaldacych sie gra*

fow przeptywu zebrano w tablicy 3.2.
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Tablica 3.2

Wyniki poréwnan algorytméw analizy interwatdéw oraz analizy regionow
dla problemu definicji osiggajacych

Przebieg asymptotycz-

Klasa Gp Ti @) TR(P) ny. r(p) a TR(PpY/TIE
Muszelkowy  4p2 - 2p + 4 1.5p2 + 5.5p + 2 r(pd)- »
Spiralny 5p2 + 16p - 15 3p2 + 11p r ~ |

Binarny

Hechta- 25.2P-1 - 10p - 9 Pp-2ptl + 3.2P - 1 r(p) = 0(p)
-Ullmana

Podwéjnie ~

wiazany 2.5p2 + 2.5p + 1 1.5p2 + 5.5p + 2 r(p) |
Rombowy 33.2P - 12p - 39 21p.2p_1 + 2P + 2 r(p) = o(p)
Niezwykty 18.2P - 9p - 19 p.?pt5 - 2P + 3 r(p) = o0(p)



4. PROBLEM ZMIENNYCH AKTYWNYCH

4_.1. Sformutowanie problemu

Mowimy, ze zmienna V jest uzyta. wtedy i tylko wtedy, gdy wystepuje do
niej odwokanie bez zmiany jej wartosci, tak jak w instrukcji write. lub
gdy jest ona argumentem wyrazenia. Zmienna V je3t aktywna w punkcie p
grafu przeptywu, jezeli istnieje V-wolna droga od p do punktu uzycia V.
Jesli taka droga nie istnieje, to zmienna V w punkcie p jest nieaktywna.
Oznacza to, ze V jest aktywna, jesli jej biezaca wartos¢ moze by¢ uzyta
przed ponownym zdefiniowaniem V.

Rozwigzanie problemu zmiennych aktywnych polega na wyznaczeniu zbioréw
lvaren(x) (lvarex(x)) zawierajacych zmienne, ktdre ag aktywne na wejsciu
(wyjsciu) kazdego wierzchotka x grafu przepdywu G1~. Zbiory Ivaren(x) i

Ivarex(x j mozna wyznaczy¢ za pomoca dwéch z"biorow zawierajacych® informa-
cje o charakterze lokalnym:
(@ inaide(x), zdefiniowany dla kazdego wierzchotka x w G, jest zbiorem

zmiennych V majacych lokalnie eksponowane uzycia (ang- locally expo-
sed uses) w wierzchotku x, tj. zbiorem takich zmiennych, dla kté-
rych istnieje V-wolna droga od wejscia x do uzycia V wewnatrz X,

() trans(x.y). zdefiniowany jak uprzednio (patrz pkt. 3.1).

Twierdzenie 4.1. Niech G = (N, P, s) bedzie grafem przepdywu. Dla
kazdego x 6 N
Ivaren(x) = inside(X) U lvarex(xX)
lvarex(x) = U (trans(x.y) H [lIvaren(y))
y tTx

Dowdd. Patrz Kennedy [Jj976] -O

Uwaga

Dla problemu zmiennych aktywnych poszukiwane jest rozwigzanie minimal-
ne.O

4_.2. Algorytm '"round-robin"

przedstawimy wersje '‘round-robin" iteracyjnego
Algorytm rozpoczyna-

W niniejszym punkcie
algorytmu rozwigzania problemu zmiennych aktywnych.

n praktyce, oba zbiory: lvaren(x) i lvarex(x) sa uzyteczne.
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jJac obliczenia od wektoréw INSIDE(J), 1< j< n, jako poczatkowej esty-
maty szukanej informacji, '‘propaguje' ja nastepnie do wierzchotkéw, wizy-
tujac je cyklicznie do momentu, gdy przepdyw informacji ustabilizuje sie.
Poniewaz do reprezentowania zmiennych aktywnych uzywane sg wektory bitéw,
t wykonywanie algorytmu konczy sie w momencie, gdy kolejna iteracja nie
zmienia stanu zadnego bitu w zadnym wektorze bitéw.

Algorytm 4_1: Wersja "‘round-robin" iteracyjnego algorytmu dla problemu

zmiennych aktywnych.

Dane: 1. Graf przeptywu G * (N, P, s). Wierzchokki
od 1 do nw porzadku 'rPostorder'.

G sa ponumerowane

2. Wektory bitéw TRANS(J) oraz INSIDE(J) dla kazdego j, 1 < j< n.
Wyniki: Wektory bitéw LVAREN(j) dla kazdego j, 14 j4 ».
Metoda:
begin

— Faza 1: Dokona¢ inicjalizacji.
for j from 1 to n do
LVAREN(J) := INSIDEQj)
endfor;
— Faza 2: Iterowac.
CHANGE :« true: — CHANGE jest zmienng boolowska.
whlle CHANGE do
CHANGE := false;
for j from n to 1 bE£ -1 do — W porzadku "Postorder'.
— NEW jest pomocniczym wektorem bitéw.
EkNmzz«&Pmem«»ATmmG»VImmHD}

if NEW 4 LVAREN(j) then

LYAREN(J) := NEW;
CHANGE := true
endif
endfor
endwhlle
end O

Twierdzenie 4.2. Algorytm 4.1 jest czesSciowo poprawny oraz jego obli-

czenie dochodzi do punktu koncowego.
1973] .o

Lemat 4.3.1. Instrukcja whlle Algorytmu 4.1 wykonywana jest co najwy-
zej d + 2 razy dla dowolnego redukowalnego grafu przepitywu G, gtfaie d
jest powigzaniem petli w G1M

Dowéd. Patrz Ollman

~“Nalezy podkresli¢ jeszcze raz, ze wierzcholki G sg wizytowane w porzad-
ku '‘Postorder™.



Dowéd. Patrz Hecht i Ullman [1975] .O

Twierdzenie 4.3. W najgorszym przypadku, wykonanie Algorytmu 4.1 wyma-
ga realizacji (d + 2)(eQ + nQ) operacji na wektorach bitéw.

Dowéd. Dla kazdego wierzchotka G, obliczenie T = V LVAREK(K) *

kroku E1 wymaga wykonania o jedna operacje na wektorach k£b\§{c’)w mniej niz
liczba krawedzi wychodzgcych z tego wierzchotka, co daje w sumie eQ - nQ
operacji. Ponadto w kazdy* wierzchotku niezbedna jest realizacja dwoch o-
peracji do obliczenia (T A TRANS(J))V INSIDE(J). Na podstawie Lematu
4.3.1, krok E1 jest powtarzany co najwyzej d + 2 razy, a wiec maksymal-
na liczba operacji na wektorach bitéw niezbednych do wykonania Algorytmu
4.1 wynosi

@d+2EQ-n +2nQ) = (d+ 2 (eQ + nQ).O

4_.3. Algorytm analizy regionéw

Algorytm analizy regionéw dla problemu zmiennych aktywnych (Czechfl 982a
b]) sktada sie z dwéch faz. Zadaniem pierwszej fazy, w ktdrej przetwarza
sie wierzchotki minimalnych regionéw (tj. interwatéw G) w odwrotnym po-
rzadku interwatowym, jest okreslenie dla kazdego wierzchotka x w interwa-
le 1 zmiennych, dla ktérych wystepuja drogi bez definicji tych zmiennych
od wierzchotka x do uzy¢ zmiennych w dalszych wierzchotkach porzadku in-
terwatowego. Tak wiec na razie pomija sie "wpkywy" krawedzi zamykajacych
interwatéw oraz fragmentéw grafu lezacych na zewngtrz interwatéw.W pierw-
szej fazie okresla sie takze dla kazdego wierzchotka x interwatu | czy
wystepuja drogi bez definicji od wejsScia wierzchotka x do wejs¢ giéw in-
terwatéw bedgcych nastepnikami 1 oraz do wejscia glowy interwatu 1.

W drugiej fazie algorytmu przeglada sie sekwencje graféw pochodnych
G =6 ,61,..., Gm) dla G 1 poczynajac od interwaldw przetwarza sie ko-
lejno coraz wieksze regiony G. Dla kazdego wierzchotka z regionu R wyzna-
cza sie zmienne, dla ktérych wystepuja drogi bez definicji(by¢ moze wzdhuz
krawedzi w tykt) od wierzchotka x do uzy¢ zmiennych wewnatrz lub na zew-
natrz regionu R.

Faza 1. W pierwszej fazie przetwarza sie wierzchotki kazdego interwatu
grafu G w odwrotnym porzadku interwatowym okreslajac wstepne estymaty zbio-
row? lvarep(1 jak réwniez zbiory pathf 1.r) dla kazdegp wierzchotka j in-

17Sg to estymaty wstepne, poniewaz pomija sie, na razie, "wpkywy" krawe-
dzi zamykajacych oraz fragmentu grafu lezgacego na zewnatrz interwatu.

2

)'w algorytmach, ktére przedstawimy, beda obliczane jedynie zbiory Iva-
ren(.1) . Zbiory lIvarex(.i) moga_by¢ fatwo wyznaczone na podstawie Ivaren*J)
z uzyciem jednego z wzoréw z Twierdzenia 4.1.
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terwatu. Zbiory path(j.r) zawieraja wszystkie zmienne, dla ktérych wyste-
puja drogi bez definicji od wejscia wierzchotka j do wejscia wierzchotka
r, gdzie r oznacza gltowy interwatdédw bedacych nastepnikami interwatu ak-
tualnie przetwarzanego oraz gtowe tego interwatu. Oto algorytm, ktéry ob-
licza wymienione zbiory uzywajac ich reprezentacji w postaci wektoréw bi-

tow.

Algorytm 4_2A: Oblicza wektory bitéw PATH oraz wstepne estymaty wektoréw
bitéow LVAREN.

Dane; 1. Interwat 1 z wierzchotkami ponumerowanymi od 1 do n™ w porzadku

Interwatowym.

2. Informacje o nastepnikach dla kazdego wierzchotka z 1.

3. Zbioér interwatdw M bedacych nastepnikami 1 (nastepniki wgrafie
pochodnym, tj. Be T 1), wraz z ich glowami h"™.

4. Wektory bitéw INSIDE(j) i TRANS(j), 1< J< nj.

1. Wstepne estymaty wektoréw bitéw LVAREN(J), 14 J< nj.

2. Wektory bitéw PATH(j,r), Jj 7/ r, gdzie r oznacza wszystkie ta-
kie gtowy nastepnikéw M interwatu I oraz giowe I, dla ktérych
Istnieje droga od wejscia wierzchotka J do wejscia glowy r.

Metoda;
begln
— Dla ostatniego wierzchotka porzadku interwatowego 1.
Alt LTARENUj) :m INSIDE(nj)) ;
for wszystkich KkeTnj do
A2: PATH(nT,K) :* TRANS(nj)
endfor
-- Dla kazdego wierzchotka Jel roéznego od ghowy, w odwrotnym porzad-
— ku interwatowym.
for j from nj ~ 1 1 by - 1do
ifT jnl- {13 i O then
— T Jest pomocniczym wektorem bitéw.
A3S T >»V LVARENS{<)>>
kE TIH 1_{1

Adi LTAREN() :« INSIDEQ) V (TRANS()A T

endlf;
for wszystkich ktll jH ({h~ U (™ do
4 J / k then - Pomingé¢ petle (1,1).
A5: PATH(J-k) :* TRANSQ)
endlf
endfor;
for wszystkich rt-P * j D (hj|~rU {i}) -T j) do
if J/ r then — Poming¢ cykle (1,x1,Xg,.--,1).
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— Niech U = {t} bedzie zbiorem wierzchotkéw k w 1 takich,
— ze kazdy z nich Jest bezposrednim nastepnikiem, roéznym od
— gltowy, wierzchotka j, tzn., KEP jJ O I - {1}, oraz ist-
— nieje droga od wejscia wierzchotka k do wejscia wierz-
-- chotka r, tzn.,P*k O {r} 4 ¢ «
A6s T la V PATH(k,r);

kCU

A7: PATH(,r) = T A TRANS())
endlf
endfor
endfor
end O

Twierdzenie 4.4. Algorytm 4.2A jest czesSciowo poprawny oraz jego obli-
czenie dochodzi do punktu koricowego.

Dowdd. Dochodzenie obliczenia algorytmu do punktu koncowego wynika ze
skoriczonosci n”. Poprawnosci algorytmu dowodza dwa lematy podane ponizej.
W dalszym ciaggu bedziemy pisa¢ "V£WEKTORBITOW" majac na mysli, ze "na
pozycji dla V w wektorze bitéw WEKTORBITOW jest 1'.

Lemat 4 .4 .1. Po wykonaniu Algorytmu 4.2A, VfcLVAREN(d), nj > j > 1,
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje V-wolna droga od wejsSciawierzchotka j
do uzycia V wewngtrz ktérego$ z wierzchotkéw j, j-1,...,njinterwatu I.

Dowdd. Przeprowadzamy indukcje weddug p, 1< p < n, gdzie p =

- J + 1 okresla numery wierzchotkéw kolejno przetwarzanych przez Algorytm
4_2A.

Podstawa, p a 1, tj. Jj a nj. Na podstawie kroku Al, V£ LVAREN(nj)
wtedy i1 tylko wtedy, gdy V£ INSIDE~j). Lecz yEINSIDEUj.) wtedy i tyl-
ﬂwtedy, gdy istnieje V-wolna droga od wejscia nj do uzycia V wewngtrz

Krok Indukcyjny. Zakézmy, ze lemat jest prawdziwy dla 1<.p-Cs-1, gdzie
s < n». Na podstawie kroku A3, VELVAREN(s) wtedy i tylko wtedy, gdy
a) V €LNSIDE(s) lub b) V€ TRANS(S)AT. W przypadku a), VEINSIDE(sS) wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje V-wolna droga od wejscia s do uzycia V wewngtrz
s, a wiec lemat jest prawdziwy. w przypadku b) , VETRANS(sS)A T wtedy i
tylko wtedy, gdy Istnieje V-wolna droga przez s, tj., V £ TRANS(a) oraz
istnieje V-wolna droga od wejscia pewnego wierzchotka k, 1< k4 s-1, do
uzycia V wewnatrz 1, tj. V £ T (nha podstawie hipotezy indukcyjnej) lecz
to oznacza, ze istnieje V-wolna droga od wejscia s do uzycia V wewnagtrz
pewnego wierzchotka k, K k ( s-1.0

Lemat 4.4.2. Po wykonaniu Algorytmu 4.2A, VEPATH(j,r), gdzie JE£ 1
oraz r jest gtowg H interwatu bedacego nastepnikiem I lub gtowa inter-
watu I, wtedy i tylko wtedy, gdy Istnieje V-wolna droga od wejsScia wierz-
chotka j do wejscia gtowy r.
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Dowdd. Rozwazmy wszystkie wierzchotki interwatu 1 takie, ze istnieje
droga od kazdego z nich do pewnej gltowy r. Zakdézmy, ze zmienna p numeru-
je te wierzchotki od 1 do s, s4 n®, w odwrotnym porzadku interwafowym.
Dowiedziemy poprawnosci lematu przez indukcje weddug p-

Podstawa, p a 1. Wierzchotek ten musi by¢ bezposrednim poprzednikiem
glowy r, a zatem w trakcie wykonywania Algorytmu 4.2A wykonuje sie dla
niego krok A5. Stad, VEPATH(p,r) wtedy i tylko wtedy, gdy V t TRANS(p),
a to jest rownowazne wystepowaniu VTwolned drogi od wejscia p do wyjscia
p, tj. do wejscia r.

Krok Indukcyjny. Zakézmy, ze hipoteza indukcyjna jest prawdziwa dla
wierzchotkéw p, 1< p < g-1, g < a, 1 rozwazmy wierzchotek q. Nalezy
przeanalizowa¢ dwa przypadki .

Przypadek 1. Wierzchotek q jest bezposrednim poprzednikiem gdowy r.
W tym przypadku lemat Jest prawdziwy w oparciu o krok A5.

Przypadek 2. Wierzchotek g nie jest bezposrednim poprzednikiem gto-
wy r. Wéwczas, na podstawie kroku A7, VEPATH(g,r) wtedy i tylko wtedy,
gdy VETRANS(q) i VET.W oparciu ohipoteze indukcyjna orazkrok A6,
V6T wtedy i tylko wtedy,gdyistnieje V-wolna droga odwejsSciapewnego
nastepnika q do gtowy r. Z tego faktu oraz definicji TRANS(q) wynika,
ze VtPATH(q,r) wtedy i tylko.wtedy, gdy istnieje V-wolna droga od wej-
Scia wierzchotka g do wejscia gtowy r.DD

Twierdzenie 4.5. Wykonanie Algorytmu 4.2A wymaga zrealizowania co naj-
wyzej

L f . fth n 1f
el

IS . X
el + nl + el-{h} + 2,
ren

r

operacji na wektorach bitéw, gdzie Jest liczbg krawedzi w przéd
Interwatu 1 potozonych :ia drogach growadza;cych od wierzchotkéw 1 réznych
od Jego gtowy h, do ghowy h, za$ elr jest liczbg krawedzi w przéd inter-
watu 1 potozonych na drogach prowadzacych od wierzchotkéw I do ghdw r in-
terwatéw bedacych nastepnikami |I.

Dowdd. Niech oraz nir oznaczajg liczby wierzchotkéw 1, =z
ktorych wychodzg odpowiednio krawedzie oraz 6jr. Obliczenie T
dla kazdego wierzchotka 1 (krok A3) wymaga o jedna operacje na wektorach
bitéw mniej niz liczba krawedzi w przéd Wych%dza,cych z tego wierzchodka.
Liczba krawedzi w przéd interwatu I wynosi eT, a wiec do obliczenia T wy-
maganych jest eX - nf operacji. Dla kazdego wierzchokka I, z ktérego
wychodzi co najmniej jedna kra\¥§d2 w przéd wykonuje sie dwie operacje
(krok A4), co daje w sumie 2nj operacji.
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Obliczenie T w kroku A6 wymaga:

a) dla kazdego wierzchotka 1 réznego od gtowy, o jedng operacje na wekto-
rach bitéw mniej niz liczba krawedzi w przéd wychodzacych z tego
wierzchotka 1 lezacych na drogach prowadzacych do gdowy h interwatu 1
oraz

b) dla kazdego wierzchotka 1, o"jedng operacje na wektorach bitéw mniej
niz liczba krawedzi w przéd wychodzacych z tego wierzchotka 1 prowa-
dzacych do g#éw interwatdw bedacych nastepnikami 1.

Tak wiec, wykonanie kroku A6 dla wszystkich wierzchotkéw interwatu 1 wy-
maga zrealizowania

Ah) - A a - 2 C-L - 4rJ
X J X J rcPl

operacji na wektorach bitéw. Krok A7, o jednej operacji na wektorach bi-
tow, wykonywany jest dla kazdego wierzchotka I réznego od gtowy =z przy-
najmniej jedna krawedzig w przdéd potozong na drodze prowadzacej do glowy
I oraz dla kazdego wierzchotka 1 z przynajmniej jedng krawedzig w przéd
potozong na drodze prowadzacej do gtowy dowolnego interwatu bedacego na-
stepnikiem 1. Stad wykonanie kroku A7 wymaga realizacji

fth v o f
nl-{A + ~ nlr
reTi

operacji na wektorach bitéw. Sumujac powyzsze skdadniki otrzymujemy

el * D) + 2nl + [el-{h} - ni-(A + 2 eir - nlr3 +

reP1
+ (nl-Cth\ + 2 nxr) * ej nj +ej\™ + 2 eJr.D
ren "1 rtT i

Faza 2. W drugiej fazie, przegladajac sekwencje graféw pochodnych (0 *
* GO»G1.~==,0n) dla G, przetwarza sie kolejno coraz wieksze regiony G.Dla
wszystkich wierzchotkéw Jj w kazdym regionie uaktualnia sie zbiory lra-
ren(j) zawierajace zmienne, dla ktérych istniejg drogi bez definicji od
wejscia wierzchotka j do uzyé zmiennych wewngtrz lub na zewnatrz regio-
nu.

Niech Rj bedzie regionem G reprezentowanym przez wierzchotek J w pew-
nym grafie pochodnym. Przyjmijmy, ze wierzchodki Rj sg dane w porzadku
interwatowym. W drugiej fazie przeglada sie interwaly oraz ich wierzchot-
ki w grafie pochodnym, w odwrotnym porzadku interwatowym, przetwarzajac
odpowiedni region Rj dla kazdego wierzchotka J, z ktérego wychodzi co naj-

mniej jedna krawedZz w przéd. Kazdy interwat pierwszego rzedu 1 w regionie
Rj analizowany Jest oddzielnie, za$ interwaly sg wybierane w odwrotnym
porzadku interwatowym. Najpierw okreslane sa wptywy krawedzi wyjsSciowych
11* na zbiory lraren(j). Jtl, a nastepnie wpdtywy krawedzi zamykajacych
1.

Nastepujacy algorytm uaktualnia zbiory lvaren(j) uzywajac ich wektoro-

wych reprezentacji .

Algorytm 4_.2B: Uaktualnia wektory bitéw LVAREN.

Dane: 1. Region Rj grafu G reprezentowany przez wierzchotek J w pewnym
grafie pochodnym. Wierzchodki Rj sa ponumerowane od 1 do nj w po-
rzadku interwatowym.

2. Wektory PATH(J,r), 1 J< nJt gdzie r oznacza gltowy interwa-
46w pierwszego rzedu w Rj osiggalne z wierzchotka j.

3. Stare wartosci wektoréw LVAREN(j), 14 J4 Dj.
Wyniki: Nowe wartosci wektoréw LTAREN(J), 1 C jC nj-
Metoda:
begln

for kazdego interwatu pierwszego rzedu | w regionie Rj w odwrotnym po-
rzadku interwatowym do
for wszystkich wierzchotkéw Jtl takich, ze P*jH |hM* 0 do
Zbior {h|~ zawiera glowy interwatdéw bedaCych bezposrednimi na-
-- atepnikami 1.
for wszystkich r£ P*J 0 {hjA do
B1l: LVAREN(J) :* LVAREN(@I) V (PATH(,r) A LVAREN(r))
endfor
endfor;
for wszystkich wierzchotkéw je I-{hj~ takich, ze hjC.P j
— hj jest gtowag 1.
B2: LVAREN(J) := LVARENQ@I) V(PATH( -hj)A LTAREN(Chj))
endfor
endfor
end O

Twierdzenie 4.6. Algorytm 4.2B jest czeSciowo poprawny oraz jego obli-
czenie dochodzi do punktu koricowego.

Dowdd. Dochodzenie oblic*en algorytmu do punktu koncowego jest  ewi-
dentne, jako ze liczby powtérzen wszystkich instrukcji iteracyjnych algo-
rytmu sa skonczone. Poprawno$¢ algorytmu udowodnimy przez pokazanie, ze
zmienna V jest w nowym wektorze LVAREN(jJ), 1C j4 nj, wtedy 1 tylko

1IWSrod nich sa krawedzie w tyk regionu Rj.
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wtedy, gdy V byta w starym wektorze LVAREN(J)1\ 1lub gdy istnieje V-wolna
droga od wierzchotka j do uzycia V wewngtrz lub na zewngtrz regionu Rj.
Niech przedrostki nowy- oraz stary- wyrézniaja odpowiednio nowe oraz sta-
re wartosci wektoréw bitoéw.

Przypadek 1. Ve stary LVAREN(J). Kazdy wektor nowyLVAREN(j) jest obli-
czany przez dodanie logiczne wyrazenia PATH(j,r) A LVAREN(t) (krok Bl),
lub /i PATH(,hj) A IYARENFhj) (krok B2) do wektora starylVAREN(j). Dla-
tego wektor nowylVAREN(J) bedzie =zawierat wszystkie zmienne wektora
stary!VAREN(J) oraz ewentualnie inne zmienne jako rezultat dodania wymie-
nionych wyrazen.

Przypadek 2. Istnieje V-wolna droga od wejscia wierzchotka j do uzycia
V wewnatrz lub na zewnatrz regionu Rj. Udowodnimy poprawnosé¢ twierdzenia
dla tego przypadku przez Indukcje weddfug numeru interwatu pierwszego rze-
du w regionie Rj. Niech 1],12,=== IS bedzie sekwencja Interwatéw w RT
danych w odwrotnym porzadku interwatowym.

Podstawa. Rozwazmy wierzchodki pierwszego przetwarzanego przez Algo-
rytm 4.2B interwatu w Rj, tj., 11. Interwaly bedace nastepnikami 11 to
albo interwat 1g w regionie Rj albo interwaty lezgce poza regionem. Na

podstawie kroku Bl, V£ LVAREN(J), gdy VEPATH(J,r) oraz V £ LVAREN(r) .
Jesli r jest glowag Ig to warunki te sg réwnowazne istnieniu V-wolnej
drogi od wejscia wierzchotka j do gtowy I i stad do uzycia V wewngtrz

tzn. wewnatrz regionu Rj. Podobnie, jesli VE1VAREN(J) oraz
istnie¢ V-wolna

intarwatu lIs,
r jest gtowg interwatu lezacego poza regionem Rj, to musi
droga od wejscia j do uzycia V na zewnatrz regionu Rj. Rozwazajac krok B2
wnioskujemy, ze V€ LVAREN(j), jesli VELVAREN(h, ) oraz V£ PATH(j,hT ).
Poniewaz wektor LTAREN(th) zostat obliczony w krol%u B1, V nalezy ~do

LVAREN(h':'l), jesli istnieje V-*olna droga od wejscia hTﬂ do uzycia V wew-

natrz lub na zewnatrz regionu Rj. Biorac ponadto pod uwage warunek V
€ PATH( ,hT ) wnioskujemy ostatecznie, ze po wykonaniu kroku B2, VELVA-

REN(J), jesli istnieje V-wolna droga od wejscia wierzchotka j poprzez gho-
we hj do uzycia V wewnatrz lub na zewngtru regionu Rj.

Krok indukcyjny. Zakézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dlawierzchot-
kéw wszystkich interwatéw 11»Ig°, e«=, Ip 1> gdzie p-1 S oraz rozwazmy in-
terwat Ip. Na podstawie kroku Bl, VEIVAREN(j) dla kazdego jJ£ Ip, jesli
VEPATH(,r) 1 VE XIiVAREN(r) , gdzie r moze byc:

a) gltowg jednego z interwatéw 11,12,.-_,1p_i, albo
b) gtowa interwatu lg, albo
c) gtowa interwatu potozonego poza regionem Rj.

Oznacza to, ze istnieje T-wolna droga od wejscia wierzchotka j
cia V wewnatrz mniejszego regionu RJf gdzie Rjic Rj*

douzy-

- 73 -

Przypadek a) r jest gtowg jednego z interwatow 2 o0 *p-1* vE LVA"
REN(), J£Ilp> jesli istnieje V-wolna droga od wejscia wierzchotka j do
glowy pewnego dalszego interwatu w regionie Rj (VE PATH(,r)) i stad do
uzycia V wewngtrz lub na zewnatrz regionu Rj (VE LVAREN(r), na podstawie
hipotezy indukcyjnej).

Przypadek bi r jest gtowa interwatu 1g. V £ LVAREN(), jJ £ Ip,jeshi ist-
nieje V-wolna droga od wejscia wierzchotka j do glowy I3 (V£PATH(j,hT8;)i
stad do uzycia V wewnatrz lg (V£ I/VAREN(h] )), tj- wewnatrz Rj.

Przypadek ¢©) r jest gtowa interwatu 1g potozonego poza regionem Rj-
VE LVAREN(J), J £ Ip, jesSli istnieje V-wolna droga od wejscia wierzchotka
j do gtowy 1Q (VEPATH(,hj )) i-stad do uzycia V na zewngtrz regionu Rj
(VE LVAREN(Ch- )). 0

o]

Argumenty dla tych trzech podprzypadkéw oraz kroku B2 sag podobne jak
powyzej, z tg réznica, ze V-wolna droga od wierzchotka j w interwale 1 do
uzycia V wewngtrz lub na zewngtrz regionu Rj bedzie przechodzi¢ przez glo-

we I.D

Twierdzenie 4.7. Wykonanie Algorytmu 4.2B wymaga realizacji

2 2 nlr>

1 eRj

(i-{h} + 2
rtPl1

operacji na wektorach bitéw.

Dowdd. Krok Bl z dwoma operacjami na wektorach bitéw jest wykonywany
dla kazdego wierzchotka 1 oraz kazdej gtowy r interwatu bedacego nastep-
nikiem | takich, Zze istnieje droga od tego wierzchotka do gtowy r. Stad,

wykonanie kroku Bl dla catego interwatu 1 wymaga 2 2 n'{_ operacji na
ren Ir

wektorach bitéw. Dwie operacje wymagane sa w kroku B2 dla kazdego wierz-
chotka 1 réznego od glowy, od ktdérego istnieje droga do ghowy wzdduz kra-
wedzi zamykajacych I, a wiec w sumie 2nj_”"joperacji. Poniewaz kroki Bl i
B2 sa powtarzane dla kazdego interwatu 1 regionu Rj, wykonanie Algorytmu

4.2B wymaga realizacji

2 2
if Rj

Mmi-(h\ + 2
j rtr |

nir)

operacji na wektorach bitéw.O
Oto kompletny algorytm analizy regionéw dla problemu

nych.

zmiennych aktyw-



- 74 -

Algorytm 4._2C; Algorytm analizy regionéw dla problemu zmiennych aktywnych

Dane: 1. Kedukowalny graf przeptywu G = (N, P, a).
2. Sekwencja graféw pochodnych (G * GQ,G1,...,GB) dla G,
GN = (Nj-Tj, s™.
3. Listy zawartosci w porzadku interwatowym kazdego
fie G oraz kazdego interwatu w sekwencji graféw pochodnych.

gdzie
jeat grafem trywialnym.
regionu w gra-

4. Wektory bitéw INSIDE(J) oraz TRANS(J) dla kazdego JtN.
Wyniki: Wektory bitéw LVAREN(J) ala kazdego Je N.
Metoda:
begln

— Faza 1: Przetworzy¢ interwaty pierwszego rzedu w G.
for kazdego wierzchotka J w G1 do
Zastosowa¢ Algorytm 4_.2A do obliczenia wektoréw LTAREN i PATH dla
regionu Rj (lub po prostu dla interwatu 1 = Rj).
endfor;
— Faza 2: Przetwarzajac sekwencje graféw pochodnych poczynajac od re-
— glonéw wewnetrznych do zewnetrznych, stosowa¢ Algorytm 4.2B.
for 1 from 1 to m-1 d>
C1l: for kazdego wierzchotka J o przynajmniej Jednej krawedzi nie w
tyt w GN, w odwrotnym porzadku Interwatowym do
Zastosowa¢ Algorytm 4.2B do uaktualnienia wektoréw LVAREN dla re-
gionu Rj.
endfor
endfor;
C2: Zastosowa¢ Algorytm 4.2B do ostatecznego uaktualnienia wektoréw
LYAREN dla regionu Rg a G.
erd O “

Twierdzenie 4.8. Algorytm 4.2C jest czeSciowo poprawny oraz Jego obli-
czenie dochodzi do punktu kohcowego.

powtdérzen wszystkich instrukcji iteracyjnychAl-
punktu

Dowéd. Poniewaz liczby
gorytmu 4.2C sag skonczone, dochodzenie obliczenia algorytmu do
kornicowego Jest oczywiste. Poprawnos$¢ algorytmu wynika z poprawnosci Algo-
rytméw 4.2A 1 4.2B wykonywanych podczas realizacji Algorytmu 4.2C oraz z
nastepujacych spostrzezen.

1. I1lekro¢ Algorytm 4_.2B jest stosowany dla regionu RT w G (krok Cl1).
zbidr zmiennych, dla ktérych istniejg drogi bez definicji od gltowy Rj do
uzy¢ tych zmiennych wewnatrz Rj zostat juz obliczony. Wynika to stad, ze
“podregiony"” Rj byty przetwarzane w odwrotnym porzadku interwatowym w trak
cie przetwarzania grafu nizszego rzedu.

2. Algorytm 4.2B okres$la dla kazdego wierzchotka w regionie Rj zbiory
zmiennych aktywnych biorac pod uwage krawedzie zamykajace RT oraz wszyst-
kie uzycia zmiennych wewnatrz Rj.
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3. Poniewaz ostatnim przetwarzanym regionem jest graf przeptywu G(krok
C2), Algorytm 4.2C oblicza zbiory zmiennych aktywnych biorac pod uwage

krawedzie zamykajace G oraz wszystkie uzycia zmiennych w G.D

Twierdzenie 4.9. Wykonanie Algorytmu 4.2C wymaga realizacji

(ni-\h}+ 2 n¥

eo + no + eoh + 2 2 ®ir+ 2 2 2 2
i r«ri

I€N1 ren i*1 ItRj J

operacji na wektorach bitéwl

Dowdéd. Na podstawie Twierdzenia 4.5 kazde wykonanie Algorytmu 4_.2A w

fazie 1 wymaga ef£ + nf + ex~h”™ + eir oper“0”* Poniewaz w fazie

1, Algorytm 4.2A wywodywany jest jednokrotnie dla kazdego regionu (inter-

watu) 1, [1£N1, to wykonanie fazy 1 wymaga realizacji

AN N elr
+re|‘| i%i)ll ref |

ign.(e +rm+

operacji na wektorach bitéw. Na podstawie Twierdzenia 4.7 podczas kazdego
wykonania Algorytmu 4.2B w fazie 2 realizowanych Jest

2 2 <DI-(h\ + 2 nir>
1 €Rj rcn

operacji. W kroku C1 Algorytm 4.2B wykonywany jest co najwyzej raz dla
kazdego regionu JtNif tak wiec wykonanie kroku Cl1 wymaga co najwyzej

2 2 2 (ni-/h\ + 2
JENjAIER] J ren

nir)

operacji. Poniewaz krok Cl1 jest powtarzany raz dla kazdego i, 1 ( i< m-1
oraz wykonanie kroku C2 wymaga

2 2 2 (ni-ih\ + 2
je N. 1€RT X* ref

nir)

e, n* i1 efb oznaczajg liczby odpowiednich krawedzi lub wierzchotkéw w
oryginalnym grafie przeptywu G.
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operacji, wiec faza 2 wymaga co najwyzej

m-1
2 2 2 Z (i-{h] + 2 nir)+ 2 2 2 (I-FA + 2 "if«
ial JFIIj 1tRj 1 rer i JE NB 1€Rj %' TErr

«222 2(n$ro+2nlrj

i.l JC ItRj 1 rcr 1

operacji na wektorach bitéw* Stad maksymalna liczba operacji wykonywanych
podczas realizacji Algorytmu 4*2C jest roéwna

e0o+ o +edb+ 2 2
1£ N1 rtri

efr +2 J; 2 2 («1.M + 2 »ilw
ial J£ 1 tRj X1 refl I

Twierdzenie 4.-10. Dla grafu przeptywu o n wierzchotkach, wykonanie al-
gorytmu analizy regionéw dla prohlenu zmiennych aktywnych (Algorytmu 4.2C)
wymaga realizacji w najgorszy* przypadku co najwyzej 6.5n2 - 2.5n + 1ope-
racji na wektorach bitoéw.

Dowéd. Na podstawie Twierdzenia 4.91"

— N -
Ti*e +n +e + 3 LT 4o o 2 (nE_(HF 2 nlr).
TtN1 rtT | 1,1 JENi I1tRj X Jrtri
Zgodnie z (3.2) many ef< 2n - 2nl + 2. Poniewaz nf<ef to
+ nf”™ 2@2n - 2nl +2) > 4n m 4| + 4. “4.1)

W celu wyznaczenia oszacowania od gory wielkosci

£ 2 2  m2 cfiw* 2 -)

1N, rcPl1 1€ N1 1 ren

znajdziemy najpierw oszacowanie wyrazenia

£“ el-fh}+ 2 eir * elOl + ®lo~ + e== + el(o j Uu-2)
X 1 reP 1 1 2 ni~1

W dalszy* ciagu, TR bedzie oznaczac¢ ztozonos¢ algorytmu analizy Regio-
néw dla problemu zniennych aktywnych. Jak poprzednio, dla uproszczenia
oznaczany e* a ef, n* a nf,-.__, itd.
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gdzie Oj t [h] UT 1,
malng wtedy, gdy zbiér Tl zawiera maksy*alng liczbe ghéw
dacych nastepnikami I (rys. 4.1). tatwo po-
kaza¢, ze maksymalne liczby krawedzi w przéd
w interwale 1 potozonych na drogach prowa-
dzacych od wierzchotkéw 1 do poszczegélnych

1£ j< nj-1. Wyrazenie to osiaga wartos$¢ maksy-
interwatéw be-

wyjs¢ O0j, sa roéwne odpowiednio: e*o

i
- 1. Oj - 1. - r..
lop, ™A *bus
1, gdzie nj jest liczbg wierz-
m«VI

cho%kc’)w)/ 1. (Zaktadamy, ze kazde wyjscie
0j prowadzi do gtowy interwatu bedacego na-
stepnikiem I lub do gtowy interwatu 1)» Tak
wiec, oszacowanie od gory wyrazenia ¢ jest

fh Ny F . e
1-Jh\ + ~ ®Ir Blo. lo,
- rtP1

< (nT-1) + (nT-D) + (nj-2)

Rozwazmy oszacowanie od gory wyrazenia

£1 * 2 ®@i-{h} + 2 ejr) *
11 Ng rtr 1
Rys. 4.1. Interwat 1, dla
ktérego wyrazenie (4.2)
*a  wartos¢ maksynalng
ot (WJUrl, 1< j<nj-I, 2 ¢ - 1),
nT jest gtowg h interwa- K»1
1 “4u 1

gdzie nl a# N1 jest liczba wierzchotkéw w grafie pochodnym pierwszego
rzedu, tj.
pdywu O. Nietrudno udowodni¢, ze £ , osigga maksimu*,

liczbg interwaléw pierwszego rzedu w oryginalnym grafie prze-
gdy graf przeptywu
G on wierzchotkach zostaje podzielony na réwne interwaty . Wéwczas nj. =

a dla kazdego Kk, 14 k4 nlt a maksimum ¢, wynosi

TTwynika to z rozwigzania nastepujacego problemu programowania nieliniowe-
go » 2

1 ni n
max 2  <-£e - D, gdzie nj + n”" 2 nj =n*
"Ik i k=looK
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“4.3)
k=1

Maksymalna liczba wierzchotkéw réznych od gdéw Interwatédw w grafie prze-
ptywu G, dla ktoérych istnieja drogi od tych wierzchotkéw do gkéw interwa-
+ow, w ktérych wierzcholki te 83 zawarte, wynosi n-nl, tak wiec

@9
JeNjlen

Wyznaczymy obecnie oszacowanie od gory wiel-
kosci

§*2 »e +
reT 1

Rr = niri + nlr2 +

4.5

+ ni(rnl+1>*

Wyrazenie to osigga warto$s¢ maksymalng dla
interwatu z rys. 4.2.Maksymalne liczby wierz-
chotkéw, z ktérych istniejag drogi do po-
szczegblnych gkéw Ty 1~ j< nj + 1, inter-
watéw bedacych nastepnikami 1, sa nastepuja-

ce! nlrl “ nl* nlr2 * "i* nlr3 *

.o
Stad oszacowanie od géry wielkosci «* wynosi

= 2
rcTl

NIF < By 4 DIr2 + *ex +

+||«un ri +||I + (I”Ii"l) +

SET*

‘fl»D".Y+

Rys. 4.2. Interwat 1, dla
ktérego wyrazenie (4.5)
ma wartos¢ maksymalna,
ri m {ri»>r2°***"rnl+1}7B1

jest gtowa Interwatu |

Wyrazenie

n 7”1 DI 3nT
n 2 2 nir= 2 (-"+=-179
ItRj rtr 1 k*1
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Gon wierz-

rzedu, tj.

osigga wartos¢ maksymalng w przypadku, gdy graf przeptywu
chotkach zostaje podzielony na réwne interwaty pierwszego

nT a 5- dla kazdego k; 1( k ( d.. Stad oszacowanie od goéry wyrazenia
K 1
af] wynosi
ni nZ i) p
if v / k , kM n , 3n
01 s A (2 + 2-3A7 7E7+ 4.6
k*1
Uzywajac oszacowan (4.1), (4.3), (4.4) i (4.6) otrzymujemy
TR * + +Gfh + 2 2 eiR) + 2 2 2 2  (nx_fhl +
IfeH, rtn 1=1 16 Rj
2 m
+ 2 njr™~ ~ (4n-4n1l+4) & (gn-+7 _ nI» + 2 2 [(n_Di) +
rcPl 1 1*1

2 2
= @Qn* + @) = 4.5n — 5nl + 4 + gh'™ + 2m(n-n") + A~ n2 + 3 mn.
1 1 !

Poniewaz 14 m ™ nl<. n-1, wiec ostatecznie

2

TR = 4.5n - 5nl + 4+ +2m(n-nl) + = n + 3mn ~ 4.5n - 5+ 4 +

2
++2 + 2(n-1) (n-1) + n2 + 3(n-1)n = 6.5n2 - 2.5n + 1.D

Wniosek 4.1e Pesymistyczna ztozonos¢ czasowa Algorytmu 4.2C jestO(np)

Dowdd. Wniosek wynika bezposrednio z Twierdzenia 4.10.D

4_4_ Poréwnanie algorytmow

Niniejszy punkt poswiecony jest poréwnaniu czasowych zdozonosci Algo-
rytmu 4.1 i Algorytmu 4.2C dla problemu zmiennych aktywnych w oparciu o
kilka rodzin samopowielajacych sie, redukowalnych graféw przepitywu. Tj(p)
(lub krétko Tj) bedzie oznacza¢ liczbe operacji niezbednych do wykonania
wersji "round-robin” algorytmu Iteracyjnego, zas TR() (lub krétko TR,
jak poprzednio) - liczbe operacji wymaganych do realizacji algorytmu ana-
lizy regionéw. Podstawiajac j * p-i oraz e =e, ep = itp. we
wzorach udowodnionych w Twierdzeniach 4.3 i1 4.9 otrzymujemy
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Tx@) - T = d +2](e + n)
oraz
p-1
tr@d =tr =2 2 2 2 _ih}+ 2 njr) + 2 2 eir +
J=0JENp_j ICRj rtri leNlren

Dla uproszczenia notacji wyréznimy nastepujace funkcje

tp) =t, Jj 2 2 n?-{h\ + 2 nir}7dla 3=-
je N IER ol r€pP1
p <«
»2tl} = T2 = 2 2 (nl-fh\ + 2 nxr)e dla j>0
JE Np_j rtRj r«r i
oraz
t3(p) * t3 X 2 2 eir-

lenlrul

Uzywajac tych funkcji we wzorze dla TR(p) otrzymujemy

p-1
TRE) =21,1?) + 2 2

J=1

T2@) + T3() + ef + nf + efh.

4.4.1. Graf muszelkowy

Dla grafu muszelkowego opoziomie p, p > 1,(rys. 3.2), d = 1, e=2p,
n=p+tl, T1=23p-2,T2=3, T, =p-1, ef * nf =1 oraz efh = 0.
Tak wiec otrzymujemy

T3 = (+2) (2p+ptl) = 9p+3

oraz
p-1

TR = 2(3p—2)+2 2 j+p—-1+1+l = 7p-3+2 — —- (p-D s p2+6p-3.
J=1

4.4.2. Grai“ podwéjnie wigzany

Dla grafu podwéjnie wigzanego o poziomie p, p > 1, (rys* 3.5) mamy
d3p, e=2p, n3p+l, T =2p, T2 =2j-1, T? =1, efF=nfF =11 efh=a
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Stad otrzymujemy
T s (pt2) (2ptp+l) 3 3p2+7p+2
oraz
p-1

TR = 2.2p+2 2

3=1

J-1)H1+1+1 3 4p+3+4 (p-1)-2(-1) = 2p2+5.

-4.3. Graf niezwykty

Dla tego grafu o poziomie p, (rys. 3.7) d 3 p, es 2p+2-4, ns2p+l-1,
Tl s 4.2p-4, T2 = 3.23-4, T?=2P, ef=2P, nfF=2P1 oraz efh =0.
Stad mamy

T 3 (p+t2)(2p+2-4+2p+1-1) 3 3p-2p+1+3.2p+2-5p-10

oraz
p-1
TR = 2(4.2p-4)+2 2 (3-.23-4)+2p+2p+2p~1 3 21.2P"1-8+ 6 (2p-2) -8(p-1)=
3=1

3 33.2p_1-8p-12.

W tablicy 4.1 zebrano wyniki poréwnan algorytméw dla problemu zmiennych
aktywnych.

Tablica 4.1

Wyniki poréwnan algorytméw *‘round-robin™ oraz analizy regionéw
dla problemu zmiennych aktywnych

Przebieg asympto-

- tyczny

Klasa G Ti(p) TRE) i )
P -rtpJsTijtpl/Tjtp)
Musze lkowy 9 + 3 p2 + 6p - 3 r(p) = 0(p)
Podwojni 2
W?quvgﬁg'e 3p2 + 7p + 2 2p2 + 5 r ~ vy
«2P+1 +3.2P+2-

Niezwykdy 3p =2P+1+3.2P+2- 33.2p-1-8p-12 r@) = o)

- 5P-10



5. ZAKONCZENIE

W rozprawie zaproponowano nowy algorytm, zwany algorytmem analizy re-
giondéw, przeznaczony do rozwigzywania probleméw analizy przeptywu danych
dla redukowalnych graféw przeptywu.

Udowodniono czesciowg poprawnos¢ algorytmu oraz dochodzenie jego obli-
czen do punktu koncowego dla probleméw definicji osiagajacych oraz zmien-
nych aktywnych. Przeprowadzono praktyczna weryfikacje algorytmu dla pro-
blemu definicji osiggajacych Implementujac algorytm w jezyku Ada oraz do-
konujac obliczen dla kilku przyktadowych graféw przeptywu. 2

Pokazano, ze pesymistyczna ztozonos¢ czasowa algorytmu jest O(n ) dla
obu probleméw oraz dokonano poréwnan algorytmu pod wzgledem ztozonosci
algorytmami rozwigzywania wymienionych
samopowielada-

czasowej z dwoma dobrze znanymi
probleméw. Poréwnania te przeprowadzono dla Kkilku
cych sie, redukowalnych graféw przeptywu.

Dla problemu definicji osiggajacych wybrano do poréwnan algorytm Alle-
na-Cocke*a. Poniewaz praca Allena i Cocke*a jj976] nie zawiera doktadnej

niezbedne byto jej wyznaczenie

rodzin

analizy ztozonosSci czasowej algorytmu,
(Twierdzenie 3.6). Wyniki poroéwnan (zebrane w tablicy 3.2)
gaja, ktory z algorytméw jest lepszy, pokazuja one bowiem, ze algorytm a-

nie rozstrzy-

nalizy regionéw wymaga zrealizowania asymptotycznie mniejszej liczby ope-
racji na wektorach bitéw dla graféw: muszelkowego, spiralnego i podwdjnie
wigzanego, za$ wiekszej liczby operacji dla graféw: binarnego Hechta-Ul-
Imana, rombowego orrfz niezwyktego. Wydaje sie, ze algorytm analizy regio-
néw jest konkurencyjny wzgledem ztozonosci czasowej w stosunku do algo-
rytmu Allena-Cocke’a, poniewaz ten ostatni wyznacza pomocnicze wektory bi-
téw TRANS(I, J), GEN(1,J) oraz RDEFEN(1), dla kazdego wierzchotka kazdego
grafu w sekwencji graféw pochodnych, podczas gdy algorytm analizy regio-
néw oblicza pomocnicze wektory bitéw PATHEN(jJ) i PATHEX(J) tylko dla kaz-
dego wierzchotka w oryginalnym grafie przeptywu. Istotny 2z punktu widze-
nia praktycznej efektywnosci algorytméw jest réwniez fakt, ze jakkolwiek
oba algorytmy analizujg poszczegélne grafy w sekwencji graféw pochodnych,
to algorytm analizy regionéw przetwarza sekwencje Jednokrotnie, za$ algo-
rytm analizy Interwatéw - dwukrotnie, za pierwszym razem przechodzgc se-
kwencje od grafu pierwszego rzedu do grafu granicznego, a nastepnie, za
drugim razem, w porzadku odwrotnym.

Algorytm analizy regionéw dla problemu zmiennych aktywnych zostat po-
réwnany z wersja ‘‘round-robin” algorytmu iteracyjnego (Hecht i Ullman
0975] ). Roéwniez w tym przypadku wyniki poréwnan (tablica 4.1) nie sa
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rozstrzygajace, poniewaz pokazuja, ze w algorytmie analizy regionéw wyko-
iteracyjnym, dla
grafow: podwéjnie wigzanego i niezwyktego, zas wiecej operacji dla grafu
muszelkowego. Nalezy podkresli¢, ze realizacja programowa (posta¢ kodu)
algorytmu "round-robin" jest prostsza anizeli algorytmu analizy regiondéw.
Ponadto algorytm iteracyjny przetwarza nieredukowalne grafy przeptywu bez
dodatkowych nakdtadéw, nie badajac nawet czy sa one nieredukowalne.

nuje sie asymptotycznie mniej operacji niz w algorytmie
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Dodatek A

Lemat A.1. Punkt i
mu (3.5).

(tablica 3.1) nie jest punktem minimum dla proble-

Dowdd. Gdyby punkt x* by¥ punktem minimum dla problemu (3.5), to mu-
siatby on by¢ punktem lokalnego minimum funkcji T(x), poniewaz zadjie =z
ograniczen (3.3) nie jest aktywne w tyra punkcie. Lecz, aby stacjonarny
punkt x funkcji T(X) by# lokalnym minimum,
nione nastepujgce nieréwnoscil”:

— #fi > o,

2t(x)1 .
mSr lvaol > o

Tylko pierwsza z tych nieréwnosci spedniona jest w punkcie

9 -1
9>0. -i < o.n
-1 o]
Lemat A2. Punkt x jest punktem minimum dla problemu (3.5), a wiec
2 3 %.
p
Dowdd. Poniewaz punkt x Jest punktem stacjonarnym funkcji L(x,y), 1

ze spedniony jest wystarczajacy warunek optymalnosci. Je-
n“m < 0, a wiec z réownan hiperptasz-

nalezy pokazac,
dynym aktywnym ograniczeniem jest
czyzny (3.8) mamy

-1. I
L ] 0 Zg = z1.

Korzystajac z tego rezultatu przy okreslaniu formy kwadratowej otrzymuje-
my
[z., zZ£] [9 -1 “q
z - 22"z, — 7zl.
Lz2.

Forma ta jest dodatnio okreslona dla kazdego Zz* 4 0, a wiec wystarczaja-

cy warunek optymalnosci jest spedniony.O

|"2T()| oznacza wyznacznik macierzy V 2T(X)-.

to muszg by¢ jednoczesnie spek-

- 89 -
Nalezy zauwazy¢, ze dla dowolnego n =z przedziatu 7.083 » n” n< n0=
= 7.3 wystarczajacy warunek optymalnosci jest spedniony nie tylko dla
punktu x2, lecz réwniez dla punktu x3. W celu stwierdzenia, ktéry z punk-
tow wyznacza maksimum TR (lub minimum T), nalezy poréwna¢ wartosci funk-
cji TR(@®2) i TR($3) w tym przedziale. Niech Ti() oznacza TR(x ) dla
i a2,3,4. Prawdziwe sg nastepujace nieréwnosci:

T4(MA) = T3(NA) < T2(nA)
A =V nB}
T4~nCr * T2AnCN A T3AnCA”

nfifl 7.1886

gdzie (rys. Al).

Rys. Al. Szkic funkcji T2(n), ™M) 1 ™)
I -
Reasumujgac mozemy stwierdzi¢, ze rozwigzaniem problemu (3.5) jest
punkt i2 w przedziale 2.75 < n < n0 oraz punkt x3 dla n > ng« Jesli
n=nB, to funkcja TR ma dwa lokalne maksima w punktach xt i x>3, a

wiec problem (3.5) nie ma wéwczas rozwigzania. Rozwigzania problemu dla
kazdego przedziatu n =zebrano w tablicy Al. Rys. A2 przedstawia postac

funkcji TR dla n =2.4 oraz n = 4.
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Tablica Al
Rozwigzanie problemu (3.5)
Przedziat waz-
m H1 nosci rozwia- TR (@)
zania
gt n- 1 n-1 2C nC 2.75 1.5n2 + 5.5n
;2 5n - 1.5 5n - 1.5 2_75Cn < 7.1886 25n2+5pn+30.25
7 7 " N
6n + 2.5 7.1886 < n 36n2+3051+132_25
9 - 2 1

Podziekowania. Dziekuje Doc. J. Klamce za dyskusje nad rozwigzaniami

problemu (3.5).

Rys. A2. Posta¢ funkcji TR dla @ n . 2.4 oraz (®) n



Dodatek B

Niniejszy dodatek zawiera wyniki weryfikacji algorytmu analizy regio-
néw dla problemu definicji osiagajacych otrzymane po zaimplementowaniu al-
gorytmu w jezyku Ada z uzyciem kompilatora York Ada (Brlggs at al, 0983] ,
Murdie [1982]) w systemie VAX 11/780 UNIX. Celem weryfikacji bydo stwier-
dzenie poprawnosci dziatania algorytmu na kilku przyk#adowych grafach
przeptywu oraz potwierdzenie prawiddowosci wyznaczonej teoretycznie zho-
zonosci czasowej algorytmu. Obliczenia wykonanego programu przeprowadzono
dla graféw: muszelkowego o poziomach 2 i 3, podwdéjnie wigzanego o pozio-
mie 3 oraz spiralnego o poziomie 2. We wszystkich przypadkach otrzymane
wektory definicji osiagajacych byty prawidbowe. Roéwniez liczby operacji
wykonanych w programie w celu obliczenia danych wynikowych byty zgodne z
wzorami okreslajacymi ztozonos¢ algorytmu dla poszczeg6lnych graféw.

Zanim przedstawimy tekst programu oraz wyniki jego obliczen, oméwimy w
skrécie struktury danych, jakie sg uzywane w programie.

Wszystkie wektory bitéw, takie jak RDEFEN, RDEFEX, GEN, TRANS itp.,
zostaty zamodelowane z uzyciem jednowymiarowych, statycznych tablic 0
wartosciach boolowskich (bitowi 1 odpowiada warto$¢ TRUE (w skrécie T),
a bitowi 0 - warto$¢ FALSE (w skrécie F)). Dla przyktadu, w grafie mu-

131

(d)

Rys. B1l. Sekwencja grafow pochodnych dla grafu muszelkowego o poziomie
P =

3

szelkowym o poziomie 3 (rys. B1l), obliczony wektor definicji osiggajacych
wejscie wierzchotka 2 byt réwny RDEFEN(2) = (TFTT). Oznacza to, ze wierz-
chotek ten osigga definicja zmiennej A wystepujaca w wierzchotku 1, defi-
nicja zmiennej A wystepujaca w wierzchotku 3 oraz definicja zmiennej B
wystepujaca w wierzchotku 4. Przyjeto, ze numery definicji sg takie same,
jak numery blokéw, w ktérych one wystepujga. Zgodnie z tg numeracja posz-
czeg6lnym definicjom odpowiadaja kolejne wartosci boolowskie w tablicach.

Jednowymiarowa, dynamiczna tablica NODES DATA, ktérej elementami sa re-
kordy (type NODE_DATA) skkadajace sie z wektoréw TRANS i1 GEN, zawiera in-
formacje o tym, jakie definicje sa transmitowane oraz generowane Ww posz-
czego6lnych blokach podstawowych analizowanego programu.

Jednowymiarowa, dynamiczna tablica GRAPHS zawiera numery pierwszej i
ostatniej krawedzi dla kazdego grafu w sekwencji graféw pochodnych. Przy-
jeto, ze zaréwno wierzchotki, jak i1 krawedzie graféw sa ponumerowane(nie-
zaleznie od siebie) kolejnymi liczbami naturalnymi poczynajac od wierz-
chotkéw (krawedzi) grafu pierwszego rzedu, a koniczac na wierzchotku (kra-
wedzil®) grafu granicznego (por. rys. Bl).

Jednowymiarowa, dynamiczna tablica rekordéw EDGES_TABLE zawiera infor-
macje o krawedziach grafu pierwszego rzedu oraz grafow pochodnych. Kazdej
krawedzi odpowiada pojedynczy rekord wystepujacy w tablicy EDGES_TABLE na
pozycji wyznaczonej przez numer tej krawedzi. W skdad informacji o krawe-
dzi wchodza numery wierzchotkéw grafu, z ktérych krawedz, odpowiednio wy-
chodzi (FROM_NODE) i dochodzi (TO_NODE), wartosci boolowskie okreslajace
czy wierzchotek, do ktéorego krawedz dochodzi jest gtowg interwatu (HEAD)
oraz czy wierzchotek ten ma nastepniki w grafie (SUCC). Ponadto, dla kaz-
dego wierzchotka TO_NODE w grafach pochodnych podane sa numery krawedzi
poczatkowej i koricowej regionu w grafie pierwszego rzedu, reprezentowane-
go przez ten wierzchotek.

Tablica EDGES_TABLE odgrywa podstawowa role w programie. W fazach 1 i
2 przetwarzane sa kolejne krawedzie tej tablicy, przy czym w czasie prze-
twarzania krawedzi w grafach pochodnych wystepuje ponowne przetwarzanie
krawedzi odpowiednich regionéw w grafie pierwszego rzedu. Dla poprawnosci
dziatania programu istotne jest wkasciwe uporzadkowanie krawedzi w tabli-
cy. Musi byé ono zgodne z uporzadkowaniem interwatowym  wierzchotkéw w
poszczegbélnych grafach. Ponadto krawedzie wejsciowe kazdego  wierzchotka
muszg bezposrednio poprzedza¢ Jego krawedzie wyjsciowe.

Dodatkowe informacje o strukturach danych zawarte sa w komentarzach
zamieszczonych w programie. Tekst programu jest nastepujacy:

«W celu uproszczenia programu przyjeto, ze do wierzchotka grafu granicz-
nego dochodzi (w rzeczywistosci nieistniejaca) pojedyncza krawedz.
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with TEXT_I0;
procedure MAIN is
use TEXT_10; use INTEGER_IO;

— Declaration of static input data.

LEVEL_P_OF_GRAPH: INTEGER;

NO OF DEFS : constant INTEGER := 4; — Number of definitions
o — in a programl>.
NO_F_NODES : INTEGER; — Number of nodes in the 1st order graph.

type VECTOR_OF _BITS is array (@
type NODE_DATA is —
record
TRANS: VECTOR_OF_BITS: — A bit in the vector is TRUE if defi-
— nition is transmitted through the node.
GEN : VECTOR_OF_BITS; — A bit in the vector is TRUE if a defi-
— nition occurs in the mode.

.- NO_OF _DEFS) of BOOLEAN;
For each 1st order graph node.

end record;
NO_OF _GRAPHS: INTEGER; —
type GRAPH is —

Number of graphs in the derived sequence,
For each graph,

record
FIRST_EDGE: INTEGER; — Index of the first edge.
LAST_EDGE: INTEGER; — Index of the last edge,
end record;
NO_OF_EDGES: INTEGER; — Number of edges in the 1st order and

— derived graphs.
type CORRES_REGION is
record
INITIAL_EDGE: INTEGER;
FINAL_EDGE : INTEGER;

Indices for the initial and final
edges of the corresponding region in
— tha”-first order graph.

end record;

type EDGE is — For each edte in the 1st order or derived graph,
record
FROM_NODE: INTEGER; — The node it comes from.
TO_NODE : INTEGER; The node it comes to.

HEAD: BOOLEAN; --/JTRUE if TO_NODE is an interval head.
SUCC: BOOLEAN; — TRUE if TO_NODE has successors).
COR_REG: CORRES_REGION;

end record;

~poniewaz w aktualnej wersji kompilatora York Ada (listopad 1983) nie zo-

staty jeszcze zaimplementowane tablice dynamiczne zawarte w rekordach,
niezbedne byto zadeklarowanie liczby definicji w programie NO_OF DEFS -

jako statej. Staka te nalezy zmodyfikowa¢ przed wykonaniem programu dla
grafu o innej liczbie definicji.
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Declaration of static local data.

SIGMA_RDEFEX, SIGMA_PATHEX: VECTOR_OF_BITS;
T: constant BOOLEAN := TRUE;
F: constant BOOLEAN := FALSE;

-- Declaration of static output data.

NO OF OP: INTEGER; — Number of bit vector

Declaration of local 10 procedures.

procedure READ_BOOL(B: out BOOLEAN)is
C: CHARACTER;
begin
GET(C);
if C = "T" then
B := TRUE;
else
B :s FALSE;
end if;
end READ_BOOL;
procedure WRITE_BOOL(B:
begin
if B then
PUT(C"T™);
else

in BOOLEAN) is

put('f');
end if;
end WRITE_BOLL;

End of static data declarations
— and local procedure declarations.

begin

— Reading input data.

GET(LEVEL_P_OF_GRAPH);

GET (NO_OF_NODES);

GET(NO_OF_GRAPHS);

GET(NO_OF_EDGES);

declare
— Dynamic input data.
NODES DATA : array (1 == NO_OF_NODES) of
GRAPHS
EDGES_TABLE: array (1 .. NO_OF _EDGES) of

— Dynamic local data.

PATHEN, PATHEX: array (1 .. NO_OF_NODES)

operations executed.

NODE_DATA;

carray (1 .. NO_OF_GRAPHS) of GRAPH;

EDCE;

of VECTOR_OF BITS;
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end loop;
— Dynamic output data. NEVJLINE;
PUT(''NO_OF_GRAPHS is '); 1

RDEFEN, RDEFEX: array (L .. NO_OF NODES) of VECTOR OF BITS;
PUT(NO_OF_GRAPHS, 3); NEW_LINE(2);

begin for G in 1 .. NO_OF GRAPHS loop
for N in 1 .. NO_OF_NODES loop PUT('GRAPHS("); PUT(G, 3); PUT(C?) is'); NEW_LINE;
for D in 1 .. NO_OP_DEFS Iloop PUTC* FIRST_EDGE: ™);
READ_BOOL (NODES_DATA(N) -TRANS(D)); PUT(GRAPHS(G) .FIRST_EDGE, 3); NEW_LINE;
end loop; PUT("  LAST_EDGE : ™):
for D in 1 .. NO_OP_DEFS loop PUT (GRAPHS(G) .LASTJSDGE, 3); NEW_LINE;
READ_BOOL (NODES_DATA(N) .GEN(D) ); end loop:
end loop; NEW_LINE;
end loop; PUT('NO_OF EDGES is ') ;
for G in 1 .. NO_OF_GRAPHS loop PUT(NO_OF_EDGES, 3); NEW LINE(2);
GET(GRAPHS(G) - FIRST_EDGE) ; for E in 1 .. NO_OF EDGES loop
GET(GRAPHS(G) -LASTJIEDGE) ; PUT("EDGES_TABLE(*"); PUT(E, 3); PUT(") is™); NEW_LINE;
end loop;- PUT(" FROM_NODE: ') ;
for E in 1 .. NO_OF_EDGES loop PUT(EDGES_TABLE(E) ,FROM_NODE, 3); NEW_LINE;
GET(EDGESJTABLE(E).FROM_NODE); PUTC"  TO_NODE : ™):
GET(EDGES_TABLE(E ).TO_NODE); PUT (EDGES_TABLE(E) .TO_NODE, 3); NEW_LINE;
READ_BOOL (EDGESJTABLE(E) . HEAD) ; PUT("  HEAD Y
READ_BOOL (EDGES_TABLE(E) - SUCC) ; WRITE_BOOL (EDGES_TABLE(E) .HEAD) ; NEW_LINE;
GET(EDGESJTABLE(E) -COR_REG. INITIAL_EDGE); PUT("  SUCC LY
GET(EDGES_TABLE(E) . COR_REG.FINAL_EDGE); WRITE_BOOL(EDGES_TABLE(E) .SUCC); NEW_LINE;
end loop; PUTC" INITIAL_EDGES *);
— Writing input data. PUT(EDGES_TABLE(E).COR_REG_INITIAL_EDGE, 3); NEW_LINE;
- '
NEW_LINE: PUT( FINAL_EDGE I ™)
- PUT (EDGES_TABLE(E,COR_REG.FINAL_EDGE, 3) ; NEW_LINE;
PUT("~ INPUT DATA — "); NEW_LINE(2); 4 Toon:
PUT('LEVEL_P_OF GRAPH is™); end 1oop:
PUT(LEVEL_P_OF_GRAPH, 3) ; NEW_LINE; N_OF_°P := 0;
PUT('NO_OF_DEFS is "); Phase 1: Processes the first order intervals (minimum regions)
PUT(NO_OF_DEFS, 3); NEW_LINE; of the program flow graph.

PUT('NO_OF_NODES is ');
PUT(NO_OF_NODES, 3); NEW_LINE(2);
for N in 1 .. NO_OF_NODES loop
PUT("NODES_DATA('"); PUT(N, 3); PUT(C") 1is™); NEW_IINE;
PUT(" TRANSs ('D);
for D im 1 .. NO_OF_DEFS loop
WRITE_BOOL (NODES_DATA(N) - TRANS(D));
end loop;

for D in 1 .. NO_OF_DEFS loop
SIGMA_RDEFEX(D) := F;
SIGMA-PATHEX(@®) := F;
end loop;
for EDGE_1 in GRAPHS(1),FIRST EDGE .. GRAPHS(1).LAST_EDGE loop
— For each edge iIn the first order graph.
— EDGE_1 denotes the current edge in the first order graph,

PUT(CY)™; NEW_LINE; PUTC"  GEN : (9; declare
for D in 1 .. NO OF DEFS loop FROM: INTEGER renames EDGESJTABLE(EDGE_1).FROM NODE;
— = TO : INTEGER renames EDGESJTABLE(EDGE_1).TO NODE;
WRITE_BOOL (NODES_DATA(N) .GEN(D)); begin
end loop; if not EDGES TABLE(EDGE_1) .HEAD then
PUT C)™): NEW_LINE; «A5 1» SIGMA RDEFEX := SIGMA RDEFEX or RDEFEXFFROM);

» SIGMA-PATHEX := SIGMA-PATKEX or PATHEX(FROM) ;
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NO_OF_OP 1» NO_OF_OP + 21

end ifj

if EDGE 1 - GRAPHS( 1).LAST EDOE or else
TO /- EDOBS TABLE(EDGE 1 + 1).TO NODE then

if edges_table(edge_i).Head then
— For the header node.

<EA1 A2» for D in 1 .. NO OF DBFS loop
RDEFEN(TO)(D) 7-
PATHEN(TO)(D) t T;
end loop;
if BDGES_TABLE(EDGE_1).SUCC then
« A 3 » -RDEFEX(TO)“ j- NODES DATA(TO).GEN;
<gA4» PATHEX(TO) I- NODES~DATA(TO) .TRANSj
end if;
else
— For each node other than the header.
NO_OF OP :* NO_OF_OP - 2;
<SCA5» RDEFEN(TO) := SIGMAJtDEFEX;
<CA6> PATHEN (TO) := SIGMA_PATHEX;
if EDGES_TABLE(EDGE_1).SUCC then
<SCA7» RDEFEX(TO) :» (RDEFEN(TO) and NODES_DATA(TO) -TRANS)
or NODES DATA(TO).GEN;
<sCA8» PATHEX(TO) :> PATHEN(TO) and NODES_DATA(TO) -TRANS;
NO_OF _OP:- NO_OF_OP + 3}
end if;
for D in 1 .. NO_OF BEFS loop
SIGMAJRDEFEX(D) ;= F;
SIGMA_PATHEX(D) := F;
end loop;
end if;
end if;
end;
end loop;

— The end of Phae*e 1le

— Phase 2s lterates through the derived®sequence of the program flow

graph in inner-to-outer order.

for G in 2 .. NO_OF_GRAPHS loop
for EDGE_D in GRAPHS(0).FIRST_EDGE .. GRAPHS(G).LAST_EDGE loop
— TFiIDCGE_D denotes the current edge in the derived graphs,
if not EDGES_TABLE(EDGE_D) .HEAD and
(EDGE_D a GRAPHS(G) -LAST_EDGE or else
EDGES_TABLE(EDGE_D) .TO_NODE /»
EDGES_TABLE)EDGE_D + 1),TO_NODE) then
for EDGE_1 in EDGESJTABLE(EDGE_D).COR_REG.INITIALJBDGE ..
EDGES_TABLE(EDGE_D) .COR_REG.FINAL_EDGE loop
— For each edge in the corresponding region,
declare
TO: INTEGER renames EDGESJTABLE(EDGE_1) .TO_NODE;
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begin
if EDGES_TABLE(EDGE_1).HEAD then
<<B1l 1>> SIGMAJIDEFEX := SIBMA_RDEFEX or
RDEFEX(EDGESJTABLE(EDGE_1) ,FROM_NODE) ;
NO_OF _OP := NO_OF OP + 1;
end if;
if EDGE_1 = EDGES TABLE(EDGE_D).COR_REG.FINAL_EDGE or else
TO /a EDGES_TABLE(EDGE_1 + 1).TO_NODE then
if EDGESJTABLE(EDGE_1) .HEAD then
— For the header node.
NO_OF_OP := NO_OF OP - 1;
<<31» RDEFEN (TO) := SIGMA_RDEFEX ;
if EDGES_TABLE(EDGE_1).SUCC then
<532» RDEFEX (TO) :* RDEFEX (TO) or
(SIGMAJIDEFEX and PATHEX(TO));
N_OF_°P :> NO_OF_OP + 2;
end if;
if EDGE_1 = EDGESJTABLE(EDGE_D).COR_REG.FINAL_EDGE
or else EDGES_TABLE(EDGE_1 + 1).HEAD then
for D in 1 .. NO_OF_DEFS loop
SIGMAJtDEFEX(D) :* F;
end loop;
end if;

else
-- For each node other than the header.

«33» RDEFEN (TO) :* RDEFEN (TO) or
(SIGMA_RBEFEX and PATHEN(TO))}

NO_OF OP :* NO_OF_OP + 2;

if EDGESJTABLeTeDGE_1) .SUCC then
«34» RDEFEX(TO) 1* RDEFEX(TO) or

(SIGMA RDEFEX and PATHEX(TO) &%
N _OF_°P :< NO_OF_OP + 2}
if EDGE_1 - EDGESJTABLE(EDGE_D).COR_REG.FINA1l_EDGE
or else EDGES_TABLE(EDGE_1 + 1).HEAD then
for D in 1 .. NO_OF_DEFS loop
SIGMA RDEFEX(D) :« F;
end loop}
end if;
~end if}
end if}
end if;
end;
end loop;
— The end of processing a region,
end if;
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end loop;
— The end of processing a graph.
end loop;

— The end of processing all graphs.
--The end of Phase 2.
— Writing output data.

NEW_LINE;
PUT("— OUTPUT DATA — ') ; NEW_LINEQR);
for N in 1 .. NO_OF_NODES loop
PUT('RDEFENC" ; PUT(N, 3); PUTCY) is (9
for D in 1 .. NO_OF_DEFS loop
WRITE_BOOL(RDEFEN(N) (D));
end loop;
PUT(D ™) ; NEW_LINE;
PUT("RDEFEX(*") ; PUT(N, 3); PUTCYD) is ();
for D in 1 .. NO_OF_DEFS loop
WRITE_BOOI (RDEFEX(N) (D));
end loop;
PUT(') '™); REW_1INE;
end loop;
NEW_LINE; put ('NO_OF_OP is ');
PUR(NO_OF_OP, 4);
NEW_LINE;
end;
end MAIN;

Jak juz wspomniano, dokonano obliczen programu dla czterech przykdado-
wych grafow przepdywu sterowania. Ponizej zamieszczamy  uzyskane wyniki
obliczen, przy czym tylko dla grafu muszelkowego o poziomie 3 sg one pek-
ne, tj. zawieraja réwniez wydruki wprowadzonych danych wejsciowych. Nume-
racje wierzchotkéw i tjrawedzi w grafie przedstawia rys. Bl.

Dla oszczednosci miejsca, pozostate wyniki zamieszczono w postaci skré-
towej. Numeracja wierzchotkéw i krawedzi graféw w tych przypadkach byka
podobna jak na rys. Bl. Przyjeto réwniez, ze we wszystkich wierzchotkach
grafu pierwszego rzedu o numerach nieparzystych wystepuje definicja zmien-
nej A, zas w wierzchotkach o numerach parzystych - definicja zmiennej B.

Wyniki obliczen dla grafu muszelkowego o poziomie 3:
— INPUT DATA —

LEVEL_P_OF GRAPH is 3
NO_OF DEFS is 4
NO OF NODES is 4

NODES_DATA(L) is
TRANS: (PTFT)
GEN : (TFFF)

NODES_DATA(2) is
TRANS: (TFTF)
GEN : (FTFF)

NODES_DATA®) is
TRANS: (FTFT)
GEN : (FFTF)

NODES_DATA() is
TRANS: (TFTF)
GEN : (FFFT)

\i_OF_GRAPHS is 4

GRAPHS(1) is
FIRST EDGE: 1
LAST EDGE : 6

GRAPHS(2) is
FIRSTJEDGE: 7
LAST EDGE: 10

GRAPHS@®) is
FIRST_EDGE:
LAST_EDGE

GRAPHS(®) s
FIRST EDGE: 13
LAST_EDGE : 13

=

\_OF_EDGES is 13
EDGES_TABLE(L) is

:0

is

FROM_NODE: 4

TO_NODE :1

HEAD T

succ. T
INITIAL_EDGE: 0
FINAL_EDGE

EDGES_TABLE(2)

FROM_NODE: 1

TO_NODE ™2

HEAD T

suce T

INITIAL_EDGE

FINAL EDGE
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EDGES_TABLE() le

FROM_NODE: 4
TO_NODE 2
HEAD :T
SDCC sT

INITIAL_EDGE: O
FINAL_EDGE : O
EDGES_TABLE(®) la

FROM_NODE: 2
TO_NOEE s3
HEAD sT
StTCC tT

INITIAIT_EDGE: O
FINAL_EDGE : O
EDGES_TABLE B5) ia
FROM_NODEs 4
TO_NODE  s3
HEAD sT
succ -7
INITIAL_EDGE: O
FINAL_EDGE s O
EDGES_TABLE(6) ia
FROK_NODE! 3

TO_HODE 4
HEAD sk
SucC :T

INITIAL_EDGE: O
FINAL_EDGE s O
EDGES_TABLE(?) ia

-FROM_NODE: 7
TO_NODE s5
HEAD :T
SucCC tT

IHITIAIG_EDGE: 1
FINAL_EDGE : 1
EDGES_TABLE(8) is
FROM_MODE i 5

TO_NOBE :6
HEAD :T
SucC T

IHITIAL_EDGE: 2
FINAL EDGE : 3
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EDGES TABLE(9) is
FROM_NODE: 7
TO_NODE s 6
HEAD :T
suce ST

INITIAL_EDGE: 2
FINAL EDGE s 3

EDBES_TABLE(10) ia
FROM_NODE: 6
TO_NODE s7
HEAD I F
succ °T

INITIAI_EDGE: 4
FINAL_EDGE s 6

EDGES_TABLE (11) ia
FROM_NODE: 9
TO_NODE s 8
HEAD 5T
succ t T

INITIALJEDGE: 1
FINAL_EDGE : 1
EDGES_TABLE (12) ia

FROM_NODE: 8
TO_NODE : 9
HEAD - F
SucC 2T

INITIAL_EDGE: 2
FINAL_EDGE : 6
EDGES_TABLE(13) ia
FROM_NODE: 0
TO_NODE 1 10
HEAD 1 F
suce * T
INITIAL_EDGE: 1
FINAL EDGE s 6

— OUTPUT DATA —

RDEFEN(D) is (PPTT)
RDEFEX(1) i8 (TFFT)
RDEFEN(2) is (TPTT)
RDEFEX(2) is (TTTF)
RDEFEN®) is (TTTT)
RDEFEX(3) is (FTTT)
RDEFEN() is (PFIT)
RDEFEX(4) is (P?TD)

103 -



- 104 -

NO_OF_OP is 32

Zwréémy uwage, ze liczba operacji (ha wektorach) wykonanych w progra

mie je8t zgodna z liczbg operacji wyznaczong teoretycznie. Mamy bowiem:

1.5p2 + 5.5p + 2 dla p * 3 wynosi 32 (por. tablica 3.2).

Wyniki obliczen dla grafu muszelkowego o poziomie 2:

— OUTPUT DATA —

RDEFEN(D) is (FTT)
RDEFEX() is (TTF)
RDEFEN() is (TTT)
RDEFEX(2) is (TTT)
RDEFEN@) is (TTT)
RDEFEX(3) is (FTT)

N_°F_OP is 19
2
Mamy: 1.5p +1.5p + 2 dla p =2 wynosi 19.
Wyniki obliczen dla grafu podwéjnie wigzanego o poziomie 3:

— OUTPUT DATA —

RDEFENQ) is (TTTF)
RDEFEX(D) is (TTFF)
RDEFEN@) is (TTTT)
RDEFEX(2) is (TTTF)
RDEFEN() is (TTTT)
RDEFEX(3) is (FTTT)
RDEFEN@) is (FTTT)
RDEFEX@) is (FFTT)

N_OF_OP 1is 32
2
Mamy: 1.5p + 5.5p + 2 dla p = 3 wynosi 32.
Wyniki obliczen dla grafu spiralnego o poziomie 2:

__ OUTPUT DATA —

RDEFENQ) is (TFTTF)
RDEFEX(L) is (TFFTF)
RDEFEN() is (TTTTF)
RDEFEX(2) is (TTTFF)
RDEFEN@) is (TTTFF)
RDEFEX(3) is (FTTFF)
RDEFEN@) is (TTTFF)
RDEFEX(4) is (TFTTF)

RDEFENG) is (TFTTF)
RDEFEX(5) is (FFFFF)

NO_0?_OP is 34
Mamy = Spp + 11p dla p =2
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réwne jest 34.



ALGORYTM ANALIZY REGIONOW DLA PROBLEMOW ANALIZY
PRZEPLYWU DANYCH

Streszczenie

Zaproponowano nowy algorytm, zwany algorytmem analizy regionéw, prze-
znaczony do rozwigzywania probleméw analizy przepdywu danych dla reduko-
walnych graféw przeptywu. Udowodniono czesciowg poprawnos¢ algorytmu oraz
dochodzenie jego obliczen do punktu koricowego dla probleméw definicji
osiggajacych oraz zmiennych aktywnych. Pokazano, ze pesymistyczna z#ozo-
nos¢ czasowa algorytmu jest O(n ) dla obu probleméw. Ponadto dokonano po-
réwnan algorytmu pod wzgledem zdtozonosci czasowej z dwoma dobrze znanymi
algorytmami rozwigzywania wyzej wymienionych probleméw. Poréwnania te
przeprowadzono w oparciu o kilka rodzin samopowielajacych sie, redukowal-
nych graféw przeptywu. Prezentowany algorytm zostat poréwnany z algoryt-
mem Allena-Cocke®"a dla problemu definicji osigagajacych (Allen, F_.E., Coc-
ke J. 0976] A program data flow analysis procédure, Comm. ACM 19, 3, March,
137-147) oraz z wersja '‘round-robin" algorytmu iteracyjnego dla problemu
zmiennych aktywnych (Hecht, M.S., Ullman, J.D. 0975] A simple algorithm
for global data flow analyais problems, SIAM J. Comput. 4,4, Dec., " 51.9-
-532). W obu przypadkach wyniki poréwnan nie sa rozstrzygajace, poniewaz
pokazuja, zs algorytm analizy regionéw wymaga zrealizowania asymptotycz-
nie mniejszej liczby operacji na wektorach bitéw, niz odpowiedni poréwny-
wany algorytm, dla pewnych rodzin redukowalnych grafow przeptywu oraz
wiekszej liczby operacji dla innych rodzin graféw.

AJITOPUTM AHANM3A PAVIOHOB /19 MPOB/IEM AHA/IM3A CEOPA [AHHb»

Pe3wme

Mpes/ioxeH HOBbI afirOPUTM, HAa3BaHHbLIA aNropuTMOM aHasM3a  palioHoB, npeaHa-
3HAYEHHbIE NS peleHVss Npo6neM aHaM3a c6opa AaHHbIX A5 CBOAMMLIX FpathoB ynpa-
BMeHVsi. [loka3aHa 4acTUYHas KOPPEKTHOCTb aniropuTMa U AOCTMXEHWe pacuéToB C
npYMeHeHneM 3TOro a/iropMTMa OKOHYATENbHOW TOUKM AN Npo6neMm  onpeaeneHuii no-
CTUraWUxX M NepemMeHHbX aKTMBHbIX. [OKa3aHo, UYTO  MecUMMCTMYecKasl BpemeHHas
C/IOXHOCTb anroputMa ectb 0(n2) gma. o6enx npobnem. Kpome TOro npousBefeHo
CpaBHEHWe anropuTMa C TOYKU 3PEeHVs BPEMEHOl CIOXHOCTW O [ABYMSsI XOpPOWO 3HAaKOo-
MbIMU aIFOPUTMaMV PEeWeHUst BbiClle YMOMSIHYTbIX Npo6nem. 3T cpaBHeHUst GbUv cae-
NaHbl Ha 6a3Uce HEeCKOSIbKUX CeMelioTB CaMOMHOXMTE/bHbIX CBOAMMbLIX rpajgoB  c6opa.
MpefAcTaBNeHHbIi anropuTM CpaBHUBA/ICA C a/lrOPUTMOM AfnnieHa-Kyka [ans  npo6remsbl
onpefeneHnii JOCTUranWmMx U € BEpCUei ""poyHA-pobuH™ anroputMa UTEppagvMoHHOro
ANsi Npo6/sieMbl NepemMeHHbIX aKTVBHbIX. B 06eux cnydasx pesynbTaTbl CPaBHEHWA sB-
NSI0TCS HernokasaTesflbHbIMA, TaK KakK OHWM MOKa3biBalT, YTO afiropuTM aHaim3a pa-
ioHOB TpebyeT peam3aumy acUMNTOTUMYECKN MEHbLEero uvc/ia onepauuii Ha BekTopax
6GMTOB, YaM COOTBETCTBYWWMI CpaBHVBaeMblli anropuTM A7 HEKOTOPbLIX CEeMeicTB CBO-
OnMBIX TpahoB c6opa M GOMbLOFO Yucna onepauuii Ans apyrux cemeiicTB rpados.



THE REGION ANALYSIS ALGORITHM FOR DATA FLOW
ANALYSIS PROBLEM

Summary

A new algorithm, called the region analysis algorithm, for global data
flow analysis problems on reducible flow graphs has been proposed. The
termination and partial correctness of the algorithm for the reaching de-
finitions and live variables problems have been proved. It has been
shown that the algorithm has the worst-case time bound of O(np)
bit vector operations for both problems. |In addition it has been
compared with respect to the time complexity with two well-known algo-
rithms for two problems mentioned above. The comparisons have been car-
ried out on some self-replicating families of reducible flow graphs. The
algorithm to be presented has been compared with the Allen-Cocke algorithm
for the reaching definitions problem (Allen, F.E., and Cocke, J. 0976] .-
A program data flow analysis procedure. Comm. ACM 19, 3, March, 137-147),
and with the round-robin version of the iterative algoritUji for the live
variables problem (Hecht, M.S., and DIIman, J.D. (J975].A simple algorithm
for global data flow analysis problems”™ SIAM J. Comput. 4, 4, Dec., 519-
-532). In both cases the results of comparisons are inconclusive, since
th®y show that the region analysis algorithm requires asymptotically fe-
wer bit vector operations than the respective algorithm being compared for
some FTamilies of reducible flow graphs, and it requires more operations
for other families of graphs.



WYDAWNICTWA NAUKOWE | DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI SLASKJEJ
MOZNA NABYC W NASTEPUJACYCH PLACOWKACH:

44-100 Gliwice — Ksiegarnia nr 096, ul. Konstytucji 14b
44-100 Gliwice — Spétdzielnia Studencka, uL Wroctawska 4a

40-950 Katowice — Ksiegarnia nr 015, ul. 2wirfci i Wigury 33
40-096 Katowice — Ksiggarnia nr 005, uL 3 Maja 12
41-900 Bytom — Ksiggarnia iw 048, PL Kos$ciuszki 10
41-500 Chorzéw — Ksiggarnia nr 063, uL Wolnosci 22

41-300 Dgbrowa Gérnicza — Ksiegarnia nr 081, uL ZBoWiD-u 2
47-400 Racibérz — Ksiegarnia nr 148, uL Odrzanska 1

44-200 Rybnik — Ksiegarnia nr 162, Rynek 1

41-200 Sosnowiec — Ksigegarnia nr 181, uL Zwyciestwa 7

41-800 Zabrze — Ksiegarnia nr 230, ul. Wolno$ci 288

00-901 Warszawa — O$rodek Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN —
Patac Kultury i Nauki

Wszystkie wydawnictwa naukowe i dydaktyczne zamawia¢ mozna POPrzez Sktadnice
Ksiegarska w warszawie, uL Mazowiecka 9.



