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WPROWADZENIE

Kolejkowe modela systeméw komputerowych przedstawiajg modelowany sy-
stem Jako sie¢ stanowisk obstugi, pomiedzy ktérymi kraze obstugiwani
klienci. Klienci to wykonywane przez system zadania, a stanowiska obstugi
to elementy systemu komputerowego: procesor centralny, procesory komuni-
kacyjne. pamieci zewnetrzne, linie transmisyjne, urzadzenia wejsScia-wyj-
Scia. Przyktadowy model ujetego w tych kategoriach systemu komputerowego
przedstawia rys. 1.

Jednorazowy czae obstugi w stanowisku to czas nieprzerwanej pracy mode-
lowanego urzadzania na rzecz wykonywanego zadania. Fakt korzystania przez
zadanie z réznych zasobéw systemu Jest zobrazowany wedréwka klienta pomie-
dzy stanowiskami obstugi. Czasy obstugi i czasy pomiedzy nadejsSciem kolej-
nych klientéw sa wielkosciami losowymi i sg scharakteryzowane przez roz-
k#ady prawdopodobienetwa. Klient Jest obstugiwany natychmiast po nadej-
Sciu do stanowiska lub czeka w kolsjce na obstuge.

Modele pozwalaja obliczy¢ m.in. Srednig liczbe klientéw w stanowiskach
obstugi, stopien wykorzystania stanowisk, $redni czas czekania w kolej-
kach poszczegdélnych stanowisk i Srsdni czas przejscia klienta przez calg
ich siec.

Jak wykazuje dotychczasowa praktyka, por. np. [PERF 72-84] , modele pro-
babilistyczne, mimo iz wyjatkowo - w pordéwnaniu ze z#ozonoscig opisywane-
go obiektu - proste, potrafiag dobrze uchwyci¢ zaleznosci pomiedzy Jego
podetawowymi parametrami (np. czas reakcji systemu w Ffunkcji liczby aktyw-
nych terminali) 1 sga dogodnym narzedziem analizy poszczegélnych wariantéw
systemu w fazie Jego projektowania. Mozna przy ich pomocy przewidziec,
czy planowany system potrafi wykona¢ przewidziane zadania w odpowiednio
krotkim $rednim czasie 1 sprawdzi¢, czy przepustowos¢ poszczegdlnych Jego
czesci Jest prawidtowo dobrana - czy nie ma w nim “wagskich gardet”, ktore
sg przyczyna opoéznien znacznie wiekszych niz opdznienia w pozostatych
czesciach systsmu. Ola pracujgcych Juz systemédw modelowanie umozliwia
ilosciowg ocene zmian ich parametréw uzytkowych w funkcji planowanych
-zmian konfiguracji lub obcigzania.

Prostota pojeciowa modeli w postaci sieci stanowiek obstugi nie idzie
w parze z prostota obliczeniowg. W zaleznosci od przyjetych zatozen do-
tyczacych rozkdadéw czaséw obstugi, strumieni wejsciowych, regulaminéw
ezeregowanla klientéw - modele prowadza do rozwigzania analitycznego,
numerycznego lub wymegaja zaetosowania metod symulacyjnych. Dlatego tez
wiele uwagi poswigca sie numerycznej implementacji modeli, tworzac pakie-
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ty odpowiednich programéw, np, BEST 78, Sane 82, ,\hit 83b,c, Vera 84
oraz opracowujac metody przyblizone tam, gdzie brak doktadnego rozwigza-
nia lub jest ono zbyt pracochtonne.

Aproksymacja dyfuzyjna jest jednga z przyblizonych metod modelowania.

W mocno obcigzonym stanowisku obstugi, tj. w stanowisku, ktdérego wspot-
czynnik wykorzystania jest bliski Jednosci, odpowiednio unormowane pro-
cesy N(t) i U{t)

N(t) - liczba klientéw, obstugiwanych lub czekajacych, obecnych w sta-

nowisku w chwili t,

U(t) - zapas pracy, czas potrzebny do zakonczenia obstugi wszystkich
obecnych w stanowisku w chwili t zadan,

sa - niezaleznie od typu rozkkadu odstepu czasu miedzy klientami w stru-
mieniu wejsciowym i rozktadu czasu obstugi - stabo zbiezne do jednowymia-
rowego procesu dyfuzji z pradem, ograniczonego do dodatniej potasi liczb
rzeczywistych i posiadajacego jeko warunek brzegowy umieszczong w punkcie
X = 0 bariere odbijajaca. Pozwala to wykorzysta¢ rezultaty dotyczace
stosunkowo dobrze poznanego procesu dyfuzji, np. [Levy 48, Cox 65j , do
przyblizonego opisu zachowania stanowiska obstugi, w ktérym prawdopodo-
bienstwo, iz brak w nim klientéw i stanowisko pozostaje bezczynne, mozna
pomingc.

Niech f(x,t}xg) oznacza gestos¢ procesu dyfuzji X(t)

FOLEIXQ)AX » Pr[x<X(t)sx + dx | X(0) = x0]-
Posta¢ f(x,t;xQ) jest znana po rozwigzaniu roéwnania dyfuzji

3FX,tjXg ) N 02F(x,t;xQ) AN 3F(X,E;xQ)
5t * 2 ~P STx

lub w stanie ustalonym réwnania

»
dx*©

gdzie FT(X) « lim f(x,t;xQ).
| e o3

W zaleznosci od przyjetych wspétrzednych procesu dyfuzji, gestosc
f(x,t(XQ) aprokaymuj» dyskretny rozktad prawdopodobienstwa liczby klien-
tow w stanowisku lub gestos¢ procesu U(L).

Dobierajac odpowiednio wspotczynniki Ib. «C mozna opisywaé¢ stanowiska
wielokanatowe, stanowiska z wieloma klasami klientéw, z obstugg prioryte-
towa, z grupowymi nadejsciami klientéw - a wiec stanowiska, ktdérych ana-
liza doktadna przy zatozonych ogélnych rozktadach czasu obstugi i czasu
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miedzy zgtoszeniami nie jest mozliwa. Metode te mozna po obliczeniu
dwéch pierwszych momentéw rozkdadu odstepédw czasu miedzy klientami w
strumieniu wejsciowym odnies¢ do kazdego stanowiska w sieci.

Literatura dotyczgaca zastosowania aprokeymacji dyfuzyjnej w teorii
kolejek w og6le i do modelowania systeméw informatycznych w szczegélno-
Sci Jest Juz obszerna - wazniejsze jej pozycje zostaly wymienione w kon-
cowej czesci rozdziatu pierwszego.

Zakres aproksymacji dyfuzyjnej mozna rozszerzy¢ - zaproponowat to
Gelenbe [Gele 75] wprowadzajac proces powrotéw elementarnych jako waru-
nek graniczny procesu dyfuzji: proces po osiggnieciu wartosci zerowej
zatrzymuje sie przez czas odpowiadajacy jednorazowemu okresowi bezczynne-
mu stanowiska, po czym rozpoczyna sie w wybranym punkcie na osi Xx.

W tan spos6b model opisuje zachowanie stanowiska stabiej obcigzonego,
w ktérym okreséw bezczynnosci nia mozna pomingc.

Cel 1 zakres rozprawy

Celem rozprawy jest udoskonalenie metody aproksymacji dyfuzyjnej po-
przez :

1) opracowanie metody rozwigzywania rownan dyfuzji uzupednionej o proces
powrotéw elementarnych (rozwigzanie przedstawione w [Gele 75] ograni-
cza sie do stanu ustalonego, gdy roéwnanie dyfuzji Jest zwykdym, a nie
czastkowym réwnaniem rézniczkowym),

2) sprawdzenie w kilku podstawowych w teorii kolejek zadaniach czy i w
jakim stopniu wprowadzenie powrotéw elementarnych zwieksza doktadnoscé
aproksymacji -

Rozdziat 1 stanowi zwiezdty monograficzny przeglad rezultatéw dotycza-
cych modeli w postaci sieci stanowisk obstugi. Rozdziat X1 wprowadza pod-
stawowe pojecia zwigzane z aproksymacje dyfuzyjna. Rozdziaty 111-V zawie-
raja oryginalne wyniki pracy. W rozdziale 11l pokazano, ze proces dyfuzji
z powrotami elementarnymi mozna przedstawi¢ jako superpozycje procesow
dyfuzji z ekranem pochtaniajacym (po dojsciu do ekranu proces konczy sie)
i uzyskano tg droga aproksymacje procesu N(t) w stanowisku G/G/1, tj.

w stanowisku z dowolnym strumieniem wejsciowym klientéw 1 dowolnym roz-
ktadem czasu obstugi oraz w stanowisku G/G/1/N, tj. w stanowisku G/G/I

z ograniczong do N klientéw kolejka. W rozdziale IV wykorzystano te
samg metode superpozycji proceeéw do aproksymacji U(t) w stanowisku
G/G/1. Zbadano tez zasadno$¢ aproksymacji procesu U(t) procesem Markowa
wyzszego rzedu niz proces dyfuzji. W rozdziale V stworzono dyfuzyjny mo-
del stanowiska obstugi z ograniczong populacja klientéw (stanowisko
G/G/1//N, tzw. problem konserwatora), uwzgledniajac powroty elementarne
oraz zmienne skokowo wraz z wartoscig procesu dyfuzji wspédczynniki piat.

Trudno oceni¢ btad aproksymacji dyfuzyjnej inaczej jak poprzez poroéw-
nanie jej wynikoéw z wynikami doktadnymi (gdy jest to mozliwe) lub wynika-
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mi symulacji. Stad wystepujaca w pracy dos¢ duza liczba przyktadéw obli-
czeniowych, umozliwiajgca dyskusje b#eddébw aproksymacji, w takze pozwala-
jaca stwierdzié¢, ze obliczenia numeryczne zwigzane z opracowanymi modela-
mi sg, wzigwszy pod uwage oméwione w poczatkowym rozdziale trudnosci in-
nych metod modelowania, stoeunkowo proste.

Praca zoetata wykonana w Zaktadzie Systeméw Automatyki Kompleksowej
PAN w ramach tematu “Rozwdj etatyetycznych metod opieu dziakania, oceny
wydajnosci i doboru struktury zdozonych systeméw komputerowych® w proble-
mie wezdowym ""Rozwdj zintegrowanych systeméw komputerowego sterowania
z uwzglednieniem wiezéw miedzyeystemowych™. Oprécz prac teoretycznych,
temat ten obejmowat przygotowanie pakietu programowego umozliwiajacego
wykonywanie obliczen modelowych, stworzenie oprogramowania zbierajacego
dane statystyczne o pracy duzego systemu komputerowego czasu rzeczywi-
stego, opracowanie probabilietycznych modeli dwéch konkretnych systeméw
komputerowych (systemu sterujacego proceeem przemystowym oraz wielodo-
stepnego systemu zarzadzajacego) - obejmowat wiec wszystkie podstawowe
zagadnienia zwigzane z opracowaniem i stosowaniem probabilistycznych mo-
deli systeméw komputerowych [zSAK 81-85, Czac 85b] . Uzyskane w ten spo-
s6b wkasne doswiadczenia w pedni potwierdzajg,zdaniem autora,przydatnosé
probabilistycznych modeli przy projektowaniu i rozbudowie systeméw kompu-
terowych - i uzasadniaja wysidtki zmierzajace do doskonalenia teorii tych
modeli.

wiekszos¢ zebranych w pracy w jednolitej formie wynikéw byda opubliko-
wana wczesniej w kwartalniku “Podstawy Sterowania'.

Autor dziekuje Profesorowi Stefanowi Wegrzynowi za umozliwienie reali-
zacji niniejszej pracy, za pomoc 1 zachete oraz Kolegom z Zeepodu Staty-
stycznych Modeli Systeméw Komputerowych za dyskusje i uwagi.



Rozdziat 1

ANALITYCZNE 1 OBLICZENIOWE PROBLEMY PROBABILISTYCZNYCH
MODEL1 SYSTEMOW KOMPUTEROWYCH

Rozdziat ten Jest poswiecony ogélnemu oméwieniu modeli w postaci sieci
stanowisk obstugi i probleméw obliczeniowych, jakie wieze sie z ich wyko-
rzystaniem - by méc pézniej scharakteryzowa¢ na tym tle metode aproksyma-
cji dyfuzyjnej.

Ograniczono sie do metod najbardziej znanych i posiadajacych swoje
Implementacje numeryczne. Pominieto takie zagadnieniafjak opis pracy sta-
nowisk w czasie dyskretnym, por. np. [Bhar 80], systemy z bardziej z4ozo-
nymi regulaminami szeregowania zadan [woli 82] , jak roéwniez szczegélnie
obecnie rozwijane zagadnienia opisu synchronizacji zadan oraz réwnoczes-
nego wykorzystywania przez zadanie wielu zasobéw, np. [Thom 83, Heid 83,
laco 82] .

1.1. Sformutowanie problemu i notacja

Ponizej przedstawiono wazniejsze wyniki dotyczace modeli w postaci
ogolnej, tj. w postaci sieci ztozonej z dowolnej liczby stanowisk i posia-
dajacej dowolng topologie - rys. 1.1. Omawia¢ bedziemy kolejno modele,
ktérych wynik ma jawng posta¢ analityczng (nie zawsze uzyteczng w obli-
czeniach), modele wymagajace uzycia metod numerycznych oraz modele, przy
rozwigzywaniu ktérych czynione sg w stosunku do zatozen rézne uproszcze-
nia. Modele te bedziemy nazywa¢ odpowiednio modelami analitycznymi, nume-
rycznymi i przyblizonymi.

Opis kazdego stanowiska w sieci na rys. 1.1 zawiera rozkdad czaséw
obstugi klientéw oraz regulamin szeregowania w kolejce zgltoszen czekaja-
cych na obstuge. Opis sieci uzupedniaja prawdopodobienatwa przejs¢ pomie-
dzy kazda para stanowisk. Sie¢ moze by¢ zamknieta - zawiera woéwczas stalg
liczbe przebywajacych w niej ciagle klientéw lub otwarta - klienci wcho-
dza do niej i opuszczaja ja, a liczba klientow obecnych w sieci Jest
zaienna. Klienci sg nierozroézniahi lub sg zgrupowani w klasy; klienci po-

szczegblnych klas réznig sie czasem obstugi w stanowiskach i droga w sie-
ci, mogg tez rézni¢ sie priorytetem w korzystaniu z czasu pracy stanowisk.
Sie¢ mieszana to sia¢ otwarta dla pewnych klas klientéw i zamknieta dla
innych.
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Rys. 1.1. 0Og6lna postac¢ sieci stanowisk obstugi jako modelu systemu kom-
puterowego

Fig. 1.1. A generat gueueing network as a model of a Computer system

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia

Ola sieci:

M - liczbastanowisk obstugi w sieci,

N - liczba(stata lub zmienna) klientéw w sieci,

K - liczbaklas klientoéw,

K- Dliczba klientéw przychodzacych do sieci w jednostce czasu«

Ola etanowiska i w sieci:
Al (X),ai (X) - dystrybuanta i funkcja gestosci rozktadu odstepu czasu mie.
dzy kolejnymi zgtoszeniami; wartos¢ Srednia tego rozktadu

to E[aj - 1/7, gdzie ~ Jest Srednig liczbg klientéw
nadchodzacych do stanowiska i w jednostce czasu;
wariancja - 5 , wspodczynnik zmiennosci rozktadu A. -
cat = «L

(x),bl(x) — dystrybuanta funkcja gestosci rozktadu czasu obstugi;
wartos¢ Srednia E[bj - sA -
kiem obstugi - S$rednig liczbg klientéw, jaka mogtoby obstu-

i
i JJj jsst wspotczynni-
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zy¢ stanowisko w jednostce czasu, gdyby pracowato bez przer-
wy; Sredni czas obstugi jest staty lub zalezny od liczby
klientow obecnych w stanowisku, st m wariancja roz-
ktadu 671" wspotczynnik zmiennosci

nA - liczba klientéw w stanowisku i,

. - przepustowos¢ - Srednia liczba klientéw obstuzonych w Jedno-
stce czasu; w stanie ustalonym ™ =

- wspétczynnik wykorzystania stanowiska - czes$¢ czasu, przaz
ktéry stanowisko Jest czynne,

r - prawdopodobienstwo, ze klient po zakoriczaniu obstugi w stano-
wisku 1 przejdzie do kolejki stanowiska J; r Q jest
prawdopodobienstwem, ze bezposrednio po zakonczeniu obstugi
w stanowisku i kliant opusci siec; rQi Jest prawdopodo-
bienstwem, ze klient rozpocznie pobyt w sieci od stanowiska i;
w sieci zamknietej r t » riQ = O;

R m [rj] nazywamy macierza tranzycji.

W przypadku wielu klas klientéw parametr odnoszacy sie do klaey k
posiada dodatkowy indeks, np.

- liczba klientéw klasy k w sieci.

ny? - liczba klientéw klasy k w stanowisku 1,
af - Sredni czas obstugi klientéw klasy k w stanowisku i,

- prawdopodobienstwo, ze klient klasy k po zakonczeniu obstu-
gi w stanowisku i przsjdzie do stanowiska J stajac sie
klientem klasy 1.

Przez rozwigzanie modelu rozumie sie okreslenie stacjonarnego rozkdadu
prawdopodobienstwa wszystkich rozréznialnych standéw sisci. Jezeli np.
stan sieci okresla liczba klientéw w poszczegélnych stanowiskach, to
rozwigzaniem jest rozktad p(n™,...,n") » p(n). W praktyce bardziej
interesujace jest okreslenie kilku wynikajacych z rozktadu p(n) wielko-
Sci, takich jak :

- rozktad Pi"™) lub wartos¢ Srednia £[nj Uliczby klientéw obecnych

w poszczeg6lnych stanowiskach,

- Sdredni czas czekania Qi - E[wJ w kolejkach poszczegélnych stanowisk
lub Sredni czas reakcji e« E[wj & s/
- przepustowos¢ 3* i wykorzystanie stanowisk p», i b l1..... M.

Nia ma obecnie Jednej ogolnej metody rozwigzania przedstawionego po-
wyzej problemu. Przyjety sposéb postepowania zalezy od szczegétowych za-
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tozen dotyczacych typu rozk#adu czasu obstugi, regulaminéw kolejek, a
takze od rozmiaru sieci - liczby stanowisk, liczby klientéw i ich klas.
Istniejgce modele doi¢ czesto wymagaja ztozonych obliczen, dlatego
problem modelowania dotyczy nie tylko teorii modeli, lecz takze efektyw-
nosci algorytméw obliczeniowych zwigzanych z nimi, a takze uproszczonych
i przyblizonych sposobéw uzyskania rozwigzania. Z koniecznosci niniejszy
rozdziat zawiera opis wielu metod i stanowi bibliograficzny przeglad
rozwigzan uzytecznych przy projektowaniu stuzgcego modelowaniu oprogramo-
wania,zwracajac uwage na problemy praktycznej implementacji modeli.

1.2. tancuchy Markowa lako podstawa modelowania sieci
stanowisk obstugi

Proces stochastyczny N(t), ktorego wartos¢ okresla liczba klientéow
w pojedynczym stanowisku obstugi, przybiera wartosci catkowite n « 0,1...
zmiana wartosci procesu nastepuje w chwilach nadejscia klienta lub za-
konczenia obstugi. Jezeli klienci nadchodzg w odstepach czasu o rozkta-
dzie wyk*adniczym a(x) « ?2l(n)e-/"n"x, tj. tworza poissonowski strumien
zgtoszen, a czas obstugi roéwniez podlega rozktadowi wyktadniczemu b(x) »
- i(n).“J(n> . to N(t) jest H*ancuchsm Markowa z czasem ciaghym.

Stan procasu jest w pakni okreslony przez wartos¢ n, a réwnania wig-
zgce stacjonarne prawdopodobienstwa stanéw maja posta¢, por. np. [Hoai 75]

J

0 « -p(M[?Un) + ~(N)]* p(n-DX(n-1) + p(+1)(n+1),

AC0) . O, n»o0,1,... a.n

i rozwigzanie

p(n) « p(O)L(n)I(n)sn, a.2)

n-1 n
gdzie L(n) - wr).  1n) » C7T1I3"

i-0 1=1

Warunkiem istnienia stanu stacjonarnego procesu i rozwigzania (1.2) jest

P(O) - [1 + 2 (I8 1>0"
n-1

Niech do otwartej sieci M stanowisk tego typu naptywa poissonowski stru-
mien klientéw, a parametr X tego strumienia zalezy od liczby klientéw

w catej sieci, X-X(N). Bilans roéwnowagi stanu n » [n1(...,nMj sieci ma
postac

n

-p(MOWVN) + ~ Jix(ni M1-rii)
i«l

A

¢ 2 2 PInCi+. IM] i Vni+Drid

1-1 j-I
1
M M 1.3
¢ 2 PI[nC(i-)JwN-i)rol ¢« 2 p[n(i+>]Ni<ni+l)rio )
i-i 1=
gdzie n(i”) - N ,...,nx=1___._ nM], n(i+) » [nt nt ¢ 1 nMj ,
n(i+, J7) - M,...,ni+l nj-1_.... °m] sa stanan,i sgsiednimi do n.
Rozwigzaniem (1.3) Jest [jack &ﬁ
Nﬂ n
P() -1 2 W NIi(i)@i8i) i.
i-1
a w przypadku sieci zamknietej, gdy Qi = riQ =0 dla i =1 M,
[Oord 67]
n
p(@d "5 2 li {niReigitnk* (1*5

i«l

G jest stalg normalizacyjng, G - 2 p(n), ei Jast rozwigzaniem ukdadu
n

réwnan, zwanych réwnaniami ruchu

M

ei " r0i + 2 eJdrji” 1m1l._...(*"

\Y

i okresla $rednia liczbe wizyt w stanowisku i klienta przechodzacego przez
sie¢. lloczyn Jest Srednim 4acznym zapotrzebowaniem klienta na
prace i-tego stanowiska. W sieci otwartej rozwigzanie (1.6) jest jedno-

znaczne, a M n) okresla przepustowos¢ i-tego stanowiska.
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Jezeli X* const., » const., dla i » 1,...,M, to

M n

P() - fI Pil(1-Pi).
il

P+ -V~i1 " 7loi4a*

W sieci zamknietej e”, jako rozwigzanie uktadu roéwnan jednorodnych, sa
znane z dokdadnoscig do czynnika, ale obecnos$¢ statlej
ze wyblr rozwigzania (1.6) teoretycznie nie ma wpdywu na wartosci p(ri).
Powaznym ograniczeniem opisanych modeli jest zatozenie o wyktadniczych
rozktadach A(x) i B(xX). Mozna go unikngé¢ i mimo to pozosta¢ w sferze mo-
deli Markowa przez wprowadzenie rozktadéw bedacych kombinacja rozktadow
wyktadniczych. Szczeg6lnie uzyteczny jeet rozkdtad coxa (tzw. rozkiad
prawie ogélny), por. [Klei 75], ktérym mozne aproksymowa¢ dowolne rozkta-

dy. Przyjmijmy np., ze A(x) pozostaje bez zmian, a czas obstugi podlega
rozktadowi Coxa:®

Ja, <uix “ht*
b(x) = 2. (978 .. *Mfe T ), (1.8)
f-1
f-1
(gdzie g" m BN ai> * Jast operacja splotu, ao - 1) tzn. sktada sie
i=0

z pewnej liczby faz (co najmniej jednej i nie wiecej niz F), ktdrych
czas trwania ma rozktad wyktadniczy z parametrem ~ dla fazy f. Faza f
jest z prawdopodobiennstwem bf fazg oetatnig (bp m 1); faza nastepna
rozpoczyna sie z prawdopodobienstwem af * 1-bf. Stan systemu obstugi
okresla para (n,f), gdzie Ff jest aktualnie wykonywang faza obstugi, a
bilans prawdopodobienstw stanu (n,f) ma postac

0 - -p(n,Hp\,(n) +~f] + p(n-1 ,1i) Jun-1)

+ <) + sFfil 2

Jj-i

p(n+1,J”jbj

gdzie 6~ jest delta Kroneckera.

Réwnanie (1.9) nie ma rozwigzania w prostej, podobnej do (1.-2) formie
(por. [Perr 83] ),nie ma réwniez sie¢ stanowisk tego typu. Proeta
forma rozwigzania roéwnan bilansu prawdopodobienstw pojedynczego etano-
niska oraz iloczynowa, jak w przypadku (1.4) i (1.5), forma rozwigzania
dla sieci stanowisk Jest uwarunkowana ich dodatkowa wkasnosciag [chan 72,

Chan 77] : intensywnos$¢ wsjscia w dany stan zwigzana z nadejsSciem klienta

6 w (1.5) sprawia,
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do stanowiska jeet roéwna intensywnosci wyjscia z tego stanu zwigzanej
z odejsciem klienta ze stanowiska. Réwnania (1-1) mozna roztozy¢ na réwna-

nia

0 = -p(MA) + p(n+1)jt(n*D),

(1.10)
0 « -pM*i(n) + p(n-DHjun-1),
a kazde z roéwnan (1.3) roztozy¢ na réwnania
O m -p(n)@i(ni) + »(N-1tpfnd*)], - 1..... M, (1.11)

natomiast podobnej operacji z réwnaniami (1.9) zrobi¢ nie mozna.

Réwnania (1-1), (1-3), (1.9), uwzgledniajace wszystkie dopuszczalne przej-
Scia miedzy etanami, nazywa sie roéwnaniami réwnowagi globalnej, roéwnania
(1.10), (1.11) zwigzane z ruchem jednego klienta - réwnaniami réwnowagi
lokalnej. WSréd modeli markowowskich Jest wiec klasa modsli posiadajacych
analityczne rozwigzanie roéwnan réwnowagi lokalnej w postaci jawnej

M
p(n) « i 2
1-1

(1.12)

h+(nl) zalezy tylko od wkasnosci stanowiska i.
Modele posiadajace rozwigzanie w postaci (1.12) nazywa sie sieciami de-
komponowalnymi (separowalnyml) lub sieciami o rozwigzaniu iloczynowym.
Dla pozostatych modsli markowowskich trzeba szuka¢ rozwigzania réwnan
réwnowagi globalnej droga numeryczng. Stanowieka z rozkdtadem czaséw ob-
stugi typu Coxa pozostajg w rownowadze lokalnej tylko w przypadku, gdy
obstuga klienta rozpoczyna sie nstychmiast po Jago nadejsciu. WSrod wielu
mozliwych stanowisk w réwnowadze lokalnej [Noet 79] i prawie ogélnym roz-
ktadem

w ktérej postac

B(x) zastosowania znalazty nastepujace:

) etanowisko posiadajgace dostatecznie wiele identycznych réwnole-
gtych kanatéw obstugi, by réwnoczesnie i z tym samym B(x) obstuzyé
wszystkich klientéw. Stan tego etanowiska wyznacza wektor fm [~ ,... F],

jest liczbg klientéow w fazie f obstugi; roéwnanie roéwnowagi global-

nej dla stanu » ma postac

o - -p(E)liN.(n) + 2~ f Je p[rd")]Wn-i)

-f-1
F-1 F

.2 eDDIW F o+ 2 p[*(F+)1«vi)~fbr
i =i
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E
o = -p(o:,\(0) ¢ 2 pL2(F+)InfbF d.i3)
f-i

a rownanie rownowagi lokalnej dla tego stanu zwiezane z wejsSciem i wyj-
Sciem jednego klienta z fazy f obstugi, to

0 » —-p(E;"9FWF + efS\.(-Dp[*(F“)], Ffmx1l F, (1.14)
ef =al.. af.

_mtozwiezaniem (1.13) lub (1.14) jest

pI&Y ® PCOLERYICAYAL T 3-3 (ef@f)@(_ 8F - i-, @ .15)
L i

prawdopodobienstwo, ze w systemie jest n klientéw

P(r) = 2 p(E) m p(o)L(n)I(n)sn, (1.16)
F
0 : 2 "PFn
-1 T
gdzie
F
sm 2 VT
f-1

0o modelu stanowiska mozna wprowadzi¢ klasy klientéw, zaktadajac, ze

klient klasy k, k-1,...,K, wystepuje w strumieniu wejsSciowym z prawdo-
k i k
podobienstwem a , k2’1 a * 1, 1 oznaczajec stan systemu wektorem £ =
= ja Pk.__... "Kj. gdzie vk - wk._..."k..... "I , vk oznacza liczbe

klientow klasy k w fazie f obstugi. Po uwzglednianiu w (1.13), (1.-14)
klas klientéw otrzymujemy [Koba 78]

K

p(nk) - p(OOL(MMI(M)nl 2 nr; (aksk)k @.17)
k«l

K
p(n) = pO)L(nN)I(n)sn, s » 2 aksk, (1.18)
k-1
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(ii) stanowisko, ktérego moc rozdziela sie réwno pomiedzy wszystkich
klientéw,

(iii) stanowisko z regulaminem priorytetowym dajecym pierwszenstwo
klientowi, ktory przyszedt najpézniej: w chwili nadejscia nowego klienta
biszeca obstuga zostaje przerwana i jest kontynuowana od miejsca przerwa-
nia po zakonczeniu obstugi zgtoszen, ktére pojawity sie pédzniej.

Ola stanowisk typu (ii) i (iii) réwnania rownowagi i ich rozwiezania
maje posta¢ analogiczne do (1.14)-(1.18).

Zachowujace rownowage lokalne stanowiska z prawie ogélnym rozkkadem
czasu obstugi oraz stanowiska z regulaminem naturalnym 1 wykd#adniczym
rozktadem b(t) mozna poteczy¢ w sie¢ [Bask 75], tworzec najogdélniejszy
ze stosowanych obecnie modeli w formie sieci dekomponowalnej.

Sie¢ moze by¢ otwarta dla jednych klas klientéw, a zamknieta dla innych;
w stanowiskach z regulaminem naturalnym klasy klientéw nie aa rozrdézniane.
Stan sieci opisuje wektor n * [£ ,... MM], ~ dotyczy stanowiska i ,
i jest zdefiniowane Jak poprzednio dla stanowisk z rozktadem Coxa; dla
stanowisk z regulaminem naturalnym - n”™. Rozwigzanietej sieci Jest
naturalnym uog6lnieniem (1.15) [Bask75, Koba 78]

M K Fk nk
P(H) | 2 LQD)Iiidii 2 ff T- @if sif) If* .19
i-1 k-1 f-1 ifl
f-1
gdzie ekf = (J[ akx)ek
1-1

lub po agregatyzacji

M K nk
P(k) “ § | [ LQWIinidnil (ek sk) i, (1.20)
il k-1 ni 1
n
PCris* 17T ~wow st oi v 2 8f Sk (1.21)
i-1 k-1

W (1.19) zaktada sie, ze strumien zewnetrzny, jezeli istnieje, jest funk-
cje tecznej liczby N klientéw w sieci, tj. X- WN).
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1.3. Obliczanie doktadnych 1 przyblizonych rozwigzan
siaci dekomponowalnych

Mimo istnienia rozwigzania w Jawnej postaci (1.19-1.21) Jago praktyczne wy-

korzystanie nie jest wcale prosta. Przede wszystkim trzeba wyznaczy¢ sta-
43 normalizacyjng G. Liczba stanéw, ktére moze przyjmowaé sie¢ rosnie
bardzo szybko wraz ze wzrostem wartosci M, N, K, , Np. sie¢ zamknieta
stanowisk z regulaminem naturalnym (K «a F* » 1) ma stanéw, czy-
li dla M « N * 10 liczba stanéw przekracza 92 000 - tyle wyrazen typu
(1.5) trzeba by obliczyé¢, zsumowaé, by wyznaczy¢ statg normalizacyjna,
przeskalowac¢, by méc dopiero przystgpi¢ do obliczania wartosci S$rednich
E[nj , E[wj - Dla duzej sieci, bioragc pod uwage czas obliczen i btedy
zaokraglen, zadanie staje sie niewykonalne. Aby omingé czes¢ tych trudno-
Sci stosuje sie zazwyczaj jedna z dwéch metod obliczeniowych: metode
splotowa lub metode wartosci Srednich.

Metoda splotowa obliczania statej normalizacyjnej opiera sie na spo-
strzezeniu [Buze 73] , ze dla sieci o rozwigzaniu iloczynowym stata norma-
lizacyjna, ktoérej wartos¢ jest miedzy innymi funkcja rozmiaru sieci i
liczby klientéw, G » G(M,N), mozna wyrazi¢ poprzez state dla sieci zmniej-
szonych o jedno stanowisko i zawierajacych mniej klientéw. Dla sieci zam-
knietej z Jedng klasg klientow

N

GM,N) » 2 G _ (M"1* N_n) *ifn) (1.22)
n=0 1

indeks i~ wskazuje, ze stata odnosi sie do sieci, z ktérej usunieto sta-
nowisko i. Obliczenie statej G(M,N) sprowadza sie wiec do rekurencyjne-
go obliczania splotu (N+1) - wymiarowych wektoréw

“__> M (1.23)

gdzie G" - [G(m-n)] b h, - [hjn)]
n m O]«««]|N n a

® jest operacje splotu wektorowego; z warunkiem poczatkowym
GMn) * hjfn), n » 0,...,N.

Stata G(M,N) jest ostatnig sktadowg wektora G". Ponadto rozktady brze-
gowe pCri®) nie wymagaja uprzedniego wyznaczenia p(n), lecz wyrazaja sie
przez wymienione state:

ne G.(M-1, N-n)
P+(n) * p(n) - ht(n) gTFTTn T * (1.24)
n :n”»n
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co dodatkowo upraszcza obliczanie miar pracy stanowisk, np. przepustowosé

wyznaczamy jako

G. - (M,N-1)

5>i - 2 Pi(n>i<n>- 9i '1 gTmTnl — - {1-25)
n»l

W przypadku wielu klas klientéw [Reis 75] (zatozmy, za klienci nie mo-
ga zmienia¢ klasy, N = const) w miejscu splotu wektorowego wystepuja

sploty macierzy K-wymiarowych:

N1 Nk
GMm,NI....nIx)“ 2 *ee? G(m-1,n1..... nk JSHfm_~-n1..... Nk-nk),
nX=0 nk=0

Gd.nl....nk)» Hd.-n1,,.. ,nk) .

Jezeli klienci moga zmienia¢ klasy, to zbiér K klas mozna podzielié
na C~AK podzbioréw, zwanych #ancuchami, pomiedzy ktérymi nie ma wymiany
klientéw i transformowa¢ rozwazang sie¢ w sie¢ z C klasami klientéw bez
mozliwosci zmiany klas [Brue 80] . Dalsze oszczednosci obliczeniowe dla
3ieci o rzadkich macierzach R i #ancuchach, w ktérych ruch klientéw
jest ograniczony do czesci sieci daje odpowiednie uporzadkowanie kolej-
nosci obliczen (1.23), (1-26) [Lam 8I1 . (1-23) i (1-26) upraszczaja sie
tez znacznie, jezeli Srednie czasy obstugi sk sa state, tj. niezalezna
od n~.  Implementacje algorytméw obliczeniowych w poszczegélnych przy-
padkach sieci zamknietych omawia doktadnie [Brue 80], implementacje dla
sieci mieszanych - przy ograniczeniach zapewniajacych zbiezno$é algoryt™
(staty strumien wejsciowy, state, poczawszy od pewnej liczby klientéw
w stanowiskach, czasy obstugi) zawiera [Mere 78].

Wartos¢ obliczonej statej normalizacyjnej zalezy od przyjetego rozwig-

zania réwnan ruchu [Lam 82]

1N . Nk
G - GQN.N,@) - (&) 1 ... (&%) G(M.N,D), @.27

gdzie N - [n1 Nk]

1 w zaleznosci od wyboru e moze w trakcie obliczen szybko rosna¢ lub

male¢, przekraczajac dopuszczalny w maszynie cyfrowej zakres liczb
zmiennoprzecinkowych. Postac¢ zaleznosci (1.27) pozwala na tatwe przeska-

lowanie G w trakcie obliczen
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N*

@ 28)

K
G(M,N,e") = G(M,N,e) jI >
1 (V

i utrzymanie jej wartosci w dopuszczalnych granicach.

W metodzie wartosci Srednich [Reis 79. 80] , obliczanie statej normali-
zacyjnej jest niepotrzebne. Metoda wykorzystuje fakt, iz rozkdtad dowolnej
kolejki obserwowany przez nadchodzacego klienta jest stacjonarnym rozkda-
dem tej kolejki po usunieciu z sieci wspomnianego klienta [sevc 79, Lave
Y|

n (n m\ jtuz przed nadejsciem F ceas—sl
i — Tklienta klasy k = NMLl—-i"-" * (1.29)

gdzie N(k™) = [nl Nk-1,.. -NK] .

a wiec Sredni czas przejscia Tk przez stanowisko i (przy niezaleznym od
liczby klientéw czasie obstugi) wynosi

3A dla stanowisk z wieksze od N liczbe kanatow
TK(N) obstugi (1.30)

okI[I + £[(k )J dla pozostatych typéw stanowisk
el  dEBdnponaval RYER

Metoda korzysta tez z prawa Little"a, por. np. [Klei 75]. wigzacego Sred-
nig liczbe klientéw nadchodzgcych w jednostce czasu do stanowiska
Srednig liczbe klientéw obecnych w stanowisku Q i $redni czas reakcji T

Q »A,T, “ stosujagc Je do catej sieci
K
KD .31

i do pojedynczego stanowiska
M) *ANDTIND ia (1.32)

J i Jest Srednim czasem obiegu sieci, poczynajac od stanowiska i, klien-
téw klasy k. Poniewaz pomiedzy wizytami w stanowisku i klient przchodzi
przez stanowisko J Srednio ek/ef razy, wiec
M ek
f=N) - ~ Tk®)
J-1 ei

(1.318)
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Zaktadajac Tk(0) > 01 =zaczynajac od populacji 0, a konczac na N
oblicza sie,wykonuJdac itaracyjnia (1.30)-(1.32), wielkosci Qk(N), Tk(N\),
a z nich dalaza miary pracy ayatamu. W przypadku zaleznego od liczby
klientow czasu obstugi rozktad diugosci zastanej w momencie nadejscia ko-
lejki nie okresla czasu reakcji, bo pdézniejsza zgtoszenia nsogg zmienic
czas obstugi; (1.30) przybiera wéwczas postac

nk \ N K T
TK(N) - & = 2 2 N(k-)] (1.33)
0 Lk-1 j

gdzie nt(K’) - [n£,...,nk-1,...,nk],
co wymaga rowniez iteracyjnego obliczania Rozktadéw brzegowych
K

PI(Nk,N) - 2
k-1

=i ("i)JAN)PLINL (k“INCKD] .34

PICO, N) - 1 -2 P1(nk, N). (1.35)

Jezeli wykorzystanie stanowiska jest duze, (1.35) moze stac¢ sie
zroédtem numerycznej niestabilnosci algorytmu i znacznych bdedéw [chan 801,
dlatego [Reia 8I] proponuje obliczanie P~0.N) poprzez agregacje sieci
poza stanowiskiem i1 (co bedzie oméwione w podrozdz. 5)

PICO,N) - px[0. N(K™)IXK(N)Y/~(HN), (1.36)

gdzie ~ (i)~ 7e8t Prz8Pdy»em przez zredukowang slsc¢.
Istnieja roézne odmiany algorytmu wartosci $rednich, wsrdéd nich algorytmy
+aczace metode Srednich z metoda splotowg [chan 80, Reis 8I] .
Przedstawiony powyzsj algorytm odnosi sie do statych populacji Nk, w
przypadku klientéw zmieniajacych klasy trzeba transformowa¢ sie¢ podobnie
jak w metodzie splotowej [Brue 80]. Rozszerzenie metody Srsdnlch na sisci
otwarte i1 mieszane zawieraja: [zaho 8I] w przypadku etatych sk 1 [Tucc
8] dla czasow obstugi zaleznych od obcigzenia. Szczeg6towe pordwnanie
ztozonosci obliczeniowej metod splotowsj i wartosci $rednich zawiera
[Zaho 80] . W przypadku statych, niezaleznych od liczby Ilzlienlt\c')w Srednich

czasow, obstugi, Jest ona podobna, proporcjonalna do KM IZ][I (N +1).
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W ograniczonych przypadkach z#ozono$¢ metody splotowej mozna zmniejszyc
kosztem znacznie wiekszego zapotrzebowania pamieci [chan 80] . Stosunek
rozmiaru wymaganej pamigeci w metodzie splotowej i metodzie Srednich wyno-
2 max Nk ¢ 1

si kM+k#M *** = wzSJledna efektywnos¢ tych metod zalezy wiec od parame-
trow sieci. tatwos¢ implementacji, pogledowos¢, brak potrzeby skalowania
statej normalizacyjnej i wieksza stabilno$¢ przemawiajg za metode warto-
Sci Srednich. W przypadku zaleznych od obciezenia czaséw obstugi metoda
Srednich wymaga znacznie wigekszej pamieci, a obliczenia moge by¢ niesta-
bilne [Drix 82, Reis 79], jezeli wartos¢ p,(0) znajdzie sie ponizej za-
kresu liczb zmiennoprzecinkowych w maszynie cyfrowej. Jezeli niektore
stanowiska maje Srednie czasy obstugi state, a inne zmienne, mozna sieé

i kazde z nich rozwieza¢ inne metode [Reis 79] .
daty poczetek Kkil-

rozdzieli¢ na dwie czesci
Obie metody, doktadne w przypadku sieci separowalnych,
ku metodom przyblizonym. Z metody splotowej wywodzi sie redukcja standw
duzych sieci poprzez zmniejszenie liczby klas, klientéw i stanowisk ob-
stugi [Zaho 80] - przyblizenia duzej sieci separowalnej mniejsze, row-
niez separowalne, rozwiezywale w standardowy sposéb. Metody przyblizone
oparte na metodzie Srednich se albo ekstrapolacje tej metody na przypadki
sieci nieseparowalnych albo redukuje, kosztem doktadnosci, czas obliczen
dla duzych sieci. Uwzgledniono w sposéb przyblizony m.in. stanowiska z
naturalnym regulaminem kolejki i dowolnym, réznym dla poszczegélnych klas
priorytety poszczeg6lnych klas,
blokowanie (stanowi-

rozktadam czaséw obstugi, réwnoczesna ko-

rzystanie przez klientéw z wielu etanowisk obstugi,
sko jest wolne, ale moze obstugiwa¢ klientéw dopiero po“spednieniu pew-
nych dodatkowych warunkéw) [Bard 79, Balb 79, Rela 80, Szcz 82] .

W netodzie Srednich trzeba przeprowadzi¢ kolejno obliczenia dla sieci
o populacji od O do N. Dla uproszczenie obliczen mozna zatozy¢, ze
zmiana populacji N o jednego klienta klasy k niewiele zmienia rozktad
kolejek [Bard 79]

QiI[N(CO] »} Q*[N], @a.37)

lub,ze liniowo zmienia liczbe klientéw klasy k w stanowisku [schw 79]

(1.38)

Réwnania (1.37) lub.(1.38) uwzglednione w (1.30) powoduje, ze petla dzia-
+an (1.30)-(1.32) Jest wykonywana od razu dla pednej populacji N, a Jej
wielokrotne uzycie 8tuzy iteracyjnemu wyznaczeniu Q"(N). Jako punkt

startowy mozna np. przyjeé K
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W réwnaniu (1.38) zaktada sie, ze zmiana wartosci N odbija sie tyl-

ko na kolejce klientdow tej klasy, oo moze by¢ zZrédiem powaznych biedéw,
jezeli wsréd pozostatych klas se klasy o matej liczbie klientéw. Dlatego
[Zaho 79] proponuje jako podetewe rowziezania iteracyjnego
a [chan 82] naetepujeco rozbudowuje (1.37):

<#N(1-)] SSNkL[Fj(N) ¢ DkI(\)]- (1.40)

gdzie FB(N) » Qéi?— Jest czescie zadan klasy Kk pozostaJecych w ko-
N

1w
lejce 1, spowodowane

a Dk*(N) m fJ[N(1*“)] - FKk(N) Jeet zmiane Fk

usunieciem z populacji Jednego klienta klaay 1. Nie ma co prawda dowodu
zbieznosci opisanych iteracji, nie wiadomo czy uzyskane rozwlezanie jest
jedyne, nieznany jeet tez makaymalny bded tych aprokeymacji, niemniej
zaczynaje one w praktyce wyplere¢ doktadne algorytmy metody wartosci
Srednich [chan 82, Zaho 80] w przypadku statych $rednich czaséw obstugi,
do ktérego sie odnosze. Mozna roéwniez traktowac¢ réwnania (1.29)-(1.32)
oraz jedno z uzupeidnien (1.38)-(1.40) Jako uk¥ad réwnan nieliniowych i
poszukiwa¢ Jego rozwlezanie innymi metodami, zepewnlajecymi zbieznos¢
i jednoznacznos¢ [chow 83] .

1.4. Rozwigzania numeryczne niedekomponowalnych elecl
markowoweklch
Modele markowowskle pozwalaje opisa¢ przypadki znacznie ogélniejsze
od sieci separowalnych - mozna w nich uwzgledni¢ dowolne zaleznosci mie-
dzy zdarzeniami - maje Jednak w praktyce bardzo powazne ograniczenie:
wymiar ukd#adu réwnan roéwnowagi globalnej, ktore trzeba rozwieza¢, a kto-
rych liczba Jest roéwna liczbie etanéw modelu, szybko przekracza mozliwo-
&ci obliczeniowe duzych maazyn cyfrowych, postepowanie obejmuje naetepu-
jece etapy:

w wektor, [nk.... ,nM]—*n, tak,
przejs¢ miedzy eta-

1. Odwzorowanie_przeaU'zeni_8tranéw n
by eystem mégt by¢ opisany dwuwymiarowe macierze £
nami, I wyznaczenie tej macierzy.

Odwzorowanie muei by¢ wzajemnie Jednoznaczne. W przypadku 8leci otwar-
tych, ktérych nieskohczone przestrzen standéw trzeba ograniczyé¢, Jest waz-
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na, by odwzorowanie zachowywato sasiedztwo stan6éw; moze to by¢ np. odwzo-
rowanie [King 80]

[ni nM -»2 li 2 (°r + (1.41)
i-1 J-0 r=1

Trzeba tez wzie¢ pod uwage, ze przy odwzorowaniu odwrotnym n->£ moge
by¢ generowane stany wzbronione i zabezpieczy¢ sie przed tym, dobierajec
elementy macierzy £ tak, by stacjonarne prawdopodobieristwa stanéw n
generujecych wzbronione stany n bydy zerowe [King 80] ,

2. Dob6r H°5.mi.aru_macierz® £ w przypadku nieskonczonej liczby standw.

Mozna postuzy¢ sie tu nastepujece zaleznoscie [Twee, 73]

Sfirth <ffrl

gdzie cof(i,j) Jest dopeknieniem algebraicznym elementu g~ macierzy

powstatej przez pozostawienie w macierzy £ n pierwszych wierszy 1
kolumn (i skres$lenie pozostatych), by dobra¢ n, dla ktérego p(n)/p(0)
jest wystarczajeco mate.

3. gozwiezariie otrzymanego” Hkdadu_roéwnan
2T P » 0. (1.43)

Element q” macierzy
n

jest prawdopodobienstwem przejscia ze stanu

i do stanu j,
3+1

Macierz £ jest z reguly macierze duza i rzadke, dlatego do rozwlezania

(1.43) wygodnie stosowa¢ metody iteracyjne, nia zmienlajece jej zawarto-

Sci i1 umozliwiaJdece przez to pamietanie jej w formie upakowanej. Jednakze

powszechnie uzywane metody iteracyjne - Jacobiego, Gaussa-Seidela czy

nadrelaksacji - nie gwarantuje w przypadku macierzy £ zbieznosci 1 w

praktyce se czesto wolnozbiezne [stew 77] . Dlatego przeksztatca sie (1.43)
do postaci

WTP - P (1.44)

gdzie WT - *t e 1.

1 Jest macierzag Jednoetkowe, a At 4 (max /q..[) 1 jest dobrane tak,
“ 1 11

by W bykta macierze stochastycznag. Najwieksza wartos¢ bezwzgledna warto-

- 31i qlS. P jest wektorem prawdopodobienstw stanoéw.
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Sci whasnych macierzy stochastycznej jest réwna Jednosci i poszukiwanie
wektora P staje sie poszukiwaniem lewego wektora whkasnago odpowiadajag-
cego dominujacej wartosci whkasnej macierzy W [stew 78] . Niech W posia-

da wartosci whkasne ~ ......... X,1 > --- > PBh] i niech Jest lewym
wektorem whasnym odpowiadajacym >
wWix+ m 51 s £*

Metoda potegowa, polegajeca na kolejnym przemnazaniu przez macierz W
dowolnie wybranego wektora poczetkowego £(q )" dopdki kolejne rezultaty
nie se do siebie proporcjonalne. Jest zbiezna do :

K
P(K) m wTk (k-i) " @T) £(0) " 2 <*Aii *

2]’ (1.45)

a o0 Jej szybkosci dscyduje wartosé Poniewai czesto il « I\l .

dla przyspieszenie metody mozna je roéwnoczesnie stosowa¢ do m wektorow
prébnych, co daje pozytywne rezultaty, o lle / 17 Je8t P°nad
m-krotnie mniejsze od 1/ I\l , czas bowiem kazdej iteracji wzrasta M
razy [stew 78] . Mozna tez stosowa¢ inne metody, ktérych zestawienia i po-
réwnanie, wskazujece na zalety metody Arnoldlego [Arno 51] zawiera [cach
8l] . [stew 77] pokazuje, ze skroécenie obliczen mozna uzyskaé¢ zastepujec
macierz W innymi macierzami, powstatymi przez tozsamosciowa przeksztat-
cenia (1.44). Ma to szczeg6lne znaczenie w przypadku sieci prawie dakompo
nowalnych, gdy W ma szareg wartosci whasnych bliskich Jednosci. Sieci
prawie dekomponowalne to sieci, w ktérych macierz przejs¢ 2 mozna,
przestawiajac Jej wiersze i kolumny, przedstawi¢ Jako J2* ¢ €C,E£ <<+
gdzie 2 Jest blokowg diagonalng macierzg stochastyczng, wsrdéd stanéw
sieci istnieje takie ich grupy, wewnatrz ktérych mozna w przyblizeniu
niezaleznie rozpatrywa¢ przejscia miedzy stanami, redukujac w ten sposéb
znacznie wymiar problemu. Trzeba Jednak wpisrw zna¢ 1 przeanalizowa¢ ma-
cierz 2* dlatego zastosowanie dekompozycji w tym ujeciu, mimo dobrze
opracowanych podstaw matematycznych [cour 77] jest niewielkie, np. [Dodd
8l] 1 dekompozycji dokonuje sie raczej na podstawie macierzy R, rozdzie-
lajac stanowiska, nie stany rLazo 79, Vant 80, Zaho 83] .



- 32 -
1.5. Modele wykorzystujaca przyblizona dekompozycje sieci

Naturalnym sposobem poszukiwania rozwigzan przyblizonych jast rozsze-
rzanie rozwigzania iloczynowego (1.12) na przypadki, w ktérych nie obo-
wigzuje ono w spos6b doktadny, w szczegélnosci chodzi o sia¢ zawierajaca
stanowiska z regulaminem naturalnym i dowolnym rozktadam czasu obstugi.
[Shum 76] zaktada, ze dla takiej sisci zamknietej, obstugujacej Jedng kla-
se klientéw, rozwigzanie p(n) jest w przyblizeniu iloczynem rozwigzan
Pi(nl) dla niezaleznych pojedynczych stanowisk typu M/G/I/N, tj. stano-
wisk z wyktadniczym rozktadam A(x), dowolnym rozk#adem B(x) i ograniczo-
ng do N Dliczbg klientéw w stanowisku. Model oparty na tym zakozeniu
nazywa sie modelem rozszerzonej formy iloczynowej. Posta¢ p(n) dla
M/G/1/N mozna okresli¢ na podstawie jej zwiazku z rozktadam p*"(n) dla
atanowiska M/G/1 z nieograniczonag kolejka [shum 76]

N-1
pCn P71 -n=0 N-1j p(N) - 1 - 2 P(n)-&*46)
P N_l n«0
1+ t~=t 2
sP-0

p*(M) Jest znane w poetacl jawnej dla niektérych rozktadéw B(x), dla in-
nych moze by¢ obliczone z ogdblnie znanej, por. np. [Klei 75] zaleznosci

Pollaczka-ChInczyna dla funkcji tworzacej p"(n). Mozna réwniez wprowadzic
[Balb 79] do rozwiagzania stanowiska *lelokanatowe M/G/k/N. W sieci, ktoéra
nie Jest separowalna,wartos¢ p(n) zalezy od wyboru rozwigzania roéwnan

ruchu, znanego dla sieci zamknietej z doktadnoscig do czynnika. Po wyzna-
czeniu znormalizowanego wektora e, w ktérym 1’4 e. » 1, wektor przepty-

1-1
wow A dobierany jest tak, by po obliczeniu na Jego podstawie p~Cn"),

nastepnie p(n), a stad przepustowosci

. -. 2 p(n) iml,. ..M, (1.47)
i i nsnj™ >0

otrzyma¢ wsrtoscl spedniajace mozliwie doktadni« réwnanie ruchu, a wiec
by otrzyma¢ wektor ~ o sk#adowychpozostsjacych doslabie w tych saaych

proporcjach co skkadowe A. Mozne to zrealizowaénp. przezminimalizacja
funkcji

M
f(oC) « 2 "ig8re1 " @i*)2-" - (1.48)
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gdzie o okresla wektor wyjsciowy, ~ »@E, a & okresla wektor otrzyma-
ny, Jast wybrana sktadowa @, np. odpowiadajaca atano-
wlsku o najwiekszym zattoczeniu, gdzie wyniki sg wéwczaa najdoktadniejsza,
[chan 75] proponuje dla tej samej sieci inny, nazwany tu lteracyjng meto-
da roéwnowaznego stanowiska, schemat obliczania Pi.(ni) poprzez redukcje
sieci do dwéch stanowi8k - wyréznionego stanowiska “i" 1 atanowiska zastep-
czego, reprezentujacego reszte sieci. Oest to stanowiako z wyktadniczym
rozktadem Bz (i)(x)> ktérego wartos¢ Srednia 8z (i)(n) Jest obliczana na
podstawie przepustowosci sisci majgcej n klientéow oraz zwarte atandwi-
eko 1 11 « 0. Rozwiazania dwustanowiskowej aieci ztozonej z wyktadnicze-
go stanowiska zaatepczego i dowolnego stanowiska i Jest znane [cour 7I1]
1 doatarcza Pj_ (), i - 1,...,M. Redukcja sieci poza stanowiakiem i do
jednego stanowiska (zZrédta klientéw w przypadku sieci otwartej) jest na-
zywana przez analogie z podobng procedura dla obwodéw elektrycznych twier-
dzeniem Nortona. 0Ogélniejsza wersje twierdzenia dotyczacg wielu klaa
klientow lub dowolnego fragmentu sieci zawierajg odpowiednio [Krit 82] i
[Bals 82]. Redukcja Jeat dok#adna w przypadku 8ieci dekomponowalnej, dlate-
go [chan 75] poatuguje sie przy niej pomocnicza sieciag dekomponowalng o
taj aamej topologii co 8ie¢ badana 1 Srednich czasach obstugi s™ kory
gowanych ltsracyjnie po wyznaczaniu wszystkich P*(ni) tak, by wyznaczo-
ne na podstawie p(n) przepustowosci stanowisk spskniaty réwnania ruchu,
a +aczna éreldnia dtugos¢ kolejek zgadzata sie z rzeczywistoscig, 12’i/|1 Qi -
m n. Marie [Marl 79b] zwieksza dok#adnos¢ metody obliczajac, po wyznacze-
niu strumienia wyjsciowego ~(N-n”) ze atanowiaka zastepczego, pl(ni)
jako rozk#ad w izolowanym stanowisku obstugizrozktadem czasu obstugi

Coxa 1 ograniczong do N kolejka. Oezeli te same,co w [chan 75] testy
poprawnosci rozwigzania nie sg spednione, inaczej dobierane sg czasy ob-

stugi w sieci pomocniczej :

M P<C )
8i(ni) -\ (- Kp " -i) - 1-49>

Rozwigzaniem nie Jest tu iloczynP1(nl1), lecz rozwigzanie dla dekompono-
walnej sieci pomocniczej. Poezukuje sie w ten sposéb réwnowaznej sieci
dekomponowalnej o tych aamych rozkdadach kolejek co sie¢ badana. Sie¢ ta-
ka by¢ moze I8tnieje, chociaz przedatawiony w [Balb 79] dowdéd iatnlenia
okazat sie btedny [Rubi 84]. Opisany algorytm Marie®go do niej Jednak nie
prowadzi [staw 80] . Inny wariant metody proponuje [Balb 79] , a [Neus 82]
zawiera jaj rozszerzenie na przypadek regulaminéwpriorytetowych. [Sevc
77X stara sie zwiekszy¢ doktadnos¢ metody przez ocene drugiego momentu
rozktadu odstepéw czasu miedzy klientami w strumieniu wyjSciowym stano-
wiska zastepczego, tj. w strumieniu wejsSciowym stanowiaka 1i. Problemem
whasnosci strumieni klientéw w sieci zajmuja sie szerzej metody izolacji
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stanowisk. wyznaczajgc w spos6b przyblizony wartos¢ drugiego momentu roz-
ktadu Ai(x) dla kazdego stanowiska. Zaktada sie dla uproszczenia, ze
strumienis wyjsciowe poszczegbélnych stanowisk se niezalezne i se procesa-
mi odnowy, tj. odstepy czasu pomiedzy kolejnymi klientami opuszczajecymi
dane stanowisko i se niezalezne i1 maje ten sam rozkdtad D”(x). Parametry
tego rozktadu mozna oszacowac¢ korzystajec z zaleznosci doktadnej dla sta-
nowiska M/G/1, por. [Klei 75] , przyblizonej dla stanowiska z og6lnym
strumieniem wejsciowym [Czac 79] , wiezecej gestos¢ dx(x) rozkdadu
Di (X) z gestosciami rozktadow Ai(x), Bi(X):
1 \
d+(x) - Plbi(x) + (I-pl)ai (x)*bl(), (1.50)

sked obliczamy E [d™], a nastepnie wspétczynnik zmisnnosci rozktadu

e[d2]-E @i]2 )
(o I S — cai(l -Pi> #PiSi *Pi( - Pi)*

wartos¢ Srednia E [d]j to oczywiscie 1/7, réwnania ruchu se ts same
dla dowolnych rozktadéw Bi(x). Strumien wyjsciowy rozdziela slezastano-

wiskiem zgodnie z prawdopodobienstwami przsjs¢ rije strumien pomiedzy
stanowiskami i i J charakteryzuje rozkdad

*Ad1(x)*d1(x) + -... (1.52)
sked

atj - ro?n cdld » (Ccdi-Drtj. (1-53)

Strumien wejsciowy stanowiska J Jest supsrpozycje niezaleznych procesow

d~ft) 1 Jako suma procsséw odnowy mawspédczynnik zmiennosci, por.
[Kueh 79, Gele 76] ,

M r

caj "t 2 riAL(Cdi"DRI + - (1*54)
|_

Ostatni czton (1.54) odnosi sie do strumienia zewnetrznego o parametrach
A. ¢cO0l wptywajacego do eieci otwartej. Réwnanie (I1.5i) i (1.54) tworze
uktad réwnan liniowych, z ktérych mozna wyznaczy¢ ca™ 1 = 1..... M.

Wartosci okreslaje Jak zawsze roéwnania ruchu. Znajec powyzsze para-
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metry strumienia wejsciowego nozna kazde ze stenowisk analizowa¢ oddziel-
nie, postugujac sie Jsdne z wielu metod (ich przeglad i ocene d.oktadnosd
zawiera [Czac 79] ) przyblizonego opisu pracy pojedynczego stanowiska

G /G/1 z og6lnyn strumieniem wejSciowym i og6élnym rozktadem czaedéw ob-
stugi, znanymi z dok*adnoscig do dwéch pierwszych momentéw. WSréd metod
tych wyréznia eie aproksymacja dyfuzyjna. por. np. [Gele 75] . Przybliza
ona wartos¢ p(n) zastepujec liczbe klientéw n w stanowisku [zmiany n
spowodowane traktowanymi niezaleznie procesem wsjsciowym i wyjsciowym ma-
je, w dostatecznie dbugim okresie czasu t, rozkdtad normalny o Sredniej
OL £t « bt i wariancji @Et& t~tC "t «oft, niezaleznie od postaci A(X)
1 B(xX)] wartoscie x proceau dyfuzji, ktérego infinitezymalne zmiany

w czasie dt maje rozkdad normalny o Srsdniej £dt 1 wariancji oCdt.
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa tego procesu spednia w stanie ustalo-
nym réwnanie

(1.55)

ktérego rozwigzanie przy warunku brzegowym ograniczajecym proces do x ~ O
przybliza p() : f(n) m p(n).

Dobierajac wspotczynniki p 1 ot mozna tez uwzglednic:
- klasy klientéw o réznym czasie obstugi, lecz wspélnej kolejce z regula-
minem naturalnym [Gele 77] ,

em Jl-ji,
« - 2 ’\kEI!( (1.56)
k«l £ 04
K K
gdzie i m 2 HT* ®k “ Ak/A» A» 2
? ki r k-1

a rachunek strumlsni poszczeg6lnych klas przebiega analogicznie do przed-
stswionego,

- L-kanatowe stanowiska obstugi [Hala 78, Pujo 78]
OO « A- 1< X <1+1

oe(x) - Aca + i~chb 1-0,1,....L-1

, (1.57)
Jhix) - A- Ljj. 1

oc(X) - Xca+L”cb |
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- grupowe zgtoszenia klientéw [Gale 76]

p-A-~g -y . 0C«”~g[Ca + Cg] + ~Chb. (1.58)

gdzie %, Ck odnosze sie do strumienia grup klientéw, e O i C9 to

warto$é $rednia i wspétczynnik zmiennosci liczby klientéw w grupie,

- regulamin priorytetowy z wywkaszczaniem (nadejscie klienta o prioryte-
cie wyzszym niz priorytet aktualnie obstugiwansgo klienta powoduje na-
tychmiastowe zawieszenie obstugi tego ostatniego i rozpoczecia obstugi
przybysza) [czac 80, Nain 81, Rsim 83] . Rozwigzanie roéwnania dyfuzji ze
wep6tczynnikami uwzgledniajacymi parametry strumisnia wejsciowego i cza-
su obstugi k klas klientéw, k - 1,2 K, (przyjmujemy, ie klienci
klasy plerwszsj maj« najwyzszy priorytst) [czac 80]

t-i1 a2~

1-1 1-1 R

1
gdzie R1L - ~ P1
J-1

stuzy do wyznaczenia przyblizonego rozkkadu pk(n) #*acznej liczby klien-
téw klas od 1 do k, skad wyznaczamy nastepnie rozkdad vk(n)

klientéw nalezacych do klasy k

liczby

vi(m - p*(n) ,

n-1
Pk() - 2

vk() - 1"2 )
(0]

Pk-1(n-i)vk (i)
k-2, K.

Uzyta po raz pierwszy do opisu proceséw skokowych w genetyce [Feli 5I],
wprowadzona do teorii kolejek przez Igleharta [igle 65] i Newella [Newe
68, 711 aproksymacja dyfuzyjna byta wielokrotnie wykorzystywana w mode-
lach systeméw komputerowych, poczynajac od modeli elementdéw tych systeméw
- np. opis pracy pamieci dyskowej [Adam 77, Koga 82] , badanie wykorzysts-

nla proceeora centralnego [Gave 73a,b] , [Bade 75] - a na modelowaniu i
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optymalizacji sieci komputerowych konhczac [Koba 77bt Banh 78, Koga 80,
Koga 80, PuJdo 78, Taka 84, Remb 85] .

Zamiast (1.51) nozna postuzy¢ sie doktadngzaleznoscigwigzaca CA L
zs Srednim czasem czekania E[wj w stanowisku 1 typuGl/G/1, por.
[Kueh 79]

cdi “ Cai + 2?iCbi - 271 - Pi~ (1*59)

gdzie E[wJ jJest szacowane jedng ze wspomnianych metod przyblizonych.
Oezeli bedzie to np. aproksymacja [Kram 68] , por. [czac 79]
Pt
W ~ *i rfl"-™ ") (cai + Si)" (1-60)
to uzyskamy [KUeh 79]
Cdi m Cai + PI(Cbi ™ Cai)* (1“61)

Dalsze heuryetyczne propozycje przyblizonego obliczania drugich momen-
tow strumieni zawierajg [Alls 80, Save 77, Trip 79] - Wyniki symulacji
[Lest 83] .wskazuja na ograniczong doktadnos¢ tych rachunkéw, opartych na
zatozeniu, zs procesy wyjsciowe stanowisk sg nlszaleznymi procesami od-
nowy. Trzeba tez doda¢, ze pominiete tu trzecie momenty rozktadow Ai (X),
B~Mx) maja réwniez znaczny wpdyw na zachowanie sie stanowisk [Bere 81] .
[Trip 79] proébuje krzyzowac¢ poszczsgélne warianty obliczen strumieni z
réznymi aproksymacjami atanowisk, szukajgac doswiadczalnie kombinacji ob-
cigzonej najmniejszym +4acznym biedem.

1.6. Podsumowanis

Powyzej oméwiono najczesSciej stosowane metody obliczeniowe dotyczace
kolejkowych modeli systsméw komputerowych. Oméwione metody poswiecaja
najwiecej uwagi sieciom etanowlsk z regulaminem neturalnym, etosunkowo
stablsj opracowane sg nodele z szeregowaniem priorytetowym, Znierzajace
do urealnienia modeli odstepstwa od zatozsh o poissoriowskich strumie-
niach zgtoszen i wyktadniczych rozkdtadach czaséw obstugi powodujag trud-
nosci snalltyczns i obliczeniowe, kazgc odwotywac¢ sie do metod przyblizo-
nych. Dok#adno$¢ tych metod jest rézna i z reguly moze by¢ oceniona tyl-
ko doswiadczalnie poprzez obliczenia dla typowych konfiguracji slscl 1
parametrow stanowisk 1 przsz pordwnania rezultatéw z wynikami Innych me-
tod (W tym symulacji).
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Brak Jeszcze dostatecznego materiatu, by szczegétowo wartosciowaé ist-
niejace metody przyblizone. Ocene najbardziej metodyczng, cho¢ niepekng i
ograniczong do bardzo matych zamknietych sieci niedekomponowalnych zawie-
ra ”~Balb 79] , rekomendujac metode rozszerzonej formy iloczynowej w przy-
padku sieci z jednym stanowiskiem o rozktadzie czasu obstugi zdecydowa-
nie réznym od wyktadniczego (Cb>2) oraz wariant [Mari 79] metod roéwno-
waznego stanowiska w przypadku wiekszej liczby stanowisk z > 2.

Z reguty btad metod rosnie wraz zs wzrostem wartosci poszczegélnych
stanowisk i jest wiekszy przy ocenie diugosci kolejki i czasu czskania
niz przy wyznaczaniu stopnia obcigzania stsnowisk. Badaniem doktadnosci
aproksymacji dyfuzyjnej w przypadku otwartej sieci stanowisk zajmuje sie
[Reis 74] .

Niektére metody wymagaja nie tylko duzego nak#adu obliczen, lecz takze
duzego i1 pracochdonnego oprogramowania. Rodzi to konieczno$¢ tworzenia
biblioteki programéw, ktéra ma zazwyczaj, np. [Best 74, Vera 84, Saue 82],
posta¢ zorganizowanego pakietu zawierajacego moduty obliczeniowe odpowia-
dajace poszczeg6lnym metodom. Dane wejs$ciowa - konfiguracja sieci, para-
metry stanowisk, wybdér metody, instrukcjs sterujaca - sa przedstawiane
w specjalnie przystosowanym do tego celu Jezyku i analizowane przez pro-
gram wypedniajacy wspolng dla wszystkich modudédw baze danych. Nastepnie
wywodywany jest odpowiedni modu# obliczeniowy. Oprogramowanie to nie tyl-
ko utatwia praktyke modelowania, lecz stwarza sposobno$¢ do dalszych prac
poznawczych, w tym - do oceny doktadnosci i zakresu stosowania mstod przy-
blizonych.

Rozdziat 11

APROKSYMACJA DYFUZYJNA - POjaClA POOSTAWOWE

Teoretycznym uzasadnieniem aproksymacji dyfuzyjnsj sa twierdzenia gra-
niczne dla mocno obcigzonych stanowisk obstugi, stwierdzajace, iz odpo-
wiednio unormowane procesy N(t), U(t) sg w tych stanowiskach zbiezne do
procesu dyfuzji. Przytoczymy ponizej najwazniejsze z tych twierdzen,
oméwiwszy wczss$nisj podstswowe pojecia z nimi zwigzane. Ograniczymy sie
tu w zasadzie do pojedynczych stanowisk typu G/G/I.

2.1. Aprok8vmowans procesy N(t). U(t)

Przypomnijmy nisktérs wprowadzone w poprzednim rozdziale oznaczenia.
W chwilach tj, tg, t,,..., tzn. w odstepach czasu D tg-tr a2 m

[ ] tifttf"" nadchodza do stanowisk% obstugi kllsnci, k-ty klisnt jest

obstugiwany przez czas b".
Odstepy Ja,,, n = 1,2,... tworzg cigg niszalsznych zmiennych opisa-

nych rozktadem A(x) o Sredniej /7 i wariancji podobnie |bn# n m
m 1,2,...} tworzg ciagg niezaleznych zmiennych opisanych rozkkadem B(x) o
Sredniej JF 1 wariancji 67. Cigagi JanJd i jbnj sa niezalezns.

N(t) Jest liczbg klientéw obecnych w chwili t w stanowisku obstugi,
jw(t)# t > 0] jest wiec procesem przypadkowym przyjmujacym wartosci ze
zbioru liczb catkowitych nieujemnych, zwiekszajacym swg wartos¢ o 1 w mo-
mentach nadejscia nowego klienta i zmniejszajacym wartos¢ o 1 w momentach
zakonczania obstugi klisnta.

U(t) Jest wirtualnym czasom czskania, zdefiniowanym [Bene 63] naste-
pujaco: Jszeli I(t) Jsst liczbg klisntéw przybytych do systemu w prze-
dziale [o,t), a L(t) Jest ich Hacznym czasem obstugi,

K O

1.(0 - 2 i

orsz

V(D) - I(Y) - t, [
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to

UCt) - V() - inf [v(s), 0O].

O<«<t

W chwilach nadejscia klienta wartos¢ procesu ju(t), t z O, zwieksza sie

skokowo o czas jego obstugi - zmienng losowg podlegajaca rozktadowi B(X),
poza tymi momentami wartos$¢ procesu naleje liniowo, jezeli U(t) > O lub.
Jezeli U(t) = O,pozostaje zerowa do momentu najblizszego skoku. U(t) ns-

BEZCZYNNY
Rys. 2.1. Przyktadowa realizacje proceséw N(t) i U(LE)
Fig, 2.1. Exemplary runs of stochastic processss N(t) and U(t)

-4 -

rsgulamin obstugi kolsjki Jest naturalny, klient ktéry przychodzi do sta-
nowiska w chwili 18, bedzie czekat na obstuge przsz czas ufts o)*
Przyktadowe przebiegi proceséw N(t), U(t) przedstawia rys. 2.1.

2.2. Aproksymujecy proces X(t)

Proces {x(t), t>0 }ktérym zastepuje sie N(t) badz U(t) Jest Jedno-
wymiarowym procesem dyfuzji - zdefiniowanym na oei rzeczywistej, a wiec
przyjmujacym wartosci w przestrzeni stanéw 3H m |x : -00 x <o0J Jedno-
rodnym procesem Markowe o ciggtym parametrze czasowym i ciggtych trajek-
toriach.

Teoria procesow dyfuzji, znajdujaca swéj poczatek w opracowanych przez
Einsteina i Saioluchowskiego [smol 13, 15] modelach ruchu drobin ulsga-
Jjacych zderzeniom, rozwineta sie w dyscypline matsmatyczng dzieki pracom
m.in. Wlsnera [wien 23] , Ko¥mogorowa [Kodm 317 , Levy“ego [Levy 48] i Ito
[ito 65] .

Ponizej przytoczymy Jedynie niezbedne definicje.

Niech

F(x,ti y.Z) m p[X(t) < xXIX(E) - yl, t>Z

oznacza prawdopodobienstwo przejs$¢ procesu.
Zaktadamy, ze F(Xx,t;y,?) jest dla ustalonego £ i1 y ciagta funkcja
t i ze jest warunkowag dystrybusntg wzgledem x, dla ksorsj

lim F(x,t»y ,2) - 0

X-* -00

Ilim F(x,tiy,©) m i .

X-+00
Ponadto
fo x$y
lim F(X,tjy,£) m 1im F(X,t»y,£) » {
t-*£+0 "t->t-0 11 X>y

Zaktadamy tez, ze istnieje funkcja gestosci prawdopodobienstwa

f(x.t,y.t) -

spedniajaca warunki

y
F(x,ty,t) - | f(z,tjy,T)dz ,
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(*e*/y,"E)dz m 1

00

(X, thy,£) « | f(x,t;z,s)f(z.sjy.L)dZ

warunek ujmujch markowowakie whasnosci
a-Ko

nanie Chapman +mogorowa
00

F(x-tdy, ) - jJ F(x,t;z,s)d2 F(z,«;y,fc). ee(S.t) .
-00

Z réwnania (2.1) wynikaj« [Koka 31, Gned 62] réwnania rézniczkowe:

- odwrotne (retrospektywne) roéwnanie Kodmogorowa
2

m 2£bulld,, +

8 O TOOLY.D

- proste (prospektywne) roéwnanie Ko%no%corowa

3[>(x.t)f(x.tiv.t:

NLoc(x.t)f(x.tiv.tj _
Ix v

2110§frLUUEL . |
Ox*

to ostatnie spednione réwniez przez F(Xx,t;y,Z).

Przy ich wyprowadzeniu zaktada eie, ze
i) lim i- d F(x,t+Atdy.t) - lin d F(x,t;y,t-At) - O
dla S > 0, tj. ze prawdopodobienstwo
x(t) -y

PLIx(t) - x(E)l >6] przy

w czasie infinitezymalnego przedziatu At

(ii) Jezeli X(t -At) -y,
stepujacym potem przedziale czasu

procasu Jest wyrazony przez roéw-

Jest znikome w pordéwnaniu z At.

to Srednie i1 wariancja zmian proceeu w na-
At sa wyrazone odpowiednio przez
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00
J(X=y )AXF(X, t;y,t-At)

J (x=y RdyF(x,t ;y ,t-AL).

*bo
Poniewaz powyzsze calki moge by¢ rozbiezne, definiuje sie obciete momenty,
i wariancje zmian X(t)

zwane infinitezymalne $rednie

(x-y)d F(x,t;y,t-At) *

lim i-
(2_1) At-0" Ixdy|l<n
P
- Hm | (x-y)d F(x,t)totjy,t) » FI(y,.£).
At~ ° Ixly] <6
(2>2) lim Kkt \ (X-y)2dxF(x.t ;y,t-At ) =
AtA © Ixyl <
» Tim i_ 1 (x-y 2d F(x, t+At ;y ,t) »oc(y,t). i
At ° Ix-y] <8
(2.3) _ R R . . .
Wystepujace w (2,2), (2.3) funkcja ,<X nazywa sie odpowiednio wspot-

czynnikiem dryftu i wspoédczynnikiem dyfuzji.

). NN CRENTOR K Bl
0x

Mil
(iil)) Oy
O[HX . t)F (X, tw,z )]
2x
istnieje i se ciagte.
Oparta na teorii pédgrup ope”~toréw dyekusje istnienia i jednoznacz-

nosci rozwigzan réwnan Kokmogorowa zawieraja [Feli 52, Hill 49, Yosi 57,,

nazy-

W niniejszej pracy bedziemy wykorzystywa¢ réwnanie proste (2.3),
wane tez roéwnaniem Fockera-Plancka, z niezaleznymi od czasu funkcjami

H(O), of(X).-
W najprostszym przypadku statych wspoétczynnikéw jo,X i gdy proces jest
okreslony na catej osi liczb rzeczywistych,rozwigzanie réwnania

DF(x.t;ty) a #F(x.t;N) p,8F(x.t;t) @.4-
8t 2



- 44

- 45
gdzie ty oznacza warunek poczatkowy, f(x,0;"4”) »"I(x), za pomoca separacji
zmiennych lub wykorzystujac transformaty Fouriera nie nastrecza trudnosci Niech t(t) oznacza standardowy proces Wienera, a |R(t) oznacza pro-
i mA postaé Cpor. np. TMand 68] 3 ces Rty ograniczony do pddoei x X B:
00 $R(E) - $(B) - Inf[E(U), o <u <1t .
fx-t,ty) = -x=, ( e-(v=xHJi,2A < « ™ y)dy.
Oznaczmy jeszcze
i - N(t) - (\-fQnt ,

2.3. Twierdzenia graniczne dla stanowiska G/G/1

Podane ponizej twierdzenia, wybrane sposréd wielu jako bezposrednio o - (P-J0Ont
nas interesujace, zostaty sformutowane przez lIgleharta i Whitte"a [igle n fn
70, Igle 73] . Obszerna monografie tematu stanowi [Boro 80] , zwiezty prze-
glad rezultatéw zawieraja [whit 73] , [Lern 77] . Twierdzenia 1-3 odnoszg sie do stanowiska G/G/1 [igle 70, 73]

Przypomnijmy pojecie stabej zbieznosSci miar prawdopodobienstwa i wiel-
kosci losowych. Tw. 1
Niech dane beda: przestrzen metryczna S z borelowskimi zbiorami S .
K R R o N Oezell P > 1, to Nn=*~_ Up=> f =
oraz cigg miar prawdopodobienstwa {pn» n>1j i miara prawdopodobienstwa
P na (S,S). Ciag |Pn< n>i] jest skabo zbiezny do P (co oznaczamy
S Tw. 2
*P) jezeli
Oezell P-1. to Nn=»”~R, Un=~fR .
lim 1 fdp
|
a0 X d' ml . 3
Jezeli P < 1. to ietniejg ct > 0, c2 >0, dla ktérych
dla wezystkich ograniczonych, ciagtych funkcji f przyjmujacych wartosci

rzeczywiste w S. N*(ut) - uLE[N]
Wielkos¢ loeowa X, mierzalne odwzorowanie z przeetrzeni probabili-
stycznej (ft,F,P) w S, okresla miare prawdopodobieristwa P na (S,S) gfiT

zdefiniowang jako

U*(ut) - ulLe[n]
P(A) - P(x 6 A) dla A e S.

c2yiT

Ciag zmiennych losowych *,» n > 1} jest zbiezny do zmiennej loeowej X
(co oznacza sie Jezeli Pn=~"P. gdzie:
Xn i1 X nie muszg naleze¢ do tej samej przestrzeni probabilistycznej, ut
a tylko miary Pn 1 P musza naleze¢ do tej samej przestrzeni metrycz- N*(ut) 1 N(s)ds,
nej.

Proces dyfuzji z zerowym wspétczynnikiem dryftu nazywa eie procesem ut
Wienera, a Jes$li dodatkowo ot- i - etendardowym proceeem wienera.

u*(ut) dadx.
u]

LC oznacza liniowg funkcje ct.
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Tak wiec procesy N(t) i U(t) w mocno obcigzonym stanowisku G/G/1
moge byc aproksymowana procesem dyfuzji, swobodnym w przypadku P > 1,
ograniczonym do x > O w przypadku P« 1, o wspétczynnikach

V= K-y. oc- + Ji3Sjj-
gd. chodzi o N(t) oraz
ap-1, s - + 67),

gdy chodzi o proces U(t).

Podobne twierdzenia udowodniono réwniez w przypadku mocno obcigzonych
stanowisk z regulaminem priorytetowym oraz dla sieci stanowisk G/G/I1,
z ktorych jedno jest mocno obcigzone Reim 84j . Mozng wéwczas przeprowa-
dzi¢ redukcje wymiarowosci proceséw opisujacych te systemy i pokazac¢, ze
procesem granicznym Jest jednowymiarowy proces ~(t) lub

Stanowisko, w ktérym P > 1 nie posiada stanu ustalonego - liczba
klientéw i1 zapas pracy w tym stanowisku rosng z czasem w spos6b podlega-
jacy fluktuacjom wokét sktadowej liniowej - tak Jak rosnie wartos¢ proce-
su dyfuzji o dodatnim wspoétczynniku dryftu.

Prawdopodobienistwo pustego stanowiska i1 zerowego czasu czekania staja
sie pomijalnie mate,

inaczej jest w przypadku stanowiska, w ktéorym p < 1 i ktére osiagga
dla t-— stan réwnowagi stochastycznej - a wkasnie takie stanowiska sa
z regudy elementami kolejkowych modeli systeméw informatycznych. N(t) i
U(t) sa tu zbiezne do niezdegenerowanych zmiennych losowych i nie wyma-
gaja normalizacji. Nadal istnieje, Jak wskazuje na to Tw. 3, podobienstwo
tych procesow do procesu dyfuzji, lecz ich zastgpienie procesem dyfuzji
o tych samych, co w przypadku P z 1 parametrach nie jest oczywiste.
Poza tym n stanowisku stabo obcigzonym pominiecie prawdopodobienstwa pu-
stego eystemu jest duzym bdedem - trzeba wiec wprowadzi¢ warunki granicz-
na dla procesu dyfuzji dopuszczajgce zerowg wartos$¢ procesu.

2.4. warunki brzegowe dla procesu dyfuzji

Klasyfikacje i dyskusje warunkéw brzegowych dla réwnan Kod#mogorowa
przeprowadzit Feller [Feli 52], ponizej przytoczymy trzy ich rodzaje, ma-
jace praktyczne znaczenie w dalszym postepowaniu.

Zaktadamy, ze bariera znajduje sie w punkcie X m r, a proces rozpo-
czyna sie w punkcie xQ > r.

- 47 -

(i) Dbariera odbijajaca :
Poniewaz proces na pewno nie przekroczy wartosci X « r, wiec

00
jr( x ot 1,
r
czyli
e 00
J fOx,t;D5dx - ~ dx - O,
r r

sked warunek brzegowy dla réwnania (2*5)

f Sx [Ef)F(x ., t * jhQOF(x.tjif;)j» o.

(ii) bariera pochtaniajgca :
Proces konczy sie po osiggnieciu wartosci x * r.

Warunek brzegowy ma postac

f(r,t;n>) - (X t;r) » O.

(iii) bariera z powrotami elementarnymi :

Proces po osiagnieciu wartosci X = r pozostaje w tym punkcie przez
czas o rozktadzie wyktadniczym z parametrem Jl , a nastepnie Jest kon-
tynuowany w punkcie Xx > r wybranym z rozktadem prawdopodobienstwa o
funkcji gestosci g(x). Przeskok procesu z punktu x » r do wybranego
punktu Xx > r jest nazywany powrotem elementarnym.

Réwnania dyfuzji majg postac

df . a2[ocG)f %, )] _ a[,&Q)f(xrtjal + p (t$, gx),
ot 2x2 Ox r
dpf(t) lim *>1 - pF - NrPr(e),
ut wy

gdzie

Pr(t) - P[x(t) - r].
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Ostatnie rownanie przedstawia bilans masy prawdopodobienstw dla x = r

Zaktada sie ponadto, ze poza momentami powrotéw elementarnych bariera za
chowuje sie tak samo Jak bariera pochtaniajaca:

lim f.tjty) » O.

X— I Rozdziat 11

APROKSYMACJA DYFUZYJNA LICZBY KLIENTOW
W POJEDYNCZYM STANOWISKU OBSLUGI

Rozdziat ten jest poswiecony aproksymacji dyfuzyjnej procesu N(t)
w stanowisku obstugi typu G/G/I/N i G/G/1 - a wiec odpowiednio w stano-
wisku z ograniczong i nieograniczong kolejka. Poniewaz aproksymacja dyfu-
zyjna stanéw ustalonych dla tych stanowisk Jest znana [Gele 75] , skoncen-
trujemy sie na opisie stanéw nieustalonych i1 metodzie rozwigzywania roéw-
nan dyfuzji, ktéora takze w nastepnych rozdziatach postuzy do analizy eta-
néw przejsciowych stanowiska.

Analityczne modele systeméw obstugi w stanie nieustalonym ag ograniczo-
ne do przypadkéw, w ktérych ewolucje systemu mozna opisaé procssem uro-
dzin i Smierci . i w ktérych znane Jest analityczne rozwigzanie odpowiada-
jacych temu procesowi réwnan Chapmana-Kodmogorowa. Niech p(n,t*i) oznacza
prawdopodobienstwo, ze w chwili t znajduje sie w systemie obstugi n
klientéw, pod warunkiem, ze w chwili poczatkowej by#o ich i. Jezeli czae
obetugi ma rozktad wyktadniczy z parametrem , a klienci nadchodzg w od-
stepach czasu o rozktadzie wyktadniczym z parametrem X i sg obstugiwani
wedtug kolejnosci zgtoszenia, tj. jezeli mamy do czynienia z systemem ty-
pu M/M/I, to réwnania wigzgce prawdopodobienstwa stanu systemu maja po-
stac

A p(O.tji) - -A.p(0,thi) +jip(l.t;i).

p(n, ;- - (A,HDPM,E;1) +A.p(n-1,t ;1) +£ip(n*l ,tji), G>1

n*1,2,...

Rozwigzaniem tego nieekonczonego uktadu réwnan zajmowato sie kilku auto-
réw [Bali 54, Cham 56, Clar 53, Cono 58, Leds 54] stosujac réznorakie me-
tody. Wspdélny ich wynik, ujety w najprostszej formie, to

n-i n-1-1

p(n.tii) - .-<€&&*m>* 5 "

+9 i (at> ¢

® -k 5L
+ (1-P)Pn 2 ] P 2 lk(tb) J, G.2)

k=n+1+2
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gdzie:

P- M *. a-2

funkcja

00 k+2l
1k (X) (§) -

Z9 miI(k+m)I1" -k “ *k

m*0

Jest zmodyfikowang funkcje Bessela pierwszego rodzaju.
Rozszerzenie modelu M/M/1 na przypadki:

- u(n) a nu, (stanowisko obstugi z nieskonczong liczbg réwnolegtych kana-
+ow) .

-Ji(n) m "t dla n < ¢, Ix(n) « Cfix dla n ~ c (stanowisko zawierajace c

rownolegtych kanatéw obstugi)

zawiera praca [Seat 61] ; w [Mors 58] podano rozwigzanie ukdadu (3.1) w
przypadku j\,(») »A dla n< N, X(n) m 0 dla n > N (Jednokanatowe sta-
nowisko obstugi z ograniczong kolejka - stanowisko typu M/M/I1/N).

Nawet w tych nielicznych najprostszych przypadkach, w ktérych rozwig-
zanie doktadne istnieje, ma ono posta¢ dos¢ ztozong i niewygodng w prak-
tycznym wykorzystaniu; wynik (3.2) wymaga obliczania nierkonczonego sze-

z ktorych kazda sama Jest nieskonczonym szeregiem. Olatego

regu funkcji,
lecz

tez liczne sg proéby zastepowania wzoru (3.2) wynikiem przyblizonym,
wymagajacym mniej zdozonych obliczen. Kotiah [Koti 78] zastepuje trans-
formate Laplace*a funkcji tworzacej prawdopodobienstwa p(n,t;i) wyraze-
niami, ktére sg funkcjami wymiernymi i ktérych oryginat ma postaé prost-
szg od (3.2). Rider [Ride 76] pokazuje, ze dynamika zmian wartosci dtugo-
Sci kolejki w stanowisku M/M/1 moze by¢ w przyblizaniu opisana nielinio-
wym réwnaniem roézniczkowym pierwszego rzedu. Stern [ster 79] zastepuje
(3-2) rozwigzaniem dla systsmu M/M/1/N z odpowiednio duzym N. Oones i in.
[jone 80] proponuja uproszczenie obliczen w (3.2) przez zastgpienie sze-
regéow funkcji Be3sela inng, +*atwiejszg do obliczenia funkcja.

3.1. Aproksymacja dyfuzyjna stanowiska G/G/~/N i G/G/I
stan ustalony

Proces N(t) w stanowisku G/G/I/N bedziemy aproksymowa¢ procesem
dyfuzji X(t) z dwiema barierami umieszczonymi w X « O i X » N.
W przedziale xf(0,N) X(t) Jest procesem dyfuzji o wspétczynnikach
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Po osiggnieciu punktu x » O proces pozostaje w tym punkcie przez czas,
ktéry jest zmienng losowg o funkcji gestosci 1Q(t); bezposrednio po tym
proces rozpoczyna sie w punkcie x m 1; podobnie, gdy proces znajdzie sie
w punkcie x m N. pozostaje w nim przez czas okreslony funkcja gestosci
prawdopodobienstwa IN(t), e nastepnie rozpoczyna sie w punkcie x » N-L.

Jezeli 10(Y) i IN(t) maja postac¢ wyktadniczg, 1Q(t) » e )

-\t . S R -
IN (D) e *0 proces X(t) nozna opiea¢ roéwnaniami [Feli 54, Bhar

60]

3fF(x-ti») @ 2F(x.t;%) Qf(x.t;ty)
? PT*“ - i x

* % 0Pa (£ )&(*=1) + X NPN (£)EI(x-N+1),

{fi- = p(x.t,t) " *|%14l1] -V o ()* (3*3)

gdzie f(x,t;ty) jest warunkowg gestoscig prawdopodobienstwa procesu:

FOGE{y) ® p x <X(B) 4 x + dx] F(X,0;ty) » ty()] -

p (t), PNCO okreslaja prawdopodobienstwo, ze w chwili t proces znaj-
duj* sie odpowiednio w punkcie X « O lub x » N; 6°(x) jest funkcja delta
Oireca.

Typ rozkdtadow 1Q(t), IN(t) nie na wptywu na rozwigzanie réwnan (3.3)
w stanie ustalonym, ktére zalezy tylko od wartosci Srednich tych rozkta-
déw [Gele 80] . Metoda okreslania f(x,t;ty), ktdérg przedetawlmy w podroz-
dziale 3.3, obowigzuje dla dowolnych rozktadéw 10(t), IN(O.

W stanie ustalonym, gdy f(x), pQ, pN nie sg funkcjami czasu, rozwiag-

zania ukdadu réwneh ma poetac¢ [Gele 75]

V.o (1 -e% dla 0 <xC1

(="* - 1)e* dla 1< x<N-1 G-9

oo - {

Von o j-zOeN) _ 8] dla N-1 < x <,

z » 2B/L.
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Po uwzglednianiu warunku normalizacyjnego i warunku ciagtosci funkcji
f(x) otrzymujemy

-1

po - Llim p (©) »

n 2°7_11 o rAojr b - ez(N-1)]}
=00

PN - Iim pN(t) = pper(N'l)
t-»00

Do modelowania procesu N(t) w stanowisku G/G/1 z nieograniczong kolej-
ka potrzebna jest tylko Jedna bariera, umieszczona w x m 0, z ktérej po-
wraca proces do x < li rozwigzania (3.4) przyjmuje woéwczas postac

/SPO @1 - ezx) dla 0 < x<1,

) (3.5)
Vo

T«

i)e dla x » 1,

Ro @ \/

Jezeli przyjac » A, tzn. ze Sredni okres pobytu w barierze Jest roéw-
ny Sredniemu odstepowi czasu miedzy nadchodzacymi klientami,, to

PO - 1 -09.

co jest wynikiem dok¥adnym.

3.2. Czas pierwszego przejscia w procesie dyfuzji
i okres czynny stanowiska G/G/I1

Rozwazmy proces dyfuzji z barierg pochtaniajaca w x m 0. Proces X(t)
rozpoczety w x0 > 0 konczy sie w momencie osiggniecia wartosci zerowej.
Czas, po ktdérym to nastgpi nazywamy czaeem pierwszego przejscia z punktu
XQ do punktu x m 0. Rozwigzanie T(x,t*1>) roéwnania dyfuzji z warunkami
brzegowymi

f(O,t,ty) » O

Iim fx,tjty) - O
X-*00
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uzyskane po sprowadzeniu tego réwnania do postaci kanonicznej i zastoso-

waniu metody odbicia, por. [cox 65] , ma postac

T +(x) dla t » O
fx.t,H>) - ] co
(x-t)2 _ (X™M)2
jfx-D -fe* J £t 0 2ct  ty(])d]
V2*ott
dla t >0 . (3.6)

Okres czynny stanowiska obstugi to czas, przez ktéry to stanowisko
pracuje nieprzerwanie. Rozpoczyna eie on nadejsciem pierwszego po okresis
bezczynnym klienta 1 trwa dopoki N(t) £ 0O (por. rys. 2.1). Oszsli pro-
ces dyfuzji aproksymuje proces N(t) w G/G/l, to czas przejscia z punktu
X » 1 do x > 0 odpowiada czasowi trwania okrssu czynnego stanowiska.

Wykorzystujac rezwigzanie

S(x-1) dla t < 0
f(x,t: D)
-2 _(x+D2
Zct dla t>0
V2»oct
G.7D

obliczamy przyblizong gestos¢ tfd(t) i dystrybuante Td(t) czasu trwa-

nia okresu czynnego [czac 8I] i

W - lint [ jbFG,t, 1) + F I limn -

-W @3.8)

1Zx<xt3

(-9
rd(o -J wW)de- 1 - + e

gdzie

nm j 8 dx

Gestos¢ td(t) wyraza strumien masy prawdopodobianstwa, ktéra wpiywa z

pétosi x > 0 do bariery pochtaniajacej .-



Transformata Laplace*a ~(t)

_ pH{pzifa
2,(s) * 0

pozwala #atwo obliczy¢ momenty

dad (s)
E[*d] 'O"T*

“% () @ .1

ds 8*0 F W @-10)

oraz wariancje

d [

Wyniki (3.8), (3.9) maj« prostszg posta¢ i, jak sie za chwile okaze,
se doktadniejsze niz zaproponowana wczesniej przez Heymana [Hsym 74] apro-
ksymacja "jj(®), ktora wykorzystuje proces dyfuzji, odnoszacy sie nie do
N(t), lecz do procesu U(t). W poczatkowy« momencie okresu czynnego za-
pas pracy to czas obstugi pierwszego klienta, a okrea czynny to w przy-
blizeniu czas przejscia dla opiaujgcego U(t) proceau dyfuzji z punktu x
okreslonego rozktaden czasu obstugi B(x) do punktu x Gestos¢ czasu

pierwszego przejscia do zsra ma wéncza8 posta¢ zalezng od geetosci b(x)
[Heym 74]

)
W*) i 2% b (x yax (.11

i w przypadku np. wykdadniCLago rozk#adu obatugl, b(x) m ~e*“r*, (3.11)
przybiera poata¢ [Heym 74]
HH() “ J expj-~x + tf,/\)) 2/4At ¢ Nixjdx =

- 1Bp - 1Mexp [(2p - D] Erfc [GBp - 1) (F/p],
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gdzie
2
Erfc(x) « 7=r- \ e”u du Jeat dopedniajaca funkcja bledu.
rx J

wspodczynniki J5 .ot w (3.11) maja oczywiscie cartos¢ okreslong dla apro-
ksymacji dyfuzyjnej U(t).

powrocémy teraz do procesu dyfuzji aproksymujacsgo N(t) 1 obliczmy
jeszcze jeden rozktad charaktery8tyczny dla okrasu czynnego w G/G/1.

Rozk#ad maksymalna-! dtugosci kolelki w okreeie czynnym

Prawdopodobienstwu, ze liczba klientéw obecnych Jednoczesnie w stano-
wisku obstugi w czasie okresu czynnego nie O8iggnia nigdy wartosci m
odpowiada prawdopodobienatwo, ze procea dyfuzji miedzy punktem startowym
x m 1 a ekranem pochtaniajacym nie dojdzie do punktu o wspotrzednej

X B ».
Zapiszmy
t
W - g(t.xm) ¢ j k(t,xB)N(t-«)d«. (3.12)
0
gdzia<

g(t,xm) - gestos¢ prawdopodobienstwa, ze proces zakonczy sie w chwilit
nie przechodzac przez punkt xm > xQ,

k(£,xm) - gestos¢ prawdopodobienatwa, ze czgatka w chwili 1 < t znaj-
duje sie po raz pierwszy w punkcie x°,

(t-1) - gestos¢ prawdopodobienatwa, ze doktadnie w czaeie t -t
proces przsjdzie z punktu x» do poczatku uktadu.

Zgodnie z (3.8)

tf,,(t—<«) - a“
V2»ot(t-«)3

200171 . (3.13)

Szukamy dystrybuanty Hd(*n) okreslajacej prawdopodobienatwo, ze proces
nls osiagnie wartosci xm,

(€9)
> 19(t,x )dt - lim g(a,x ) -
J " e-*0

“ ™

- 1im [?(s) - k(«.xm)fn(s)] - i - lim Kk(s.-xn).
8—>0 S->U
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Funkcje k(t,xm) wyznaczymy po rozwigzaniu roéwnania dyfuzji z

R - R . R o N _warun-
kani brzegowymi w postaci dwéch barier pochtaniajacych. Jednej w j_
drugiej w x m xn i z warunkiem poczatkowym xQ e 1. Rozwigzanie 0,
sta¢ (por. [cox 65] ) ma po-

- £ ———- 2t (3.14)
gdzie
XN - 2 n xXm N nmO0. « 1. ¢ 2._._.
X
Gestos¢ k(t,xm) j8st réwna masie prawdopodobienstwa wyptywajacej z
R ° R - R - ; prze-
dziatu (°*xn) do bariery umieszczonej w punkcie x * x_:
k~t! nou — - -
Xm) XX [- Jbf(x,t51) o f fx-t,1)J
m
k(s.xn) - - J u” ~"fU.an, .
X=*Xm
czyli
Hd(xm) * 1 +y Lim lim f(x,sjl).
X—*%, cx &-»0 H .15)

Uwzgledniajac w (3.12) posta¢ transformaty Laplace"a f(x,tjl)

-« [- (3.16)
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otrzymujemy

Hd(xm) m - - xm > 1 (3.17)

1- a* n

dystrybuante przyblizonego rozktadu maksymalnej d¥ugosci kolejki w okre-
sie czynnym stanowiska G/G/I.

Poréwnajmy ten wynik z rezultatem dokdadnym, znanym w przypadku sta-
nowiska M/iyi [Cohe 69] . Prawdopodobienstwo, ze w czasie catego okresu

.czynnego liczba klientéw n obecnych Jednoczesnie w stanowisku bedzie

mniejsza od nm wynosi

nm-1
H(nm) . p[h<nj - 1®Pn ) nm - 2,3,... (3.18)
1-pm

Wyniki numeryczne

Sprawdzmy na przykdadach obliczeniowych dok*adnos¢ powyzszych aproksy-
macji, wykorzystujacych proces dyfuzji z barierka pochtaniajaca.

W przypadku polssonowskiego strumienia wejsciowego, tj. dla stanowiska
M/G/1, znane jest (np. [Klei 75] ) réwnanie okreslajace w sposéb uwiktany
transformate gestosci czasu trwania okresu czynnego #(s)

f(s) - bI?L[l - thS)] + ej. (3.19)

z ktérego obliczamy

Ehfl m Y--"°

*[f] - . "[bA3 - 3*20>
a-p

Obliczone wczesniej (3.10) wartosci e{~d]. e[t], podobnie zresztg jak
wartosci E[tfH], E eg dla stanowiska M/G/1 doktadne.
Dla wyktadniczego b(x) znana jest w spos6b jawny czasowa postac¢ #(t):

e - 1 (2tup),
tip
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zawiera wartosci doktadne dyotrybuanty T(t) oraz wartosci

Tabela 3.1

btedow



- 60 -
Jaj aproksymacji dla Srednio 1 mocno obcigzonego stanowiska M/M/I. Obli-
czona tu wartosci rH(t) nia pokrywaja sie z wartosciami podanymi w
W tabeli 3.11 zestawiono wartosci dok#adna

[Heym 74] - sa doktadniejsza.
i przyblizone rozktadu maksymalnej d¥ugosci,
M/fyi osiaga w czasie OKrssu czynnego.

Dla badanych przypadkéw widoczna jeat przewaga aprokeymacji #d(t),
rd(t) nad tH(t), rH() i stosunkowo duza - z wyjatkiem matych wartosci

jaka kolejka stanowiaka

t - ich doktadnos¢.
Tabela 3.11
Dok#adny i przyblizony rozktad makaymalnej dtugosci kolejki
w stanowisku M/M/1
P- ).50 p- 0.95
n H(n) Hd (n) H(n) Hd (n>
2 0,66667 0,66076 0,-512821 0,512818
3 0,85714 0,85166 0.683611 0,683607
4 0,93333 0,92923 0,768894 0,768890
5 0,96774 0,96494 0,819974 0,819970
6 0,98413 0,98231 0,853953 0,853949
7 0,99212 0,99100 0,878160 0,878156
S 0,99607 0,99540 0,896260 0.896255
9 0,99804 0,99764 0,910288 0,910254
10 0,99902 0,99879 0,921467 0,921463
3.3. Stan nieustalony 1 dynamika etanowiak G/S/I/N 1 G/G/1
Znamy Juz rozwigzania (3.6). (3.11) roéwnania dyfuzji z jedng i dwiema
barierami pochtaniajacymi, wykorzyatamy obecnie te rozwigzania do opi9u

powrotéw elementarnych. Ola unikniecia niejednoznacz-

dyfuzji z procesami
(bariera) pochtaniajacymi bedziemy nazy-

nosci procea dyfuzji z barierami
waé¢ proceaem Xp(t), "pojedynczym', w odréznieniu od procesu X(t) z po-
wrotami elementarnymi, ktéry bedziemy rozpatrywaé¢ jako superpozycje pro-

proceséw Xp(t) i X(t) bedziemy

(0.

Funkcje gestosci
P(Y) i

cesow pojedynczych.
oznacza¢ odpowiednio przez
Stanowisko G/G/I/N

W Xmo i
rozwigzanie

W przypadku dwéch barier pochdaniajacych
Xp (t) rozpoczetego w v y°)

x m N dla pro-
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E£(x-X ) dla t-0
f(x,thx )
M*—00
rPxn (x“xo_xn"~t )21
exPL o&------m-mm-mm- Z 6 ¢ t J
- dla t> 0
an* 2nN ,

Xr.1.» 2(N - XJ ﬁx'/
okresla dla przedziatu (0,N) rozktad jednostkowej masy prawdopodobienstwo,
ktoéra umiaszczona poczatkowo w catosci w punkcie xQ, rozprzestrzenia sie
w przedziale (0,N) oraz zaczyna gromadzi¢ sie w barierach, by w korncu
dla t-—>00 znalez¢ sie w nich catkowicie. Strumien masy prawdopodobien-
stwa przeptywajacy w chwili t =z przedziatu (0,N) do dolnsj bariery to

F(x,t4XQ)

m -1 lim,

4,,0 (t) “ "xi"o[-N (X>t,Xo} +f £ N x't,xo0>]

(3.22)

podobnie strumieh masy prawdopodobienstwa przeptywajacy w chwili t z

przedziatu (O,N) do goérnej bariery ma wartosc¢

O<f(x,t ;x0) (3.23)

Jezeli przyjmiemy warunek poczatkowy w postaci ciaggtego rozktadu o(x),

0O < x<N, to

(3.24)

f(x-t,ty(x)) —j‘ FOx-t, Dty (pd”.

O+

a strumienie prawdopodobienstwa ?)$Q(t), tg, N(t) maja posta¢ analogicz-

ng do (3.22), (3.23).

Powréémy do procesu x(t) z powrotami elementarnymi
w chwili poczatkowej masa prawdopodobienstwa jsst czesciowo rozmleezczona
w przedziale (0,N) zgodnie z rozktadem ty(x), a czes¢ Jej znajduje sie

i zatoézmy, ze

w ekranach, tak ze

N-

POC?) +J i]>(X)dx ¢ PN(O) « 1.
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Proces X(t) mozna wyrazi¢ poprzez euperpozycje procesow *p(t):

- procesu rozpoczetego w chwili t m O z warunkiem poczatkowym 1I¥(x),
- procesow rozpoczetych w dowolnej chwili 2 , 0< t<t,w punktach x =1

i xmN - 1.

Gestos¢ prawdopodobienstwa Ff(x,t;”) procesu X(t) to

(., oty) « FGEIG) ¢ | gx @)F. DA iz + j gN_1 CFOFK, t-+ ;N-1)dt
(3.25)

Gestosci prawdopodobienstwa gl1(S), fN_!(*) rozpoczecia proceséw Xp (®
w punktach x » 1 i X « N-1 w chwili Z , czyli strumienie masy prawdo-

podobienstwa wyptywajace z ekranéw i pojawiajgce sie na oei w punktach
x =1 1 x o N-I, sg okreslone przez réwnania

t.
9I(t) - | ~(t)10(?-t)dt.
(o]

" (3.26)

] yt) I N(-t)dt.

o (), "N(t) ” catkowite strumienie mas prawdopodobienistwa wptywajace
w chwili t do ekranéw - mozna wyrazic¢ jako

*0<0 " PO(Q)C(L) + ~iLo(t_s)d? +

o4 m

t
+ ] AN-1M)AN-FIO() d T,
(3.27)
t

<N () ® PN(0o)«t) +tF$N(CO + | gl(?)«I>N(t-<:)d« ¢
o

t

+5 BN-irtAN-1I,N(t="t)dt*

Posta¢ réwnan (3.26), (3.27) upraszcza sie nieco, gdy poddamy je transfor-
macji Laplace"a

{7(s) - B(E)I0(), grf") = 20(8)1n(), (3.28)

2.() “ Po(0>+H,o0(s) + 91(e)51>0(s) + 9N.1(8)FN.1(0E@)"
(3.29)

“ PN() + + N(a) + SN-1(8)"N-1,N(8)*

gdzie

f(s) - | e"3tf(t)dt.
0

Powyzsze zaleznosci mozna zobrazowa¢ konstruujac graf przedstawiony
na rys. 3.2 i poréwnujac rozchodzenie sie strumieni maa prawdopodobieh-
stwa w uktadzie ztozonym z przedziatu (O,N) oraz dwéch barier do rozcho-
dzenia sie eygnatu w przedstawionym grafie.

Okreslmy funkcje przejscia gatezi tego grafu.

Rozktady 1Q(0» ~ (O reprezentujaca czas trwania okresow bezczynno-
Sci 1 okreséw, w ktorych kolejka jest;zapedniona, nie sg znane w modelu
analitycznym stanowiaka G/G/I/N. Przyjmiemy, ze sa one roéwne odpowiednio
rozktadowi czaséw miedzy zgtoszeniami i rozkdadowi czaséw obstugi, pamie-
tajac ze jest to przyblizenie. Oest wiec ~0(s) m a(a), 1°(8) = b(s).
Podkreslimy, ze. 1Q(t), IN(t) 8a rozktadami dowolnymi, a nie wyktadniczy-
mi.

Zgodnie z (3.23)

1 dla k-0
ij.k(-) m (-D1 | lim 1ztefiul. k - O,N, -

J = I>N- 0 dla kmN

gdzie

<f(x.s,j) - Jiiii 27 eexp [---—-—--- A(s)d ¢
ia-o00

—ee L STMAQ) @20

A(a) a yjh2 + 20es; xj, XE sa zdefiniowane jak w réwnaniu (3.21).
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Fig. 3#2. A graphic
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Mozna wiec obliczy¢ (s) i1 9n_j.(s)!

n(e)
Sl,.,. |Po,o0, . [Pn(@) -h .,h R -
loel 1_ V 8>*1.N<9> V s)*N-1.0(a> 7 (3.31)
i-io(8)J1>0(G6) 1-iN@B) n-i ,n" 8"
*1 N(6)1N(s)
N _,(s) - 91(®) -F7 - Neee—
i_1n n—i ,n
i transformate gestosci prawdopodobienistwa procesu X(t)
f(X,8) « F(X,sjB) + <~(B)F(X,s;1) + gN_1(s)?(X,s;N-1). (3.32)

Prawdopodobienstwo, ze proces w chwili t ma wartos¢ x = 0, czyli przy-
blizone prawdopodobienstwo pustego systemu obskugi w chwili €, to

PO(t) “ j «o(t)dt
lub

po(s) “ BV s)* -33)

Stanowisko G/G/1

N(t) Jest aproksymowany procesem dyfuzji z Jedng bariere, umieszczonag
w X 0 O» w punkcie x = 0 proces zatrzymuje sie przez czas zdefiniowany
rozktadem I1Q(t) 1 przeskakuje nastepnie do x « 1. Proces xp(t) rozpo-
czyna sie w dowolnym xQ > O i konczy po osiagnieciu zera. GestosS¢ tego
procesu jest rozwigzaniem rownania dyfuzji z Jedng barierg pochtaniajaca
W x » 0 i ma posta¢ (3.6) przy warunku poczatkowym F(x,0»"(x)) » $(x),
x> 0 lub (3.7) przy warunku poczagtkowym F(x,0;xQ) » S(x-1). W tym
ostatnim przypadku strumien masy prawdopodobienstwa wpadajacy do ekranu
w X « 0 Jest okreslony przez (3.8)

(ft+D*
i. ofp - -L. , 1ax (3.34)
a V23foct
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Transformaty Laplace*« funkcji f(x.t,l1), *1>0(t) maje znang postac

—exp [-J2° L aG)]l - (3.35)

*110(.) “ exp|-~+ A(e)l/oe] .- (3.36)

Réwnania (3.25)-(3.27) przybieraje w przypadkustanowiska G/G/l1 postac

t
f(x.tji(>) - FIx.tr) * 1 g1 (2 )f (x,t-1,1)dt (3.37)
0
t
9lu) " | *o(t)lort-t)dt (3,38)
Tt
fO(0 - Po<0)«t) +/Tt.,o(t) + | »i(i)*io(t-t)de , (3-39)

a rownania (3-32), (3-28), (3-29) przechodze w

F(x.8) » 2(x,sili)) + g~ (s )PKX.3:1), (3.40)

Si0 -.S0C)i0(*)/ (3.41)

*0<.) - PO(°) ##Tj>lo(8) * 91 ()™>0(«) = (3.42)

Przyjmujemy jak poprzednio 10(s) m a(s) i obliczamy

i.(.) - [p..<0> )~ <3-45"

co uwzglednione w (3.40) daje rozwigzanie - funkcje gestosci prawdopodo-
bienstwa procesu X(t) w formie transformaty Laplace"a. W przypadku wy-
ktadniczego rozktadu [1Q(x) rozwiazanie F(x,s;x0), rowniez w formie
transformaty Laplace®a, mozna otrzyma¢ bez uciekania sie do powyzszego
rachunku mas prawdopodobienstwa [Duda 84] . Obecno$¢ wjawnejpostaci roz-
ktadu 10 () we wzorze (3.43) etwarzamozliwosébadania wpdywu rozktadu
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czasu pobytu w barierze, a wiec rozkkadu trwania okresu bezczynnego sta-
nowiska, na dynamike zmian ddugosci kolejki .

Aproksymacje dyfuzyjng stanéw nieustalonych procesu N(t) mozna roz-
patrywa¢ w sposéb prostszy za pomoca réwnania dyfuzji z warunkiem brzego-
wym w postaci bariery odbijejecej w punkcie x » O [Koba 74b]. Gesto$s¢ pro-
cesu dyfuzji ma w tym przypadku postac

2£>x
f(x,t*x0) » A |£((x-x0-j>)t)/|fibt) - o “ $ (-(x+xD+>t)/Yoct)j |,

z2
gdzie O0(x) - ] dz .

Doktadnos¢ tej aproksymacji mozng zwiekszy¢ przesuwajacbariere z x m O
do x - -Cj, (dla b $§ i) [Fili 83, Fili -]

Ponizej rozpatrzymy doktadniej, wraz z wynikami numerycznymi, dwa
szczeg6lne przypadki rozwigzania (3.40) - przypadek #adowania i roztado-

wania kolejki.

tadowanie stanowiska G/G/1

Do pustego stanowiska obstugi zaczynaja nadchodzi¢ klienci. Rozktad
ddugosci kolejki zmienia sie w funkcji czasu, dazac przy t—*0> do stau
ustalonego, o ile ten istnieje. W chwili t m Ostanowiskojest puste«
jest wiec p (0) * 1 oraz iii>(X) m 0 dla x>0,

f(x,s/0) - Lis)-———————- xp("N x-1jl1 jexpj- - — A@I +
[1 - *1<0(s)a(8)]A(s) LSF 1
—exp [- P A(S)]  dla x >0 (3.44)
oraz
PO(.) m£ L1 * m Qi (* ) . (3.45)

wartos¢ Srednia procesu X(t) w chwili t, czyli przyblizona liczba
klientéw w systemie w chwili €, to

>

E[x(t)] » | xF(x,t;0)dx
0
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lub po transformacji

ef;(s)ji —} xf(x,s<0)dx -Xp0(s) §——1 y- ’\jP—(g—)l_ (3.46)

Gdy czas dazy do nieskonczonosci, rozwigzania (3.44)-(3.46) daza do zna-
nych rozwigzan stanu ustalonego [Gala 75] ;

f PBX
- e2x) dla 0 < x «1
f(x) m 1im f(x,t) » lim sf(x,s) (3.47)
t—o00 8-*0
’:ﬁ{e“é - 1)’6—’@5, dla x ~ 1
z » 2p>/ee
E[iJ
p,, m lim p,(t) « lin ep,(s) « Ly 1-pP (3-48)
pe  t ~ P° .->0 P° E[1j] + E[~1i0]
PC ¢ C
E[x]- lim EX() - lim a E[*(*)] - §F>(1 & — 2= -i). (3.49)
—+00 8—*0

Niestety, analityczne znalezienia oryginatéw transformat PQ(s), f(x,ej
0), e[x(s)] wydaje sie niemozliwe. W zamieszczonych ponizej przyktadach
poszukiwano ich numerycznie postugujac sie algorytmem [steh 79] . Rys. 3.3
przedstawia przykd#sdowe wyniki tsj numerycznej inwersji, a w tabeli 3.1X1
zestawiono wartosci PQ(t), F(l.t;0) dla i m 1,2,3 oraz E[x(t)] ze zna-
nymi w tym przypadku dokdadnymi wartosciami p(i,t) i E[n(t)] - przyk#ad
dotyczy bowiem stanowiska M/IV1.
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Rys. 3.3. Przyktadowe rozwigzania réwnania dyfuzji podczas #+adowania sta-
nowiska; X “ i, "2, CAl» gjm 1
Fig. 3.3. An exemplary solution of the diffision aquation - transient sta-
tes during charging a previously empty service station; x m i, Um 2,
S> -cb -1
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Tabela 3.111a

g%n&kow doktadnych (A) i przyblizonych fBl

PO (t)
.921
=914

.871
»864

,838
.834

.816
.823

.801
m800

.767
.768

.753
.754

.750
.750

.750
.750

.750
.750

.25

X« .

P(I.T)
(1.1

.076
»097

.118
»122

0143
»148

.158
.157

.168
.162

.183
.175

.187
.179

.187
.175

.187
.175

.187
.175

£ m 0.50 A.

P(o,t)

Poi*)
.913
.907

.848
.838

.797
.789

.756
.749

.726
.719

.634
.632

-565
-566

.516
.517

.503
.504

.501
.502

(+2i
.083
2121

.138
.159

177
.196

.203
.219

.221
.228

.257
.255

.263
.256

.255
.248

.251
.249

.250
.246

Tabela 3.111b

M » 4
P(2.1) P(3.1)
f(2.1) f(3.1)
.004 .001
.005 .000
.010 _001
.015 .001
.017 _001
.022 .002
.023 .003
.030 .004
.028 _.004
.035 .006
.040 .008
.045 .011
.046 .011
.052 _.014
.047 .012
.053 .016
.047 .014
.053 _016
.047 _016
.053 .016
[¢]
e p(3,t)
.1 (3.1
.004 .000
.004 .000
.013 .001
.016 .000
.024 .002
.030 .002
.035 .004
.041 .004
.045 .007
.052 .008
.082 .021
.088 .024
2111 .042
2113 .045
.124 .058
.124 .060
.125 .062
.125 .064
.125 .062
.125 .064

EINCL )

ELX(DI
.082
.082

.141
.137

.182
.178

.213
.208

.236
.229

.295
.289

.325
.322

.333
.333

.333
.333

.333
.333

E[N(D)]
E[X(B)]

.091
.090

.167
.165

.231
.228

.286
.282

.335
-329

.501
.497

.694
.685

.896
.889

.975
.972

-993
.992
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Tabela 3.11IC

-TCTT

Vetoda (00 28:Ji 288 E[[“((:))
o- 8 906 g 002 -0 004
02 5 829 g 018 1000 176
0-3 3 e gt o3 001 Se
0-4 8 15 a7 04y 004 e
0-5 p “oae Ser oo 008 ger
Lo A 280 “5od ‘117 0 T
2:0 8 s o 158 0% o
>0 8 5o 7 ier ST EERLT:
100 8 305 5o 159 2 1o
15-0 3 Soa 508 153 S

Roztadowanie stanowiska G/G/1

Stacjonarny dla t<0 strumien wejsciowy klientéw urywa sie w chwili
t m 0. Proce* N(t) nozna aprokaynowa¢ dyfuzjg z bariera pochtaniajaca
w X = O. Poniewaz w tya czasie A m 0, wspétczynniki ft,ac réwnania dyfu-
zji przyjnuja wartosc¢ - -X,<r . Rozwigzanie f(Xx,t»4>) Jeet
okreslone przez (3.6), a Jezeli przyjnieny. Ze w chwili te« O panowat
w stanowisku stan ustalony, tzn. ze ) » f(x), gdzie F(x) na postac
(3.47), to wykonanie obliczen w (3.6) prowadzi do
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Dynamika tadowania i rozt+tadowania
-X-z2t 1+X-Z t =Z,€ r , stanowiska G/G/1
SR SR S G =n) . . i ]
w przypadku stanowiska M/M/1 mozna prosto przeprowadzi¢ dokdadng anali-

ze procesu roztadowania: w chwili poczatkowej rozktad liczby klientéw

w stanowisku w stanie roéwnowagi ma posta¢ [Klei 75]
1+X-Z_t -x-z_t
i -3(- 7 =H + exp(f* g« ) s -
((le | P %}!: ) ¢ p(n,o) - (]_—p)pn, nm0,1,...
a Srednia liczba klientéw w stanowisku, to
I-x-z_t 1+x+z0t X+z_t b
- #(= =S-) - £(- =S-- 4Q@=")
00 P
e[n®] » 2 nP(n»0) » 1 -p *
n-0
(3.50)
gdzie
«I"j»'
jb, &€ sa wspotczynnikami wystepujacymi w funkcji (3.47) okreslajacej stan
poczatkowy .
w praktyce +tatwiej jednak obliczy¢ catke
) ~ aM X-8)/<*r S 131 a (s;
fi(x,sjf) g_\nn_ e « Ar<8) . e -r KpdJd.
(3.51)

gdzie Ar(s) - ~j2 ¢ 2ocrs,

a nastepnie poszukiwa¢ numerycznie oryginatéw funkcji

©
~Nx,s:31F), E[X(s)] « N xM.(x,s:F)dx

1 po<»> = H FD(O>0 H o (*>1-

Rys. 3.4. Przyblizona $Srednia liczba klientéw w czasie #adowania (a) 1
roztadowania (b) stanowiska, wartoégi znormalizowane; A.“ 0,5, u- 1,
C. -cb -C

Fig. 3.4. The approximate nean number of customers during the charging Gﬂ
and dlecharging (b) of a service stations the values are normalized; X"

» 0.5, £im1l, C# «CbmC
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B

d-)

Rys. 3.5. Stata czasowa zmian Eh (t)] przy #adowaniu (a.c) 1 roztadowa-
niu (b,d) atanowiaka w funkcji C( < (* « C 1P

Fig. 3.5. Tina-conatant of the changaa of E [n(t)] during charging (a.c)
and diacharging (b,d) of a service atation as a function of C * C * ¢
and p a D

- 75 -
Olat> 0
p(n,t) m ~ p(n+k,0) A anr o (l-p)pn A AT
k-0 k-0
- (I-pjp"8"~"~* » pfn.Qje-"""*,
czyli

E[n (t)] « e [n (0)] -~ A

Zamieszczone na rya. 3.4 wykresy wskazuja, ze rowniez w przypadku +a-
dowania i roztadowania atanowiaka G/G/1 zmiany E[N(t)] maje taki charak-
ter, ze moge by¢ przyblizone funkcje 1 - e-t//T bedz e-t"T, przy czym
stan nieustalony trwa tym dduzej, im wieksza Jeat obciezenie systemu i

im wieksze se wariancje rozktadow Aft) i B(t). Przyjmijmy Jako state

czasowe tych przebiegbw T « \J\ > gdzie tjy2 Jeat czaaem, po ktérym zmia-
ny E[x(t)] oalegaje potowe swej catkowitej wartosci:

Jak przedstawiono na rys. 3.5, tak zdsfiniowana stata czasowa Jest
liniowe funkcje wariancji rozktadéw odstepédw cza8u miedzy zgtoszeniami
czasem obstugi oraz silnis nieliniowg funkcje wspédczynnika wykorzystan
stanowiska p , o przabiegu podobnym do funkcji ~

i
ia



Rozdziat 1v

APROKSYMACJA OYFUZYONA WIRTUALNEGO CZASU CZEKANIA
W STANOWISKU G/G/1

Twierdzenia graniczne przedstawione w rozdz. 11 pokazuje, ze proces
dyfuzji nadaje sie do przyblizonego opisu zaréwno procesu N(t) Jak proce-
su U(t) - wirtualnego czasu czekania w kolejce przed stanowiskiem.

Proces {uCt), t > oj zostat opisany w rozdz. Il, a rys. 2.1b przed-
stawia jego przyktadowa realizacje. Przypomnijmy tylko, ze U(t) wyraza
zapas pracy - czas potrzebny do zakonczenia obstugi wszystkich klientéw
obecnych w stanowisku w chwili t.

Wartos¢ procesu wzrasta skokowo w momencie nadejscia nowego klienta o
wartos¢ czasu jego obstugi, a pézniej maleje w miare postepu obstugi.

W momencie zakoriczenia obstugi ostatniego w okresie czynnym klienta, war-
tos¢ U(t) dochodzi do zera i zachowuje Ja do momentu nadejsScia nastep-
nego klienta i rozpoczecia nowego okresu czynnego. O ile wykorzystaniu
aproksymacji dyfuzyjnej procesu N(t)
dziesigt prac, to znacznie mniej miejsca poswiecono procesowi U(t).
Praca Heymana [Hsym 74] wykorzystuje dyfuzyjny opis U(t) do analizy
okresu czynnego w stanowisku obstugi - w punkcie 3.2 zestawiono jego re-
zultaty z analogicznymi wynikami uzyskanymi za pomoca aproksymacji pro-
cesu N(t)e

Ponizej bedziemy sie odwotywaé¢ do pracy Gavera [Gave 68] , ktéry pro-
ces U(t) w stanowisku M/G/I aproksyraowat procesem dyfuzji z barierg
odbijajaca. Pokazemy, jak wprowadzenie powrotéw elementarnych zwieksza
doktadnos¢ tej aproksymacji.

Poniewaz model Gavera odnosi sie do stanowiska M/G/I, a takze dlatego,
ze tylko w przypadku poisscnowskiego strumienia zgtoszen istniejg anali-
tyczne wyniki dotyczace U(t), z ktorymi mozna poréwnac¢ wyniki aproksyma-
cji, bedziemy dalej méwi¢ o stanowisku M/G/1. Przedstawiony model jest

poswiecono juz co najmniej kilka-

jednak ogdélny i odnosi sie do stanowiska G/G/I. Oest to tylko kwestia za-
miany wspédczynnikéw |>,« w réwnaniu dyfuzji na wspétczynniki zgodne
z Tw. 1,2 w rozdziale 11.

Poniewaz jednym z ograniczen dok#adnosci aproksymacji dyfuzjynej jest
fakt, iz uwzglednia ona tylko dwa pierwsze momenty rozktadéw a (x ), B(X),
w punkcie 4.4 przedstawiono aproksymacje procesu U(t) przy pomocy proce-
su Markowa, ktéry bierze pod uwage takze trzeci moment rozk#adu czasu
obstugi, i zbadano doktadno$¢ takiego rozwigzania.
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4.1. Rezultaty doktadne dotyczgce procesu U(t)

Mieszane, tj. uwzgledniajace zaréwno zmiany ciagte Jak i skokowe, pro-
cesy Markowa z ciagtym czasem byty opisywane przez Kodmogorowa [Kolm 3I]

i Fellera [Feli 36] .
ponizej zamieszczono dwa najwazniejsze rezultaty (i), (ii) dotyczac?

procesu U(t) w stanowisku M/G/I.
A(X), a(x) oznaczaja Jak zawszs dystrybuante 1 gesto$¢ rozktadu odste-

pow czasu a™ > £i+l " ~i  miedzy nadejsSciem kolejnych klientéw, a B(?)

i b(x) dystrybuante i gestos$¢ rozkt#adu czaséw obstugi bjj a(x) = 1l-e” *,
B(x) Jest dowolne.
Oznaczmy przez F (Xx,t#UQ) dystrybuante
Fu(x,t;u0) *= PrLI4(t)< X]U () - uD]

oraz przez F (t,t;u ), Jej transformate Laplace®a wzgledem zmiennej x:

00

“\*(r*tsuo) - S a"rXdxFw (x"t;uo)
o}

(bedziemy ponizej oznacza¢ przez F(r,tjuQ) i F(x,s<u0) transformaty La-

place’a funkcji Ff(x,t;uQ) odpowiednio wzgledem zmiennej x i zmien-

nej t).

) F (r,t;uQ) je3t okreslona réwnaniem (4.1)

N O T ( 4 . i )

(o]

PO(t) m prfu(t) « 0] Jest okreslone transformatg

gdzie z < z(s) jest pierwiastkiem réwnania
z e b(s + X - 2)
posiadajacym najmniejsza wartos¢ bezwgledna wewnatrz jednostkowego kota

1 < 1.
Wyprowadzenie (4.1) zawiera [Taka 62b] .
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. _ _ ; _ - Rozwigzanie roéwnania dyfuzji
(i) Fu(x,tjuQ) spetnia réwnania roézniczkowo-catkowe

STG(X.t»x ) G (x.t,x0) 02 G (x,t,x0) (4.5)
Fu(x*t,00> , T , St b Vx * 5 e NG ——
BTN 5X---mmmm—- Lux* ™0 -
wraz z warunkami brzegowymi w postaci ekranu odbijajacego w x * O oraz
X
n g B(x m P dtFU(|"t,U0}Y * “4*2) lim fG(,trx ) -0

X-»°0

wyprowadzone w [Taka 62a] i rozwigzane w [Taka 62b] przez Takacsa (por.

i warunkiem poczatkowym
tez dyskusje w [Haso 63] ).

dF (X,t»u )

Podwojna transformata Laplaca*a gestosci fu(x,tjuo) » - — — -  ma TG (X,0»x0) - 0(x - XQ)
postac
Jest znane w formie transformaty (por. np. [chan 43, Prab 65] )i
Aye ~r uo
Ferossuy» Cr - e , 4.3)
u 0 Ab(r) - % +r - s §J(x.s»x0) - | = 8LfG(x,t)dt - -M2)[fl 67~ m|2en 1%
gazie *=7?(s) Jest jedynym, por. [Bene 56] , w obszarze Re(s) > O,
Re(r) > 0 pierwiastkiem mianownika. . Jezeli x < x0
Oezeli istnieje stan ustalony dla t-—i , to f(r,s;u ) ma w nim (4.6)
postac
jezeli x > x0
f (r) = lim sf (r.s;u ) - — —_— 4.4
u s->0 u 0 r - X *Xb(r)
gdziel
gdzie p » XAi.
Wzér (4.4) Jest znanym od dawna [Poll 30, Khin 32] wzorem Pollaczka- ﬁ” tI(S) -i tl* |1* 2‘ k A(SA*
Chinczyna.
u ®"2(,) m111 mi1 =« 2p 1" A(B)N *

4.2. Aproksymacja Gavera

A(s) m Yj2 + 2acs.
Gaver [Gave 68] zaproponowat aprokeymacje procesu U(t) procesem dy-

fuzji x(t) o parametrach Pierwiastki 12 maJ* przeciwne znaki; oznacza pierwiastek dodatni:
M > M 1 N
) E[X(t+At) - x(t)IX(t)] ) jezeli P > 1 (¢j.- ~ > 0), to $s
W i T T T “GE D] -0+ Ot jezeli P < 1 (tj. jp< 0), to O-*jp.
->»

Ola x0 - 0, (4.6) przybiera poetac

var[x(t*At)-X(t) IX(t)] _
0C» 1im mXELb J + O(AL) jezeli <i
At—*0 - e 5 -v
TG (X,*j0)

z bariere odbijajaca umieszczong w x - O. Ten sam model byt rozwazany 0
n

pézniej przez Kleinrocka [Klei 76]. Niech fQ(x,tjx0) i FG(x,t»x0) ozna- * /Oe(\X iez8li > ‘I'*

czaja gestos¢ i dystrybuante tego proceeu.

4.7)
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a w stania ustalonym, gdy t— oo , FOGEx )—» F (X))

exp - 2*1% X] Jezeli p< 1

f,,(x) » lim s f6G(x,s) * { (4.8)
50 Jezeli p > 1

Wartos¢ Srednia

K1 = § x G (x)dx
o

Jest rowna doktadnej wartosci

Sredniej czasu czekania w kolejce M /G /I:

£ "p2!

E - E = "E.Wm
bd I-'U]M/G/I n

a wariancja procesu dyfuzji jest mniejsza od wariancji czasu czekania,

var [X] < var [Ul R
/G/1

4.3. Aproksymacja procesem dyfuzji

z powrotami elementarnymi -
stan ustalony

Wprowadzmy do procesu dyfuzji

powroty elementarne: proces po osiagnie-
ciu wartosci

zerowej zachowuje Ja przez czas o rozktadzie wyktadniczym
10(t) (przyjmiemy. Jak poprzednio, ze jest to rozkdtad identyczny z roz-

ktadem A(Y)). by nastepnie rozpocza¢ sie w punkcie

X okreslonym przez
rozktad

B(x) - podobnie Jak wirtualny czas czekania,

ktéry w okresie
bezczynnosci stanowiska obstugi jedt zerowy,

a wraz z nadejsSciem pierw-
szego klienta w okresie czynnym wzrasta skokowo o warto$¢ okreslong roz-
ktadam B(X).

Réwnania dyfuzji majag postac:

"ef(x, tix ) 2f(x,t;x ) 3IF(x.tjx )

“ o~ B ? ———— % *1P0 (t)b(x)
dPO -t ixQ)
3t~ = i — 5V" 9 - jSHx.t;x0:j - a.PO(D)

(4.9

Iim0 fO,tyx ) > 1im F(x,t»x ) > 0,
v ° o
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gdzie pQ(t) - P [x(t) - o]-

A s
Zachowamy te sama, co w aproksymacji Gavera,wspotczynniki 1ot

Ola stanu ustalonego, w Kktérym {imOO f(x,t»x ) m F(X), I_'inoo PO(t)=PO.
>

rownania (4.9) przybieraja postac

Lf - F 9] " ~po”

(4.10)
lim ) = Lim f(xX) » O.
x—»0 X-*00

ekad po rozwigzaniu otrzymujemy
(4.11)
fx) - ezx | @ - B(xile'"zxdx,

gdzie z m 2j%ioc,

_ . o ., rozktadu B(X)-
Ola dalszych obliczan trzeba przyja¢ konkrety postac

1 -anX.
Zat6zmy najpierw wykdadniczy rozkktad czaau obstugi B(x)
Wéwczas, dla e zf O,
oraz
(4.12)
F<x> I [x - *ZX) - fc* - + <V
gdzia 6(x) jaat funkcjag dalta Diraca, lub,dla Jx* z m 0,
2Xp
fxX) m xezx ¢ p05(x).
(4.12a)
/\ I’ M [ B B B )
oL : ) R 1 otrzymujemy
Po uwzglednianiu warunku normalizacyjnego lim F(X) »
po » i - p oraz X"
00

EIXI - J xdFx - \
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a wiec doktadne wartosci prawdopodobienstwa pustego stanowiska i Srednie-
go czasu czekania w stanowisku M/M/L.
Orugi moment rozkiedu F(x) na postac

eL*7 - [p-"p] dla Vw2*0

oraz

i noze przyjmowa¢ zaréwno wartosci wieksze Jak i mniejsze od doktadnej
wartosci E[u2] w M/M/1,

Dla rozkdadu hiperwyktadniczego,reprezentujacego rozktady o duzej wa-
riancji j

~
~

B(x) b.e "X (4.13)

f(x) Jest liniowa kombinacja rozwigzan (4.12) lub (4.12a).
Dla rozkdtadu Coxa drugiego rzedu, uzywanego czeeto do aproksymacji in-
nych rozktadow,

-U. t -u. t -u, t
b(t) « (1 - aty®e n + ae *n2e
gdzie * Jest operacja splotu,
otrzymujsoy po przekeztakceniu
-1t -U,.t

b(t) -b”re  ebre

gdzie

n2

b. » 1 -2a - a
/\l "/\2

" EFITK 10

i rozwigzanie (4.13) w postaci

Rys. 4.1. Stanowisko M/M/I, p- 0,1, 0,25, 0,30» przebieg Fu(x) - linia
ciggta - oraz Fq(x), F(xX) - linia przerywana

Fig. 4.1. Satlon M/M/1, p - 0,1, 0,25, 0.50j probability distribution
functions of virtual waiting tin®: Fu(x) - solid curve - exact functions

FA(X), F(x) - broken curves - approximate functions

»
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0 g7 b;—g (e2x - = =% Yo 52, ( 72 pos(),

](2 - ezx) - i-d - en1%)

-
Iﬂ.a)' a " * po”

Fl

Lo SILS - P ET D (4.15)

Przykdtady numeryczne

Rysunek 4.la przedstawia dystrybuanty Fu(x) « 1 - p czasu
czekania w kolejce etanowiaka m/m/i w skali czasu x < t/E Wl przy ro6z-
nym obciazeniu etanowiaka i odpowiadajaca In, przy zaatoeowanaj normali-
zacji tg samg dla wszystkich,aprokeymacje FQX).

Rysunsk 4.1b przedetawia ponownie dyatrybuanty Fu(x) i odpowiadajace
im aproksymacje F(x). Wykresy uwidaczniaja zalety rozwigzania (4.12),
uwzgledniajacego proces powrotéw elementarnych,w poréwnaniu z rozwigza-
niem Gavera, ktore Jako aproksymacja apednia dobrze swojs zadanie przy
duzym (bliskim jednosci) wspétczynniku obciazenia stanowiska (przyktady
podane w [Gave 68] zaktadajg P » 0,95).

W przypadku stabo obcigzonego etanowiaka bariera odbijajgca w punkcie
X » 0, sprawiajgca, iz FQ(0) « 0, podczas gdy Fu() » 1 - P , wprowadza
do rozwigzania FQ(x) Ilatotne bledy. Dla aproksymacji z powrotami ele-
mentarnymi F(0) » 1 —p i stopieh obcigzenia stanowiska na znacznie
mniejszy wpityw na biedy metody.

Tabela 4.1 zawiera wartosci doktadne dystrybuant Fu(x) przedstawio-
nych na ryse 4.1 oraz btedy wzgledne tQ, & aproksymacji FQ(X) 1 F(X)-

4.4_ Aproksymacja U(t) z uwzglednieniem trzeciego momentu
rozktadu czaeu obstugi - stan ustalony

Trzeci moment rozk#adu B(x) ma niekiedy decydujacy wptyw na rozktad
liczby klientéw w stanewisku i rozktad czasu czskanla. Szsreg przyktadow
numerycznych dla udokumentowania tego fektu zawiera [Bere 813 . Ogranicze-
nie charakterystyki rozktadu czasu obstugi do pierwezych dwéch momentéw
jest Jednym z zarzutéw czesciej stawianych aproksymacji dyfuzyjnoj.



Oak pokazuje [Klei 76 , z réwnania Chapmana-Kodmogorowa

00
Fx-gjy-X) = | Fw.ujy ,%)FC,t ;w,u)dw

wynika zaleznos¢

Tt 2 "RAY @ PnGeEi -

gdzie

00
An(x,t) Lim hﬂ (y->x)nf(x,t jy,t+At)dy.
*0

At—

Tak wiec aproksymacja dyfuzyjna jest szczegélnym przypadkiem (4.16),
racym pod uwage tylko dwa pierwsze sktadniki aumy, a dla wybranej aproksy-

macji u(t)

Al (x.t) - »p - 1, Ag(x#t) - - Xe[b2J + 0(AL) .

Dotaczmy trzeci wyraz sumy w (4.16), biorgc
oo

A, (x.t) «tF(x.t) o Llim i- 1 (y-x)3f(x,t;y,t+At)dy,
b At- 0 J

to Jest

GfAt - E( [[XT (t+At) -XT (€)] -DbAE] [X(t)) -2V.AtE[b3] + O(AL).

(4.16)

“4.17

bio-

Przyjmujemy ?«AE[b3j, uwzgledniajac w ten sposéb trzeci moment roz-

k#adu czasu obstugi i aproksymujac II(Y) procesem Markowa ~(t)

opisany«

réwnaniem roézniczkowym trzeciego rzedu. W etanie ustalonym, przy analo-

gicznych do poprzednich warunkach brzegowych, réwnania opisujace proces

maja postac
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Llim it 1lin2 o fF
X—*0

®*po -

lim f-() » lim . () » 0.
X=*0 X—»00

Przyjmijmy Jako rozk#ad B(x) ten eam, co poprzednio,okreslony w

rozktad Coxa drugiego rzedu 1 obliczmy pierwsze trzy momenty te9o

kdadu

EG “ 8i * as2

E[b2] » 2a2 ¢ 2asl ¢ 2ae2

Efb3] » 6e3 + 6a(s3 + SjS2 + s2*2)

gdzis st - M1, s2 » /IR

Rozwigzanie roéwnan (4.18) przy tak okreslonym b(x) to

1, X i, x -U,,x
fT(X) « - P*Fj+Fg)6 + * PONF2® -
Bkad
F, + F_ 1 X J\F, -u, X
FT(xX) - @ -1 )¢ pQp-i O -en ]
F_ -lux
t Po/If ~ -6 * Po-
gdzie
L1 *

Jest Jedynym ujemnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego

't bh2n2

D i etE T

(4.18)

(4.14),
roz-

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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a z warunku normalizacyJnago otrzymujeny

F1 + F2
Fl4il * F2~2 = T

Przykd#ady numeryczne

Ola lepszego poznania dokdtadnosci aproksymacji dyfuzyjnej z procesem
powrotéw elementarnych oraz sprawdzenia celowosci uwzglednienie w apro-
ksymacji trzeciego momentu rozkdadu czasu obstugi przeprowadzono szereg
obliczen. Przyjeto stanowisko M/G/1 z rozkitadem B(x) okreslonym w

(4.14), ktérego parametry a, 89 obliczane na podetawie zatozo-
nych i uwazanych za znana wartosci Sredniej i wariancji:

2

JU- 29 - 2(1 -e)dt. a-1-¢e - {4

gdzie 9 . |(i - yr-j-i).

Jest to rozktad zaproponowany w [saua 75] i traktowany od tego czasu Ja-

ko standardewy rozktad w obliczeniach testowych. Dla rozkdtadu (4.14) wzér
Pollaczka-Chinczyna (4.4) przyjmuje pastac

gdzie

c2 m rj;"-1 + riMi *y2¢ M
°3 “ r2 - rt [M4*2 * r2n1 * N2 * 2N e
czyli po transformacji odwrotnej

fux) * cINx) ¢ c2e 1 +ce 2 4.22)

- 89 -

oraz

Wyniki aproksymacji dyfuzyjnej F(x) (4.15), aproksymacji FMX) (4.21)
nozna wiec poréwna¢ ze znanymi w tym przypadku wynikami dokdadny«! (4.23).
Obliczenia przeprowadzono dle réznego obcigzenia systemu i dla réznych
wariancji rozkdadu B(x), przyjmujac zawsze E[b] « 1.
Rysunki 4.2a,b#c przedstawiaja przebieg btedéw wzglednych

dla wybranych wartosci P i wartosci Cb » 1, Cb >10.

Wida¢, ze wprowadzenie do modelu trzeciego momentu rozkdadu B(x)
zmniejsza na og6t blad aproksymacji, lecz nie powoduje radykalnego zwiek-
szenia dok#adnosci. ,

Powstaje stosunkowo duzy bi#ad przy wyznaczaniu prawdopodobienstwa pQ
(aproksymacja dyfuzyjna wyznacza doktadng wartos¢ PO )«

Rysunek 4.3 przedstawia przebieg £ (X), £ET(x) dla ustalonych dwéch
pierwszych momentéw rozkdadu B(x) (wybrano przypadek E[b] = 1,

E[b2] m 5, P m 0,50) przy zniennym trzecim momencie tego rozk#adu.

W tym przypadku obliczano z (4.19) wartosci JI\, jfz rozkktadu Coxa (4.14)
Jako funkcja ustalonych E bl , E[b2] i zmisnnego jako parametr a.

Lekka przewega aproksymacji trzeciego etopnia nad aproksymacjg dyfuzyjna
jeat widoczna przy niewielkich wartosciach E[b"] .

Uzyakane wyniki, poréwnane z wynikami [Bera 8I] , wskazuja,ze wpiyw
trzeciego momentu rozkdtadu czasu obstugi na dtugos¢ kolejki Jest wiekszy
w przypadku systeméw zamknietych, z ograniczona populacja klientéw niz
w rozwazanym tu przypadku.

Reasumujac, wprowadzenie trzeciego momentu B(Xx) poprawia nieznacznie
aprokayaacje, lecz wprowadzenie nastepnych momentéw nie wydaje sie, zwa-

zywszy trudnosci obliczeniowe, celowe.






Rys. 4.2c

Rys. 4.2. Stanowisko 1iyi~/1, bked wzgledny £(x) V™) FG F &) ApT(x
100%, AT(x) - u © 100% dla
, r6l,>w, ., rl_.ncjl r;n du / / j. U, r*rr
Fig.4.2. station H/Kg/l. the relative error» £(x) FUGY - FOO 100%, ~(x) Eu<*> F-(X)
>u<®) ’ 2~ () 1°0%

Rys. 4.3. Stanowisko tytc’/l, bted wzgledny £(x), £T (xX) dla ustalonych dwéch piarwszych nonentéw rozktadu

B(x) (¢[b] = 1, Etb2! m 5) i zmiennym trzecim momencie tego rozkkadu) p- 0,50, Fu(x,t) zaznaczono linie
przerywany

Fig. 4.3. Station [VICj/1l. the relative errors £(x) and £T (X)» the first two nonents of the servica time

dietribution B(x) (E[bl m 1. E[b2] = 5) ere fixed and the third moment ie varying; p« 0,50, F (xX) ie
marked by the broken line
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4.5. Aproksymacja »tanéw nieustalonych i dynamiki zmian
Sredniego czaeu czekania

Ola rozwigzania ukdtadu réwnan (4.9) dla dyfuzji z powrotami elementar-
nymi powrécimy do techniki oméwionej i wykorzystanej w rozdziale trzecim,
polegaJec? na przedstawieniu rozwlezania (4.9) w funkcji rozwigzania row-
nania dyfuzji z zatozonym w Xx « O ekranie pochtaniajacym.

Oezell proces dyfuzji Xp(t) rozpoczyna sie w chwili t m 0 w punkcie

a konczy w momencie osiggniecia wartosci 0, to jego funkcja gestosci
prawdopodobienstwa ma posta¢ [cox 65]

£
@
(4.24)
y Stoct
a Jej transformata Laplace™a to
eMx-t)/* < A(s) A(S)
¥(x*>P ¢ —aTTl— (4.25)
gdzie A(s) - * 2oca.

Obliczamy gestos¢ prawdopodobienstwa zakonczenia procesu dyfuzji w
chwili t:

*(e-f). Luf &?2(x.r,p (4.26)
PAtsS n

ILI>+A(S)]
4.27)

Oezeli proces dyfuzji rozpoczyna sie w chwili t » O w punkcie ~ z prawdo-
podobienstwa« okreslonym przez b("), to

00 e
f(x.tjb) . jj F(x-ts])b(pdr. 1(etb) . j tf(t,pb(pdE (4.28)

A (s,b) - j 1((».™M)Db(pd" - J ,0el® N b(Dd] - bji [E> A(e)l (4.29)
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Zato6zmy, ze chwile t e (0,t) rozpoczecia sie proceeu okresla rozktad o
gestosci g(Z), woéwczas gestos¢ 3t(x,t) tego procesu ma postac

(L1 « 1 9(E) ™ (X, t-tA)b(N)d | dt (4.30)
S(x,s) - g(e) | f(x,e»pb(pd”r, (4.31)
0

a po uwzglednieniu (4.25)

X 00

S(x"8) m FFH} “D(8)X | @' D(s)~(pd| ¢ eD(8)x j e"E(8)b(pd~

_ eb(s)x | e“E{8)fb(pd™j, (4.32)

gdzie D(e) - E(s) - +* B

W procesie dyfuzji z powrotami elementarnymi g(E) Jest strumisnlem ma-
sy prawdopodobienistwa przeptywajacym z ekranu na o$ x > 0 1 zwigzanym ze
strumieniem ?L(t) masy prawdopodobienstwa przeptywajacej w odwrotnym

kierunku zaleznosciag

z
(t‘) - J <c(OI0O(E- t)dt, g(») - 20(e)10(s) , (4.33)
g
o
gdzie ~,,(0 t0 9«ato$¢ rozktadu czaeu pobytu w ekranie; zaktadamy

Ic(t) a a(v).
Strumien () tO

00 t

V %) “ Po(0)é:(t) * \ + 1 - 1)dt,

N\

oo

* () = Po(05 * f +3(®)9(s) - P,(°) ¢*(£ tjl+ A(8~"

(4.3%)
+ g(e)tf(s),
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gdzie PQ(0) i~(”) to odpowiednio mesa prawdopodobienstwa w ekranie i
jej rozkdad na pétosi x > 0 w chwili poczytkowej, a gestos¢ prawdopo-
dobienstwa procesu ma posta¢ (4.30), (4.31) uzupedniony o czion opisujy-
cy roztadowania warunkéw poczatkowych:

00 - ) Bl S B0

F(x,8) - g(s) J <F(,s:M)b()AN + j "R(x,sj£)1>(PDd].  x >0 (4.35)
O «

Prawdopodobienstwo PO(t) pobytu procesu w punkcie x m 0 obliczamy z bi-
lansu

t

Po(t>" g[*"(t) m g(] dt>

PO(S) " S-[Mo(*5 - 9(s)] = b~ - lo’(éfa)' (4.36)

a funkcje W), g(t) czy tez w praktyce wW(), g(s), wyznaczany z
(4.33), (4.34).

Niech dla t < tj zachodzi A(x) m A/~(x)a B(x) » Bm(x) i proces

dyfuzji Jest okreslony gestosciy fA"(x,t), a w momencie tm naste-
puje zmiana warunkéw procesu: A(X) - B(x) “ B+ d*a
t N ti#

Nowy wartos¢ przyjmuj« wspédczynniki ji, ot : * (i« )=

Mamy woéwczas warunek poczytkowy w postaci PO(i)(ti) 1 f()™X,tiN” a
z (4.33)-(4.35) obliczamy

A, - L)
) s oA
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oo

Po(i)(ti} * f *(fI)M > f(1)($-*i>dS

9(i+1)(8) 1- i@G*D@W ) (e.b)

po(i)(ti) * f(j) {~7 7 [fti*D * A(i*i)(8)J ¢ *i (4.36)
- i(@+i) («)W) (#D)

gdzie ?(i+1)(x.s;£),tfi(s.?).Ff(s;b) sy okreslone odpowiednio przez (4.25),

“4.27), (4.29).

Przypadki szczegdélne

a) Wyktadniczy rozktad czaedéw obstugi,8(x) « 1 - e .
Z (4.32) otrzymujemy

*(x.s) - g(s)H(s)[eD(e)x - e-"] (4.39)
gdzie H(s) - ATiTlo(sf " E(s"/v]Z]
X
Y- (x,8) « | tF(x,s)dx m g(sHH(S) |- " oe'dh X -
-i @ -eP)} . (4.40)

Powtérzmy uwsge poczyniony przy rozwiyzaniu stanu ustalonego: w przypadku
prawie og6lnego rozkdadu czaeéw obstugi sprowadzamy ten rozkdtad do sumy
rozktadéw wyktadniczych, a 9C(x,s) Jest w tym przypadku wazony sumy roz-

wigzan (4.39).

b) W chwili poczytkowej proces ma wartos¢ X(0) >0, tj- pQ(0) >1;
$(x) =« 0 dla x > 0, co odpowiada aproksymacji zachowania sie stanowiska

pustego w chwili poczytkowej :
f(x,t) ——je(x,t) ¢ pOo()6(X),
Fr(X, D) «?€ (X,t) ¢ p, (D). (4.41)
f(x.s) - 3e(x,s) + pO0(S)EXX),

F(x,8) -W (x.s) + PO(s), X> 0
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9= b 4.42 i . . - ] 1
@ ) -(ili ®*ET T eay e r nayer
) M*)EF(S) - *.(=) 1~ <) ~2) ~(2)
PD(s) m § 1+ " . 4 A D@G) M@ E@YSN D)
1 - 10 ¢HTRG) | - 10()th(s)* (4-45) h(8 ' 4 s
H ) . * AAI)[X - (D] F

3ezell dodatkowo rozktad B(x) jest wyktadniczy, to zmienna w czasie war-

tosé $rednia procesu jest wyrazona transformaty 1 A@ISI ~(1jL1+ z(DI

H2(S) = -D(D(s) ¢ Zz(DH* E) () - 2D

ex ()] « 1 xF(x,s)dx m g(s)H(s) (4.44)
D2(s) P j
(4.44) po obliczeniu transformaty odwrotnej aproksymuje Sredni czas cze- H3<S) D(2)(s J“ z(1) d2(8) * +(i) E(2)(sJ Z(1) E(2)19M <~(l)
kania klientow przed puetym w chwili t « O stanowiskiem M/tyi.

H.(s)

c) W chwili t < 0 panuje stan ustalony, funkcja gestosci procesu ma
posta¢ (4.12). Wspodczynniki roéwnania dyfuzji maje wartosé¢ $QG.)= oo(i)>
Z(i) * w chwili t m Owspédczynniki réwnania dyfuzjizmienla-
Jy wartos¢ na 22~ <@ )-
Mamy wiec i

m~d) + 0(2)Isr

1(2)1»)

Zmienna w czasie Srednia warto$¢ czasu czskania ma transforamte e [x G )I:

¢ G - G W [-*@1* . . -"W].[i -p 1«<,)
(1) *(i)[~(i)+z ()] L J L (DJ
EIX(s)l « g(s)H(s)
D(2)(b™ "2V
i jezeli B(2J(X) -1 -¢€ , to
o hfey H2@) R HO (4.46)

F(x.e) - g(s) i 2@)(X" .~ i @IE)N * | 2)(x<,,p FDC d] * Lz(h DG r

+ P06 - Przykkady numeryczne
Przyktady numeryczne odnoszy sie do stanowiska H/M/1 - jedynego, w
DEY(EX A~ (2) " ktéry« czasowa posta¢ fFfu(x,t), Fu(x,t) Jest znana w Jawnej postaci.
9(sXH(e) + H (@ H2(s)ez(DX * Dla stanowiska M/tA/1 rozkdad prawdopodobiedstwa p(k,t;i) liczby

klientéw obecnych w stanowisku

* P.()S(xh (4-45) p(k,t»i) - P [0 (t) - KINO) . i
gdzie:

jest znany i ma podany juz posta¢ (3.2).
Korzystajyc z dos$¢ oczywistsj dla stanowiska M/M/1 zaleznosci pomie-

, AN |
dzy N(t) i1 U(t), por. [Taka 62b] , mozemy napisac

1 -1 1-1g
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fu(x,t;0) « p0,t;0)<Sx) ¢ ~ pk,t;0)b*k(x)
k»1

X

oo P n
Fu(x,t;0) - p(O.t.-i) + 2 J p(k,t{0)b*k (x)dx.
k-1 0

*|
gdzie b k(x) Jest k-krotnym splotem rozkdtadu wyktadniczego b(x) z sa-
mym sobe, a wiec rozktadem Erlenga, czyli

00 k-1
fu(x,t,0) - p(0,t,0)S(x) + ~ pk.t,0) (4.47)
Fu(x,t»0) « p(0,t;0) + ™ P(k,t»0) e (4.48)
k-1
Oznaczmy
Ck(x) - -Je-"])kd™ - CkX)

i przepiszmy (4.48) jako

Fu(x,t»0) - p(0.tjO) o RO P(k-.tjO) byT lcK100 + Ck 3 . (4.49)

k=1

Obliczmy zmienng w czasie Srednig wartos¢ czasu czekania:

(g 00 ~
xfu(x.t,0)dx - 2 PFk.tjO) ck i (4.50)
0 k-1

Ck(x) 1 Ck mozna obliczy¢ za pomoca nastepujacych wzoréw rekurencyj-
nych [Bron 70] -

ck(x) mfk ke & * jT ck-1177 @{x>“ £ e

Ck - " Ck-I" Co -p
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W przypadku stanowiska M/1V1 mozna wiec stosunkowo #atwo poréwnac¢ wy-
niki aproksymacji Gavera i aproksymacji wkaczajacej powroty elementarne

z wynikami dokdadnymi (4.49), (4.50).
W przypadku aproksymacji Gavera, zgodnie z (4.7), przy zerowych warun-

kach poczatkowych

faGosio) = PET PO
oraz
Fq(x,9;0) -1 |'i . e°(8)X (
.. i i
s[vji S D(s)
W przypadku dyfuzji z powrotami elementarnymi korzystamy z wzoréw (4.39)-
(4.41).

Rysunek 4.4 przedstawia przebieg dystrybuant FQ(x,tjO), Fu(x,t;0) i
F(x,t}0) dla wybranego przypadku A« p = 0,5, ~ - 1, a rys. 4.5 przed-
stawia przebieg wartosci $redniej czasu czekania szacowanej weddug obu

a)
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1 2 3 L 5 6 *EW)

Rys. 4.4. Stanowisko fyM/l, p- 0,50, przebieg Fu(x,t), Fg(x,t), F(x,t)

Fig. 4.4. Station M/M/1, P™ 0,50, probability distribution functions
Fu(x,t). Fq (& ,t), F(x,t)

omawianych metod, E[xG(®] i E[x(t)] przy roéznym obcigzeniu. Wartosci
oryginatow funkcji FG(X,s;0), F(Xx,s;0), e[xaG )l e[x () obliczono nu-
merycznie za pomocg algorytmu [steh 79] .

Podobnie jak w przypadku stanu ustalonego,btedy aproksymacji Gavera,
zwigzane ze zle oddajacym rzeczywistos¢ warunkiem brzegowym,sg duze przy
matym obcigzeniu systemu. Ponadto dynamika stanu nieustalonego przewidy-
wana obiema metodami Jest inna - dla p = 0,5 czas, po ktérym rozwiaza-
nie Gavera oeigga etan ustalony,jest znacznie krotezy od rzeczywistego -
wida¢ to dobrze na rys. 4.5 z przebiegéw wartosci Sredniego czasu czeka-
nia. Rozwigzanie z powrotami elementarnymi daje natomiast wartosci po-
prawne.

elxo €1

€0x]
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E [X.(t)] E [x(t) 10 18 20 i

Rys. 4.5. Stanowisko M/M/1, przebieg — — oraz - — przy zerowym warunku poczgatkowym i dla roéz-

E [u(t)l ETx (t

pokrywa sie w skali rysunku z wykresem = -—

e[x MO e [x(O1
_.g.l\

Fig. 4.5. Station M/n/l, the normalized curves of "g'W]-—, —— f°r zero initial conditions and
varying utilization of the server

nogo obicQZsnia* Przebieg wartosci dokd#adnych
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Fig. 4, 6.

6.

owaniu (@) i roztadowaniu (b) stanowiska,
C

wirtualny czaa czekania przy +ad
b

Przyblizony S$redni
P« 0,5, Cfl - Cb -
(&) and discharging (b) of a station;
c

Approximate mean virtual waiting time during charging
p- 0,5, Ca - Cb -

Rye. 4.7a,b

O -

10T -
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Wykresy na rys. 4.6 przedstawiaja zalezno$¢ wartosci Sredniego czasu
czekania przy #4adowaniu puetego stanowiska i przy roztadowaniu stanowiska
bedacego poczatkowo w etanie ustalonym,od wariancji rozk#adow A(x) i B(X).
Rysunek 4.7 przedstawia stala czasowag tych przebiegéw, wyznaczong

w ten san sposéb jak w rozdziale poprzednim dla zmian Sredniej liczby

klientéw w stanowisku.



Rozdziat \"

STANOWISKO OBSLUGI ZE SKONCZONA POPULACJA KLIENTOW -
APROKSYMACJA DYFUZYJNA MODELU KONSERWATORA

Problem konserwatora Jest klasycznym zadaniem teorii masowej obstugi.
Znany od lat kilkudziesieciu [chin 33, Palm 47] , byt tez pierwszym mode-
lem probabilistycznym zastosowanym do analizy pracy systemu komputerowego
[sher 61] , a sukces tego zastosowania ('Jest rzecza zadziwiaJacg, Jak
wiele cech, wydawatoby sie istotnych dla pracy rzeczywistego, dziatajgce-
go w podziale czasu systemu komputerowego, moze by¢ pominietych w tym mo-
delu, ktdéry mimo to poprawnie przewiduje Sredni czas odpowiedzi systemu'-
pisat A. Sherr [sher 67] ) przyczynit sie do rozwoju bardziej z*ozonych
modeli systeméw komputerowych.

Literatura poswiecona zadaniu konserwatora jest obszerna, jej przeglad
i pordéwnanie roéznych wariantéw modelu zawiera m.in. [izyd 8I] . Model pod-
stawowy zaktada skonczong populacje N jednakowych klientéw i pojedyncze
stanowisko, obstugujace klientéw zgodnie z kolejnoscia zgtoszenn. Rozktad
czasu obstugi bedziemy oznacza¢ jak dotychczas przez B(x), natomiast
A(x) bedzie oznacza¢ rozkt#ad czasu pobytu klienta w zrédle, tj. czasu
pomiedzy zakoriczeniem obstugi klienta a momentem, gdy ustawi sie on znéw
w kolejce. Doktadne rozwigzanie analityczne problemu, podajace rozkiad
p(n) liczby klientéw w stanowisku obstugi, istnieje w przypadku, gdy
jeden z wymienionych rozkdtadéw A(x), B(x) jest dowolny, a drugi wykka-
dniczy. Zastagpienie rozktadu wyktadniczego rozktadem Erlanga pocigga Juz
za soba konieczno$¢ obliczen numerycznych [Kopo 73] .

Ponizej przedstawimy aproksymacje dyfuzyjng problemu konserwatora (naj-
pierw dla Jednej, nastepnie dla wielu klas klientéw), w przypadku gdy cbs
rozktady A(t), S(t) sa dowolne, a wiec przyblizony model wieloklasowego
stanowiska G/G/1//N w stanie ustalonym i nieustalonym. W analizie stanu
ustalonego rozwigzanie uwzglednia réwniez przypadek wielokanatowego sta-
nowiska obstugi - model G/G/k//N - oraz model, w ktérym tylko m spo-
sréd N-n obecnych w Zrédle klientéw moze zazadaé obstugi.

Nie Jest to pierwsza proéba rozwigzania problemu konserwatora w sposob
przyblizony, por. [igle 74 , ani zastosowania w tym celu aproksymacji
dyfuzyjnej [igle 65, Gave 73] j wymienione prace dotycza Jednak przypadkéw
szczeg6lnych (bardzo duza populacja klientéw, dwufazowa obstuga), a ich
wyniki nie sg tu wykorzystene.

5.1. Analityczny opis standéw nieustalonych i ustalonych

w modelu konserwatora

Zebrane tu doktadne wyniki postuzg do oceny b¥edéw aproksymacji. Punkt
(a) przedstawie podstawowy model konssrwatora z wykdadniczym rozktadem
czasu pobytu klientéw w zrédle i dowolnym rozkdadem czasu obstugi, w po-
staci uzyskanej przez Takacsa [Taka 62b] ; punkt (b) korzysta z wynikow
[Mari 79a] i zawiera model konssrwatora ograniczony do analizy standéw
ustalonych, w ktorym rozk#ad B(x) ma forme prawie ogdlng (rozk#ad Coxa),
a stanowisko obstugi objete jest petla sprzezenia zwrotnego.

a) Stanowisko obstugi bez sprzezenia zwrotnego

Niech rozktad prawdopodobienstwa czasu pobytu klienta w zZrédle ma funk-
cje gestosci a(x) = \¢g a rozktad czasu obstugi Jest dowolny.

Proces N(O liczby klientdéw obecnych w stanowisku, obserwowany w mo-
mentach zakonczenia obstugi kolsjnych klientéw, tworzy whozony 4ancuch

Markowa, w ktérym prawdopodobienstwo
p(n,t;0) * PrN(t) » n|N(0) O]

ma transformate Laplace"a

p{n,s;0) = ~ p(n,tjO)e_Stdt
0

w postaci [Taka 62]

N

p(n,s;0) - S~1 (-Dr"N+n(N[n)Or(s) n « 0,1,...,N, ,5.1"

r»N-n

gdzie:
MCyp g~
0f(s) N1 N
N-1m 1
(trd) N, 2 cjYT J20 N cj-1.,s
j-0
N-1 tr i) .
i1 ) -i) -
> 1iDes? 2«



J
cCC) -rf

J i 1- Sk«+D -1

ar

b(e) . ]:] b(t )e“stdt.
0

Wyznaczania oryginatu p(n,t;0) wymaga numerycznej tranafornaty odwrot-

nej wzoru (5.1). Jezeli E[b] « i <oo , to iatnlaje niezalezny od warun-
ku poczatkowego stan ustalony:

p(n) » Llim p(,t;n ) » lim sp(n,s;n ) =
R0 8-0

m 22 <-Dr-N¥V n >V (5.2)
r-N-n

gdzie:
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Jezeli rozktad czasu obstugi ma posta¢ sumy lub »ptotu rozktaddédw wy-
k¥adniczych, to proces N(t) mozna sprowadzi¢ do #*ancucha Markowa. Algo-
rytm numerycznego rozwigzywania ukdadu roéwnan Chapmana-Kodmogorowa, wiezg-
cych stacjonarne prawdopodobienstwa etan6w tego proceau, opracowano w
[stew 79] . W najprostszym przypadku, gdy b(x) «”~e™ 5 prawdopodobien-
stwa stanéw maje postac

./ N1
PCD 500> @) (on7Tl

-1

PO -1+ 5 p el (5-3)
Ln-1 r

b) Stanowisko obstugi ze sprzezeniem zwrotnym

Niech B(t) Jest rozkkadem Coxa ztozonym z F Ffaz:

Z, -U.x -UxX
b(x) - 2 9f ie - (5.4
f-1
-1
gdzies gf “ bf 2 ax, aQ £ 1,
i-0

* - Jest operacje splotu.

Stan systemu wyznacza para (n,f), gdzie n Jest Jak poprzednio liczbe
klientéow w systemie obstugi, a f Jeet aktualnie wykonywane faze obatugi.
Niech p(n,f) oznacza stacjonarne prawdopodobien8two tego stanu. W roéw-
naniach wiezecych prawdopodobienatwa stanu systemu nietrudno uwzglednic
przypadek sprzezenia zwrotnego: klienci po Opu8zczeniu stanowiska obstugi
powracaje do zrédta z prawdopodobienstwem 1-r lub z prawdopodobienstwem r
ustawiaj* sie na koncu kolejki, zedajec dodatkowej obstugi o tym samym co
poprzednio rozktadzie czaau trwania. Fragment grafu mozliwych przejs¢ mie-
dsy stanami (n,f) przedstawia rys. 5.1, a réwnania Chapmana-Kodmogorowa
maje postac

(N-1)A ¢ It, |,
c(1.d) « ———~Z gan”h T oo(1.3%D)

F
na« (I-r) 2 ~Aj-«<j)c(l,d) dla n -1,



rjJr

Rya. 5,1. Frag.ant grafu prz.J4C niedzy 8tanaml procaau N(t) * przypadku, gdy b(x) na poataé¢ (5.4)

Fig- 5’,1. A part of th. graph of atataa of tha procaaa N(t) in tha caaa whan b(x) haa tha for. (5.4)
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5.2. Aproksymacja dyfuzyjna podstawowego modelu konserwatora -
stan ustalony

Opis procesu dyfuzji

Proces N(t) jJjest roéznicg dwéch proceséw: procesu wejsciowego O war-
tosci odpowiadajacej liczbie klientéw, ktérzy nadeszli do systemu w prze-
dziale czasu [0.t] i procesu wyjsciowego o wartosci odpowiadajecaj licz-
bie klientéw, ktérzy w tym samym przedziale czasu opuscili system.

Oezeli oba procesy nie zaleze od wartosci n, jak ma to miejsce w modelu
G /G /1, zmiany

ANCE) = NCE + At) - N(t)

nie zaleze od warto.sci N iw aproksymacji dyfuzyjnej procesu N(t)
przyjmowalismy state wspétczynniki jh i ot . *©

W przypadku ograniczonej populacji klientéw proces wejsciowy zalezy
oczywiscie od liczby klientéwjuzobecnych w stanowisku obstugi.

Przyjmiemy wiec - podobnie jak
stanowisk obstugi [Hala 78, Pujo 78, Kimu 83, Fili 84], gdzie z kolei
proces wyjsciowy zalezy od wartosci N - ze parametry réwnania dyfuzji se
zmienne, jb= j5(9)., =zoe(xX). Przyjmiemy, ze zmieniaje sie one w sposob
skokowy : »

p(x) =IZn< ot(x) “<n dla XE£ (n-I.n] , n « 1,...,-N (G.7)

Rozwigzanie rownania dyfuzji jest mimo to ciegte (por. [I-lad 68] ) i ma
postac

f(.) - *() , x6 (n-I,N] . nol N.

W rozpatrywanym modelu podstawowym z populacje N jednakowych klientéw i
jednokanatowym stanowiskiem obstugi przyjmiemy

pn = (N-n+1)X -y.,

on = (N-n+1)ACa+ ~Ch, nowi.... N. (5.8)

dezeli stanowisko obstugi jest k-kanatowe i np. k < N, to

) m(N-n+1)%- nj*
@  *(N-n+1 )%Ca + micr 1<n<k-

& a(N-n+1) -«ky

n -(N-n+1)XCg + KMGjj k< n <N, (5-ba)

ma to miejsce w opisie wielokanatowych
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1}
W przypadku gdy co najwyzej m sposréd N-n klientéw obecnych w zrédta
moze zazeda¢ obstugi, a reszta tworzy pasywne w danym momencie rezerwe,
przyjmiemy (dla stanowiska jednokanatowego)

pn » m%-vy , dh = mtca + j> 1 <n < N-m+1°,

a (N-n+1 cdh = (N-ntl )Y Qg + £iCb, n »N-m+1. (5-8b)
!

Poniewaz O < N(t) < N, przyjmiemy jako warunki brzegowe, podobnie jak
przy opisie stanowiska G/G/I/N, bariery® w punktach x =0 , x =N i
powroty elementarna odpowiadnio do punktéow x « 1 , x * N-l1i proces X(t)
po osiagnieciu wartosci granicznej 0 (lub N) zachowuje je przez czas
okreslony rozk#adem 1Q(x) (lub IN(x)),mgo czym przeskakuje do punktu

X « 1 (X = N-1) i znéow Jest procesem dyfuzji. Zaktadajec wyktadnicze roz-
-XmX -AX.

ktady 1Q(x) = XQe InNX) N e ., piszemy

IFx,tjx,,) * @2 r i &r i
S ? — ? [ocCOF(X,t;x0 0 - gi[p(X)F(X,t,x0)] +
Ix

+ pO(EYX06(x-1) + pN(E)AN (Xx-N+1),

dPOft> _
1im [eAx A~ ~Ax"1*x0 li 7 P*X~ AX'* *Xo \>po~11'
N X—»0
dPgt(t)” - Lim v JooOF(x114x0) - J(x)FX .t xQ)j -
5.9
lim f(x,t;x ) * lim f(x,t;x ) =0 , (5-10)
Xx— 0 x— N
gdzie:

PD(Y) = Prx(t) . 1 { pN() * Prx(f) <« N].

Przyjmijmy tez, ze parametry X\0> %N (odwrotnosci Sredniego czasu pobytu

w punktach x = 0, x = N) maje wartosc

(5.11)
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Vv stanie ust-alonym

lin f(x,t;x0) - f(x), lim pQ(t) - pO, [Lim PN(t) - pN.
t-*»0 t-»00 t-*gc

a rownania (5.9) po uwzglednieniu (5.7), (5.10), (5.11) przybieraj« po-
stac

oC,, d2v x> dfn (x»
°e "2 d? — 33— *A Po«-— n-1 N
*1 daf )

2% )Lg_n’b ~ 35- * Apo.

. v
X

ZWN ~35T~ “APn* (5.12)
Ola ciegtej poza punktami x - 0, x - N Ffunkcji Ff(X).
fnC¢) - f+1()» nmil N-1T,
przyjoujec brak przeptywu maey prawdopodobienstwa dla x e (I,N-1)

«n dV x> x e (1,N-D),

r - ir -y ,w mo.
n » 2 N-1 ,
otrzymujemy rozwiazanie
A P, No_*
s /('I*e]:X) dl« ~ * 0
"
fx(x)
2Apt
. dla .0
, ez (x-n*l)
ffn-1(n“1)a dla K +0 n-1 < X < n.
fnu)
woorora dla n-2 N-1
w, _ > (~«>]
dla * 0 N-T < x <N
™CO
- Wh
o x-N) dla
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gdzie t
*n - 51N e <5-13>

Ostatni z warunkéw ciagtosci, FP1(N-i) » fN(w-1) oraz warunek normaliza-

cyiny

N n

2 f V x)dx * PN “
n-1 n-1

pozwalaj« wyznaczy¢ pO 1 pN.

wzér (5.13) podaja przyblizone rozwl«zanle zadania konserwatora} jako
aproksymacje rozktadu p(n) liczby klientéw w stsnowisku obstugi przyj-
miemy

p(0) m p0O. p(n) m *, (D= n “1 N-T, p(N) = pN. (5.14)

W przyblizonych mstodach analizy eieci zamknietych czeeto (np.j [chan
75, Meri 79b, Shum 67] ) rozpatruje ele niezaleznie kezde ze stanowisk,
przedstawlaj«c reszte sisci jako jedno wypadkowe etanowiako obstugi lub
zastepcze zrodto klientéw. Oszeli rozpatrywane stanowisko objete jest
petl« sprzezsnia zwrotnego, zeleca ele [Mari 79a] pozoatewienie tej petli
w spos6b jawny, nie uwzgledniajac jej w charakterystycs zastepczsgo Zro-
dta czy stanowiska. Poniewaz wydaje ele, ze przedetawiony model dyfuzyjny
jest leplsj przystosowany do analizy pracy poszczeg6lnych stanowisk w sis-
ci niz medele stosowane do tej pory - »/M/1 w [Chan 75] , M/G/I/N w
[Shum 67] , Mn/K/1 w [Mari 790] - bierze bowiem jednoczesnie pod uwege
skonczony liczbe klientéw w sisci i dowolny chsraktsr strumieni klientéw
miedzy stanowiskami, rozpatrzymy ponizaj przypadek etanowiaka ze sprze-
zeniem zwrotnym.

Istnisnie petli sprzezenia mozna uwzgledni¢ w modelu poprzez zmiene
parametréow zwi«zanych z czaeem obedtugi. Oezeli po wyjsciu ze stsnowiska
klient zewraca do kolejki z prawdopodobienstwa« r, to pomiedzy kolejnymi
pobytami w zZrdédle zgtoszsn przschodzi on przsz stanowiako obedugi 1-krot-
nie z prawdopodobienistwem rl1-1, catkowity czas obstugi ma wiec rozktad

be(t) - (1-r) ~ rl-1b(OW ,
1-1

gdzls * 1 oznacza 1l-krotn« opsracje splotu.
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Transformata Laplace®a rozk#adu b, (t) ma postac

-8
Bc(® = (3-r) y r~bfs)l -

Itr I-r B6>

sked obliczamy parametry tego rozkdadu :

db_(s) -1

ds TN
s*0j

dzb (s)
~c "1 * cb-r) + r-
=0

ds
czyli parametry réwnania dyfuzji maje w przypadku sprzezenia zwrotnego r
postac

g 3 (N-n+1 )7t - r.

an » (N-n+I)XCa + rpjcb(l-r) + n . (5.15)

5.3. Wyniki numeryczne

wykresy na rys. 5.2 oraz dane w. tabeli 5.1 zastawiaja wyniki przybli-
zone (5.13), (5.14) z wynikami doktadnymi w przypadku wyktadniczych roz-
ktadow A(t), B(t). Wybrane przypadki wskazuje, ze aproksymacja dyfuzyjna
nie tylko okresla poprawnie wartosci Srednie E [n], lecz bardzo dobrze
dostosowuje sie do zmiennego wraz z obcigzeniem ksztakttu rozktadu p(n).
Dzieki zastosowaniu procesu elementarnych powrotéw stopien wykorzystania
stanowiska nie ma wpitywu na btad aproksymacji .

Tabela 5.11 ilustruje wptyw wzrostu wspétczynnika zmiennosci rozktadu
B(t) oraz liczebnosci populacji kliantéw na bdad aproksymacji. Wzrost
wariancji rozktadu czasu obstugi powoduje wzrost bdedu aproksymacji, co
jest typowe dla metod przyblizonych - por. [czac 77, 79] , Jednak wzrost
tan jest znacznie powolniejszy niz w przypadku aproksymacji dyfuzyjnej
stanowiska z nieskoriczonym Zzréddem klientéw. Im wieksza populacja N
klientéw, tym mniejszy bded wzgledny aprokeymacji. Zaznaczmy, iz wykorzy-
stanie og6lnego rozwigzania analitycznego (5.2) dla modelu 1VG/1//N
byto dla N n 50, 100 niemozliwg z powodu zbyt duzych bdedéw obliczenio-
wych - mimo stosowania podwdjnej precyzji przy 35-bitowyri stowie maszy-
nowym. Poniewaz przyjeto rozkdad Coxa Jako reprezentacji rozkdadu dowol-
jnagd; wykorzystano w tyra przypadku rozwigzania (5.6).
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Tabela 5.11
el - e[ .,
Bted wzgledny = ———— 100% dla stanowiska M/G/1//10
jako funkcja N i C™;”~« 1, NA,* constans » 0,2
£ 10 20 50 100
0.1 8,75 4,07 1,70 0,64 0,33
0.5 5,00 2,92 1,25 0,70 0,28
1.0 3,08 2,02 0,93 0,34 0,17
2,0 2,22 1,35 0,60 0,23 0,18
5.0 2,96 1,7<1 0,56 0,22 0,26
10,0 , 4,43 3,50 1,59 0,88 0,45

Dla Cb < 1 przyjeto rozktad Coxa n-tego rzedu o parametrach oblicza-
nych na podstawie wartosci jt i cb [saue 75] jako n » sntier (I + 1/Cb),

2nCb ¢ n-2 - ~-AnCjj + n2

al = 1 2(Cb+D(n-1)
aA m 1, im2,...,n
Yi “ [ai(n-1" + ]y 1" 1.eees; (5-16)

dla Cb > i przyjeto rozkktad Coxa drugiego rzedu o parametrach

N1 - 20, u2 «2(1-0)jx ax > 1 -0 - ~9 ?

1

a - (5.17)

Rysunek 5.3 i tabela 5.111 ilustruj« wptyw sprzezenia zwrotnego i bi«d
aproksymacji w tyn przypadku.
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5.4. Model z wieloma klasami Klientéw

Opis modelu

Zak6zmy obecnie, ze zbiér N klientéw jest podzielony na K klas;
i

K N N J, gdzie N oznacza
liczbe klientéw klasy k, 2 N- « N. Klienci klasy k maje sobie wha-
k»1

sciwy dowolny rozkkad AK(G) czasu pobytu w zrédle i rozkkad BK(GO
czasu obstugi. Klasa klienta nie ma wptywu na kolejnos¢ obstugi, wszyscy
tworze wsp6lne kolejke zarzedzane regulaminem naturalnym.

/yniki analityczne dotyczece modelu konserwatora z wieloma klasami
klientéw se nieliczne; brak rozwiezania w jawnej postaci nawet w przypad-
ku wyktadniczych rozktadow Ak(X), Bk(xX). [Kame 82] =zawiera przegled ist-
niejecych rezultatéw i dowdd najwazniejszego chyba z nich, dotyczecego
wspétczynnika wykorzystania stanowiska obstugi

1 1 1 K K Kk
d-p)-1- X 2Z — Z+t (2 dk)! TT (xk)'d m xk
d1«0 d2«0 dk=0 k-1 k1

ograniczony do przypadku wyktadniczych rozktadow Ak(x), Bk(x), przy czym
Nk =1, %k =tK. dla k - 1..... K.

Ola wykdadniczych rozkdadéw czaséw obstugi mozna otrzymaé¢ rozwiezanie
przyblizone stosujec metode wartosci $rednich przeznaczone dla sieci ty-
pu BCMP [Reis 79] , opisane krétko w rozdz. 1. Zaadaptujmy je tu do po-
trzeb modelu konserwatora,tworzec sie¢ zdozone z K reprezentujacych
zrédto stacji typu 1S (stacji z nieskonczone liczbe kanatéw obstugi
nie tworzy sie w nich kolejka, czas pobytu Jest roéwny czasowi obstugi)

i z obstugujecego klientéw wszystkich klas stanowiska z regulaminem na-
turalnym. To ostatnie stanowisko nie miesci sie w zatozeniach sieci typu
BCMP, dlatego otrzymane wyniki se przyblizone. Klienci danej klasy od-
wiedzaje sobie tylko wkasciwe stanowisko IS i stanowisko z regulaminem
naturalnym. Algorytm metody polega na rekurencyjnym wykonaniu, poczynajec
od populacji 1,0,...,0 i powiekszajec je kazdorazowo o Jednego klienta,
az do pednej populacji N, nastepujacych krokéw:

a “Vmomencie, gdy w zamknietej sieci BCMP o populacji N Kklient
klasy k nadchodzi do stanowiska obstugi, stacjonarny rozkdtad kolejki,
ktére zastaje w stanowisku,Jest taki sam Jak stacjonarny rozktad tej ko-
lejkj w sieci, w ktdérej brak rozpatrywanego klienta, a wiec o populacji
N-e .gdzie e  Jest wektorem posiadajecym K skdadowych, z ktérych
k-ta jest roéwna Jednosci, a pozostale se zerowe. Czas pobytu klienta w
stanowisku z regulaminem naturalnym obliczamy wiec jako:
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Tk(N) - tt + 2 r] ELnc (N - ek)]
r c-1t

zaktadajgc jako warunek poczatkowy E[nc(0)j >0;

(2) Przepustowos¢ (liczba klientéw obstuzonych w Jednostce czasu)
systemu dla klientéw klasy k, “(N), wynosi zgodnie z prawem Little*a
odniesionym do zZrédta i stanowiska +acznie

5k’tN) I e n—r
tt + T (N)v
K 1

gdzie mianownik wyraza czas obiegu klienta w uktadzie zrédio - stanowisko

obstugi, vk jest liczbe wizyt klienta w stanowisku obstugi, przypadaje-

cych na jedne wizyte w zZrdédle; jezeli stanowisko objete jest petle sprze-

zenia zwrotnego rk, to vk « 1/(1 - rk);

(3) Zgodnie z prawem Little"a dla stanowiska obstugi Srednia dtugosc

kolejki wynosi
E[Nk(N)] =9 k(N)Tk(N)

oraz wspétczynnik wykorzystania stanowiska
Pk _ SKMN)VK.

Inne mozliwe aproksymacje rozwiezania,to zastepienie stanowiska obstu-
gi z regulaminem naturalnym dla wielu klas klientéw:

- stanowiskiem z regulaminem podziatu procesora, dla ktérego istnieje
rozwiezanie analityczne w ramach modelu BCWP, lub

- stanowiskiem,w ktérym klienci se losowo wybierani z kolejki; wymagane
Jest wtedy numeryczne rozwiezanie uktadu réwnan Chapmana-Kodmogorowa
dla prawdopodobienstw stanéw w tym etanowiaku, lecz liczba réwnah jest
znacznie mniejsza niz dla stanowiska z regulaminem naturalnym (por.

[Rubi 84] ).
W przedstawionym ponizej modelu dyfuzyjnym proces dyfuzji stuzy jako

aproksymacja liczby n = X nk klientéw wszystkich klas obecnych w sta-
k=1

nowisku obstugi. Niech gk oznacza prawdopodobienstwo, ze klient znajdu-

Jecy sie w stanowisku obstugi ralezy do klasy k, a jest prawdopodo-

bienstwem, ze klient znajdujeuy sige w zrédle nalezy do klasy k. Zaktada-

my, ze wariancja og6lnej liczby klientéw nadchodzacych do stanowiska
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w jednostkowym czasie jest sume wariancji liczby klientéw poszczegélnych

klas przybytych w tym czasie: L . L 3
(2) okresli¢ za pomoce aproksymacji dyfuzyjnej (5.13), (5.14) ze wspot-
czynnikami (5.18) rozkdad p(n) i wspotczynnik wykorzystania systemu p-
N g “ 2 -1 - p0)]
k-1 (3) stosujac wzor Little"a obliczy¢ jednakowy dla klientéw wszystkich
klas Sredni czas czekania w kolejce
Tub
r, Efn] -p
K
EM n PV_
*>c. - 2
k-1 gdzie En - P jest Srednie dhugoscie kolejki bez klienta aktualnie
obstugiwanego i py -% jest przepustowoscie stanowiska obstugi;

a rozktad czasu obstugi jsst wazong sune rozktadoéw wkasciwych poszczegol-

ny« klasom (4) obliczy¢ nowa wartosci OF, gk

K

b(x) - 2  9KiI(x W
k-1

sked obliczamy wartos¢ Srednie i wariancje, a nastepnie wepddtczynnik
zmiennosci tego rozktadu
(HM GIDJ«

q -

L. E[G] - 2 1kE[bl -1 q V k.

k-1 k-1
o) powréci¢ do punktu (2), jezeli wyniki otrzymana w kolejnych itera-
cjach nie se podobne.
cb- -2 a k2I S («6 > *> - 1. Brak dowodu zbieznosci tej procedury - podobnie jak nie udowodniono
zbieznosci wielu innych stosowanych w kolejkowych modelach systeméw kom-
3 oo B . L ; puterowych algorytméw iteracyjnych, np. [chan 82, Marl 79, Schw 79,
Jako wspoétczynniki roéwnania dyfuzji (.12) przyjmiemy wiec B . L, _ R _ _
Zaho 80], ktérych uzytecznos¢ 1 poprawne funkcjonowanie potwierdzida prak-
K tyka obliczeniowa. W kazdym z okoto stu obliczonych przyktadéw, przy do-
A - (N-i+i) 2 FKhk -v borze bardzo réznych parametrow, liczba iteracji powyzszego algorytmu,
k-1 po ktoérych obliczone w dwéch kolejnych iteracjach wartosci
: K K
o~ - (N-i+1 fheg + . (5.18)
AN - N2 *kk- (2 «y r 1
k-1 k-1

W celu okreslenia wartosci gk, Dk proponujemy nastepujece procedure

iteracyjne i réznity si$ anlej niz o 10“6, eo przyjeto Jako kryterium konca obliczen,

. ) o : nie przekraczata dzleaigciu. Rozktad liczby klientdéw poszczegdélnych klas
O przyjec¢ jako pierwsze przyblizenie gk - iht - Nk/N. co Jeat warto- obecnych w stanowisku obliczamy na podstawie p(n) i rozktadu dwumiano-

Scig doktadne, jezeli wszystkie klasy se charakteryzowane tymi samymi
rozktadami $ wego
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Wartosci Srednia charakterystyczne dla klaey k mozna okresli¢ w prosty
sposéb, np. :

pk - gkp, ELM] - gkE ] -
Tk = EM] + K-, 5k « Etn/~AL.
fa

Wyniki numeryczno

Owa przyktady numeryczne ilustruje doktadnos¢ metody wartosci $rednich
i aproksymacji dyfuzyjnej w przypadku wielu klas klientéw, wyniki dok-
+adne otrzymano rozwiazujac numerycznie ukt#ad réwnann Chapmana-Kodmogorowa
wiezgcych prawdopodobienstwa stanu systemu.

Zwroémy uwage na Ffakt, iz w obu przyktadach liczba stan6éw systemu, a
wiec liczba niewiadomych i liczba réwnan,wynosita kilkaset.

Rozwigzanie takiego uktadu réwnan, a takze samo ich utozenie,jest juz
problemem samym w sobie (korzystano z pakietu obliczeniowego QNAP [vera
84] ) i zmusza do wyboru przyktadowych systeméw z mate populacje klientéw,
gdzie,jak Swiadcze o tym wyniki poprzedniego rozdziatu, bledy aproksyma-
cji dyfuzyjnej se najwieksze. Zamieszczone przyktady se wiec raczej suro-
wym sprawdzianem aproksymacji dyfuzyjnej.

Przyktad 1

Populacja obejmuje dwie klasy klientéw, k « 2, N « [5,5]- Czas pobytu
w zZrédle i czas obstugi maje rozktad wyktadniczy dla obu klas klientéw,
przy czym X =X « 0,2, u” « 1. Obliczenia przeprowadzono dla wartosci
U~ » 0,1, 0,2, 0,5, 1, 2, 5, 10 - a wiec wzajemny stosunek $rednich cza-
sow obstugi klientéw obu klas zmienia sie w granicach 1-100. Pociega to
za sobe duze zmiany parametréw pracy systemu. Tabela 5.1V podaje dla
skrajnych wartosci parametru podstawowe wyniki doktadne charakteryzujaca
prace systemu: Srednig liczbe klientéw obecnych w systemie E [n], czas
pobytu w systemie T, wykorzystanie stanowiska obstugi P , przepusto-
wos¢ "? . Wyniki podane se dla obu klas klientéw #acznie i dla kazdej kia-

ey osobno. Wykresy na rys. 5.4 i 5.5 przedstawiaja jako funkcje E@Aﬁ}

btad wzgledny £- [IXprzybl " Xdok#"/Xdok4" P°Peknior>y Przy obliczaniu
tych wielkosci metoda aproksymacji dyfuzyjnej i metodg wartosci Srednich.

Przyktad 2

W systemie sg dwie rownoliczne klaey klientéw, N « [4,4] , ich czas
oobytu w zZrédle opisany Jest tym samym rozkdtadem wyktadniczym o parame-
trze «0,1. Czas obstugi klientéw klasy pierwszej aa rozktad
wyktadniczy, jil » 1, czas obstugi klientéw klaey drugiej me rozkdad
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Rys. 5.4. Bi#ad wzgledny oceny $redniej ddugosci kolejki dla dwéch klas

klientéw *ecznie (@) i dla kazdej klasy osobno (b), dokonanej za pomocg

aproksymacji dyfuzyjnej (linia ciagta) i metody wartosci sSrednich (linia
przerywana) dla danych z Przyk#adu 1

Fig. 5.4. Example i; the relative error of the mean queue length for two

classes of customers taken together (@) and for each class separately t

- results of the diffusion approximation (eolid line) end of the mean
value analysis (broken line)
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Rys. 5.6. Bted wzgledny ocany sSredniej dtugosci kolejki dla dwéch klas
klientow tecznie (a) i dla kazdej klasy osobno (b), dokonanej za pomoce Rys. 5.7. Bled wzgledny oceny $redniego czasu pobytu w stanowisku R, prze-
aproksymacji dyfuzyjnej (linia ciegta) i metody wartosci sSrednich (linia pustowosci p i wykorzystania stanowiska p dla klientéw obu klas #tecznie,
przerywana) dla danych z Przyktadu 2 dokonanej za pomoce aproksymacji dyfuzylnej (linia ciegha) i metody war-
Fig. 5.6. Example 2 : the relative error of the mean queue length for both tosci sSrednich (linia przerywana; dla danych z Przykdadu 2
classes of customers taken together (a) and considered separately (b) - Fig. 5.7. Example 2: the relative error of the mean reaction time R, of
results of the diffusion approximation (solid line) and of the mean value the thronghput P and of the utilisation of the server p for two classes
analysis (broken line) of customers taksn together - results of the diffusion approximation

(solid line) and of the mean value analysis (broken line)
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Coxa opisany roéwnaniami (5.16), (5.17) o Wartosci Sredniej Kr»2 i wepot-

czynniku zmiennosci Cg przyjmujecym kolejno wartosci 2% 0,5, 1, 2,

3, 4, 5. Wyniki doktadne dla tych wartosci podaje tabela 5.V, bledy
metody aproksymacji dyfuzyjnej i metody wartosci Srednich przedstawiaj«
rya. 5.6 i 5.7.

Wykresy na rys. 5.4-5.7 wskazuje, ze w przypadku wyktadniczych czaedéw
obstugi btedy popeinione przez obie metody przyblizone se podobne, na-
tomiast w przypadku réznych od wyktadniczych rozk#adéw czasu obstugi,
ktérych metoda wartosci Srednich nie uwzglednia, btedy metody aproksyma-
cji dyfuzyjnej se mniejsze.

5,5. Aproksymacja stanu nieustalonego

Analiza stanu nieustalonego wymaga uproszczen modelu: zatozymy, ze
wspodczynnik dryftu jb zmienia sie liniowo, np.

S0 - O (X - N/2) ,

a wspotczynnik dyfuzji o jest staty
CEXx) me(N/2) mOto ,

a wiec przyjmiemy, ze proces dyfuzji Jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka
(por. np. [Bhar 60] ).

Analogicznie Jak przy analizie stan6w nieuetalonych stanowiska z nie-
skonczonym zréddem klientéw, rozwiezanie réwnania dyfuzji z procesem po-
wrotéw elementarnych przeprowadzimy w dwéch fazach - najpierw podamy roz-
wiezania roéwnania dyfuzji z barierami pochtaniajecymi w x =0 i x m N,
a nastepnie wykorzyetamy to rozwiezanie do okreslania rozktadu prawdopo-
dobienstwa procesu dyfuzji z powrotami.

Oznaczmy przez <€(x,tjxQ) funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla
procesu z barierami pochtaniajecymi. Roéwnanie dyfuzji ma obecnie postac

Of(x,tjx a 02<p(x,thx ) a f ,
— W- mar — N2 - L [<* - &>«*.«**0>] ,
f(o,t,x0) » "fF(N,t,x0) - O . (5.19)

Po podstawieniu ~ m N/2 poszukujsmy rozwigzania roéwnania dyfuzji typo-
we dla parabolicznych réwnan czestkowych metode rozdzielenia zmiennych
[Bhar 60] . Zak¥adamy

F£(I.*130) » X(J,~)TFt)
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otrzymujec

+ 02~ T(t) - o.

gdzie D jest dowolny stala,

oraz

*frx 2 X(5'V m0 <1-20)
Réwnanie (5.20) po podstawieniu
6 ~Y(W
i zamianie zmiennych
prowadzi do réwnanie Webera
vV (] +1- )Y (?2.20) - °. (S'21)

van
gdzia: 1 * D2/jV %) “Jo0 )0 -

Rozwiezanie roéwnani. (5.21) mozna przedstawi¢ w postaci funkcji webera
(por. [Bhar 60] ) lub - co zrobimy ponizej - za pomoc, funkcji vy,. YO

[Swee 70]

- Ay,(1.5) e Byo(l1.5).

gdzie:

V{IFP “ *"A2/4 K(_ 5% 1-) -

yc(l.2) * «=n2/4 1’ 1-5
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a K(.) Jest funkcje Kummera [Magn 49],

2
n

.a.8h . |Jli~ . feijfofij” . ...

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych, ktére w przypadku barier ustawio-
nych symetrycznie woké+ zera maje postac

YONNZ 2 e "AN/2N o* (5.22)

rozwiezanie roéwnania (5.21) przybiera posta¢ [Swee 79]

co &1t 00 -Alt
F(x,t,x0) - 2 Aj(x,x0)e*° J & 2 8k(x.x0)e ;0 k (5.23)
J“1 k-1
lub po transformacji Laplace®a
(5.24)
j-11° 3 k«l
gdzie:
1j sa pierwiastkami réwnania “ Oof
1" se pierwiastkami réwnania yo”™»?(g/2n * °*
PN/2 1
AJ(x,xo>.expL- 7(F -"MyerjroNrN."j-Jdy y~UJ W
T?N/2 1
3k(x,x0). exp - i( 2 - 2>W 0 > W ) i y2(1k.5)A
U n/2

N ,¥ 2/i0

Rozwiezanie (5.23) mozemy teraz wykorzysta¢ do opisu procesu dyfuzji
z powrotami elementarnymi z punktu x = 0 do x » 1 i z punktu x m N do
X » N-I. Znamy Juz obieg masy prawdopodobienstwa w ukdadzie: punkt x « O,
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przedziat (O0.N), punkt x - N. Posta¢ strumieni tO((t). tiN(t) masy prawdo-
podobienstwa wptywajacej do barier w x « 0 1 x « N Jest opisana réwna-
niami (3.27), nalezy w nich tylko uwzgledni¢ ®(x,tjx0) dane przez (5.23),
a posta¢ strumieni g~t), gN-1(t) “asy prawdopodobienstwa pojawiajecej
sie w punktach x » 1, x « N-1 w wyniku procesu powrotéw okreslaj« réwna-
nia (3.26).

Znajec g”~t), okreslany rozwiezanie s gestos¢ prawdopodobien-
stwa F(x,tjx0) dla procesu dyfuzji z powrotami

Tt
F(x.trx0) -F(x,t»x0) ¢ j gl (O)F(x,t-t|1)d?
0

o | ON-1(t)F(x,-t-2*M-1)dt. (5.25)

W praktyce, podobnie jak poprzednio, trzeba réwnania (3.26), (3.27) pod-
da¢ tranefornacie Laplace’a, wyznaczy¢ g”e), Sn.j/«) 1 poszukiwac
oryginatu funkcji

F(x.s»x0) - F(x,«4x0) & gl (e)<Ff(x,sjl) + gN_1(e)"(x,s,N-1)

na drodze numerycznej.

Podobnie jak w rozdz, 111 i 1V, nozna tez uwzgledni¢ warunek poczetko-
wy w postaci funkcji $(x) oraz opisac¢ reakcje systemu na zmiane warun-
kéw pracy (zmiane wartosci wspédczynnikéw réwnania dyfuzji).



UWAGI KONCOWE

W pracy przedstawiono metode rozwigzywania réwnan dyfuzji z powrotami
elementarnymi oraz zbadano na przykdtadzie kilku podstawowych w teorii ko-
lejek modeli, jak wprowadzenia do aproksymacji dyfuzyjnej warunkéw brze-
gowych w postaci powrotéw elementarnych zwieksza doktadnos¢ tej aproksy-
macji. Zaproponowana metoda polega na przedstawieniu poszukiwanego roz-
wigzania jako superpozycji rozwigzan roéwnania dyfuzji z warunkiem brzego-
wym w postaci ekranu pochdtaniajacego i pozwala na analize standéw nieusta-
lIonych, ktéra zawsze stwarzata duze trudnosci teorii masowej obstugi.

Ola uzyskania wynikéw liczbowych mstoda ta wymaga numerycznej inwersji
transformat Laplace®a - co jednak nie stwarza trudnosci obliczeniowych
ani nie zmienia doktadnosci aproksymacji .-

Analiza standéw nieustalonych nie jest tylko problemem teoretycznym:
zmiany warunkoéw pracy systemu komputerowego ns skutek zmian jego obcigze-
nia lub zmian konfiguracji, kroétkotrwate awarie powodujace spietrzenie
oczekujacych zadan i nastepne stopniowa roztadowanie kolejek utworzonych
w tym czasie, adaptacyjny wybor drogi pakietu w sieci telekomunikacyjnej
w zaleznosci od aktualnego obcigzenia poszczegélnych wez4éw komutacji -
to przyktady proceséw, ktdérych modelowanie wymaga analizy standw nieuets-
lonych. Opis stanéw nieuetalonych w stanowiskach obstugi jest jednak znacz-
nie bardziej z#ozony od opisu stanéw ustalonych, co jest powodem stabego
rozwoj.u odpowiednich modeli.

Rozpatrywane w pracy przyktady stanéw nieustalonych dotyczg odpottfisdzi
systemu obstugi na skokowg zmiane warunkéw pracy - badano dynamike tych
zjawisk i wyznaczano ich statg czasowg w funkcji obcigzenia stanowiska i
w Funkcji wariancji rozkdtadu czaséw miedzy zgtoszeniami klientéw i czasu
obstugi .

Aproksymacja dyfuzyjna jest z zatozenia metodg przyblizong - zastepuje
procss stochastyczny, ktérego ople analityczny stwarza trudnosci, +atwiej-
szym w opisie procesem dyfuzji. Blgd tej metody zalezy istotnie od przy-
jetego wariantu aproksymacji, a w szczegélnosci od wyboru warunkéw brze-
gowych réwnania dyfuzji.

W zbadanych w pracy przypadkach stanowisk G/G/1 i G/G/1/N uwzglednie-
nie powrotéw elementarnych"w procesie dyfuzji zwieksza doktadnos¢ apro-
ksymacji, zaréwno przy opisie procesu N(t) - liczby klientéw w stanowisku
obstugi, jak przy aproksymacji U(t) - wirtualnego czasu czekania. Reduk-
cja btedu Jest najbardziej widoczna przy matym obcigzeniu systsmu, kiedy
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nie mozna poming¢ prawdopodobienetwe puetego stanowiska i gdy model dyfu-
zyjny z barierg odbijajacga w x m O daje niezadawalajace wyniki.

Rozpatrujac aprokeymacje dyfuzyjng proceau N(t) uzyskano tsz apro-
ksymacje czasu trwania okreeu czynnego etanowiaka obstugi oraz aproksyma-
cje rozktadu makeymalnej d¥ugosci kolejki w okresie czynnym o bardzo do-
brej zgodnosci z wynikami rzeczywietyni.

Natomiast wprowadzenie aprokeymacjl wyzszsgo rzedu (uwzglednienie
trzeciego momentu rozktedu czaau obstugi) tylko w ograniczonym stopniu
zwieksza doktadnos¢ aproksymacji .

Opisywana w pracy modele odnoeza sie do pojedynczego stsnowlska obstu-
gi. Wykorzystanie ich w opisie sieci jest mozliwe, lecz wymega dalezej
pracy. W przypadku sieci otwartej 1 stanéw nlsustalonych mozna np. wyko-
rzysta¢ metode zaproponowang w [Duda 84] , obliczajaca w kwantach czasu
zmienne parametry strumieni wswnatrz sieci,lub wyciagng¢ wnioski zs zba-
danej w tej pracy dynamiki zmian kolejek 1 czasu czekania w stanowiekach
G/G/1.

W przypadku sieci zamknietej i stanéw ustalonych model konssrwatora z
rozdz. V moze atuzy¢ do opiau kezdego etanowiska z osobna - reszte sisci
uwaza aie wtedy za zrodio zgtoazen, podobnie Jak ma to miejsce w metodach
iteracyjnych [chan 75, Shum 67, Mari 79b] .

Przedstawiony w rozdz. V model jest nie tylko rozwigzaniem problemu
koneerwatora, lecz jest to model stanowiska z czasem obstugi 1 strumie-
niem wejsSciowym zaleznym od liczby klientéw w etanowisku - 1 jako taki
moze by¢ wykorzystany w technikach redukujacych rozmiary aiecl, gdzie
czes¢ sieci Jaat zaatepowana jednym tego typu stanowiskiem (por.[Zaho 83])
oraz w modelach opiaujacych aynchronizecje klientéw w sieci poprzez zmia-
ny czasu obstugi w funkcji etanu kolejki np. [wilk 86] .

W pracy rozpatrywano powroty elementarne z krancéw odcinka, na ktérym
okreslony jest proces dyfuzji, do punktu wewngtrz tego odcinka. Mozna
opracowang metode wykorzysta¢ do opisu przeskokéw wewngtrz przedzistu
dyfuzji, co odpowiadato by np. grupowym odejsciom klientow z kolejki,

w ktérej nastepuje ich synchronizacja.
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PROCES POWROTOW ELEMENTARNYCH W DOSKONALENIU APROKSYMACJI DYFUZYJNEJ
JAKO METODY PROBABILISTYCZNEGO MODELOWANIA
SYSTEMOW KOMPUTEROWYCH

Streszczenie

Praca udoskonala aproksymacje dyfuzyjna - metode opisu dziatania etano-
wiek obstugi, czesto wykorzystywang do modelowania pracy syeteméw kompu-
terowych.

Sie¢ stanowisk obstugi, miedzy ktérymi kraza klienci,to modsl stosowa-
ny juz od okodo dwudziestu lat do analizy dziatania i oceny wydajnosci
pracy systeméw komputerowych. Stanowiska obedtugi reprezentujg elementy
systemu komputerowego - procesor, pamieci zewnetrzne, terminale, linie
transmisyjne - a klienci to wykonywane przez eystem zadania. Cze$¢ poczat-
kowa niniejszej pracy zawiera monograficzny przeglad istniejacych metod
rozwigzywania takich modeli oraz dyskusje analitycznych i numerycznych
trudnosci z nimi zwigzanych. Trudnosci te powoduja wykorzystanie metod
przyblizonych, pozwalajgcych na przyjecie w modelu ogélniejszych zatozen
i redukujacych naktad obliczen do rozmiaréw nie przekraczajacych mozliwo-
Sci maszyny cyfrowej.

Jedng z przyblizonych metod jest aproksymacja dyfuzyjna, zastepujaca
wartos¢ procesu N(t) - liczbe klientéw w stanowisku obstugi w chwili t
lub warto$¢ proceeu U(t) - wirtualny czas czekania klienta przybytego do
stenowi8ka w chwili t - wartoscig procesu dyfuzji. Doktadnos¢ aproksyma-
cji zalezy od wyboru warunkéw brzegowych dla réwnania dyfuzji. Proces
dyfuzji musi by¢ np. ograniczony do nieujemnej poétosi liczb rzsczywistych
- liczba klientdéw i czas czekania nie sa nigdy ujemne. Wykorzyetywana
wczesniej w tym celu bariera w poetacl ekranu odbijajacego w punkcie z =
m 0 Jest dobrym przyblizeniem tylko w przypadku eysteméw mocno obcigzo-
nych, w ktdérych prawdopodobienetwo pustego stanowiska jest pomijalnie
mate. Blizszy rzeczywistosci jeet zaproponowany w [Gale 75] warunek na-
stepujacy s proces dyfuzji po dojsciu do punktu z - O pozostaje w nim
przez czae odpowiadajacy okresowi bezczynnemu stanowiska, poczym dyfuzja
rozpoczyna sie w punkcie z m 1 w przypadku opisu procesu N(t) lub w punk-
cie okreslonym przez rozktad czaeu obetugi w przypadku opisu procesu U(t).
Ciagty procss dyfuzji Jsst wiec uzupedniony przeskokami, zwanymi powrota-
mi elementarnymi.

W pracy przedstawiono nowg metode rozwigzywania ukdadu réwnan charak-
teryzujacych proces dyfuzji z procesem powrotéw elementarnych. Uzyskane
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rozwigzania pozwalaja na opis standéw ustalonych i nieustalonych stanowi-
ska obstugi. Przeanalizowano szczeg6towo kilka podstawowych w teorii ob-
stugi masowej probleméw: aproksymacje proceséow N(t) i1 U(t) w stanowisku
G/G/1, tj. w stanowisku z dowolnym wejSciowym strumieniem klientéw i do-
wolnym rozkd#adem czasu obstugi, aproksymacje N(t) w stanowisku G/G/I/N,
tj. z ograniczong kolejka oraz w stanowisku G/G/1//N, tj. z ograniczong
populacja klientéw. Zbadano zasadnos$¢ zastgpienia procesu dyfuzji pro-
cesem Markowa wyzszego rzedu. Przeprowadzono obliczenia numeryczne, ktoére
wskazuja, ze otrzymane rozwigzania sa obciazone mniejszym bdedem niz roz-
wigzania dotychczasowe, zwhaszcza w przypadku stabo obcigzonych stanowisk
obstugi. Dotyczy to zaréwno stanéw ustalonych Jak i dynamiki zmian kolej-
ki w stanach nieustalonych.

CKAYKOOBPA3HBLIE MPAHUYHBIE YCNOBWNA
LNA YNYUWEHUS OVooY3NOHHON ANMPOKCUMALN
KAK METOA MOAENVWPOBAHMA BbIYNUCNANTENBHBIX CUCTEM

Pe3wme

B pab6oTe yny4weHo ANGEDY3UOHHY annpoOKCUMULMK - MeTOZ OnucaHusa aelicTBus
obcnyxvBanwmnx YCTPOMNCTB, KOTOPLIA 4YacTo ynoTpebnseTcs ANA MoAenvupoBaHus
BbIYNC/IMTENbHBIX CUCTEM.

CeTb MaccoBOro O6CNyXMBaHWSA, B KOTOPON LMPKYIMPYWOT 3asBKW nepexojsume
M3 OfHOli cucTemsl O6CNyXUBaHUA B APYryw, 3TO MOAe/lb WCMONb30BaHa yxe ABa-
AuaTtb neT ANsA aHa/M3a U OLEHKM KaydecTBa BbUMC/IUTENbHbIX cuCcTeM. O6cnyxuBa-
e ycTpoiicTBa MpeAcTaBnsioT co60il pecypcbl BbLUUCAUTENHON CUCTEMbl - NpoLec-
Ccop, BHelWHWe 3anoMuHawme yYCTpoicTBa, TepMUHasbl, SIMHAW Nepefayn; 3asBKu -
3TO 3afjaHusa MCMOJIHSAeMble CUCTEeMO. HavanbHas 4yacTb cTaTbu BK/IYaeT MOHO-
rpaguyecknii 0630p CylWecTBYWWMX CMOCOGOB pelWeHns Takux mogeneli, a Takke
obCyx/feHne aHaMTUYECKUX W YUCNEHHbIX TPYyAHOCTEW conyTCTBYWOWMX WM.  3Tu
npo6aembl SABNSITCA MNPUUUHOW MPUMEHEHUS MPUBINXEHHbIX pelweHuii, B KOTOPbIX
BO3MOXHbl Gonee obuue NpPeanosioXeHUs 1 KoTopble TpebyiwT 6onee MPOCTbIX pacye-
TOB, BO3MOXHbIX BblYMNC/INTENbHOW CUCTEMOW. OAHMM U3 3TUX NPUGAMKEHHBIX CMOCO60B
AaBnseTca Auddy3MOHHAsA annpokcuMMauus, KoTopasi 3ameHsieT crnydaiiHeli Mpouecc
N(t), npeacTaBnswwmii cobori AnMHY odepean B MOMEHT BpemeHu t, unm cray4vaiHbii
npouecc U(t), npeacTasBnswownii cobon Bpemss oxuaaHusa 3asiBKU NpubbiBlLeli B cucte-
My B MOMEHT t, MapKOBCKOM MpoueccoMm AWGPY3UMOHHOro Tuna. TOYHOCTb anmnpoKcu-
mMauuM 3aBMCUT OT BbIGOpPa rpaHWYHbLIX YCNOBWI .

[ndhy3MOHHLIA Npouecc Hafo Ha NpuMep OrpaHWyYnTb K HeoTpuuaTenbHol 4vacTu
ocy X — ANMHa oyepeau U BpeMs oxuaaHus Bcerga mbo HyneBble NGO MOMNOXUTENb-
Hble. [pocTeliwnM rpaHWyHbLIM YC/0BMEM KOTOpPOe WCMONHAeT 3To TpeboBaHve sBAseTcs
oTpaxeHne B Hysne. OHO yAoBneTBOpsieT TONbKO B Clyydae, Korga ob6cnyxusawwas
cucTemMa CU/bHO 3arpyxeHa, T.e. KOrfja BeposiTHOCTb MyCTOl CUCTEMbl C/MWKOM
vana. bnumxe pgeicTBMTENHOCTU Apyroe rpaHW4YHOe YC/OBWE, Mpea/ioXeHHoe B

[Gele 75], yaepxuBawwme TpaeKTOpMM MNpoLecca Ha HeoTpuuaTeNbHOW nonyocu:
nocne AOCTUXEHWUS HyNs Mpouecc 3ajepxuBaeTcs 34ecb yepe3 Bpems npejcTa-
BNAKWME Ge3AeATeNbHbli Neprof CUCTEMbl, a NMOTOM COBepwaeT CKauyoK B TOYKY

X = 1, ecnu annpokcumauus kacaeTcs npouecca N(t), wim B Toyey onpefeneH-
HYK pacnpejesieHMem BpemMeHu OOCAyXMBaHWs, ec/nn annpoKcumaums KacaeTcsi npo-
uecca U<t). Takum 06pa3om 6GecnpepbiBHLIN CTOXacTUYEeCKUin npouecc anddy3un
[OMNONIHEH CKaykKamy - 3/1eMeHTapHbIMU BO3BpPOTaMU.

B cTaTbe npeacTasBneH HOBLbIi MeTOA pelweHns AudhepeHumanbHbiX YpaBHEeHWUI
Anddy3nnm co CKauykoo6pasHbIMM FpPaHUYHBIMW YCNOBUAMU. Pe3ynbTaTbl OTHOCATCA K
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nepexofHoOMy W CTauMoHapHOMY pexumy pa6oThl ob6CnyxuBawero npubopa. AHanM3u-
pyeTcs noapo6HO HEKOTOpble OCHOBHbLIE MPOGAEMbl TEOPUM MACCOBOFO 06CNyXMBaHMA!
annpokumauwo npoueccoB N(t) u U(t) B cucteme G/G/1, T.e. B cucTeme C
NPOU3BOJIbHLIM BXOAsILMM MOTOKOM 3asiBOK UM C MPOU3BOJILHOI ANMHOCTLIO OGCAyXU-
BaHus, npouecc N(t) B cucrteme G/G/1/N, T.e. B cuUCTeMe C OFpaHUYeHHON’
ouepegbld, U B cucteme G/G/1//N, T.e. B CUCTEME O OrpaHUYEHHbLIM YUCNIOM
3anBOK. lccnepoBaHbl AOCTOMHCTBA annpoKcuMaumMM MapKOBCKMM MpOLECcCOM TpeTbero
nopsigka BMecCTO npouecca aunddy3un, T.e. npouecca BTOPOro nopsifka. [AaHsl
UNC/IEHHble MPUMEpPLI, KOTOpble MoKasbiBawT, 4YTO AudHY3MOHHaA annpokcuMmauusi co
CKauyKoo6pa3HbIMM FPaHWYHbIMM YyCNoBUsIMM 6Gonee TOYHAsi YeM CylecTBylWMe A0 CUxX
nop pesynbTaTbl, OCOGEHHO [7si CUCTeM O HebonblLol 3arpy3koil, Kak B cTaluoHap-

HOM pexuMme pa6oTbl, Tak WU AN AMHAMUKW CMEH ANIMHb ovyepeau B MepexofHbiX nepuo-

fax.

ELEMENTARY RETURN PROCESS IN REFINEMENT OF DIFFUSION
APPROXIMATION VIEWED AS A METHOD OF PROBABILISTIC
MODELLING OF COMPUTER SYSTEMS

Summary

-The goal of this paper is to refine the diffusion approximation, one
of the queueing theory methods used frequently to model computer systems
and computer networks.

For the last two decades the queueing network models have been applied
to analyse and evaluate computer systems performance. The servere within
a queueing network represent the elements of a modelled system: proces-
sors, terminals, transmission lines, external memories; the customers
served in them represent tasks performed by the system. The opaning part
of the paper revues existing methods of treating such models and discusses
analytical and numerical problems they pose. Those problems cause the use
of approximate methods which allow one to analyse larger and more general
networks reducing the calculation effort to the amount bearable by a com-
puter. The diffusion approximation is among these approximate methods.

It replaces either the stochastic process N(t), the number of customers
in the queue at the time t, or the process U(t), the virtual waiting time
of a customer entering the queue at time t, with the diffusion process.
The quality of this procedure depends on the choice of boundary conditions
for the diffusion equation. The diffusion process should for example be
limited to the nonnegative half of the axis X, as neither a queue nor a
waiting time could be negative. The reflecting barrier put at the point

z a 0,applied earlier, gives satisfactory results only in cases of heavy
loaded servers where the probability of an empty system is negligible.
The following condition, proposed in [Gele 75] is closer to reality:

when the diffusion process attains zero, it stays there for a time inter-
val which corresponds to the servers™ idle period and then immediately
recommences at z < 1 if N(t) is approximated or at a point Xx chosen
with the service time probability distribution in the case of U(t).
Hence, the continous diffusion process is supplemented with jumpe called
elementary returns.

The paper develops a proper mathematical method to eolve diffusion
equations with elementary return processes. Solutions which are obtained
enable one to analyse the equilibrium and transient states of a server.
Several typical problems are analysed in detail: approximation of N(t)
and U(t) processes in the G/G/1 server, i.e. in the server with general



input stream and service time distribution, approximation of N(t) in the
G/G/1/N server, i.e. in the server with a limited queue, approximation

of N(t) in the G/G/1//N server, i.e. in the server with a finite custo-
mers® pupulation. A third-order Markovian approximation instead of the
second-order diffusion approximation is investigated. The numerical re-
sults prove that the solutions which incorporate the elementary return
process give much more exact results, especially when lightly loaded sy-
stems are considered. It refers both to squilbrium solutions and to the
dynamice of queue changes during transient periods.
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