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WPROWADZENIE

Kolejkowe modela systemów komputerowych przedstawiają modelowany sy
stem Jako sieć stanowisk obsługi, pomiędzy którymi krążę obsługiwani 
klienci. Klienci to wykonywane przez system zadania, a stanowiska obsługi 
to elementy systemu komputerowego: procesor centralny, procesory komuni
kacyjne. pamięci zewnętrzne, linie transmisyjne, urządzenia wejścia-wyj
ścia. Przykładowy model ujętego w tych kategoriach systemu komputerowego 
przedstawia rys. 1.

Jednorazowy czae obsługi w stanowisku to czas nieprzerwanej pracy mode
lowanego urządzania na rzecz wykonywanego zadania. Fakt korzystania przez 
zadanie z różnych zasobów systemu Jest zobrazowany wędrówką klienta pomię
dzy stanowiskami obsługi. Czasy obsługi i czasy pomiędzy nadejściem kolej
nych klientów są wielkościami losowymi i są scharakteryzowane przez roz
kłady prawdopodobieńetwa. Klient Jest obsługiwany natychmiast po nadej
ściu do stanowiska lub czeka w kolsjce na obsługę.

Modele pozwalają obliczyć m.in. średnią liczbę klientów w stanowiskach 
obsługi, stopień wykorzystania stanowisk, średni czas czekania w kolej
kach poszczególnych stanowisk i śrsdni czas przejścia klienta przez całą 
ich sieć.

Jak wykazuje dotychczasowa praktyka, por. np. [PERF 72-84] , modele pro
babilistyczne, mimo iż wyjątkowo - w porównaniu ze złożonością opisywane
go obiektu - proste, potrafią dobrze uchwycić zależności pomiędzy Jego 
podetawowymi parametrami (np. czas reakcji systemu w funkcji liczby aktyw
nych terminali) 1 są dogodnym narzędziem analizy poszczególnych wariantów 
systemu w fazie Jego projektowania. Można przy ich pomocy przewidzieć, 
czy planowany system potrafi wykonać przewidziane zadania w odpowiednio 
krótkim średnim czasie 1 sprawdzić, czy przepustowość poszczególnych Jego 
części Jest prawidłowo dobrana - czy nie ma w nim "wąskich gardeł", które 
są przyczyną opóźnień znacznie większych niż opóźnienia w pozostałych 
częściach systsmu. Ola pracujących Już systemów modelowanie umożliwia 
ilościową ocenę zmian ich parametrów użytkowych w funkcji planowanych 
-zmian konfiguracji lub obciążania.

Prostota pojęciowa modeli w postaci sieci stanowiek obsługi nie idzie 
w parze z prostotą obliczeniową. W zależności od przyjętych założeń do
tyczących rozkładów czasów obsługi, strumieni wejściowych, regulaminów 
ezeregowanla klientów - modele prowadzą do rozwiązania analitycznego, 
numerycznego lub wymegają zaetosowania metod symulacyjnych. Dlatego też 
wiele uwagi poświęca się numerycznej implementacji modeli, tworząc pakie-
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ty odpowiednich programów, np, BEST 78, Sane 82, ,Vhit 83b,c, Vera 84 
oraz opracowując metody przybliżone tam, gdzie brak dokładnego rozwiąza
nia lub jest ono zbyt pracochłonne.

Aproksymacja dyfuzyjna jest jedną z przybliżonych metod modelowania.
W mocno obciążonym stanowisku obsługi, tj. w stanowisku, którego współ

czynnik wykorzystania jest bliski Jedności, odpowiednio unormowane pro
cesy N (t ) i U{t)

N(t) - liczba klientów, obsługiwanych lub czekających, obecnych w sta
nowisku w chwili t,

U(t ) - zapas pracy, czas potrzebny do zakończenia obsługi wszystkich 
obecnych w stanowisku w chwili t zadań,

są - niezależnie od typu rozkładu odstępu czasu między klientami w stru
mieniu wejściowym i rozkładu czasu obsługi - słabo zbieżne do jednowymia
rowego procesu dyfuzji z prądem, ograniczonego do dodatniej połasi liczb 
rzeczywistych i posiadającego jęko warunek brzegowy umieszczoną w punkcie 
x = O barierę odbijającą. Pozwala to wykorzystać rezultaty dotyczące 
stosunkowo dobrze poznanego procesu dyfuzji, np. [Levy 48, Cox 65j , do 
przybliżonego opisu zachowania stanowiska obsługi, w którym prawdopodo
bieństwo, iż brak w nim klientów i stanowisko pozostaje bezczynne, można 
pominąć.
Niech f(x,t}xg) oznacza gęstość procesu dyfuzji X(t) 

f(x,tjXQ)dx =» Pr[x<X(t)śx + dx | X(0) = x0].

Postać f(x,t;xQ ) jest znana po rozwiązaniu równania dyfuzji 

3 f (x , t j Xq ) ^  02f(x,t;xQ ) ^ 3f(x,t;xQ )
5t * 2 ~ P  STx

lub w stanie ustalonym równania

j2J
dx‘

gdzie f(x) « lim f(x,t;xQ ). 
t~*c»

W zależności od przyjętych współrzędnych procesu dyfuzji, gęstość 
f(x,t(XQ) aprokaymuj» dyskretny rozkład prawdopodobieństwa liczby klien
tów w stanowisku lub gęstość procesu U(t).

Dobierając odpowiednio współczynniki !b. oC można opisywać stanowiska 
wielokanałowe, stanowiska z wieloma klasami klientów, z obsługą prioryte
tową, z grupowymi nadejściami klientów - a więc stanowiska, których ana
liza dokładna przy założonych ogólnych rozkładach czasu obsługi i czasu
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między zgłoszeniami nie jest możliwa. Metodę tę można po obliczeniu 
dwóch pierwszych momentów rozkładu odstępów czasu między klientami w 
strumieniu wejściowym odnieść do każdego stanowiska w sieci.

Literatura dotycząca zastosowania aprokeymacji dyfuzyjnej w teorii 
kolejek w ogóle i do modelowania systemów informatycznych w szczególno
ści Jest Już obszerna - ważniejsze jej pozycje zostały wymienione w koń
cowej części rozdziału pierwszego.

Zakres aproksymacji dyfuzyjnej można rozszerzyć - zaproponował to 
Gelenbe [Gele 75] wprowadzając proces powrotów elementarnych jako waru
nek graniczny procesu dyfuzji: proces po osiągnięciu wartości zerowej 
zatrzymuje się przez czas odpowiadający jednorazowemu okresowi bezczynne
mu stanowiska, po czym rozpoczyna się w wybranym punkcie na osi x.
W tan sposób model opisuje zachowanie stanowiska słabiej obciążonego, 
w którym okresów bezczynności nia można pominąć.

Cel 1 zakres rozprawy

Celem rozprawy jest udoskonalenie metody aproksymacji dyfuzyjnej po
przez :

1) opracowanie metody rozwiązywania równań dyfuzji uzupełnionej o proces 
powrotów elementarnych (rozwiązanie przedstawione w [Gele 75] ograni
cza się do stanu ustalonego, gdy równanie dyfuzji Jest zwykłym, a nie 
cząstkowym równaniem różniczkowym),

2) sprawdzenie w kilku podstawowych w teorii kolejek zadaniach czy i w 
jakim stopniu wprowadzenie powrotów elementarnych zwiększa dokładność 
aproksymacji.

Rozdział I stanowi zwięzły monograficzny przegląd rezultatów dotyczą
cych modeli w postaci sieci stanowisk obsługi. Rozdział XI wprowadza pod
stawowe pojęcia związane z aproksymację dyfuzyjną. Rozdziały III-V zawie
rają oryginalne wyniki pracy. W rozdziale III pokazano, że proces dyfuzji 
z powrotami elementarnymi można przedstawić jako superpozycję procesów 
dyfuzji z ekranem pochłaniającym (po dojściu do ekranu proces kończy się) 
i uzyskano tą drogą aproksymacje procesu N(t) w stanowisku G/G/l, tj. 
w stanowisku z dowolnym strumieniem wejściowym klientów 1 dowolnym roz
kładem czasu obsługi oraz w stanowisku G/G/l/N, tj. w stanowisku G/G/l 
z ograniczoną do N klientów kolejką. W rozdziale IV wykorzystano tę 
samą metodę superpozycji proceeów do aproksymacji U(t) w stanowisku 
G/G/l. Zbadano też zasadność aproksymacji procesu U(t) procesem Markowa 
wyższego rzędu niż proces dyfuzji. W rozdziale V stworzono dyfuzyjny mo
del stanowiska obsługi z ograniczoną populacją klientów (stanowisko 
G/G/1//N, tzw. problem konserwatora), uwzględniając powroty elementarne 
oraz zmienne skokowo wraz z wartością procesu dyfuzji współczynniki piat.

Trudno ocenić błąd aproksymacji dyfuzyjnej inaczej jak poprzez porów
nanie jej wyników z wynikami dokładnymi (gdy jest to możliwe) lub wynika
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mi symulacji. Stąd występująca w pracy dość duża liczba przykładów obli
czeniowych, umożliwiająca dyskusję błędów aproksymacji, w także pozwala
jąca stwierdzić, że obliczenia numeryczne związane z opracowanymi modela
mi są, wziąwszy pod uwagę omówione w początkowym rozdziale trudności in
nych metod modelowania, stoeunkowo proste.

Praca zoetała wykonana w Zakładzie Systemów Automatyki Kompleksowej 
PAN w ramach tematu “Rozwój etatyetycznych metod opieu działania, oceny 
wydajności i doboru struktury złożonych systemów komputerowych' w proble
mie węzłowym "Rozwój zintegrowanych systemów komputerowego sterowania 
z uwzględnieniem więzów międzyeystemowych". Oprócz prac teoretycznych, 
temat ten obejmował przygotowanie pakietu programowego umożliwiającego 
wykonywanie obliczeń modelowych, stworzenie oprogramowania zbierającego 
dane statystyczne o pracy dużego systemu komputerowego czasu rzeczywi
stego, opracowanie probabilietycznych modeli dwóch konkretnych systemów 
komputerowych (systemu sterującego proceeem przemysłowym oraz wielodo
stępnego systemu zarządzającego) - obejmował więc wszystkie podstawowe 
zagadnienia związane z opracowaniem i stosowaniem probabilistycznych mo
deli systemów komputerowych [zSAK 81-85, Czac 85b] . Uzyskane w ten spo
sób własne doświadczenia w pełni potwierdzają,zdaniem autora,przydatność 
probabilistycznych modeli przy projektowaniu i rozbudowie systemów kompu
terowych - i uzasadniają wysiłki zmierzające do doskonalenia teorii tych 
modeli.

większość zebranych w pracy w jednolitej formie wyników była opubliko
wana wcześniej w kwartalniku “Podstawy Sterowania".

Autor dziękuje Profesorowi Stefanowi Węgrzynowi za umożliwienie reali
zacji niniejszej pracy, za pomoc 1 zachętę oraz Kolegom z Zeepołu Staty
stycznych Modeli Systemów Komputerowych za dyskusję i uwagi.



R o z d z i a ł  I

ANALITYCZNE I OBLICZENIOWE PROBLEMY PROBABILISTYCZNYCH 
MODELI SYSTEMÓW KOMPUTEROWYCH

Rozdział ten Jest poświęcony ogólnemu omówieniu modeli w postaci sieci 
stanowisk obsługi i problemów obliczeniowych, jakie więżę się z ich wyko
rzystaniem - by móc później scharakteryzować na tym tle metodę aproksyma
cji dyfuzyjnej.

Ograniczono się do metod najbardziej znanych i posiadających swoje 
Implementacje numeryczne. Pominięto takie zagadnieniafjak opis pracy sta
nowisk w czasie dyskretnym, por. np. [Bhar 80], systemy z bardziej złożo
nymi regulaminami szeregowania zadań [woli 82] , jak również szczególnie 
obecnie rozwijane zagadnienia opisu synchronizacji zadań oraz równoczes
nego wykorzystywania przez zadanie wielu zasobów, np. [Thom 83, Heid 83, 
Iaco 82] .

1.1. Sformułowanie problemu i notacja

Poniżej przedstawiono ważniejsze wyniki dotyczące modeli w postaci 
ogólnej, tj. w postaci sieci złożonej z dowolnej liczby stanowisk i posia
dającej dowolną topologię - rys. 1.1. Omawiać będziemy kolejno modele, 
których wynik ma jawną postać analityczną (nie zawsze użyteczną w obli
czeniach), modele wymagające użycia metod numerycznych oraz modele, przy 
rozwiązywaniu których czynione są w stosunku do założeń różne uproszcze
nia. Modele te będziemy nazywać odpowiednio modelami analitycznymi, nume
rycznymi i przybliżonymi.

Opis każdego stanowiska w sieci na rys. 1.1 zawiera rozkład czasów 
obsługi klientów oraz regulamin szeregowania w kolejce zgłoszeń czekają
cych na obsługę. Opis sieci uzupełniają prawdopodobieńatwa przejść pomię
dzy każdą parą stanowisk. Sieć może być zamknięta - zawiera wówczas stałą 
liczbę przebywających w niej ciągle klientów lub otwarta - klienci wcho
dzą do niej i opuszczają ją, a liczba klientów obecnych w sieci Jest 
zaienna. Klienci są nierozróżniahi lub są zgrupowani w klasy; klienci po
szczególnych klas różnią się czasem obsługi w stanowiskach i drogą w sie
ci, mogą też różnić się priorytetem w korzystaniu z czasu pracy stanowisk. 
Sieć mieszana to siać otwarta dla pewnych klas klientów i zamknięta dla 
innych.
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Rys. 1.1. Ogólna postać sieci stanowisk obsługi jako modelu systemu kom
puterowego

Fig. 1.1. A generał gueueing network as a model of a Computer system

Wprowadźmy następujące oznaczenia 
□la sieci:
M - liczba stanowisk obsługi w sieci,
N - liczba (stała lub zmienna) klientów w sieci,
K - liczba klas klientów,
K -  liczba klientów przychodzących do sieci w jednostce czasu«
□la etanowiska i w sieci:
Ai(x),ai(x) - dystrybuanta i funkcja gęstości rozkładu odstępu czasu mię.

dzy kolejnymi zgłoszeniami; wartość średnia tego rozkładu 
to E [aj - 1/^, gdzie ^  Jest średnią liczbą klientów
nadchodzących do stanowiska i w jednostce czasu;
wariancja - 5^ , współczynnik zmienności rozkładu A. -
Cal * « L

(x),b1(x) — dystrybuanta i funkcja gęstości rozkładu czasu obsługi;
wartość średnia E [bj - sA - JJj jsst współczynni
kiem obsługi - średnią liczbą klientów, jaką mogłoby obsłu-
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żyć stanowisko w jednostce czasu, gdyby pracowało bez przer
wy; średni czas obsługi jest stały lub zależny od liczby 
klientów obecnych w stanowisku, s± ■ wariancja roz
kładu 6 ^1 ' współczynnik zmienności

nA - liczba klientów w stanowisku i,
■p. - przepustowość - średnia liczba klientów obsłużonych w Jedno

stce czasu; w stanie ustalonym 'Pi =
- współczynnik wykorzystania stanowiska - część czasu, przaz 

który stanowisko Jest czynne,
r - prawdopodobieństwo, że klient po zakończaniu obsługi w stano

wisku i przejdzie do kolejki stanowiska J; r Q jest 
prawdopodobieństwem, że bezpośrednio po zakończeniu obsługi 
w stanowisku i kliant opuści siec; rQi Jest prawdopodo
bieństwem, że klient rozpocznie pobyt w sieci od stanowiska i; 
w sieci zamkniętej r Ł » riQ = O;
R ■ [r^j] nazywamy macierzą tranzycji.

W przypadku wielu klas klientów parametr odnoszący się do klaey k 
posiada dodatkowy indeks, np.

- liczba klientów klasy k w sieci.

nj? - liczba klientów klasy k w stanowisku i,

gjf - średni czas obsługi klientów klasy k w stanowisku i,

- prawdopodobieństwo, że klient klasy k po zakończeniu obsłu
gi w stanowisku i przsjdzie do stanowiska J stając się 
klientem klasy 1 .

Przez rozwiązanie modelu rozumie się określenie stacjonarnego rozkładu 
prawdopodobieństwa wszystkich rozróżnialnych stanów sisci. Jeżeli np. 
stan sieci określa liczba klientów w poszczególnych stanowiskach, to 
rozwiązaniem jest rozkład p(n^,...,n^) » p(n). W praktyce bardziej
interesujące jest określenie kilku wynikających z rozkładu p(n) wielko
ści, takich jak :
- rozkład P i ^ )  lub wartość średnia £ [nj liczby klientów obecnych 
w poszczególnych stanowiskach,

- średni czas czekania Qi - E[wJ w kolejkach poszczególnych stanowisk
lub średni czas reakcji • E [wj ♦ s ^

- przepustowość 3*. i wykorzystanie stanowisk p^, i b 1 .....M.

Nia ma obecnie Jednej ogólnej metody rozwiązania przedstawionego po
wyżej problemu. Przyjęty sposób postępowania zależy od szczegółowych za
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łożeń dotyczących typu rozkładu czasu obsługi, regulaminów kolejek, a 
także od rozmiaru sieci - liczby stanowisk, liczby klientów i ich klas.

Istniejące modele doić często wymagają złożonych obliczeń, dlatego 
problem modelowania dotyczy nie tylko teorii modeli, lecz także efektyw
ności algorytmów obliczeniowych związanych z nimi, a także uproszczonych 
i przybliżonych sposobów uzyskania rozwiązania. Z konieczności niniejszy 
rozdział zawiera opis wielu metod i stanowi bibliograficzny przegląd 
rozwiązań użytecznych przy projektowaniu służącego modelowaniu oprogramo
wania,zwraca jąc uwagę na problemy praktycznej implementacji modeli.

1.2. Łańcuchy Markowa lako podstawa modelowania sieci 
stanowisk obsługi

Proces stochastyczny N(t), którego wartość określa liczba klientów 
w pojedynczym stanowisku obsługi, przybiera wartości całkowite n « 0,1....j 
zmiana wartości procesu następuje w chwilach nadejścia klienta lub za
kończenia obsługi. Jeżeli klienci nadchodzą w odstępach czasu o rozkła
dzie wykładniczym a(x) « ?l(n)e-/"'̂n ̂x , tj. tworzą poissonowski strumień 
zgłoszeń, a czas obsługi również podlega rozkładowi wykładniczemu b(x) »
- .i(n).“J‘(n>x . to N(t ) jest łańcuchsm Markowa z czasem ciągłym.

Stan procasu jest w pałni określony przez wartość n, a równania wią
żące stacjonarne prawdopodobieństwa stanów mają postać, por. np. [łOai 75]

0 « -p(n)[?Un) + ^(n)]* p(n-l)X(n-l) + p (n+1 )jx( n+1),

^(0) . 0, n » 0,1,... (l.l)

i rozwiązanie

p(n) « p(0)L(n)I(n)sn, (1.2)

n-1 n
gdzie L(n) - Wl). I(n) » Ć7TJ'

i-0 1=1

Warunkiem istnienia stanu stacjonarnego procesu i rozwiązania (1.2) je s t

P(0) - [l + 2  t-(n)l(n)8nJ 1 > 0’
n-1

Niech do otwartej sieci M stanowisk tego typu napływa poissonowski stru
mień klientów, a parametr X  tego strumienia zależy od liczby klientów 
w całej sieci, X-X(N). Bilans równowagi stanu n » [n1(...,nMj sieci ma 
postać
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n
« -p(n)[j\/N) + ^  Jix(ni ^ 1-rii)]

i«l

♦ 2  2  P[n(i+ . l")] i V ni+l)riJ
1-1 j-l

Ił1

M M
♦ 2  P [n(i-)]wN-i)r01 ♦ 2  p[n(i+>]^i<ni+1)rio 

i- i 1=1

(1.3'

gdzie n(i” ) - [ n^ ,. .., n±—1.... nM |, n(i+ ) » [nŁ n± ♦ 1  nMj ,
n(i+ , j” ) - n̂1 ,...,ni+l nj-1.... °m] są stanan,i sąsiednimi do n.

-  - *
Rozwiązaniem (1.3) Jest [jack 63]

M n
P(n) - | 2  W N )Ii(ni )(8i8i ) i.

M

i-1

a w przypadku sieci zamkniętej, gdy rQi = riQ = 0 dla i = 1  M,
[Oord 67]

n
p(a) " 5  2  Ii(niHeiai^ ł*Iilni^ei8i'ni (1*5

i«l

G jest stałą normalizacyjną, G - 2  p(n), ei Jast rozwiązaniem układu
n

równań,zwanych równaniami ruchu

M
ei " r0i + 2  eJrji' 1 ■ 1.... (1*6 '

v

i określa średnią liczbę wizyt w stanowisku i klienta przechodzącego przez 
sieć. Iloczyn Jest średnim łącznym zapotrzebowaniem klienta na
pracę i-tego stanowiska. W sieci otwartej rozwiązanie (1.6) jest jedno
znaczne, a M n ) określa przepustowość i-tego stanowiska.
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Jeżeli X *  const., » const., dla i » 1,...,M, to 

M n
P(n) - fl P i1(l-Pi ). P± - V ^ i  " 7loi 4 ‘i* 

i«l

W sieci zamkniętej e^, jako rozwiązanie układu równań jednorodnych, sa 
znane z dokładnością do czynnika, ale obecność stałej 6 w (1.5) sprawia, 
że wybór rozwiązania (1.6) teoretycznie nie ma wpływu na wartości p(ri).

Poważnym ograniczeniem opisanych modeli jest założenie o wykładniczych 
rozkładach A(x) i B(x). Można go uniknąć i mimo to pozostać w sferze mo
deli Markowa przez wprowadzenie rozkładów będących kombinacją rozkładów 
wykładniczych. Szczególnie użyteczny jeet rozkład coxa (tzw. rozkład 
prawie ogólny), por. [Klei 75], którym możne aproksymować dowolne rozkła
dy. Przyjmijmy np., że A(x) pozostaje bez zmian, a czas obsługi podlega 
rozkładowi Coxa:'

Jl, -Juix “ht*
b(x) = 2. ( 9 ^ 8  *...*Mfe T ), (1.8)

f-1

f-1
(gdzie g^ ■ b^ ai> * Jast operacją splotu, ao - 1 ) tzn. składa się 

i=0
z pewnej liczby faz (co najmniej jednej i nie więcej niż F ), których 
czas trwania ma rozkład wykładniczy z parametrem ^  dla fazy f. Faza f 
jest z prawdopodobieństwem bf fazą oetatnią (bp ■ 1); faza następna 
rozpoczyna się z prawdopodobieństwem af * 1-bf. Stan systemu obsługi 
określa para (n,f), gdzie f jest aktualnie wykonywaną fazą obsługi, a 
bilans prawdopodobieństw stanu (n,f) ma postać .

O - -p(n,f)p\,(n) + ^ f] + p(n-l , i) JUn-l)

F
+ <JL) + sfil 2  p(n+1,J^ j bj

j-i

gdzie 6 ^  jest deltą Kroneckera.

Równanie (1.9) nie ma rozwiązania w prostej, podobnej do (1.2) formie 
(por. [Perr 83] ),nie ma również sieć stanowisk tego typu. Proeta 
forma rozwiązania równań bilansu prawdopodobieństw pojedynczego etano- 
niska oraz iloczynowa, jak w przypadku (1.4) i (1 .5 ), forma rozwiązania 
dla sieci stanowisk Jest uwarunkowana ich dodatkową własnością [chan 72, 
Chan 77] : intensywność wsjścia w dany stan związana z nadejściem klienta
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do stanowiska jeet równa intensywności wyjścia z tego stanu związanej 
z odejściem klienta ze stanowiska. Równania (1.1) można rozłożyć na równa
nia

O = -p(n)A(n) + p(n+l )jt(n*l),
(1.10)

O « -p(n)^i(n) + p(n-l)jUn-l), 

a każde z równań (1.3) rozłożyć na równania

O ■ -p(n)(ui(ni ) + »^(N-ltpfnd*)], i - 1.....M, (1.11)

natomiast podobnej operacji z równaniami (1.9) zrobić nie można.
Równania (1.1), (1.3), (1.9), uwzględniające wszystkie dopuszczalne przej
ścia między etanami, nazywa się równaniami równowagi globalnej, równania 
(1.10), (1.11) związane z ruchem jednego klienta - równaniami równowagi 
lokalnej. Wśród modeli markowowskich Jest więc klasa modsli posiadających 
analityczne rozwiązanie równań równowagi lokalnej w postaci jawnej

M
p(n) « i 2  (1.12)

1-1

w której postać h±(n1 ) zależy tylko od własności stanowiska i.
Modele posiadające rozwiązanie w postaci (1.12) nazywa się sieciami de- 
komponowalnymi (separowalnyml) lub sieciami o rozwiązaniu iloczynowym.
Dla pozostałych modsli markowowskich trzeba szukać rozwiązania równań 
równowagi globalnej drogą numeryczną. Stanowieka z rozkładem czasów ob
sługi typu Coxa pozostają w równowadze lokalnej tylko w przypadku, gdy 
obsługa klienta rozpoczyna się nstychmiast po Jago nadejściu. Wśród wielu 
możliwych stanowisk w równowadze lokalnej [Noet 79] i prawie ogólnym roz
kładem B(x) zastosowania znalazły następujące:

(i) etanowisko posiadające dostatecznie wiele identycznych równole
głych kanałów obsługi, by równocześnie i z tym samym B(x) obsłużyć 
wszystkich klientów. Stan tego etanowiska wyznacza wektor f ■ [ ^ ,... ,-?F] , 

jest liczbą klientów w fazie f obsługi; równanie równowagi global
nej dla stanu v> ma postać

o -  -p(£)[j\.(n) + 2  ^ f  ]  ♦ p [ ^ d " ) ] W n - i )
• f-1

F-1 F
♦ 2  ♦!)')] W f  + 2  p[*(f+ ) ] « v i ) ^ fbr

f-i f=i



F
o = -p(o:,\(o) ♦ 2  pL2(f+)J^fbf  d.i3)

f-i

a równanie równowagi lokalnej dla tego stanu zwięzane z wejściem i wyj
ściem jednego klienta z fazy f obsługi, to

0 » -p(£;'9fWf + ef5\.(n-l )p[^(f“ )] , f ■= 1 F, (1.14)

ef = a1 .. af.

.■tozwięzaniem (1.13) lub (1.14) jest

v?x
p'^1 ■ p(0)L(n)I(n)n! j l (ef8f

f=l

prawdopodobieństwo, że w systemie jest n klientów
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A  * f
Ple) » p(0)L(n)I(n)nl j[ J-J (ef8f) . 8f - i-, (1 ,1 5 )

f«1 ' “f

P(r’) = 2  p(£) ■ p(o)L(n)I(n )sn , (1.16)
F

O : 2  'Pf-n
f-1 T

gdzie

F
s ■ 2  V f  

f-1

Oo modelu stanowiska można wprowadzić klasy klientów, zakładając, że 
klient klasy k, k-l,...,K, występuje w strumieniu wejściowym z prawdo- 

k i  kpodobieństwem a , 2, a * 1, i oznaczajęc stan systemu wektorem £ =k-1
= jj?1 i>k .... ^K j . gdzie v?k - ■?k ....^k . . . . .'PpJ , v*k oznacza liczbę
klientów klasy k w fazie f obsługi. Po uwzględnianiu w (1.13), (1.14) 
klas klientów otrzymujemy [Koba 78]

K
p ( n k ) - p(0)L(n)l(n)nl 2  nr; ( a k s k ) k (1.1 7)

k«l

K
p(n) = p(0)L(n)I(n)sn , s » 2  aksk, (1.18)

k-1
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(ii) stanowisko, którego moc rozdziela się równo pomiędzy wszystkich 
klientów,

(iii) stanowisko z regulaminem priorytetowym dajęcym pierwszeństwo 
klientowi, który przyszedł najpóźniej: w chwili nadejścia nowego klienta 
bisżęca obsługa zostaje przerwana i jest kontynuowana od miejsca przerwa
nia po zakończeniu obsługi zgłoszeń, które pojawiły się później.

Ola stanowisk typu (ii) i (iii) równania równowagi i ich rozwięzania 
maję postać analogiczne do (1.14)-(1.18).

Zachowujące równowagę lokalnę stanowiska z prawie ogólnym rozkładem 
czasu obsługi oraz stanowiska z regulaminem naturalnym 1 wykładniczym 
rozkładem b(t) można połęczyć w sieć [Bask 75], tworzęc najogólniejszy 
ze stosowanych obecnie modeli w formie sieci dekomponowalnej.
Sieć może być otwarta dla jednych klas klientów, a zamknięta dla innych; 
w stanowiskach z regulaminem naturalnym klasy klientów nie aą rozróżniane. 
Stan sieci opisuje wektor n * [£ ,... ,v>M], ^  dotyczy stanowiska i ,
i jest zdefiniowane Jak poprzednio dla stanowisk z rozkładem Coxa; dla 
stanowisk z regulaminem naturalnym - n^. Rozwiązanie tej sieci Jest
naturalnym uogólnieniem (1.15) [Bask 75, Koba 78]

M K Fk nk
P(H) ° | 2  L(N)li(ni )ni i 2  ; f[ T —  (®if sif) lf* (1.19)

i-1 k-1 f-1 ifl

f-1
gdzie ekf = ( j [ akx )ek

1-1

lub po agregatyzacji

M K nk
P(nk ) “ § J  [ L(N)Ii(ni )ni I (ek sk ) i , (1.20)

i«l k-1 ni 1

P(
n

"i5 * I T T  " - M W 8!1' 9i “ 2 ek sk el i (1 .21 )
i-1 k-1

W (1.19) zakłada się, że strumień zewnętrzny, jeżeli istnieje, jest funk
cję łęcznej liczby N klientów w sieci, tj. X- WN).
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1.3. Obliczanie dokładnych 1 przybliżonych rozwiązań 
siaci dekomponowalnych

Mimo istnienia rozwiązania w Jawnej postaci (1.19-1.21) Jago praktyczne wy
korzystanie nie jest wcale prosta. Przede wszystkim trzeba wyznaczyć sta
łą normalizacyjną G. Liczba stanów, które może przyjmować sieć rośnie 
bardzo szybko wraz ze wzrostem wartości M, N, K, , np. sieć zamknięta 
stanowisk z regulaminem naturalnym (K «■ F^ » 1) ma stanów, czy
li dla M « N * 10 liczba stanów przekracza 92 000 - tyle wyrażeń typu
(1.5) trzeba by obliczyć, zsumować, by wyznaczyć stałą normalizacyjną, 
przeskalować, by móc dopiero przystąpić do obliczania wartości średnich 
E [nj , E [wj . Dla dużej sieci, biorąc pod uwagę czas obliczeń i błędy 
zaokrągleń, zadanie staje się niewykonalne. Aby ominąć część tych trudno
ści stosuje się zazwyczaj jedną z dwóch metod obliczeniowych: metodę 
splotową lub metodę wartości średnich.

Metoda splotowa obliczania stałej normalizacyjnej opiera się na spo
strzeżeniu [Buze 73] , że dla sieci o rozwiązaniu iloczynowym stałą norma
lizacyjną, której wartość jest między innymi funkcją rozmiaru sieci i 
liczby klientów, G » G(M,N), można wyrazić poprzez stałe dla sieci zmniej
szonych o jedno stanowisko i zawierających mniej klientów. Dla sieci zam
kniętej z Jedną klasą klientów

N
G(M,N) » 2  G _ (M"1* N_n) *’i £n ) (1.22)

n=0 1

indeks i~ wskazuje, że stała odnosi się do sieci, z której usunięto sta
nowisko i. Obliczenie stałej G(M,N) sprowadza się więc do rekurencyjne- 
go obliczania splotu (N+l) - wymiarowych wektorów

" - - 2  M (1.23)

gdzie G" - [G(m.n)] ' h, - [hjn)]
n ■ 0|«««|N n a

®  jest operację splotu wektorowego; z warunkiem początkowym
G^fn) * hjfn), n » 0,...,N.

Stała G(M,N) jest ostatnią składową wektora G^. Ponadto rozkłady brze
gowe p^Cri^) nie wymagają uprzedniego wyznaczenia p(n), lecz wyrażają się 
przez wymienione stałe:

^ —  G.(M-1, N-n)
P±(n) * p(n) - ht(n)  g TFTTn T * (1.24)

n :n^»n
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co dodatkowo upraszcza obliczanie miar pracy stanowisk, np. przepustowość 
wyznaczamy jako

G. - (M,N-1)
5>i - 2  P i ( n > i< n > - 9 i  ' 1 gT mT nI —  • { 1 -2 5 )

n»l

W przypadku wielu klas klientów [Reis 75] (załóżmy, źa klienci nie mo- 
gą zmieniać klasy, N = const) w miejscu splotu wektorowego występują 
sploty macierzy K-wymiarowych:

N1 Nk
G m̂,Nl.... nI<)“ 2  * • • 2  G(m-l,n1 ..... nk JSHfm.^-n1.....Nk-nk ),

nX=0 nk=0 m=l,... ,M, (1.26)

G d . n 1 ....nk ) » Hd . n 1,,.. ,nk ) .

Jeżeli klienci mogą zmieniać klasy, to zbiór K klas można podzielić 
na C ^ K  podzbiorów, zwanych łańcuchami, pomiędzy którymi nie ma wymiany 
klientów i transformować rozważaną sieć w sieć z C klasami klientów bez 
możliwości zmiany klas [Brue 80] . Dalsze oszczędności obliczeniowe dla 
3ieci o rzadkich macierzach R i łańcuchach, w których ruch klientów 
jest ograniczony do części sieci daje odpowiednie uporządkowanie kolej
ności obliczeń (1.23), (1.26) [Lam 8l] . (1.23) i (1.26) upraszczają się 
też znacznie, jeżeli średnie czasy obsługi sk są stałe, tj. niezależna 
od n^. Implementacje algorytmów obliczeniowych w poszczególnych przy
padkach sieci zamkniętych omawia dokładnie [Brue 80], implementację dla 
sieci mieszanych - przy ograniczeniach zapewniających zbieżność algoryt 
(stały strumień wejściowy, stałe, począwszy od pewnej liczby klientów 
w stanowiskach, czasy obsługi) zawiera [Mere 78].

Wartość obliczonej stałej normalizacyjnej zależy od przyjętego rozwią
zania równań ruchu [Lam 82]

1 N . Nk
G - G(M,N,ą) - (ej) 1 ... (e*) G(M,N,l), (1.27^

mu

gdzie N - [n1 Nk]

1 w zależności od wyboru e może w trakcie obliczeń szybko rosnąć lub 
maleć, przekraczając dopuszczalny w maszynie cyfrowej zakres liczb 
zmiennoprzecinkowych. Postać zależności (1.27) pozwala na łatwe przeska- 
lowanie G w trakcie obliczeń
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G(M,N,ę') = G(M,N,e) j [
к N*

(V > (1.28)
k=l

i utrzymanie jej wartości w dopuszczalnych granicach.
W metodzie wartości średnich [Reis 79. 80] , obliczanie stałej normali

zacyjnej jest niepotrzebne. Metoda wykorzystuje fakt, iż rozkład dowolnej 
kolejki obserwowany przez nadchodzącego klienta jest stacjonarnym rozkła
dem tej kolejki po usunięciu z sieci wspomnianego klienta [sevc 79, Lave
80] :

n (n m\ j tuż przed nadejściem F ..,,-,1 
i —i* — ! klienta klasy k = ^iL—i'—  ̂ * (1.29)

gdzie N(k") = [n1 Nk-1,.. .Nk] ,

a więc średni czas przejścia Tk przez stanowisko i (przy niezależnym od 
liczby klientów czasie obsługi) wynosi

Tk(N)
3А dla stanowisk z większę od N liczbę kanałów 

obsługi

9k [ l  + £[(k )J dla pozostałych typów stanowisk
fiiaci dfl!/nmnnnnvwni пмгЬ

(1.30)

sieci dekomponowalnych

Metoda korzysta też z prawa Little'a, por. np. [Klei 75]. wiążącego śred
nią liczbę klientów nadchodzących w jednostce czasu do stanowiska 
średnią liczbę klientów obecnych w stanowisku Q i średni czas reakcji T

Q » A,T, ‘ stosując Je do całej sieci 

„kКЧО (1.31)

i do pojedynczego stanowiska

(^(N) * ^ ( N ) T i(N) i a (1.32)

J i Jest średnim czasem obiegu sieci, poczynając od stanowiska i, klien
tów klasy k. Ponieważ pomiędzy wizytami w stanowisku i klient przchodzi 
przez stanowisko J średnio ek/e£ razy, więc 

M ek
ff*(N) - ^  Tk(N) (1.318)

J-l ei

Zakładając Tk(0) > 0 1  zaczynając od populacji 0, a kończąc na N 
oblicza się,wykonuJąc itaracyjnia (l.30)-(l.32), wielkości Qk(N), Tk(N), 
a z nich dalaza miary pracy ayatamu. W przypadku zależnego od liczby 
klientów czasu obsługi rozkład długości zastanej w momencie nadejścia ko
lejki nie określa czasu reakcji, bo późniejsza zgłoszenia nsogą zmienić 
czas obsługi; (1.30) przybiera wówczas postać

nk \ jN к т
тк (N)  - fc- ■ 2  2  N(k- )] , (1.33)

0 Lk-1 j
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gdzie nt(k” ) - [n±,. .. ,nk-l,.. . ,nk ],

co wymaga również iteracyjnego obliczania Rozkładów brzegowych 

К
Pl(nk,N) - 2  •i("i)j4(N)P1[n1(k“ )N(k")] , (1.34)

k-1

Pl(0, N) - 1 - 2
К 

« 2  
k-l

P1(nk, N). (1.35)

Jeżeli wykorzystanie stanowiska jest duże, (1.35) może stać się
źródłem numerycznej niestabilności algorytmu i znacznych błędów [chan 80], 
dlatego [Reia 8l] proponuje obliczanie P^O.N) poprzez agregację sieci 
poza stanowiskiem i (co będzie omówione w podrozdz. 5)

Pl(0,N) - p±[0. N(k")]Xk(N)/^(i)(N), (1.36)

gdzie ^ ( i ) ^  ^e8t Prz8Pły*»em przez zredukowaną slsć.
Istnieją różne odmiany algorytmu wartości średnich, wśród nich algorytmy
łączące metodę średnich z metodą splotową [chan 80, Reis 8l] .

Przedstawiony powyżsj algorytm odnosi się do stałych populacji Nk, w
przypadku klientów zmieniających klasy trzeba transformować sieć podobnie
jak w metodzie splotowej [Brue 80]. Rozszerzenie metody śrsdnlch na sisci
otwarte i mieszane zawierają: [zaho 8l] w przypadku etałych sk 1 [Tucc
82] dla czasów obsługi zależnych od obciążenia. Szczegółowe porównanie
złożoności obliczeniowej metod splotowsj i wartości średnich zawiera
[Zaho 80] . W przypadku stałych, niezależnych od liczby klientów średnich

K. ^
czasów, obsługi, Jest ona podobna, proporcjonalna do KM J[ (N +1).

k-l



- 28 -

W ograniczonych przypadkach złożoność metody splotowej można zmniejszyć 
kosztem znacznie większego zapotrzebowania pamięci [chan 80] . Stosunek 
rozmiaru wymaganej pamięci w metodzie splotowej i metodzie średnich wyno- 

2 max Nk ♦ 1js
si kM+kłM *" " ' wzSJlędna efektywność tych metod zależy więc od parame
trów sieci. Łatwość implementacji, poględowość, brak potrzeby skalowania 
stałej normalizacyjnej i większa stabilność przemawiają za metodę warto
ści średnich. W przypadku zależnych od obciężenia czasów obsługi metoda 
średnich wymaga znacznie większej pamięci, a obliczenia mogę być niesta
bilne [Drix 82, Reis 79], jeżeli wartość p,(0) znajdzie się poniżej za
kresu liczb zmiennoprzecinkowych w maszynie cyfrowej. Jeżeli niektóre 
stanowiska maję średnie czasy obsługi stałe, a inne zmienne, można sieć 
rozdzielić na dwie części i każdę z nich rozwięzać innę metodę [Reis 79] . 
Obie metody, dokładne w przypadku sieci separowalnych, dały poczętek kil
ku metodom przybliżonym. Z metody splotowej wywodzi się redukcja stanów 
dużych sieci poprzez zmniejszenie liczby klas, klientów i stanowisk ob
sługi [Zaho 80] - przybliżenia dużej sieci separowalnej mniejszę, rów
nież separowalnę, rozwięzywalę w standardowy sposób. Metody przybliżone 
oparte na metodzie średnich sę albo ekstrapolację tej metody na przypadki 
sieci nieseparowalnych albo redukuję, kosztem dokładności, czas obliczeń 
dla dużych sieci. Uwzględniono w sposób przybliżony m.in. stanowiska z 
naturalnym regulaminem kolejki i dowolnym, różnym dla poszczególnych klas 
rozkładam czasów obsługi, priorytety poszczególnych klas, równoczesna ko
rzystanie przez klientów z wielu etanowisk obsługi, blokowanie (stanowi
sko jest wolne, ale może obsługiwać klientów dopiero po'spełnieniu pew
nych dodatkowych warunków) [Bard 79, Balb 79, Rela 80, Szcz 82] .

W netodzie średnich trzeba przeprowadzić kolejno obliczenia dla sieci 
o populacji od 0 do N. Dla uproszczenie obliczeń można założyć, że 
zmiana populacji N o jednego klienta klasy k niewiele zmienia rozkład 
kolejek [Bard 79]

Qi[N(0] »} Q*[N], (1.37)

lub,że liniowo zmienia liczbę klientów klasy k w stanowisku [schw 79]

(1.38)

Równania (1.37) lub.(1.38) uwzględnione w (1.30) powoduję, że pętla dzia
łań (l.30)-(l.32) Jest wykonywana od razu dla pełnej populacji N, a Jej 
wielokrotne użycie 8łuży iteracyjnemu wyznaczeniu Q^(N). Jako punkt

• kstartowy można np. przyjęć

J

W równaniu (1.38) zakłada się, że zmiana wartości N odbija się tyl
ko na kolejce klientów tej klasy, oo może być źródłem poważnych błędów, 
jeżeli wśród pozostałych klas sę klasy o małej liczbie klientów. Dlatego 
[Zaho 79] proponuje jako podetewę rowzięzania iteracyjnego
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a [chan 82] naetępujęco rozbudowuje (1.37):

<#N(1-)] SSNk[Fj(N) ♦ Dkl(N)]. (1.40)

k, Qi (̂gdzie F?(N) » -=—r- Jest częścię zadań klasy k pozostaJęcych w ko-
1 “ N

lejce i, a Dk*(N) ■ fJ[N(1“ )] - Fk(N) Jeet zmianę Fk spowodowanę
usunięciem z populacji Jednego klienta klaay 1. Nie ma co prawda dowodu 
zbieżności opisanych iteracji, nie wiadomo czy uzyskane rozwlęzanie jest 
jedyne, nieznany jeet też makaymalny błęd tych aprokeymacji, niemniej 
zaczynaję one w praktyce wyplereć dokładne algorytmy metody wartości 
średnich [chan 82, Zaho 80] w przypadku stałych średnich czasów obsługi, 
do którego się odnoszę. Można również traktować równania (1.29)-(l.32) 
oraz jedno z uzupełnień (l.38)-(l.40) Jako układ równań nieliniowych i 
poszukiwać Jego rozwlęzanie innymi metodami, zepewnlajęcymi zbieżność 
i jednoznaczność [chow 83] .

1.4. Rozwiązania numeryczne niedekomponowalnych elecl 
markowoweklch

Modele markowowskle pozwalaję opisać przypadki znacznie ogólniejsze 
od sieci separowalnych - można w nich uwzględnić dowolne zależności mię
dzy zdarzeniami - maję Jednak w praktyce bardzo poważne ograniczenie: 
wymiar układu równań równowagi globalnej, które trzeba rozwięzać, a któ
rych liczba Jest równa liczbie etanów modelu, szybko przekracza możliwo
ści obliczeniowe dużych maazyn cyfrowych, postępowanie obejmuje naetępu- 
jęce etapy:

1. Odwzorowanie_przeaU"zeni_8tranów n w wektor, [nŁ.... ,nM] — * n, tak, 
by eystem mógł być opisany dwuwymiarowe macierzę £ przejść między eta
nami, i wyznaczenie tej macierzy.

Odwzorowanie muei być wzajemnie Jednoznaczne. W przypadku 8leci otwar
tych, których nieskończonę przestrzeń stanów trzeba ograniczyć, Jest waż
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na, by odwzorowanie zachowywało sąsiedztwo stanów; może to być np. odwzo
rowanie [King 80]

M

i-1

i-1 i
[ni  nM] - » 2  l i  2  (°r +

J-0 r=l
(1.41)

Trzeba też wzięć pod uwagę, że przy odwzorowaniu odwrotnym n -> £ mogę 
być generowane stany wzbronione i zabezpieczyć się przed tym, dobierajęc 
elementy macierzy £ tak, by stacjonarne prawdopodobieństwa stanów n 
generujęcych wzbronione stany n były zerowe [King 80] ,

2. Dobór H°5.mi.aru_macierz^ £ w przypadku nieskończonej liczby stanów. 
Można posłużyć się tu następujęcę zależnościę [Twee, 73]

Sfłrtłł  < ffrl
gdzie cof(i,j) Jest dopełnieniem algebraicznym elementu q ^  macierzy

powstałej przez pozostawienie w macierzy £ n pierwszych wierszy 1 
kolumn (i skreślenie pozostałych), by dobrać n, dla którego p(n)/p(0) 
jest wystarczajęco małe.

3. gozwięzariie otrzymanego^ Hkładu_równań

2T P » O. (1.43)

Element q ^  macierzy jest prawdopodobieństwem przejścia ze stanu 
n

i do stanu j, - 21! q1(. P jest wektorem prawdopodobieństw stanów.
J-l J —
3+1

Macierz £  jest z reguły macierzę dużą i rzadkę, dlatego do rozwlęzania 
(1.43) wygodnie stosować metody iteracyjne, nia zmienlajęce jej zawarto
ści i umożliwiaJęce przez to pamiętanie jej w formie upakowanej. Jednakże 
powszechnie używane metody iteracyjne - Jacobiego, Gaussa-Seidela czy 
nadrelaksacji - nie gwarantuję w przypadku macierzy £ zbieżności 1 w 
praktyce sę często wolnozbieżne [stew 77] . Dlatego przekształca się (1.43) 
do postaci

WTP - P (1.44)

gdzie WT - * t ♦ I.

I Jest macierzą Jednoetkowę, a At 4 (max /q . . [ )_1 jest dobrane tak,
“  1 11
by W była macierzę stochastyczną. Największa wartość bezwzględna warto-
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ści własnych macierzy stochastycznej jest równa Jedności i poszukiwanie 
wektora P staje się poszukiwaniem lewego wektora własnago odpowiadają
cego dominującej wartości własnej macierzy W [stew 78] . Niech W posia
da wartości własne ^ .........[X,| > ... > |5Vn| i niech Jest lewym
wektorem własnym odpowiadającym >

vyTx± ■ 5,1 s £*

Metoda potęgowa, polegajęca na kolejnym przemnażaniu przez macierz W 
dowolnie wybranego wektora poczętkowego £(q )' dopóki kolejne rezultaty 
nie sę do siebie proporcjonalne. Jest zbieżna do :

k "
P(k) ■ wTŁ (k-i) ' (2T ) £(0) " 2  < * A i i  *

"  \  t< ,2 2łJ1-2 ^

(1.45)

m

1̂1a o Jej szybkości dscyduje wartość Poniewai często i^l «  l\l .
dla przyspieszenie metody można ję równocześnie stosować do m wektorów 
próbnych, co daje pozytywne rezultaty, o Ile /  l^l Je8t P°nad
m-krotnie mniejsze od I / l\l , czas bowiem każdej iteracji wzrasta 
razy [stew 78] . Można też stosować inne metody, których zestawienia i po
równanie, wskazujęce na zalety metody Arnoldlego [Arno 5l] zawiera [cach 
8l] . [stew 77] pokazuje, że skrócenie obliczeń można uzyskać zastępujęc 
macierz W innymi macierzami, powstałymi przez tożsamościowa przekształ
cenia (1.44). Ma to szczególne znaczenie w przypadku sieci prawie dakompo 
nowalnych, gdy W ma szareg wartości własnych bliskich Jedności. Sieci 
prawie dekomponowalne to sieci, w których macierz przejść 2 można, 
przestawiając Jej wiersze i kolumny, przedstawić Jako J2* ♦ €C,£ <<l ł
gdzie 2 Jest blokową diagonalną macierzą stochastyczną, wśród stanów 
sieci istnieję takie ich grupy, wewnątrz których można w przybliżeniu 
niezależnie rozpatrywać przejścia między stanami, redukując w ten sposób 
znacznie wymiar problemu. Trzeba Jednak wpisrw znać 1 przeanalizować ma
cierz 2* dlatego zastosowanie dekompozycji w tym ujęciu, mimo dobrze 
opracowanych podstaw matematycznych [cour 77] jest niewielkie, np. [Dodd
8l] 1 dekompozycji dokonuje się raczej na podstawie macierzy R, rozdzie
lając stanowiska, nie stany rLazo 79, Vant 80, Zaho 83] .



1.5. Modele wykorzystująca przybliżona dekompozycję sieci
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Naturalnym sposobem poszukiwania rozwiązań przybliżonych jast rozsze
rzanie rozwiązania iloczynowego (1 .1 2 ) na przypadki, w których nie obo
wiązuje ono w sposób dokładny, w szczególności chodzi o siać zawierającą 
stanowiska z regulaminem naturalnym i dowolnym rozkładam czasu obsługi. 
[Shum 76] zakłada, że dla takiej sisci zamkniętej, obsługującej Jedną kla
sę klientów, rozwiązanie p(n) jest w przybliżeniu iloczynem rozwiązań 
Pi(nl) dla niezależnych pojedynczych stanowisk typu M/G/l/N, tj. stano
wisk z wykładniczym rozkładam A(x), dowolnym rozkładem B(x) i ograniczo
ną do N liczbą klientów w stanowisku. Model oparty na tym założeniu 
nazywa się modelem rozszerzonej formy iloczynowej. Postać p(n) dla 
M/G/l/N można określić na podstawie jej związku z rozkładam p'(n) dla 
atanowiska M/G/l z nieograniczoną kolejką [shum 76]

N-l
N-lj p(N) - 1 - 2  P(n )- &*46) 

n«0

p'(n) Jest znane w poetacl jawnej dla niektórych rozkładów B(x), dla in
nych może być obliczone z ogólnie znanej, por. np. [Klei 75] zależności 
Pollaczka-Chlnczyna dla funkcji tworzącej p'(n). Można również wprowadzić 
[Balb 79] do rozwiązania stanowiska *lelokanałowe M/G/k/N. W sieci, która 
nie Jest separowalna,wartość p(n) zależy od wyboru rozwiązania równań
ruchu, znanego dla sieci zamkniętej z dokładnością do czynnika. Po wyzna-

M
czeniu znormalizowanego wektora e, w którym 1] e. » 1 , wektor przepły- „ 1-1 
wów A  dobierany jest tak, by po obliczeniu na Jego podstawie p^Cn^),
następnie p(n), a stąd przepustowości

- —  2  p(n) i ■ 1,...,M, (1.47)
i  i1 1 nsnĵ  > O

otrzymać wsrtoścl spełniające możliwie dokładni« równanie ruchu, a więc 
by otrzymać wektor ^  o składowych pozostsjących do slabie w tych saaych
proporcjach co składowe A. Możne to zrealizować np. przez minimalizacją
funkcji

M
f(oc) « 2  "i8^ ® !  " ®i*)2 ' - (1.48)

1-1

p ( n )  P(".?/(.1 -  . n = 0
P N_1

1 + t ~=t  2
sP-0
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gdzie oC określa wektor wyjściowy, ^  » 0C£, a oę' określa wektor otrzyma- 
ny, Jast wybraną składową oę', np. odpowiadającą atano-
wlsku o największym zatłoczeniu, gdzie wyniki są wówczaa najdokładniejsza, 
[chan 75] proponuje dla tej samej sieci inny, nazwany tu lteracyjną meto
da równoważnego stanowiska, schemat obliczania Pi.(ni) poprzez redukcję 
sieci do dwóch stanowi8k - wyróżnionego stanowiska “i" i atanowiska zastęp
czego, reprezentującego resztę sieci. Oest to stanowiako z wykładniczym 
rozkładem Bz(i)(x )> którego wartość średnia 8z(i)(n ) Jest obliczana na 
podstawie przepustowości sisci mającej n klientów oraz zwarte atandwi- 
eko 1 1 •1 • O. Rozwiązania dwustanowiskowej aieci złożonej z wykładnicze
go stanowiska zaatępczego i dowolnego stanowiska i" Jest znane [cour 7l]
1 doatarcza Pj_(n^), i - 1,...,M. Redukcja sieci poza stanowiakiem i do 
jednego stanowiska (źródła klientów w przypadku sieci otwartej) jest na
zywana przez analogię z podobną procedurą dla obwodów elektrycznych twier
dzeniem Nortona. Ogólniejszą wersję twierdzenia dotyczącą wielu klaa 
klientów lub dowolnego fragmentu sieci zawierają odpowiednio [Krit 82] i 
[Bals 82]. Redukcja Jeat dokładna w przypadku 8ieci dekomponowalnej, dlate
go [chan 75] poaługuje się przy niej pomocniczą siecią dekomponowalną o 
taj aamej topologii co 8ieć badana 1 średnich czasach obsługi s^ kory 
gowanych ltsracyjnie po wyznaczaniu wszystkich P*(ni) tak, by wyznaczo
ne na podstawie p(n) przepustowości stanowisk spsłniały równania ruchu,

1 “  M
a łączna średnia długość kolejek zgadzała się z rzeczywistością, 2  Qj -

1-1
m n. Marie [Marl 79b] zwiększa dokładność metody obliczając, po wyznacze
niu strumienia wyjściowego ^(N-n^) ze atanowiaka zastępczego, p1(ni ) 
jako rozkład w izolowanym stanowisku obsługizrozkładem czasu obsługi 
Coxa i ograniczoną do N kolejką. Oeżeli te same,co w [chan 75] testy 
poprawności rozwiązania nie są spełnione, inaczej dobierane są czasy ob
sługi w sieci pomocniczej :

M P< ( )
8i(ni) - \ '(n— l-Jp ^ - i ) - (l-49>

Rozwiązaniem nie Jest tu iloczyn P1(n1 ), lecz rozwiązanie dla dekompono
walnej sieci pomocniczej. Poezukuje się w ten sposób równoważnej sieci 
dekomponowalnej o tych aamych rozkładach kolejek co sieć badana. Sieć ta
ka być może l8tnieje, chociaż przedatawiony w [Balb 79] dowód iatnlenia 
okazał się błędny [Rubi 84]. Opisany algorytm Marie'go do niej Jednak nie 
prowadzi [staw 80] . Inny wariant metody proponuje [Balb 79] , a [Neus 82]
zawiera jaj rozszerzenie na przypadek regulaminów priorytetowych. [Sevc
77X stara się zwiększyć dokładność metody przez ocenę drugiego momentu 
rozkładu odstępów czasu między klientami w strumieniu wyjściowym stano
wiska zastępczego, tj. w strumieniu wejściowym stanowiaka i. Problemem 
własności strumieni klientów w sieci zajmują się szerzej metody izolacji
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stanowisk. wyznaczając w sposób przybliżony wartość drugiego momentu roz
kładu Ai(x) dla każdego stanowiska. Zakłada się dla uproszczenia, że 
strumienis wyjściowe poszczególnych stanowisk sę niezależne i sę procesa
mi odnowy, tj. odstępy czasu pomiędzy kolejnymi klientami opuszczajęcymi 
dane stanowisko i sę niezależne i maję ten sam rozkład D^(x ). Parametry 
tego rozkładu można oszacować korzystajęc z zależności dokładnej dla sta
nowiska M/G/l, por. [Klei 75] , przybliżonej dla stanowiska z ogólnym 
strumieniem wejściowym [Czac 79] , więżęcej gęstość d±(x) rozkładu 
Di(x) z gęstościami rozkładów Ai(x), Bi(x):

1 \

d±(x) - P1bi(x) + (l-p1 )ai(x)*b1(x), (1.50)

skęd obliczamy E [d^], a następnie współczynnik zmisnności rozkładu

e [ d 2 ] - E [di]2 . 2
Cd i  -------- cai(l -Pi> ♦ P i S i  * P i(l - Pi)*

wartość średnia E [dj to oczywiście 1/^, równania ruchu sę ts same 
dla dowolnych rozkładów Bi(x). Strumień wyjściowy rozdziela slęzastano- 
wiskiem zgodnie z prawdopodobieństwami przsjść rij• strumień pomiędzy 
stanowiskami i i j charakteryzuje rozkład

*d1(x)*d1(x) + .... (1.52)

skęd

a,Łj - r^?^ CdlJ » (Cdi-l)rtj. (1.53)

Strumień wejściowy stanowiska J Jest supsrpozycję niezależnych procesów
d^ft) i Jako suma procssów odnowy ma współczynnik zmienności, por.
[Kueh 79, Gele 76] ,

M r

caj ' t  2  rj A [ (Cdi"l)rJi + X] + (1*54)
J i-1

Ostatni człon (1.54) odnosi się do strumienia zewnętrznego o parametrach 
A .  c01 wpływającego do eieci otwartej. Równanie (l.5i) i (1.54) tworzę 
układ równań liniowych, z których można wyznaczyć ca^» 1 = 1.....M. 
Wartości określaję Jak zawsze równania ruchu. Znajęc powyższe para-
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metry strumienia wejściowego nożna każde ze stenowisk analizować oddziel
nie, posługując się Jsdnę z wielu metod (ich przegląd i ocenę d.okładnośd 
zawiera [Czac 79] ) przybliżonego opisu pracy pojedynczego stanowiska 
G /G/l z ogólnyn strumieniem wejściowym i ogólnym rozkładem czaeów ob
sługi, znanymi z dokładnością do dwóch pierwszych momentów. Wśród metod 
tych wyróżnia eię aproksymacja dyfuzyjna. por. np. [Gele 75] . Przybliża 
ona wartość p(n) zastępujęc liczbę klientów n w stanowisku [zmiany n 
spowodowane traktowanymi niezależnie procesem wsjściowym i wyjściowym ma
ję, w dostatecznie długim okresie czasu t, rozkład normalny o średniej 
0L_£t)t • Jbt i wariancji (ft,Ca t^tC^t «o£t, niezależnie od postaci A(x) 
i B(x)] wartościę x proceau dyfuzji, którego infinitezymalne zmiany 
w czasie dt maję rozkład normalny o śrsdniej £>dt i wariancji oCdt. 
Funkcja gęstości prawdopodobieństwa tego procesu spełnia w stanie ustalo
nym równanie

(1.55)

którego rozwiązanie przy warunku brzegowym ograniczajęcym proces do x ̂  O 
przybliża p(n) : f(n) m  p(n).

Dobierając współczynniki p  1 ot można też uwzględnić:
- klasy klientów o różnym czasie obsługi, lecz wspólnej kolejce z regula
minem naturalnym [Gele 77] ,

ę>m Jl-ji,

k„k
« -  2  ^  c! 

k«l £ 0 4

(1.56)

K K
gdzie i ■ 2  HT* ®k “ Ak/A» A» 2

? k.i r  k-1

a rachunek strumlsni poszczególnych klas przebiega analogicznie do przed- 
stswionego,
- L-kanałowe stanowiska obsługi [Hala 78, Pujo 78]

jł(x) « A -

o e (x ) -  A c a + i ^ c b

, (1.57)
J h ( x ) - A- L j j . 1
oc(x) - Xca+L^cb |

1< X <1+1 
1-0,1,...,L—1
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- grupowe zgłoszenia klientów [Gale 76]

p-A-^g - y- . 0 C « ^ g [Ca + Cg] + ^ C b. (1.58)

gdzie % ,  Ck odnoszę się do strumienia grup klientów, e -0 i C to 
t 9 9wartość średnia i współczynnik zmienności liczby klientów w grupie,

- regulamin priorytetowy z wywłaszczaniem (nadejście klienta o prioryte
cie wyższym niż priorytet aktualnie obsługiwansgo klienta powoduje na
tychmiastowe zawieszenie obsługi tego ostatniego i rozpoczęcia obsługi 
przybysza) [czac 80, Nain 81, Rsim 83] . Rozwiązanie równania dyfuzji ze 
wepółczynnikami uwzględniającymi parametry strumisnia wejściowego i cza
su obsługi k klas klientów, k - 1,2 K, (przyjmujemy, ie klienci
klasy plerwszsj maj« najwyższy priorytst) [czac 80]

t  - i  a1 - 2 ^
1-1 1-1 R

1
gdzie R1 - ^  P1 

J - l

służy do wyznaczenia przybliżonego rozkładu pk(n) łącznej liczby klien
tów klas od 1 do k, skąd wyznaczamy następnie rozkład vk(n) liczby 
klientów należących do klasy k

v1(n) - p*(n) ,

n-1
Pk (n) - 2  Pk-1(n-i)vk(i)

vk(n) - 1-0
(o)

k - 2, ,K.

Użyta po raz pierwszy do opisu procesów skokowych w genetyce [Feli 5l], 
wprowadzona do teorii kolejek przez Igleharta [igle 65] i Newella [Newe 
68, 7l] aproksymacja dyfuzyjna była wielokrotnie wykorzystywana w mode
lach systemów komputerowych, poczynając od modeli elementów tych systemów 
- np. opis pracy pamięci dyskowej [Adam 77, Koga 82] , badanie wykorzysts- 
nla proceeora centralnego [Gave 73a,b] , [Bade 75] - a na modelowaniu i
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optymalizacji sieci komputerowych kończąc [Koba 77bt Banh 78, Koga 80, 
Koga 80, Pu Jo 78, Taka 84, Remb 85] .

Zamiast (1.51) nożna posłużyć się dokładną zależnością wiążącą C^Ł
zs średnim czasem czekania E [wj w stanowisku 1 typu GI/G/1, por.
[Kueh 79]

Cdi ‘ Cai + 2?iCbi - 2^1(1 - P i ’ (1*59)

gdzie E[wJ jest szacowane jedną ze wspomnianych metod przybliżonych. 
Oeżeli będzie to np. aproksymacja [Kram 68] , por. [czac 79]

P ±
■ W  ~  *i r fl"-'̂ ') (cai + Si)' (1-60)

to uzyskamy [KUeh 79]

Cdi ■ Cai + P l(Cbi " Cai)‘ (1‘61)

Dalsze heuryetyczne propozycje przybliżonego obliczania drugich momen
tów strumieni zawierają [Alls 80, Save 77, Trip 79] . Wyniki symulacji 
[Lest 83] . wskazują na ograniczoną dokładność tych rachunków, opartych na 
założeniu, żs procesy wyjściowe stanowisk są nlszależnymi procesami od
nowy. Trzeba też dodać, że pominięte tu trzecie momenty rozkładów Ai(x), 
B^tx) mają również znaczny wpływ na zachowanie się stanowisk [Bere 81] . 
[Trip 79] próbuje krzyżować poszczsgólne warianty obliczeń strumieni z 
różnymi aproksymacjami atanowisk, szukając doświadczalnie kombinacji ob
ciążonej najmniejszym łącznym błędem.

1.6. Podsumowanis

Powyżej omówiono najczęściej stosowane metody obliczeniowe dotyczące 
kolejkowych modeli systsmów komputerowych. Omówione metody poświęcają 
najwięcej uwagi sieciom etanowlsk z regulaminem neturalnym, etosunkowo 
słablsj opracowane są nodele z szeregowaniem priorytetowym, Znierzające 
do urealnienia modeli odstępstwa od założsń o poissoriowskich strumie
niach zgłoszeń i wykładniczych rozkładach czasów obsługi powodują trud
ności snalltyczns i obliczeniowe, każąc odwoływać się do metod przybliżo
nych. Dokładność tych metod jest różna i z reguły może być oceniona tyl
ko doświadczalnie poprzez obliczenia dla typowych konfiguracji slscl 1 
parametrów stanowisk 1 przsz porównania rezultatów z wynikami Innych me
tod (w tym symulacji).

I
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Brak Jeszcze dostatecznego materiału, by szczegółowo wartościować ist
niejące metody przybliżone. Ocenę najbardziej metodyczną, choć niepełną i 
ograniczoną do bardzo małych zamkniętych sieci niedekomponowalnych zawie
ra ^Balb 79] , rekomendując metodę rozszerzonej formy iloczynowej w przy
padku sieci z jednym stanowiskiem o rozkładzie czasu obsługi zdecydowa
nie różnym od wykładniczego (Cb >2) oraz wariant [Mari 79] metod równo
ważnego stanowiska w przypadku większej liczby stanowisk z > 2.
Z reguły błąd metod rośnie wraz zs wzrostem wartości poszczególnych
stanowisk i jest większy przy ocenie długości kolejki i czasu czskania 
niż przy wyznaczaniu stopnia obciążania stsnowisk. Badaniem dokładności 
aproksymacji dyfuzyjnej w przypadku otwartej sieci stanowisk zajmuje się 
[Reis 74] .

Niektóre metody wymagają nie tylko dużego nakładu obliczeń, lecz także 
dużego i pracochłonnego oprogramowania. Rodzi to konieczność tworzenia 
biblioteki programów, która ma zazwyczaj, np. [Best 74, Vera 84, Saue 82], 
postać zorganizowanego pakietu zawierającego moduły obliczeniowe odpowia
dające poszczególnym metodom. Dane wejściowa - konfiguracja sieci, para
metry stanowisk, wybór metody, instrukcjs sterująca - są przedstawiane 
w specjalnie przystosowanym do tego celu Języku i analizowane przez pro
gram wypełniający wspólną dla wszystkich modułów bazę danych. Następnie 
wywoływany jest odpowiedni moduł obliczeniowy. Oprogramowanie to nie tyl
ko ułatwia praktykę modelowania, lecz stwarza sposobność do dalszych prac 
poznawczych, w tym - do oceny dokładności i zakresu stosowania mstod przy
bliżonych.

R o z d z i a ł  II

APROKSYMACJA DYFUZYJNA - POjąCIA POOSTAWOWE

Teoretycznym uzasadnieniem aproksymacji dyfuzyjnsj są twierdzenia gra
niczne dla mocno obciążonych stanowisk obsługi, stwierdzające, iż odpo
wiednio unormowane procesy N(t), U(t) są w tych stanowiskach zbieżne do 
procesu dyfuzji. Przytoczymy poniżej najważniejsze z tych twierdzeń, 
omówiwszy wczsśnisj podstswowe pojęcia z nimi związane. Ograniczymy się 
tu w zasadzie do pojedynczych stanowisk typu G/G/l.

2.1. Aprok8vmowans procesy N(t). U(t)

Przypomnijmy nisktórs wprowadzone w poprzednim rozdziale oznaczenia.
W chwilach tj, tg, t,,..., tzn. w odstępach czasu : tg-t^ a2 ■

■ t,-t_,..., nadchodzą do stanowiska obsługi kllsnci, k-ty klisnt jest
■3 c. 1

obsługiwany przez czas b^.
Odstępy Ja„, n • 1,2,...] tworzą ciąg niszalsżnych zmiennych opisa- l n J 1 2 fnych rozkładem A(x) o średniej 7̂  i wariancji podobnie |bn# n ■

■ 1,2,...} tworzą ciąg niezależnych zmiennych opisanych rozkładem B(x) o 
średniej Jj- i wariancji 6^. Ciągi |anJ i jbnj są niezależns.

N(t) Jest liczbą klientów obecnych w chwili t w stanowisku obsługi, 
jw(t )# t > o j  jest więc procesem przypadkowym przyjmującym wartości ze 
zbioru liczb całkowitych nieujemnych, zwiększającym swą wartość o 1 w mo
mentach nadejścia nowego klienta i zmniejszającym wartość o 1 w momentach
zakończania obsługi klisnta.

U(t) Jest wirtualnym czasom czskania, zdefiniowanym [Bene 63] nastę
pująco: Jsżeli l(t) Jsst liczbą klisntów przybyłych do systemu w prze
dziale [o,t ), a L(t) Jest ich łącznym czasem obsługi,

K O

1 .( 0  - 2 bi
i - l

orsz

V(t) - I(t) - t, I
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to

U(t) - V(t) - inf [v(s), 0].
0<«<t

W chwilach nadejścia klienta wartość procesu ju(t), t ź O, zwiększa się 
skokowo o czas jego obsługi - zmienną losową podlegającą rozkładowi B(x), 
poza tymi momentami wartość procesu naleje liniowo, jeżeli U(t) > O lub. 
Jeżeli U(t) • O,pozostaje zerowa do momentu najbliższego skoku. U(t) ns-

BEZCZYNNY
Rys. 2.1. Przykładowa realizacje procesów N(t) i U(t)

Fig, 2.1. Exemplary runs of stochastic processss N(t) and U(t)
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rsgulamin obsługi kolsjki Jest naturalny, klient który przychodzi do sta
nowiska w chwili t8 , będzie czekał na obsługę przsz czas u£ts_o)* 

Przykładowe przebiegi procesów N(t), U(t) przedstawia rys. 2.1.

2.2. Aproksymujęcy proces X(t)

Proces {x(t), t > O }, którym zastępuje się N(t) bądź U(t) Jest Jedno- 
wymiarowym procesem dyfuzji - zdefiniowanym na oei rzeczywistej, a więc 
przyjmującym wartości w przestrzeni stanów 36 ■ |x : -oo x <ooJ Jedno
rodnym procesem Markowe o ciągłym parametrze czasowym i ciągłych trajek
toriach.

Teoria procesów dyfuzji, znajdująca swój początek w opracowanych przez 
Einsteina i Saioluchowskiego [smol 13, 15] modelach ruchu drobin ulsga- 
jących zderzeniom, rozwinęła się w dyscyplinę matsmatyczną dzięki pracom 
m.in. Wlsnera [wien 23] , Kołmogorowa [Kołm 3l] , Levy'ego [Levy 48] i Ito 
[ito 65] .

Poniżej przytoczymy Jedynie niezbędne definicje.
Niech

F(x,ti y.Z) m p[X(t) < x|X(£) - y] , t>Z

oznacza prawdopodobieństwo przejść procesu.
Zakładamy, że F(x,t;y,?) jest dla ustalonego £ i y ciągłą funkcją 

t i że jest warunkową dystrybusntą względem x, dla ksórsj

lim F(x,t»y ,Z) - O
X-* -oo

lim F(x,tiy,t) m i .
X - + o o

Ponadto
f O x $ y

lim F(x,tjy,£) ■ lim F(x,t»y,£) » { 
t-*£ +0 'Ł->t-0 I 1 x > y

Zakładamy też, że istnieje funkcja gęstości prawdopodobieństwa

f ( x . t , y . t )  -

spełniająca warunki
y

F(x,t;y,t) - | f (z,tjy,T)dz ,
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(*•*/y,'£)dz m 1

o ©

f(x,tły,£) « | f(x,t;z,s)f(z.sjy. Ł )dz .

warunek ujmujący markowowakie własności procasu Jest wyrażony przez rów
nanie Chapmana-Kołmogorowa

(2.1 )

OO
F(x.tły, ) - j F(x,t;z,s)d2 F(z,«;y,fc). •e(S.t) .

-OO

Z równania (2.1) wynikaj« [Koła 31, Gned 62] równania różniczkowe:
- odwrotne (retrospektywne) równanie Kołmogorowa

2
- ■ 2£bulld.„ + .( f(x,t,y,r) , (2>2)8«. ł ay

- proste (prospektywne) równanie Kołnogcjorowa

2 1 IjfrL U U Ł l .  |  ^ L o c ( x . t ) f ( x . t i v . t j  _ 3 [ > ( x . t ) f ( x . t i v . t :
0x* 7x ' "  (2.3)

to ostatnie spełnione również przez F(x,t;y,Z).
Przy ich wyprowadzeniu zakłada eię, że

fi) lim i- d F(x,t+Atły.t) - lin d F(x,t;y,t-At) - O

dla S > 0, tj. że prawdopodobieństwo

P[|x(t) - x(E)l >6] przy x ( t )  - y

w czasie infinitezymalnego przedziału At Jest znikome w porównaniu z At.

(ii) Jeżeli X(t -At) • y, to średnie i wariancja zmian proceeu w na
stępującym potem przedziale czasu At są wyrażone odpowiednio przez

F
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OO
j(x-y )dxF(x,t;y,t-At)

j (x-y )2dyF(x,t ;y ,t-At ).X
•bo

Ponieważ powyższe całki mogę być rozbieżne, definiuje się obcięte momenty, 
zwane infinitezymalnę średnię i wariancję zmian X(t)

lim i- (x-y)d F(x,t;y,t-At ) *
A t - O ^  |xJy|<^

P
- H m  | (x-y)d F(x,t)tótjy,t) » fl(y,£).
At^ °  |xly| <6

lim kt \ (x-y)2dxF(x.t ;y,t-At ) =
At^ °  |x-y| <<J

» lim i_ l (x-y )2d F(x, t+At ;y ,t ) »oc(y,t). i
At^ °  |x-y| <8

Występujące w (2,2), (2.3) funkcja , <x nazywa się odpowiednio współ
czynnikiem dryftu i współczynnikiem dyfuzji.

Mil) ) ^ ^ .(.xi,tJljf(xi,tiiiyiłX|i)]
(iii) 0y ' 0x2

0 [ £)( X , t )f (X,t W , Z  )]
2x

istnieję i sę ciągłe.
Opartą na teorii półgrup ope^torów dyekusję istnienia i jednoznacz

ności rozwiązań równań Kołmogorowa zawierają [Feli 52, Hill 49, Yosi 57,,
W niniejszej pracy będziemy wykorzystywać równanie proste (2.3), nazy

wane też równaniem Fockera-Plancka, z niezależnymi od czasu funkcjami 
Jł(x), of(x).

W najprostszym przypadku stałych współczynników jb , X i gdy proces jest 
określony na całej osi liczb rzeczywistych,rozwiązanie równania

i)f (x. t ;ty) ac #f(x.t;^) p,8f(x.t;t)
8t 2 (2 .4 '
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gdzie ty oznacza warunek początkowy, f(x,0;'4’) »'1t)(x), za pomocą separacji
zmiennych lub wykorzystując transformaty Fouriera nie nastręcza trudności Niech t(t) oznacza standardowy proces Wienera, a | R(t) oznacza pro-
4 m A nrtA > n A / P 1 (0 M • . J _   i T_- J .. 'k ni ma postać (por. np. [Mand 68] )

OO
f(x.t,ty) = - ± = ,  ( e-(v-x+Ji,t)2A < « ^ y)dy.

2.3. Twierdzenia graniczne dla stanowiska G/G/l

Podane poniżej twierdzenia, wybrane spośród wielu jako bezpośrednio 
nas interesujące, zostały sformułowane przez Igleharta i Whitte'a [igle 
70, Igle 73] . Obszerną monografię tematu stanowi [Boro 80] , zwięzły prze
gląd rezultatów zawierają [whit 73] , [Lern 77] .

Przypomnijmy pojęcie słabej zbieżności miar prawdopodobieństwa i wiel
kości losowych.

Niech dane będą: przestrzeń metryczna S z borelowskimi zbiorami S 
oraz ciąg miar prawdopodobieństwa {pn» n > lj i miara prawdopodobieństwa 
P na (S,S). Ciąg |Pn< n >i| jest słabo zbieżny do P (co oznaczamy

ces ^(t) ograniczony do półoei x > 0:

$R(t) - $(t) - inf[£(u), o < u < t] . 

Oznaczmy jeszcze

jj . N(nt) - (\-fQnt ,

•P) jeżeli

lim
n—>00 Sf dp" ■ I fdp

dla wezystkich ograniczonych, ciągłych funkcji f przyjmujących wartości 
rzeczywiste w S.

Wielkość loeowa X, mierzalne odwzorowanie z przeetrzeni probabili
stycznej (ft,F,P) w S, określa miarę prawdopodobieństwa P na (S,S) 
zdefiniowaną jako

P(A) - P(x 6 A) dla A e S.

Ciąg zmiennych losowych {*„• n > 1} jest zbieżny do zmiennej loeowej X 
(co oznacza się Jeżeli Pn=^P.
Xn i X nie muszą należeć do tej samej przestrzeni probabilistycznej, 
a tylko miary Pn i P muszą należeć do tej samej przestrzeni metrycz
nej.

Proces dyfuzji z zerowym współczynnikiem dryftu nazywa eię procesem 
Wienera, a Jeśli dodatkowo ot - i - etendardowym proceeem wienera.

0 - ( P - J O .nt .

n fn

Twierdzenia 1-3 odnoszą się do stanowiska G/G/l [igle 70, 73] 

Tw. 1
Oeżell P > 1, to Nn=*^. Up=> f •

Tw. 2
Oeżell P - l .  to Nn= » ^ R, Un= ^ f R .

Tw. 3
Jeżeli P < 1. to ietnieją cŁ > 0, c2 > 0, dla których

N*(ut) - uLE[N] 

CjfiT

U*(ut) - uLe[n]

c2yiT

gdzie:

N*(ut)

u * (u t )

ut

1
ut

■]

N(s )ds,

)dx.

L oznacza liniową funkcję ct. c
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Tak więc procesy N(t) i U(t) w mocno obciążonym stanowisku G/G/l 
mogę byc aproksymowana procesem dyfuzji, swobodnym w przypadku P > 1, 
ograniczonym do x > O w przypadku P «  1, o współczynnikach

V'= K - y .  oc- + Ji3Sjj.

gd. chodzi o N(t) oraz

a* p - l, os - + 6^ ),

gdy chodzi o proces U(t).
Podobne twierdzenia udowodniono również w przypadku mocno obciążonych 

stanowisk z regulaminem priorytetowym oraz dla sieci stanowisk G/G/l, 
z których jedno jest mocno obciążone Reim 84j . Możną wówczas przeprowa
dzić redukcję wymiarowości procesów opisujących te systemy i pokazać, że 
procesem granicznym Jest jednowymiarowy proces ^(t) lub

Stanowisko, w którym P > 1 nie posiada stanu ustalonego - liczba 
klientów i zapas pracy w tym stanowisku rosną z czasem w sposób podlega
jący fluktuacjom wokół składowej liniowej - tak Jak rośnie wartość proce
su dyfuzji o dodatnim współczynniku dryftu.

Prawdopodobieństwo pustego stanowiska i zerowego czasu czekania stają 
się pomijalnie małe,

inaczej jest w przypadku stanowiska, w którym p  < 1 i które osiąga 
dla t— stan równowagi stochastycznej - a właśnie takie stanowiska są 
z reguły elementami kolejkowych modeli systemów informatycznych. N(t) i 
U(t) są tu zbieżne do niezdegenerowanych zmiennych losowych i nie wyma
gają normalizacji. Nadal istnieje, Jak wskazuje na to Tw. 3, podobieństwo 
tych procesów do procesu dyfuzji, lecz ich zastąpienie procesem dyfuzji 
o tych samych, co w przypadku P ź  1 parametrach nie jest oczywiste.
Poza tym n stanowisku słabo obciążonym pominięcie prawdopodobieństwa pu
stego eystemu jest dużym błędem - trzeba więc wprowadzić warunki granicz
na dla procesu dyfuzji dopuszczające zerową wartość procesu.

2.4. warunki brzegowe dla procesu dyfuzji

Klasyfikację i dyskusję warunków brzegowych dla równań Kołmogorowa 
przeprowadził Feller [Feli 52], poniżej przytoczymy trzy ich rodzaje, ma
jące praktyczne znaczenie w dalszym postępowaniu.

Zakładamy, że bariera znajduje się w punkcie x ■ r, a proces rozpo
czyna się w punkcie xQ > r.
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(i) bariera odbijająca :
Ponieważ proces na pewno nie przekroczy wartości x « r, więc

OO
j  f  ( x . t ■» 1, 
r

czyli
CK> OO
J f(x,t;l)5)dx - ^ dx - O,
r r

skęd warunek brzegowy dla równania (2*5)

f Sx [o£fx )f(x , t * jh(x)f(x.tjif;)j» o.

(ii) bariera pochłaniająca :
Proces kończy się po osiągnięciu wartości x * r.

Warunek brzegowy ma postać

f (r, t ;l \>) -  f (x, t ;r ) » O.

(iii) bariera z powrotami elementarnymi :
Proces po osiągnięciu wartości x = r pozostaje w tym punkcie przez 

czas o rozkładzie wykładniczym z parametrem Jl , a następnie Jest kon
tynuowany w punkcie x > r wybranym z  rozkładem prawdopodobieństwa o 
funkcji gęstości g(x). Przeskok procesu z punktu x » r do wybranego 
punktu x > r jest nazywany powrotem elementarnym.

Równania dyfuzji mają postać

d.f „ a2[oc(x)f^x,t^)] _ a[,&(x)f(xrtja l  + p (t$, g (x ),
0t 2x2 0 x r

- ,̂rPr(t ), 

gdzie

P r  ( t ) - P [x  ( t  ) - r ]  .

dpf(t)
Ut lim

*-r
*>l - j>>(x)f
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Ostatnie równanie przedstawia bilans masy prawdopodobieństw dla x = r 
Zakłada się ponadto, że poza momentami powrotów elementarnych bariera za 
chowuje się tak samo Jak bariera pochłaniająca:

lira f^.tjty) » O. 
x— r R o z d z i a ł  III

APROKSYMACJA DYFUZYJNA LICZBY KLIENTÓW 
W POJEDYNCZYM STANOWISKU OBSŁUGI

Rozdział ten jest poświęcony aproksymacji dyfuzyjnej procesu N(t) 
w stanowisku obsługi typu G/G/l/N i G/G/l - a więc odpowiednio w stano
wisku z ograniczoną i nieograniczoną kolejką. Ponieważ aproksymacja dyfu
zyjna stanów ustalonych dla tych stanowisk Jest znana [Gele 75] , skoncen
trujemy się na opisie stanów nieustalonych i metodzie rozwiązywania rów
nań dyfuzji, która także w następnych rozdziałach posłuży do analizy eta
nów przejściowych stanowiska.

Analityczne modele systemów obsługi w stanie nieustalonym ąą ograniczo
ne do przypadków, w których ewolucję systemu można opisać procssem uro
dzin i śmierci . i w których znane Jest analityczne rozwiązanie odpowiada
jących temu procesowi równań Chapmana-Kołmogorowa. Niech p(n,t*i) oznacza 
prawdopodobieństwo, że w chwili t znajduje się w systemie obsługi n 
klientów, pod warunkiem, że w chwili początkowej było ich i. Jeżeli czae 
obeługi ma rozkład wykładniczy z parametrem , a klienci nadchodzą w od
stępach czasu o rozkładzie wykładniczym z parametrem X  i są obsługiwani 
według kolejności zgłoszenia, tj. jeżeli mamy do czynienia z systemem ty
pu M/M/l, to równania wiążące prawdopodobieństwa stanu systemu mają po
stać

^  p(O.tji) - -A.p(0,tłi) +jip(l,t;i).

p(n,t;l)- - (A,+Ji)p(n,t;l) + A.p(n-l,t ;i) + £ip(n*l ,t ji ), (3>1)
n * 1 ,2 ,... .

Rozwiązaniem tego nieekończonego układu równań zajmowało się kilku auto
rów [Bali 54, Cham 56, Clar 53, Cono 58, Leds 54] stosując różnorakie me
tody. Wspólny ich wynik, ujęty w najprostszej formie, to

n-i n-1-1
+ 9  2 W i (at> ♦p(n.tii) - .-<&♦*■>*

00 - k 1 
+ (l-P)Pn 2  ] P  2 Ik(at) J , (3.2)

k=n+l+2
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gdzie:

P  -  M * .

funkcja

Ik (x)

Jest zmodyfikowaną funkcję Bessela pierwszego rodzaju.
Rozszerzenie modelu M/M/l na przypadki:

- u (n ) a n̂ u, (stanowisko obsługi z nieskończoną liczbą równoległych kana
łów).

- Ji(n) ■ n̂ t dla n < c, Jx(n) « Cfx dla n ^ c (stanowisko zawierające c 
równoległych kanałów obsługi)

zawiera praca [Seat 6l] ; w [Mors 58] podano rozwiązanie układu (3.1) w 
przypadku j\,(n) » A  dla n < N, X(n) ■ O dla n > N (Jednokanałowe sta
nowisko obsługi z ograniczoną kolejką - stanowisko typu M/M/l/N).

Nawet w tych nielicznych najprostszych przypadkach, w których rozwią
zanie dokładne istnieje, ma ono postać dość złożoną i niewygodną w prak
tycznym wykorzystaniu; wynik (3.2) wymaga obliczania nierkończonego sze
regu funkcji, z których każda sama Jest nieskończonym szeregiem. Olatego 
też liczne są próby zastępowania wzoru (3.2) wynikiem przybliżonym, lecz 
wymagającym mniej złożonych obliczeń. Kotiah [Koti 78] zastępuje trans
formatę Laplace*a funkcji tworzącej prawdopodobieństwa p(n,t;i) wyraże
niami, które są funkcjami wymiernymi i których oryginał ma postać prost
szą od (3.2). Rider [Ride 76] pokazuje, że dynamika zmian wartości długo
ści kolejki w stanowisku M/M/l może być w przybliżaniu opisana nielinio
wym równaniem różniczkowym pierwszego rzędu. Stern [ster 79] zastępuje 
(3.2) rozwiązaniem dla systsmu M/M/l/N z odpowiednio dużym N. Oones i in. 
[jone 8O] proponują uproszczenie obliczeń w (3.2) przez zastąpienie sze
regów funkcji Be3sela inną, łatwiejszą do obliczenia funkcją.

3.1. Aproksymacja dyfuzyjna stanowiska G/G/^/N i G/G/l - 
stan ustalony

Proces N(t) w stanowisku G/G/l/N będziemy aproksymować procesem 
dyfuzji X(t) z dwiema barierami umieszczonymi w x « O i x » N.

W przedziale xf(0,N) X(t) Jest procesem dyfuzji o współczynnikach

a - 2

00 ,x k+2m(? )
-*-1 m I (k+m ) I' -k “ *k
m*0

■

Po osiągnięciu punktu x » O proces pozostaje w tym punkcie przez czas, 
który jest zmienną losową o funkcji gęstości lQ(t); bezpośrednio po tym 
proces rozpoczyna się w punkcie x ■ 1; podobnie, gdy proces znajdzie się 
w punkcie x ■ N. pozostaje w nim przez czas określony funkcją gęstości 
prawdopodobieństwa lN (t), e następnie rozpoczyna się w punkcie x » N-l. 

Jeżeli l0(t) i l^(t) mają postać wykładniczą, lQ(t) » e ,
-\tlN(t) • *o proces X(t) nożna opieać równaniami [Feli 54, Bhar

60]

3f(x.ti») oc 32f(x.t;‘») Qf(x.t;ty)
?  P T “  - i x

* % 0Pa(t )&(*-!) + X NPN(t)ćI(x-N+l),

-{fi—  ■ [- p ( x . t , t ) ' * | % l łil] - V o (t)* (3*3)

gdzie f(x,t;ty) jest warunkową gęstością prawdopodobieństwa procesu:

f (x,t {ty) ■ p [x < X(t) 4 x + dx| f (x,0;ty) » ty(x)] .

p (t), PN( 0  określają prawdopodobieństwo, że w chwili t proces znaj
duj* się odpowiednio w punkcie x « O lub x » N; 6’(x) jest funkcją delta 
Oireca.

Typ rozkładów lQ(t), lN(t) nie na wpływu na rozwiązanie równań (3.3) 
w stanie ustalonym, które zależy tylko od wartości średnich tych rozkła
dów [Gele 80] . Metoda określania f(x,t;ty), którą przedetawlmy w podroz
dziale 3.3, obowiązuje dla dowolnych rozkładów l0(t), 1N(0.

W stanie ustalonym, gdy f(x), pQ, pN nie są funkcjami czasu, rozwią
zania układu równeń ma poetać [Gele 75]
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f(x) - {

V o  .ZX

■~r
(•"* - 1 )e‘

V n j-.z(x-N) _ Ł] dla N-1

z » 2j5>/oC.

(1 - e " )  dla O < x C 1

dla 1 < x < N - 1

< x < N,

(3.4)



Po uwzględnianiu warunku normalizacyjnego i warunku ciągłości funkcji 
f(x) otrzymujemy
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p0 - lim p (t) »
t-*oo w 2'"-11 ♦ r^-jr

z(N-l)

[ l  -  ez ( N -1 ) ] }
-1

PN - lim pN(t) = ppoe
t-»Oo

Do modelowania procesu N(t) w stanowisku G/G/l z nieograniczoną kolej
ką potrzebna jest tylko Jedna bariera, umieszczona w x ■ O, z której po
wraca proces do x • li rozwiązania (3.4) przyjmuje wówczas postać

f(x)

P ® Ko

OCL
<̂°

Vo
, ![ T

V

(1 - ezx) dla 0 < x< 1 ,
(3.5)

(«' i )e dla x » 1,

Jeżeli przyjąć » A., tzn. że średni okres pobytu w barierze Jest rów
ny średniemu odstępowi czasu między nadchodzącymi klientami,, to

P0 - 1 - 9.

co jest wynikiem dokładnym.

3.2. Czas pierwszego przejścia w procesie dyfuzji 
i okres czynny stanowiska G/G/l

Rozważmy proces dyfuzji z barierą pochłaniającą w x ■ 0. Proces X(t) 
rozpoczęty w x0 > 0 kończy się w momencie osiągnięcia wartości zerowej. 
Czas, po którym to nastąpi nazywamy czaeem pierwszego przejścia z punktu 
xQ do punktu x ■ 0. Rozwiązanie f(x,t*1>) równania dyfuzji z warunkami 
brzegowymi

f(0,t,ty) » O

i

lim f(x,t jty) - O
X-*oo

- 53 -

uzyskane po sprowadzeniu tego równania do postaci kanonicznej i zastoso
waniu metody odbicia, por. [cox 65] , ma postać

T +(x)
f(x.t,H>) - ]

V 2*ott

dla t » O
co

j f x - D - f e *  J
( x - t ) 2 _ ( X ^ ) 2
2o£ t „ 0  2act

dla t > 0 .

ty (| )d|

(3.6)

Okres czynny stanowiska obsługi to czas, przez który to stanowisko 
pracuje nieprzerwanie. Rozpoczyna eię on nadejściem pierwszego po okresis 
bezczynnym klienta 1 trwa dopóki N(t) f 0 (por. rys. 2.1). Osżsli pro
ces dyfuzji aproksymuje proces N(t) w G/G/l, to czas przejścia z punktu 
x » 1 do x > O odpowiada czasowi trwania okrssu czynnego stanowiska. 
Wykorzystując rezwiązanie

f (x,t;l)
S(x-1)

-l)2 _ (x+l)2
2oct

V2»oct

dla t • O

dla t > O 

(3.7)

obliczamy przybliżoną gęstość tfd(t) i dystrybuantę T d(t) czasu trwa
nia okresu czynnego [czac 8l] i

tfd(t) - lim^ [- jbf(x,t,l) + f  |  lim^ -x— O

- W
izx<xt3

(3.8)

(3.9) 

gdzie

m m  i 8 dx*-o-o

Gęstość tfd(t) wyraża strumień masy prawdopodobiaństwa, która wpływa z 
półosi x > O do bariery pochłaniającej.

r d (t) -J tfd(t)dt- 1 - + e"



Transformata Laplace'a ^(t)

_ p+{p2+2cf.a
? „ ( • )  “  0 

pozwala łatwo obliczyć momenty

E [*d]
d-ard (s )

“ % ( • )
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ds 8*0

- o " T *

OC . 1

F W (3.10)

oraz wariancję

Id F
Wyniki (3.8), (3.9) maj« prostszą postać i, jak się za chwilę okaże, 

sę dokładniejsze niż zaproponowana wcześniej przez Heymana [Hsym 74] apro
ksymacja 'jj(t), która wykorzystuje proces dyfuzji, odnoszący się nie do 
N(t), lecz do procesu U(t). W początkowy« momencie okresu czynnego za
pas pracy to czas obsługi pierwszego klienta, a okrea czynny to w przy
bliżeniu czas przejścia dla opiaującego U(t) proceau dyfuzji z punktu x 
określonego rozkładen czasu obsługi B(x) do punktu x Gęstość czasu
pierwszego przejścia do zsra ma wóncza8 postać zależną od gęetości b(x) 
[Heym 74]

w * ) i25foct'
(x+e>t) 

źoCt b(x )dx (3.11)

i w przypadku np. wykładniCLago rozkładu obaługl, b(x) ■ ̂ e“^*, (3.11) 
przybiera poatać [Heym 74]

lfH(t) “ J expj-^x + t(ft,-̂ U) 2/4At ♦ ̂ ixjdx ■

- |(3p - l^exp [(2p - l)^t] Erfc [(3p - 1) I(f/p],
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gdzie
2

Erfc(x) « 7=r- \ e”u du Jeat dopełniającą funkcją błędu.
)-x J 
' x

współczynniki jS . ot w (3.11) mają oczywiście cartość określoną dla apro
ksymacji dyfuzyjnej U(t).

powróćmy teraz do procesu dyfuzji aproksymującsgo N(t) 1 obliczmy 
jeszcze jeden rozkład charaktery8tyczny dla okrasu czynnego w G/G/l.

Rozkład maksymalna-! długości kolelki w okreeie czynnym 
Prawdopodobieństwu, że liczba klientów obecnych Jednocześnie w stano

wisku obsługi w czasie okresu czynnego nie 08iągnia nigdy wartości m 
odpowiada prawdopodobieńatwo, że procea dyfuzji między punktem startowym 
x ■ 1 a ekranem pochłaniającym nie dojdzie do punktu o współrzędnej
x ■ ».

Zapiszmy

t
tfd(t) - g(t.xm ) ♦ j  k(t,xB )^(t-«)d«. (3.12)

0

gdzia <
g(t,xm ) - gęstość prawdopodobieństwa, że proces zakończy się w chwilit 

nie przechodząc przez punkt xm > xQ, 
k(£,xm ) - gęstość prawdopodobieńatwa, że cząatka w chwili 1 < t znaj

duje się po raz pierwszy w punkcie x^,
(t- 1 ) - gęstość prawdopodobieńatwa, że dokładnie w czaeie t -t 

proces przsjdzie z punktu x^ do początku układu.

Zgodnie z (3.8)

tf„(t-«) - a“ 2oClt’lfJ . (3.13)
V2»ot(t-«)3

Szukamy dystrybuanty Hd(*n ) określającej prawdopodobieńatwo, że proces 
nls osiągnie wartości xm,

OO

’ I 9(t,x )dt - lim g(a,x ) - 
“  ™ J "  e-*0

- lim [?(s) - k(«.xm )fn(s)] - i - lim k(s.xn ).
8—>0 S->U
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Funkcję k(t,xm ) wyznaczymy po rozwiązaniu równania dyfuzji z 
kani brzegowymi w postaci dwóch barier pochłaniających. Jednej w j
drugiej w x ■ xn i z warunkiem początkowym xQ • 1. Rozwiązanie 
stać (por. [cox 65] )

. . . . . .  *> -  &  P H * -
1 n»-oę> |

x " (x-l - XI -
- £ ------2<Xt”

gdzie

xn - 2 n xm ^ n ■ 0. ♦ 1. ♦, 2....
X

Gęstość k(t,xm ) j8st równa masie prawdopodobieństwa wypływającej z 
działu (°*xn ) do bariery umieszczonej w punkcie x * x_:

k t̂ ' xm) ”  “ x-»xm
[- jbf(x,t;l) ♦ f  f(x.t,l)J -

k(s.xn ) - - | u ^  ^ f U . a n , .

czyli

X-*Xm

x *x a--0 Hm
Hd(xm ) * 1 + y lim lim f(x,sjl).

X—*x cx s-»0 m

Uwzględniając w (3.12) postać transformaty Laplace'a f(x,tjl)

warun- 
i »  0, 
ma po-

(3.14)

prze-

.15)

- •«» [- (3.16)
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otrzymujemy

Hd(xm ) ■ - . xm > 1 (3.17)
1 -  a “* n

dystrybuantę przybliżonego rozkładu maksymalnej długości kolejki w okre
sie czynnym stanowiska G/G/l.

Porównajmy ten wynik z rezultatem dokładnym, znanym w przypadku sta
nowiska M/iyi [Cohe 69] . Prawdopodobieństwo, że w czasie całego okresu 

. czynnego liczba klientów n obecnych Jednocześnie w stanowisku będzie 
mniejsza od nm wynosi

nm-l
H(nm ) . p[n< n j  - 1 ■~ P n , nm - 2,3,... (3.18)

1 - p  m

Wyniki numeryczne
Sprawdźmy na przykładach obliczeniowych dokładność powyższych aproksy

macji, wykorzystujących proces dyfuzji z barierką pochłaniającą.
W przypadku polssonowskiego strumienia wejściowego, tj. dla stanowiska 

M/G/l, znane jest (np. [Klei 75] ) równanie określające w sposób uwikłany 
transformatę gęstości czasu trwania okresu czynnego #(s)

f(s) - b|?L[l - tf(s)] ♦ ej, (3.19)

z którego obliczamy

E hfl ■ Y - - ' ‘

*[f] -  . " [b|2].3 • <3*20>(i - p)

Obliczone wcześniej (3.10) wartości e{^d] . e [tfd], podobnie zresztą jak 
wartości E[tfH], E eą dla stanowiska M/G/l dokładne.

Dla wykładniczego b(x) znana jest w sposób jawny czasowa postać #(t):

tf(t) - I (2tup),
tip



gdzie

k-0

Jest zmodyfikowaną funkcją Boesela pierwszego rządu, pierwszego rodzaju.
Rye. 3,1 przedstawia funkcję dokładną tf(t) oraz przybliżone gęstości 

d (* ), rozkładu okresu czynnego w stanowisku H/M/l.

Rys. 3.1. tfd (t), ■JfH(t) w stanowisku M/M/l, p- 0,95, ■ i
Fig. 3.1. #(t), tfd(t), jfH (t) in a service station M/M/lf p -  0,95, i

Tabela 3.1 zawiera wartości dokładne dyotrybuanty T(t) oraz wartości błędów
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Jaj aproksymacji dla średnio 1 mocno obciążonego stanowiska M/M/l. Obli
czona tu wartości r H(t) nia pokrywają się z wartościami podanymi w 
[Heym 74] - są dokładniejsza. W tabeli 3.II zestawiono wartości dokładna 
i przybliżone rozkładu maksymalnej długości, jaką kolejka stanowiaka 
M/fyi osiąga w czasie okrssu czynnego.

Dla badanych przypadków widoczna jeat przewaga aprokeymacji # d(t),
r d(t) nad tfH (t), rH (t) i stosunkowo duża - z wyjątkiem małych wartości 
t - ich dokładność.

Tabela 3.II

Dokładny i przybliżony rozkład makaymalnej długości kolejki 
w stanowisku M/M/l

3.3. Stan nieustalony 1 dynamika etanowiak G/S/l/N 1 G/G/l

Znamy Już rozwiązania (3.6). (3.11) równania dyfuzji z jedną i dwiema 
barierami pochłaniającymi, wykorzyatamy obecnie te rozwiązania do opi9U 
dyfuzji z procesami powrotów elementarnych. Ola uniknięcia niejednoznacz
ności procea dyfuzji z barierami (barierą) pochłaniającymi będziemy nazy
wać proceaem Xp(t), "pojedynczym", w odróżnieniu od procesu X(t) z po
wrotami elementarnymi, który będziemy rozpatrywać jako superpozycję pro
cesów pojedynczych. Funkcje gęstości procesów Xp(t) i X(t) będziemy 
oznaczać odpowiednio przez 'P(t) i f(t). 

Stanowisko G/G/l/N

W przypadku dwóch barier pochłaniających
Xp(t) rozpoczętego w V y ° )

W X m o i
rozwiązanie

x m N dla pro-

f(x,tłx )
£(x-x ) dla t - O

П* —00

r P x n ( x “ x o_ x ń " ^ t  ) 2 1 
exPL oć--------------- Z ó ć t J

x - 2nN , n * *

P - ).50 p.  0.95
n H(n) Hd(n) H(n) Hd(n>
2 0,66667 0,66076 0,-512821 0,512818
3 0,85714 0,85166 0.683611 0,683607
4 0,93333 0,92923 0,768894 0,768890
5 0,96774 0,96494 0,819974 0,819970
6 0,98413 0,98231 0,853953 0,853949
7 0,99212 0,99100 0,878160 0,878156
ś 0,99607 0,99540 0,896260 0.896255
9 0,99804 0,99764 0,910288 0,910254

10 0,99902 0,99879 0,921467 0,921463

dla t > O
x''» 2(N - xj - x' / n o n

określa dla przedziału (0,N) rozkład jednostkowej masy prawdopodobieństwo, 
która umiaszczona początkowo w całości w punkcie xQ , rozprzestrzenia się 
w przedziale (0,N) oraz zaczyna gromadzić się w barierach, by w końcu 
dla t— >oo znaleźć się w nich całkowicie. Strumień masy prawdopodobień
stwa przepływający w chwili t z przedziału (0,N) do dolnsj bariery to

4 , , 0 ( t )  “  " x i " o  [ - ^ (X>t,Xo } + f  £ ^ x ' t , x o>] ■ - 1 lim,
f(x,tłXQ ) 
 ---

(3.22)

podobnie strumień masy prawdopodobieństwa przepływający w chwili t z 
przedziału (0,N) do górnej bariery ma wartość

0<f(x,t ;x0 ) (3.23)

Jeżeli przyjmiemy warunek początkowy w postaci ciągłego rozkładu Ф(х), 
O < x < N, to

N-
f(x.t,ty(x)) - J f(x.t,|)ty(pd^. 

0+

(3.24)

a strumienie prawdopodobieństwa ?)$ Q(t), tfoj, N(t) mają postać analogicz
ną do (3.22), (3.23).

Powróćmy do procesu x(t) z powrotami elementarnymi i załóżmy, że 
w chwili początkowej masa prawdopodobieństwa jsst częściowo rozmleezczona 
w przedziale (0,N) zgodnie z rozkładem ty(x), a część Jej znajduje się 
w ekranach, tak że

N-
P0(°) + J i|>(x)dx ♦ PN(0 ) «  1.

I
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Proces X(t) można wyrazić poprzez euperpozycję procesów *p(t):
- procesu rozpoczętego w chwili t ■ O z warunkiem początkowym 1i’(x),
- procesów rozpoczętych w dowolnej chwili 2 , 0 < t < t, w punktach x = 1

i x ■ N - 1.

Gęstość prawdopodobieństwa f(x,t;^) procesu X(t) to

f(x,t»ty) « f(x,t;i(5) ♦ | gx(t )f(x.t-Łłl)d'i: + j gN_1('fc)f(x,t-Ł ;N-l)dt

(3.25)

Gęstości prawdopodobieństwa g1( S ) ,  flN_!(^) rozpoczęcia procesów Xp(t) 
w punktach x » 1 i X « N-l w chwili Z , czyli strumienie masy prawdo
podobieństwa wypływające z ekranów i pojawiające się na oei w punktach 
x = i i x o N-l, są określone przez równania

t .
9l(t) - | ^(t)l0 (?-t)dt.

o

(3.26)' r*
t

| y t ) l N («-t)dt.

tf0(t), ^ N(t) ” całkowite strumienie mas prawdopodobieństwa wpływające 
w chwili t do ekranów - można wyrazić jako

t
*0< O  " P0(Q)Ć(t) + f ^i.o(t_s)d? +

0

t
+ | ^N-1^)^N-il0( ) d t ,

t
<N (*) ■ PN(o)«t) + tf.$#N( 0  + | g1(?)«1>N(t-<:)d« ♦

o

t

♦ 5 BN-irŁ^N-l,N(t-"t)dt*
0

(3.27)

Postać równań (3.26), (3.27) upraszcza się nieco, gdy poddamy je transfor
macji Laplace'a

{^(s) - tf0(s)I0 (s), g ^ f " )  ■ ?n (8)1n (b ), (3.28)

?„(•) “ Po(0> + H , o (s) + 91(e)51>0(s) + 9N.1(8)fN.1(0(8 )'
(3.29)

“ PN(°) + + N(a) + SN-1(8)^N-1,N(8)*

gdzie

f(s) - | e"3tf(t )dt.
0

Powyższe zależności można zobrazować konstruując graf przedstawiony 
na rys. 3.2 i porównując rozchodzenie się strumieni maa prawdopodobień
stwa w układzie złożonym z przedziału (0,N) oraz dwóch barier do rozcho
dzenia się eygnału w przedstawionym grafie.

Określmy funkcje przejścia gałęzi tego grafu.
Rozkłady 1Q(0» ^ ( O  reprezentująca czas trwania okresów bezczynno

ści i okresów, w których kolejka jest;zapełniona, nie są znane w modelu 
analitycznym stanowiaka G/G/l/N. Przyjmiemy, że są one równe odpowiednio 
rozkładowi czasów między zgłoszeniami i rozkładowi czasów obsługi, pamię
tając że jest to przybliżenie. Oest więc ^0(s) ■ a(a), 1^(8) = b(s). 
Podkreślmy, że. lQ(t), lN(t) 8ą rozkładami dowolnymi, a nie wykładniczy
mi.

Zgodnie z (3.23)

ij.k(-) ■ ( - D 1 | lim IZtefiUl. k - 0,N,
J = 1> N-

gdzie

i -
1 dla k - 0 
0 dla k ■ N

- exp

exp t; ( x - l )  f r x - j - x 1
< f ( x . s , j )  -   j j j j j   2 Z  • exp [--------    A(s)J ♦

ia-oo

L s r ^ A(8)J (3.30)

A(a) a yjh2 + 2oes; xj, x£ są zdefiniowane jak w równaniu (3.21).
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Można więc obliczyć (^(s) i 9n_j.(s )!
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n (e )
Sl, . , . | Po, o , . .[Pn (o ) . h .„h , •

1o(e 1 1 _ V 8 >*1.N<9 > V s)*N-1.0(a>
i-io (8)J1>0(s ) 1-iN(8 ) n-i ,n 8̂ ^

/ (3.31)

*1 N(6 )1 N(s )
9N_ , ( s )  -  91(® ) - *7  -  -N-----—

i_1n n-i ,n

i transformatę gęstości prawdopodobieństwa procesu X(t)

f(x,s) « f(x,s jTt>) + <^(8 )f(x,s;l) + gN_1(s)?(x,s;N-l). (3.32)

Prawdopodobieństwo, że proces w chwili t ma wartość x = 0, czyli przy
bliżone prawdopodobieństwo pustego systemu obsługi w chwili t, to

P 0 ( t )  “  j  « o ( t ) d t

lub

po ( s )  “ B V s ) * (3.33)

Stanowisko G/G/l
N(t ) Jest aproksymowany procesem dyfuzji z Jedną barierę, umieszczoną 

w x o 0» w punkcie x = 0 proces zatrzymuje się przez czas zdefiniowany 
rozkładem lQ(t) 1 przeskakuje następnie do x « 1. Proces xp(t) rozpo
czyna się w dowolnym xQ > 0 i kończy po osiągnięciu zera. Gęstość tego 
procesu jest rozwiązaniem równania dyfuzji z Jedną barierą pochłaniającą 
W x » 0 i ma postać (3.6) przy warunku początkowym f(x,0»^(x)) » $(x), 
x > 0 lub (3.7) przy warunku początkowym f(x,0;xQ ) » S(x-l). W tym 
ostatnim przypadku strumień masy prawdopodobieństwa wpadający do ekranu 
w x • 0 Jest określony przez (3.8)

(ftt+D*
/ \ 1 1 2oCti. 0(t) - - = = ;  o 

' V 23foct
(3.34)
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Transformaty Laplace*« funkcji f(x.t,l), *1>0(t) maję znaną postać

- exp [- J2^ L a (s )]| . (3.35)

*li0(.) “ e x p | - ^  + A(e)]/oe| . (3.36)

Równania (3.25)-(3.27) przybieraję w przypadku stanowiska G/G/l postać

t
f  (x.tji(>) -  flx.trt) * I  g1 (? )f ( x , t - I , l ) d Ł  , (3 . 37)

O

t

9l U )  "  | *o ( t ) 1 o r t - t )d t  '  (3 ,3 8 )

t
f0( O  - Po<0)«t) + T̂t.,o(t) + | »i(i)^li0(t-t)de , (3.39)

a równania (3.32), (3.28), (3.29) przechodzę w

f(x,8 ) » ?(x,sjli)) + g^ (s )*P(x ,3 ;1 ) , (3.40)

S i O  -.S0C ) i 0 (*)/ (3.4i)

*0<.) - P0(°) ♦#Tj>ło(8) * 91(«)^1>0(«) • (3.42)

Przyjmujemy jak poprzednio l0(s) ■ a(s) i obliczamy

i,(.) - [p„<0> )• <3-45’

co uwzględnione w (3.40) daje rozwiązanie - funkcję gęstości prawdopodo
bieństwa procesu X (t ) w formie transformaty Laplace'a. W przypadku wy
kładniczego rozkładu lQ(x) rozwiązanie f(x,s;x0 ), również w formie 
transformaty Laplace'a, można otrzymać bez uciekania się do powyższego 
rachunku mas prawdopodobieństwa [Duda 84] . Obecność w jawnej postaci roz
kładu l0(x) we wzorze (3.43) etwarza możliwość badania wpływu rozkładu
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/

czasu pobytu w barierze, a więc rozkładu trwania okresu bezczynnego sta
nowiska, na dynamikę zmian długości kolejki .

Aproksymację dyfuzyjną stanów nieustalonych procesu N(t) można roz
patrywać w sposób prostszy za pomocą równania dyfuzji z warunkiem brzego
wym w postaci bariery odbijejęcej w punkcie x » O [Koba 74b]. Gęstość pro
cesu dyfuzji ma w tym przypadku postać

2£>x
f ( x , t * x 0 ) »  ^  | £ ( ( x - x 0-j>)t)/|fjbt) -  o “  $ ( - ( x + x D+j’>t )/Yoct ) j  , 

z2
gdzie 0(x) - j dz .

Dokładność tej aproksymacji możną zwiększyć przesuwając barierę z x ■ O
do x -  -Cj, (dla Cb ś i) [Fili 83, Fili -] .

Poniżej rozpatrzymy dokładniej, wraz z wynikami numerycznymi, dwa 
szczególne przypadki rozwiązania (3.40) - przypadek ładowania i rozłado
wania kolejki.

Ł a d o w a n i e  s t a n o w i s k a  G/G/l
Do pustego stanowiska obsługi zaczynają nadchodzić klienci. Rozkład 

długości kolejki zmienia się w funkcji czasu, dążąc przy t — *o*> do stau 
ustalonego, o ile ten istnieje. W chwili t ■ 0 stanowisko jest puste«
jest więc p (0) * 1 oraz ii>(x) ■ 0 dla x>0,

f(x,s/0) -    ŁisJ--------  °xp("^ (x-ljl jexp j- — —  A(s)i +
[1 - *1<0(s)a(8)]A(s) LSf 1

[- l**11 A(s)] j dla x > 0 (3.44)- exp

oraz

P0 ( . )  m £  L1 *  ■ 9 i  ( *  )J . (3 .4 5 )

wartość średnia procesu X(t) w chwili t, czyli przybliżona liczba 
klientów w systemie w chwili t, to

©*>

E[x(t)] » | xf(x,t;0)dx 
0
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lub po transformacji

r- -i T  - 8 (8 )1e[x(s)] - j xf (x,s <0 )dx - X p 0(s) --- 1 , . ^,iP--- . (3.46)

Gdy czas dąży do nieskończoności, rozwiązania (3.44)-(3.46) dążą do zna
nych rozwiązań stanu ustalonego [Gala 75] ;

f(x) ■ lim f(x,t) » lim sf(x,s)
t—>oo 8 — *0

f  PBX
- e2x) dla 0 < x « 1

(3.47)

(e"s - 1)6**, dla x ^ 1, /_-Z _ , ,_ZX
1=7
z » 2p>/ae 

E [i J
p„ ■ lim p„(t) « lin ep„(s) « ■ ■--------
P° t ^ P° .->0 P° E[lj + E [ ^ i0]

1 - P (3.48)

P c ♦ c.
E[x]- lim E [X (t )] - lim a E [*(•)] - §f>(l ♦ — 2— -Ł). (3.49)

t-+oo 8—*0

Niestety, analityczne znalezienia oryginałów transformat PQ(s), f(x,ej 
0), e[x(s)] wydaje się niemożliwe. W zamieszczonych poniżej przykładach 
poszukiwano ich numerycznie posługując się algorytmem [steh 79] . Rys. 3.3 
przedstawia przykłsdowe wyniki tsj numerycznej inwersji, a w tabeli 3.1X1 
zestawiono wartości PQ(t), f(l.t;0) dla i ■ 1,2,3 oraz E [x ( t ) ]  ze zna
nymi w tym przypadku dokładnymi wartościami p(i,t) i E [n(t )] - przykład 
dotyczy bowiem stanowiska M/IV1.
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Rys. 3.3. Przykładowe rozwiązania równania dyfuzji podczas ładowania sta
nowiska; X “ i, ^ " 2 ,  Cfl » Cjj ■ 1 

Fig. 3.3. An exemplary solution of the diffision aquation - transient sta- 
tes during charging a previously empty service station; X m i, U ■ 2,

S> - cb - 1
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Tabela 3.IIla
Porównanie wyników dokładnych (A) i przybliżonych (B) nieustalonych w 1 ‘

t Matoda
.2 5 X«l. 

P(l.t)
M » 4 

P(2.t) P(3.t) E[N(t )]P0(t) f (l.t) f(2.t) f(3.t) E[X(t)J
0.1 A .921 .076 .004 .001 .082B • 914 »097 .005 .000 .0820.2 A .871 . .118 .010 .001 .141s B »864 »122 .015 .001 .1370.3 A ,838 0143 .017 .001 .1828 . 834 »148 .022 .002 .1780.4 A .816 .158 .023 .003 .213B .823 .157 .030 .004 .208O • Ul A .801 .168 .028 .004 .236B ■ 800 .162 .035 .006 .229o•H A .767 .183 .040 .008 .295B . 768 .175 .045 .011 .2892.0 A .753 .187 .046 .011 .325B .754 .179 .052 .014 .3225.0 A .750 .187 .047 .012 .333B .750 .175 .053 .016 .33310.0 A

B
.750
.750

.187

.175
.047
.053

.014

.016
.333
.33315.0 A .750 .187 .047 .016 .333B .750 .175 .053 .016 .333

Tabela 3.IIIb

Metoda P(o,t)
Poi*)

£_■ 0.50 Ą .  i. g

(ł:?i ii: :  i p(3,t)
f(3,t)

E[N(t)]
E[X(t)]

0.1 A
B

0.2 A
B

0.3 A
B

0.4 A
B

0.5 A
B

1.0 A
B

2.0 A
8

5.0 A
B

10.0 A
B

15.0 A
B

.913

.907

.848

.838

.797

.789

.756

.749

.726

.719

.634

.632

.565

.566

.516

.517

.503

.504

.501

.502

.083

.121

.138

.159

.177

.196

.203

.219

.221

.228

.257

.255

.263

.256

.255

.248

.251

.249

.250

.246

.004

.004

.013

.016

.024

.030

.035

.041

.045

.052

.082

.088

.111

.113

.124

.124

.125

.125

.125

.125

.000

.000

.001

.000

.002

.002

.004

.004

.007

.008

.021

.024

.042

.045

.058

.060

.062

.064

.062

.064

.091

.090

.167

.165

.231

.228

.286

.282

.335

.329

.501

.497

.694

.685

.896

.889

.975

.972

.993

.992
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Tabela 3.IIIC

-TCTT

o.i

0.2

0.3

0.4

0.5

1.0

2.0

5.0

10.0

15.0

Metoda

A
B
A
B
A
B
A
B
A
B
A
B
A
B
A
B
A
B
A
B

( 0 . 0
? 8 : J i

P(3,t)
f(3,t)

E [ N (t ). 
E[N(t)

.911 .085 .004 .000 .094

.906 .135 .002 .000 .094

.839 .146 .014 .001 .177

.829 .185 .015 .000 .176

.781 .190 .026 .003 .251

.769 .217 ,932 .001 .249

.733 .222 .040 .005 .319

.721 .247 .047 .004 .315

.693 .245 .053 .008 .381

.686 .261 .064 .008 .376

.565 .290 .107 .030 .628

.560 .294 .117 .033 .619

.454 .288 .153 .068 .962
• 454 .285 .156 .072 .954

.351 .250 .168 .105 1.525

.351 .248 .167 .106 1.516

.302 .222 .160 .112 2.003

.302 .221 .159 .112 1.998

.282 .210 .154 .111 2.275

.283 .208 .153 .111 2.268

Rozładowanie stanowiska G/G/l
Stacjonarny dla t < 0  strumień wejściowy klientów urywa się w chwili 

t ■ 0. Proce* N(t) nożna aprokaynować dyfuzją z barierą pochłaniającą 
w x • O. Ponieważ w tya czasie A. ■ O, współczynniki ft , oc równania dyfu
zji przyjnują wartość - - jx , <*r ■ Rozwiązanie f(x,t»4>) Jeet
określone przez (3.6), a Jeżeli przyjnieny. Ze w chwili t•« O panował 
w stanowisku stan ustalony, tzn. że (x) » f(x), gdzie f(x) na postać 
(3.47), to wykonanie obliczeń w (3.6) prowadzi do
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-x-z2t 1+X-Z t x-z„t
- <p (- ■ —  ) ♦ 0 (---- x-z,t r ,

, , ) - i> (7 = ^ )  - [e-z - 1

i -$(
1+X-Z_t -i

- 7 = H + exp(| x . « p g t )  j$(.oe ” ■ ~r 2oe
-x-z_t

) ♦

l-x-z_t l+x+z0t x+z_t
- #(— =S-) - £(— = S - -  4 (7 =“ )

(3.50)

gdzie

«rj»'

jb, a£ są współczynnikami występującymi w funkcji ( 3 . 4 7 )  określającej stan 
początkowy.

w praktyce łatwiej jednak obliczyć całkę

fT(x,sjf)
~ aM X-8)/<*r 
J —\nn—n

-  I ł J . I  a ( s )
e « Ar<8) . e -r K p d J .

(3.51)

gdzie Ar(s) - ^ jb2 ♦ 2ocrs,

a następnie poszukiwać numerycznie oryginałów funkcji

OO
^(x,s;f), E [x (s )] « ^ x^.(x,s;f )dx

1 p0<»> = H po(o> ♦ H o (*>1-
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D y n a m i k a  ł a d o w a n i a  i r o z ł a d o w a n i a  
s t a n o w i s k a  G/G/l
w przypadku stanowiska M/M/l można prosto przeprowadzić dokładną anali

zę procesu rozładowania: w chwili początkowej rozkład liczby klientów 
w stanowisku w stanie równowagi ma postać [Klei 75]

p(n,0 ) - (1 -p)pn, n ■ 0,1 ,...

a średnia liczba klientów w stanowisku, to
<b

00 Pe[n(0)] » 2  nP(n »0) » 1 -p ' 
n-0

Rys. 3.4. Przybliżona średnia liczba klientów w czasie ładowania (a) 1
rozładowania (b) stanowiska, wartości znormalizowane; A.“ 0,5, u - 1,

C. - cb - C
Fig. 3.4. The approximate nean number of customers during the charging (a) 
and dlecharging (b) of a service stations the values are normalized; X "

» 0.5, £1 m 1 , C# « Cb ■ C
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a . )

Ł)
d - )

Rys. 3.5. Stała czasowa zmian E [n (t )] przy ładowaniu (a.c) 1 rozładowa
niu (b,d) atanowiaka w funkcji C( < (^ « C 1 P

Fig. 3.5. Tina-conatant of the changaa of E [n(t)] during charging (a.c) 
and diacharging (b,d) of a service atation as a function of C * C. *  c

and p  a D
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Ola t > 0

p(n,t) ■ ^  p(n+k,0)  ̂ a“̂ * « (1 -p)pn ^  ^ k '|" ■
k-0 k-0

- (l-pjp"8" ^ " ^ *  » pfn.Oje-^ " ^ * ,

czyli

E[n (t )] « e [n (0)] a-^ " ^ *  .

Zamieszczone na rya. 3.4 wykresy wskazują, że również w przypadku ła
dowania i rozładowania atanowiaka G/G/l zmiany E [N (t )] maję taki charak
ter, że mogę być przybliżone funkcję 1 - e-t//T będż e-t^T , przy czym 
stan nieustalony trwa tym dłużej, im większa Jeat obciężenie systemu i 
im większe sę wariancje rozkładów Aft) i B(t). Przyjmijmy Jako stałę
czasowę tych przebiegów T • \ J \ > gdzie tjy2 Jeat czaaem, po którym zmia
ny E [x (t )] oalęgaję połowę swej całkowitej wartości:

e[x(t /2)]
------- =Ł=------- - 0,5.
|E[X] - E [x(o)] |

Jak przedstawiono na rys. 3.5, tak zdsfiniowana stała czasowa Jest 
liniowę funkcję wariancji rozkładów odstępów cza8u między zgłoszeniami i
czasem obsługi oraz silnis nieliniową funkcję współczynnika wykorzystaniapstanowiska p , o przabiegu podobnym do funkcji ^



R o z d z i a ł  IV

APROKSYMACJA OYFUZYONA WIRTUALNEGO CZASU CZEKANIA 
W STANOWISKU G/G/l

Twierdzenia graniczne przedstawione w rozdz. II pokazuję, że proces 
dyfuzji nadaje się do przybliżonego opisu zarówno procesu N(t) Jak proce
su U(t) - wirtualnego czasu czekania w kolejce przed stanowiskiem.

Proces {uCt ), t > oj został opisany w rozdz. II, a rys. 2.lb przed
stawia jego przykładową realizację. Przypomnijmy tylko, że U(t) wyraża 
zapas pracy - czas potrzebny do zakończenia obsługi wszystkich klientów 
obecnych w stanowisku w chwili t.

Wartość procesu wzrasta skokowo w momencie nadejścia nowego klienta o 
wartość czasu jego obsługi, a później maleje w miarę postępu obsługi.
W momencie zakończenia obsługi ostatniego w okresie czynnym klienta, war
tość U(t) dochodzi do zera i zachowuje Ją do momentu nadejścia następ
nego klienta i rozpoczęcia nowego okresu czynnego. 0 ile wykorzystaniu 
aproksymacji dyfuzyjnej procesu N(t) poświęcono już co najmniej kilka
dziesiąt prac, to znacznie mniej miejsca poświęcono procesowi U(t). 
Praca Heymana [Hsym 74] wykorzystuje dyfuzyjny opis U(t) do analizy 
okresu czynnego w stanowisku obsługi - w punkcie 3.2 zestawiono jego re
zultaty z analogicznymi wynikami uzyskanymi za pomocą aproksymacji pro
cesu N(t )•

Poniżej będziemy się odwoływać do pracy Gavera [Gave 68] , który pro
ces U(t) w stanowisku M / G / l  aproksyraował procesem dyfuzji z barierą 
odbijającą. Pokażemy, jak wprowadzenie powrotów elementarnych zwiększa 
dokładność tej aproksymacji.

Ponieważ model Gavera odnosi się do stanowiska M / G / l ,  a także dlatego, 
że tylko w przypadku poisscnowskiego strumienia zgłoszeń istnieją anali
tyczne wyniki dotyczące U(t), z którymi można porównać wyniki aproksyma
cji, będziemy dalej mówić o stanowisku M/G/l. Przedstawiony model jest 
jednak ogólny i odnosi się do stanowiska G/G/l. Oest to tylko kwestia za
miany współczynników |>, «  w równaniu dyfuzji na współczynniki zgodne 
z Tw. 1,2 w rozdziale II.

Ponieważ jednym z ograniczeń dokładności aproksymacji dyfuzjynej jest 
fakt, iż uwzględnia ona tylko dwa pierwsze momenty rozkładów a (x ), B(x), 
w punkcie 4.4 przedstawiono aproksymację procesu U(t) przy pomocy proce
su Markowa, który bierze pod uwagę także trzeci moment rozkładu czasu 
obsługi, i zbadano dokładność takiego rozwiązania.
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4.1. Rezultaty dokładne dotyczące procesu U(t)

Mieszane, tj. uwzględniające zarówno zmiany ciągłe Jak i skokowe, pro
cesy Markowa z ciągłym czasem były opisywane przez Kołmogorowa [Kolm 3l]
i Fellera [Feli 36] .

poniżej zamieszczono dwa najważniejsze rezultaty (i), (ii) dotycząc?
procesu U(t) w stanowisku M/G/l.

A(x), a(x) oznaczają Jak zawszs dystrybuantę 1 gęstość rozkładu odstę
pów czasu a^ =» £i+1 " ^i między nadejściem kolejnych klientów, a B(?) 
i b(x) dystrybuantę i gęstość rozkładu czasów obsługi bjj a(x) = 1-e” *,
B(x) Jest dowolne.

Oznaczmy przez F (x,tłUQ ) dystrybuantę

Fu(x,t;u0 ) *= Pr[lł(t)< x] U (0) - uD]

oraz przez F (t,t;u ), Jej transformatę Laplace'a względem zmiennej x:

OO

'\*(r'tsuo ) - S a"rXdxFw (x't;uo )
o

(będziemy poniżej oznaczać przez f(r,tjuQ ) i f(x,s<u0 ) transformaty La- 
place’a funkcji f(x,t;uQ) odpowiednio względem zmiennej x i zmien
nej t ).

(i) F (r,t;uQ ) je3t określona równaniem (4.1)

.  r f . - r “ * ( 4 . i )  

o

P0(t) ■ pr[u(t) « 0] Jest określone transformatą

gdzie z • z(s) jest pierwiastkiem równania 
z • b(s + X - z)

posiadającym najmniejszą wartość bezwględną wewnątrz jednostkowego koła

1*1 < 1.
Wyprowadzenie (4.1) zawiera [Taka 62b] .
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(ii) Fu(x,tjuQ ) spełnia równania różniczkowo-całkowe

Fu( x *t , 0 o> ,  r_ , . ,
 57^----------- 5x--------- L u x * ^u0 -

X
■ S B(x ■ P dtFU(|'t,U0 )] ' (4*2)

o *

wyprowadzone w [Taka 62a] i rozwiązane w [Taka 62b] przez Takacsa (por.
też dyskusję w [Haso 63] ).

dF (x,t»u )
Podwójna transformata Laplaca*a gęstości fu(x,tjuo ) » — -— — —  ma

postać

”^U° ~ r  uo
t . (? } - ef (r,s;u ) » --------------- , (4.3)
u 0 Ab(r) - % + r -  s

gazie *? = ?(s) Jest jedynym, por. [Bene 56] , w obszarze Re(s) > O,
Re(r) > 0 pierwiastkiem mianownika.

A

Oeżeli istnieje stan ustalony dla t— i , to f(r,s;u ) ma w nim
postać

f (r) = lim sf (r.s;u ) - — --- . (4.4)
u s->0 u 0 r - X  * Xb(r)

gdzie p » X Ą i .

Wzór (4.4) Jest znanym od dawna [Poll 30, Khin 32] wzorem Pollaczka-
Chinczyna.

4.2. Aproksymacja Gavera

Gaver [Gave 68] zaproponował aprokeymację procesu U(t) procesem dy
fuzji x(t) o parametrach

E[x(t+At) - x(t )| X(t )]
Ił» lim ----------- — ----------  - &E [b] - i + O (At )

At-»0

var[x(t*At)-X(t)|X(t)] _
0C» lim ----------------— ------------------ ■ XELb J + O (At )

At—* O
z barierę odbijającą umieszczoną w x - O. Ten sam model był rozważany 
później przez Kleinrocka [Klei 76]. Niech fQ(x,tjx0 ) i FG(x,t»x0 ) ozna
czają gęstość i dystrybuantę tego proceeu.
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Rozwiązanie równania dyfuzji

SfG(x.t»x ) fG(x.t,x0 ) 02fG(x,t,xo )
 St I5  Vx * 5 -----^ 5 ----

(4.5)

wraz z warunkami brzegowymi w postaci ekranu odbijającego w x * O oraz

lim fG(x,t»x ) - O
x-»°o

i warunkiem początkowym

fG(x,0»xo ) - ó(x - xQ )

Jest znane w formie transformaty (por. np. [chan 43, Prab 65] )i

f j(x.s»xo ) - | • 8tfG(x,t)dt - - ^2 ) [fl 6 ^  ■ |2 e ^ ] *

jeżeli x < x0

jeżeli x > x0

gdzie 1

(4.6)

fi' ‘  ti (s) ■ i  t1 * i1 * 2 J “ k A(8)̂  *

u ■ ^2 ( , )  ■ 1 1 1 ■ i 1  * 2  p ] "  A (8 )  ̂ *

A(s) ■ |/jb2 + 2acs.

Pierwiastki |2 maJ* przeciwne znaki; oznacza pierwiastek dodatni:

jeżeli P > 1 (tj. ^ > O), to $  s
jeżeli P < 1 (tj. jb < O), to *0* * jj2.
Ola x0 - O, (4.6) przybiera poetać

fG(x,*jO)
jeżeli < i

-  è  5» - v

" * % ê X i e ż 8 l i  > ł * 4.7 )
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a w stania ustalonym, gdy t— oo , f_(x,tjx ) — » f_(x).

f„(x) » lim s fG(x,s) * {  
S—> O

exp I- 2*1'» x] Jeżeli p < 1

(4.8) 
jeżeli p  > 1 .

Wartość średnia

; [x] = j x f G( x )dx
o

Jest równa dokładnej wartości średniej czasu czekania w kolejce M / G / l :

£ "b2!
E [X] - E [U] = " E.W ■

M/G/l ^

a wariancja procesu dyfuzji jest mniejsza od wariancji czasu czekania,

var [X] < var [u] .
M/G/l

4.3. Aproksymacja procesem dyfuzji z powrotami elementarnymi - 
stan ustalony

Wprowadźmy do procesu dyfuzji powroty elementarne: proces po osiągnię
ciu wartości zerowej zachowuje Ją przez czas o rozkładzie wykładniczym 
l_0(t ) (przyjmiemy. Jak poprzednio, że jest to rozkład identyczny z roz
kładem A(t)). by następnie rozpocząć się w punkcie x określonym przez 
rozkład B(x) - podobnie Jak wirtualny czas czekania, który w okresie 
bezczynności stanowiska obsługi je9t zerowy, a wraz z nadejściem pierw
szego klienta w okresie czynnym wzrasta skokowo o wartość określoną roz
kładam B(x).

Równania dyfuzji mają postać:

'ef(x,tix ) c2f(x,t;x ) 3f(x.tjx )
 “ ~  - I -------------- ? ----%%—  *lP0 (t)b(x)

dP0 (x.t ixQ )
3t~ ■ i — 5V" 9 - jSHx.t;x0 :j - a.P0(t) (4.9)

lim f(x,t»x ) > lim f(x,t»x ) > O,
x— 0 ° °
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gdzie pQ(t) - P [x(t) - o].
Zachowamy te sama, co w aproksymacji Gavera,współczynniki 

Ola stanu ustalonego, w którym lim f(x,t»x ) ■ f(x),
t-> OO

równania (4.9) przybierają postać

[f - F (x)] ” ^ po'

lim f(x) ■ lim f(x) » O. 
x—»0 X-*oo

•kąd po rozwiązaniu otrzymujemy

f(x) . ezx | [ł - B(x j] e"zxdx,

gdzie z ■ 2j% /oc,.

Ola dalszych obliczań trzeba przyjąć konkrety postać 
Załóżmy najpierw wykładniczy rozkład czaau obsługi B(x) 
Wówczas, dla ♦ z f O ,

oraz

F <x > I  [ x -  * ZX) -  f c *  -  + < V

gdzia 6(x) jaat funkcją dalta Diraca, lub, dla Jx* z ■

2Xp
f(x) ■ xezx ♦ p05(x).

^ ł M  ....
Po uwzględnianiu warunku normalizacyjnego lim F(x) » 
po » i - p oraz x“'°°

OO
E [X] - j xdFx - \

^ i ot.
lim P0(t)=P0. 
t-*oo

(4.10)

(4.11)

rozkładu B(x).
. 1 - a ^ X.

(4.12)

0,

(4.12a) 

1 otrzymujemy
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a więc dokładne wartości prawdopodobieństwa pustego stanowiska i średnie
go czasu czekania w stanowisku M/M/l.

Orugi moment rozkłedu F(x) na postać

eL*2] - [p - " p ]  dla V-* 2 * 0

oraz

r p. 3v\o Oi3
E Lx J - ---2—  dla u  + z - 04jJ> r

i noże przyjmować zarówno wartości większe Jak i mniejsze od dokładnej 
wartości E [u2] w M/M/l,

Dla rozkładu hiperwykładniczego,reprezentującego rozkłady o dużej wa
riancji j

B(x)
K

- 2  
i-i

b.e ■Fix
K
2
i-l

(4.13)

f(x) Jest liniową kombinacją rozwiązań (4.12) lub (4.12a).
Dla rozkładu Coxa drugiego rzędu, używanego częeto do aproksymacji in

nych rozkładów,

-U. t -u. t -u, t
b(t) « (1 - aty^e n  + a ^ e  * ^2e

gdzie * Jest operacją splotu, 
otrzymujsoy po przekeztałceniu

-11. t -U„t
b(t) - b ^ e  ♦ b ^ e

gdzie

b. » (1 - a) - a ^2
^1 " ^ 2

b, - a H

■  aFTrK (4.14)

i rozwiązanie (4.13) w postaci

Rys. 4.1. Stanowisko M/M/l, p -  0,1, 0,25 , 0,30» przebieg Fu(x) - linia 
ciągła - oraz Fq(x), F(x) - linia przerywana

Fig. 4.1. Satlon M/M/l, p - 0,1, 0,25, 0.50j probability distribution 
functions of virtual waiting tin®: Fu(x) - solid curve - exact functions 

F^(x), F(x) - broken curves - approximate functions
»
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f(x)

OzCM

bi
QG L h  ♦ *

i—  (ezx - • •* ) ♦ ~--2—  (♦ 2 ' ' U- ♦ *

|(1 - ezx) - i - d  - e ^ 1*)

“/*2* + P0S(x),

I *1 a  ) -
FI (1 'h*

*  p,o'

1 ♦ s i L S
«  Lh

(. i - i_)1 z 'FI E T i . i_)
Z i V

-i
(4.15)

Przykłady numeryczne
Rysunek 4.la przedstawia dystrybuanty Fu(x) « 1 - p czasu

czekania w kolejce etanowiaka m/m/i w skali czasu x • t/E [w] przy r ó ż 

nym obciążeniu etanowiaka i odpowiadającą In, przy zaatoeowanaj normali
zacji tą samą dla wszystkich,aprokeymację FQ(x).

Rysunsk 4.Ib przedetawia ponownie dyatrybuanty Fu(x) i odpowiadające 
im aproksymacje F(x). Wykresy uwidaczniają zalety rozwiązania (4.12), 
uwzględniającego proces powrotów elementarnych,w porównaniu z rozwiąza
niem Gavera, które Jako aproksymacja apełnia dobrze swojs zadanie przy 
dużym (bliskim jedności) współczynniku obciążenia stanowiska (przykłady 
podane w [Gave 68] zakładają P » 0,95).

W przypadku słabo obciążonego etanowiaka bariera odbijająca w punkcie 
x » O, sprawiająca, iż FQ(0) « O, podczas gdy Fu(0) » 1 - P , wprowadza 
do rozwiązania FQ(x) latotne błędy. Dla aproksymacji z powrotami ele
mentarnymi F(0) » 1 — p i stopień obciążenia stanowiska na znacznie 
mniejszy wpływ na błędy metody.

Tabela 4.1 zawiera wartości dokładne dystrybuant Fu(x) przedstawio
nych na rys• 4.1 oraz błędy względne ŁQ, & aproksymacji FQ(x) 1 F(x).

4.4. Aproksymacja U(t) z uwzględnieniem trzeciego momentu 
rozkładu czaeu obsługi - stan ustalony

Trzeci moment rozkładu B(x) ma niekiedy decydujący wpływ na rozkład 
liczby klientów w stanewisku i rozkład czasu czskanla. Szsreg przykładów 
numerycznych dla udokumentowania tego fektu zawiera [Bere 8lJ . Ogranicze
nie charakterystyki rozkładu czasu obsługi do pierwezych dwóch momentów 
jest Jednym z zarzutów częściej stawianych aproksymacji dyfuzyjnoj.



Oak pokazuje [Klei 76j , z równania Chapmana-Kołmogorowa

oo
f(x.tjy.X) • | f (w.ujy ,% )f (x,t ;w,u)dw

wynika zależność

<Tt 2  
n*» 1

L = 1 Ln I 0x'ń  [An(x'*i • (4.16)

gdzie

An(x,t) lim
A t —*0

O©

M (y-x)nf (x,t jy,t+At)dy. (4.17)

Tak więc aproksymacja dyfuzyjna jest szczególnym przypadkiem (4.16), bio
rącym pod uwagę tylko dwa pierwsze składniki aumy, a dla wybranej aproksy
macji u(t)

A1(x.t ) - » p - 1, Ag(x#t ) - oc - Xe[b2J + 0 (At) .

Dołączmy trzeci wyraz sumy w (4.16), biorąc

oo
A,(x.t) «tf(x.t) o lim i- l (y-x)3f(x,t;y,t+At)dy,
15 At — 0 J

to Jest

•jfAt -  E( | [xT (t+A t  ) -XT (t )] - Jb At | | X(t ) ) -?v.AtE[b3] + 0(Ąt).

Przyjmujemy ? « A E [ b 3j, uwzględniając w ten sposób trzeci moment roz
kładu czasu obsługi i aproksymując ll(t) procesem Markowa ^(t) opisany« 
równaniem różniczkowym trzeciego rzędu. W etanie ustalonym, przy analo
gicznych do poprzednich warunkach brzegowych, równania opisujące proces 
mają postać
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lim
x—*0

. i  t l i ^ 2  ♦ f  ■ * po -

lim f-(x) » lim f_(x) » 0.
X —* 0  X—►oo

Przyjmijmy Jako rozkład B(x) ten eam, co poprzednio,określony w 
rozkład Coxa drugiego rzędu 1 obliczmy pierwsze trzy momenty te9o

kładu

E [b] “ 8i * as2

E [b2] » 2a2 ♦ 2as 1 ♦ 2ae2

Efb3] » 6e3 + 6a(s3 + SjS2 + s2*2 ) , 

gdzis sŁ - l/̂ i1. s2 » 1/Jx2

Rozwiązanie równań (4.18) przy tak określonym b(x) to

1, x -Li, x -U„x
fT (X ) « - P^Fj+ F g ) 6 + * P0^F2® '

B k ą d

F, + F_ 1 X ,\F, -u, x
FT (x) - (1 - • 1 ) ♦ pQ p-i (1 - e ^  )

F_ -lux

ł  P o / lf ^  -  6 * Po-

gdzie

Ł1 *

Jest Jedynym ujemnym pierwiastkiem równania charakterystycznego

- 1 1 2 ♦ i  i - >  - o.

F c . " b2 ^ 2
2 h i  ♦ ł £ T * '

(4.18)

(4.14),
roz-

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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a z warunku normalizacyJnago otrzymujeny

F1 + F2
Fl4il * F2 ^ 2  *  T

Przykłady numeryczne

□la lepszego poznania dokładności aproksymacji dyfuzyjnej z procesem 
powrotów elementarnych oraz sprawdzenia celowości uwzględnienie w apro
ksymacji trzeciego momentu rozkładu czasu obsługi przeprowadzono szereg 
obliczeń. Przyjęto stanowisko M/G/l z rozkładem B(x) określonym w 
(4.14), którego parametry a, 89 obliczane na podetawie założo
nych i uważanych za znana wartości średniej i wariancji:

2
J*1 -  29|** -  2(1  - e)Jt. a - 1 - e -  -(-1-

gdzie 9 . |(i - y^-j-i).

Jest to rozkład zaproponowany w [saua 75] i traktowany od tego czasu Ja
ko standardewy rozkład w obliczeniach testowych. Dla rozkładu (4.14) wzór 
Pollaczka-Chinczyna (4.4) przyjmuje pastać

gdzie

- H  *  ^
rl ,2 ' ------ 2----------  '

A » ( ^  - )JLZ - X )2 + 4 8 ^  ,

Cj ■ 1 - P ,

c2 ■ rj;"-1 + ri ^ i  * y -2 ♦ M  .

°3 “ r2 - rt [^14*2 * r2 ^ 1  * ̂ 2 * r2 ^  • 

czyli po transformacji odwrotnej

fu(x) * c1̂ (x) ♦ c2e 1 + ĉ e 2 (4.22)
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oraz

Wyniki aproksymacji dyfuzyjnej F(x) (4.15), aproksymacji F^(x) (4.21)
nożna więc porównać ze znanymi w tym przypadku wynikami dokładny«! (4.23).

Obliczenia przeprowadzono dle różnego obciążenia systemu i dla różnych 
wariancji rozkładu B(x), przyjmując zawsze E [b] « 1.

Rysunki 4.2a,b#c przedstawiają przebieg błędów względnych

dla wybranych wartości P i wartości Cb » 1, Cb >10.
Widać, że wprowadzenie do modelu trzeciego momentu rozkładu B(x) 

zmniejsza na ogół błąd aproksymacji, lecz nie powoduje radykalnego zwięk
szenia dokładności. ,

Powstaje stosunkowo duży błąd przy wyznaczaniu prawdopodobieństwa pQ 
(aproksymacja dyfuzyjna wyznacza dokładną wartość P0)«

Rysunek 4.3 przedstawia przebieg £ (x), £T(x) dla ustalonych dwóch 
pierwszych momentów rozkładu B(x) (wybrano przypadek E[b] ■ 1,
E[b2] ■ 5, P ■ 0,50) przy zniennym trzecim momencie tego rozkładu.
W tym przypadku obliczano z (4.19) wartości Jjl̂ , jj*z rozkładu Coxa (4.14) 
Jako funkcja ustalonych E [b] , E [b2] i zmisnnego jako parametr a.
Lekka przewega aproksymacji trzeciego etopnia nad aproksymacją dyfuzyjną 
jeat widoczna przy niewielkich wartościach E[b^] .

Uzyakane wyniki, porównane z wynikami [Bera 8l] , wskazują,że wpływ 
trzeciego momentu rozkładu czasu obsługi na długość kolejki Jest większy 
w przypadku systemów zamkniętych, z ograniczoną populacją klientów niż
w rozważanym tu przypadku.

Reasumując, wprowadzenie trzeciego momentu B(x) poprawia nieznacznie
aprokayaację, lecz wprowadzenie następnych momentów nie wydaje się, zwa
żywszy trudności obliczeniowe, celowe.





Rys. 4.2c
V * ) FT (x)Rys. 4.2. Stanowisko iyi^/1 , błęd względny £(x) ^

, r 6 l „ > w , „ r l . n c j l  r ; ^ d u  / / j .  u „ r * r r

F(x ) F (x )
100%, fiT (x ) - u ' 100% dla

100%, ^(x) Fu<*>Fig.4.2. station H/Kg/l. the relative error» £(x) Fu(x) - F(x) 
> u<*)

F-(X) 
?~ (x) 1°0%

Rys. 4.3. Stanowisko tytc^/l, błęd względny £(x), £ T (x) dla ustalonych dwóch piarwszych nonentów rozkładu
B(x) (e [b] ■ 1, Etb2! ■ 5) i zmiennym trzecim momencie tego rozkładu) p -  0,50, Fu(x,t) zaznaczono linię

przerywany
Fig. 4.3. Station IVlCj/l. the relative errors £(x) and £T (x)» the first two nonents of the servica time
dietribution B(x) (E[bl ■ 1. E [b2] ■ 5) ere fixed and the third moment ie varying; p «  0,50, F (x) ie

marked by the broken line
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4.5. Aproksymacja »tanów nieustalonych i dynamiki zmian 
średniego czaeu czekania

Ola rozwiązania układu równań (4.9) dla dyfuzji z powrotami elementar
nymi powrócimy do techniki omówionej i wykorzystanej w rozdziale trzecim, 
polegaJęc? na przedstawieniu rozwlęzania (4.9) w funkcji rozwięzania rów
nania dyfuzji z założonym w x « O ekranie pochłaniającym.

Oeżell proces dyfuzji Xp(t) rozpoczyna się w chwili t ■ 0 w punkcie 
a kończy w momencie osiągnięcia wartości 0, to jego funkcja gęstości 

prawdopodobieństwa ma postać [cox 65]

£oc

y 25toct
(4.24)

a Jej transformata Laplace'a to

e Mx-t)/*
¥(x*°>P ‘  —aTTI---

oC A(s ) A(S)
(4.25)

gdzie A(s) - * 2oca.
Obliczamy gęstość prawdopodobieństwa zakończenia procesu dyfuzji w 

chwili t :

ft _
*(t.f). l u f  & ? ( x . r , p

i,ZSCoCt'

|[|>+A(s)]

(4.26)

(4.27)

Oeżeli proces dyfuzji rozpoczyna się w chwili t » 0 w punkcie ^ z prawdo
podobieństwa« określonym przez b(^), to

oo «*•
f(x.tjb) . jj f(x.ts|)b(pd^. 1(tłb) . j tf(t,pb(pd£ (4.28)

Ą (s,b) - j i((».^)b(pd^ - J ,oeL̂  ^ b(|)d| • bji [£>♦ A(e)] (4.29)
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Załóżmy, że chwilę t e (0,t) rozpoczęcia się proceeu określa rozkład o 
gęstości g(Z), wówczas gęstość 3t(x,t) tego procesu ma postać

* 7•«(x,t) « | g(E)  ̂<f’(x,t-Łł^)b(^)d|dŁ; (4.30)

oo
S(x,s) - g(e) | f(x,e»pb(pd^, (4.31)

0

a po uwzględnieniu (4.25)

X 00

S(x'8) ■ ffł} “D(8)X |  ®"D(s)^ ( p d |  ♦ eD(8)x j e"E(8)b(pd^

| e“E{8)fb(pd^j, (4.32)_ eD(s)x

gdzie D(e) - E(s) . ł  * .

W procesie dyfuzji z powrotami elementarnymi g(E) Jest strumisnlem ma
sy prawdopodobieństwa przepływającym z ekranu na oś x > 0 1 związanym ze 
strumieniem ?L(t) masy prawdopodobieństwa przepływającej w odwrotnym
kierunku zależnością

Z
t‘) - J <c(t)l0( £- t)dt, g(») - ?0(e)I0(s) , (4.33)

o
g(

gdzie ^„(O t0 9«atość rozkładu czaeu pobytu w ekranie; zakładamy 

lc(t) a a(t).
Strumień ■?(„(* ) t0

OO t
V * )  “  Po (0 ) ć : ( t )  * \ + | -  1 )d t ,

° °  — (  ̂
* „ ( . )  ■ Po (05 *  f  + 3 ( ® ) 9 ( s )  -  P „ ( ° )  ♦ * ( £  t j 1 + A ( 8 ^

+ g(e)tf(s),
(4.34)
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gdzie PQ(0) i ̂ (^) to odpowiednio mesa prawdopodobieństwa w ekranie i 
jej rozkład na półosi x > 0 w chwili poczytkowej, a gęstość prawdopo
dobieństwa procesu ma postać (4.30), (4.31) uzupełniony o człon opisujy- 
cy rozładowania warunków początkowych:

t oo <*>f ( x . t )  - J g t t )  |  < f(x,t-S,^)b(|)d£d* ♦ j  f ( x , t | ^ ( p d ^ ,
f(x,s) - g(s) j <f(x,s;^)b(^)d^ + j 'f(x,sj£)1>(|)d|. x > 0 (4.35)

O «

Prawdopodobieństwo P0(t) pobytu procesu w punkcie x ■ 0 obliczamy z bi
lansu

t

Po(t> " S [ * ° ( t )  ■ g(Z)] dt*
0

P0(s) " S-[^o(* 5 - 9(s)] ■ fl» ^  - ;°(a). (4.36)l0(s)

a funkcje tf0(t), g(t) czy też w praktyce tf0 (s), g(s), wyznaczany z 
(4.33), (4.34).

Niech dla t < tj zachodzi A(x) ■ A/^(x)a B(x) » B m ( x )  i proces 
dyfuzji Jest określony gęstościy f^^(x,t), a w momencie t ■ nastę
puje zmiana warunków procesu: A(x) - B(x ) “ B(i+l)^x '̂ d*a
t ^ ti#

Nowy wartość przyjmuj« współczynniki ji, ot : * (i«-! )•
Mamy wówczas warunek poczytkowy w postaci P0(i)(ti.) 1 f(i)^x,ti^’ a
z (4.33)-(4.35) obliczamy

f(1+ l)(x,.) - 9(1+1)(x)
O

+  S * < i * l ) ( x », | $ )f( i ) (£ * t i > d $*O
(4.37)
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oo

P o ( i ) ( t i } *  f  * ( f l ) M > f ( l ) ( $ - * i > dS 

9 ( i + 1 ) ( 8 )  ’  1 -  i(i*i)(8)W ) (e,b)

po ( i ) ( t i ) *  f ( j )  { ^ 7 7  [ f t i * D  *  A ( i * i ) (8)J ♦ * i

i - i(1+i ) ( « ) W ) (#‘b)
(4.36)

gdzie ?(i+1)(x.s;£),tf(s.^). f(s;b) sy określone odpowiednio przez (4.25),
(4.27), (4.29).

Przypadki szczególne

a) Wykładniczy rozkład czaeów obsługi,8(x) « 1 - e-̂ .
Z (4.32) otrzymujemy

*(x.s) - g(s)H(s)[eD(e)x - e-^ ]  (4.39)

gdzie H(s) - ATiTlo(sf " E(s'/v]z]

XX
y. (x,s) « | tf(x,s)dx ■ g(s)H(s) |- * [* " e"D^ xj -

- i (1 - e“P ) }  . (4.40)

Powtórzmy uwsgę poczyniony przy rozwiyzaniu stanu ustalonego: w przypadku 
prawie ogólnego rozkładu czaeów obsługi sprowadzamy ten rozkład do sumy 
rozkładów wykładniczych, a 9C(x,s) Jest w tym przypadku ważony sumy roz
wiązań (4.39).

b) W chwili poczytkowej proces ma wartość X(0) >0, tj. pQ(0) >1; 
$(x) • O dla x > O, co odpowiada aproksymacji zachowania się stanowiska
pustego w chwili poczytkowej :

f(x ,t) --je(x,t) ♦ p0(t)6(x),

F'(x,t) •?€ (x,t) ♦ p (t).° (4.41)
f(x.s) - 3e(x,s) + p0(s)£(x),

F(x,8) - W  (x.s) + P0(s), X >  O
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g(s) V > (4.42)

PD(s) ■ ś 1 + M*)tf(s) - *„(•)
1 - l0 (#)Tf(8 )

1 ~ * „ < « )  

l  -  I 0 ( » ) t f ( s ) *
(4.45)

3eżell dodatkowo rozkład B(x) jest wykładniczy, to zmienna w czasie war
tość średnia procesu jest wyrażona transformaty

e [x (s )] « l xf(x,s)dx ■ g(s)H(s)
D2 ( s )  P j

(4.44)

(4.44) po obliczeniu transformaty odwrotnej aproksymuje średni czas cze
kania klientów przed puetym w chwili t « 0 stanowiskiem M/tyi.

c) W chwili t < 0 panuje stan ustalony, funkcja gęstości procesu ma 
postać (4.12). Współczynniki równania dyfuzji maję wartość $*(},)• oc(i)>
Z(i) * w chwili t ■ O współczynniki równania dyfuzji zmienla-
jy wartość na |2y2 .̂ <*(2 )‘
Mamy więc i

♦  ( „  . , (,) . » W *  [.*(11* . . - ' W ] . [ i  . p 1 «<„)
( 1 )  * ( i ) [ ^ ( i ) + z ( l ) ]  L J L (D J

i jeżeli B(2 j(x) - 1 - e  , to

f(x.e) - g(s) j <?(2 )(x',,^ i (2 )(f )d^ * | '?(2)(x<,,p f(l)(^ d| *

+ P0(«)6(x) -

g(s)H(e) D̂ (2)(e)x ^ ^ ( 2 ) ’
+ H (a) H2 (s)eZ(l)X *

+ p „ ( »  ) S ( x h (4.45)
gdzie:

, " - " ’ ’Z  J

1 — lg1 - l(2)(®)^(2)^*)
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i ( r ) .Fd ) (r) -(i,li ♦ * (t j T 1 +
zd ) + r ^ d ) * r

h ( 8 , ' 4 ^

^(2) ^(2)
D(2)(s ) ♦ ̂ .(2) E (2 ) ̂ ® ̂ 2)

H (*) . *. 2\ l ) [ X - P(l)] f
1 A (2)lS J ^(ljL1 + Z(l)l

H2 (S) ’ -D(2)(s) ♦ Z(l) * E(2)(s) - Z(l)

H3<S) D( 2 ) (s J “ z ( l )  d2 ( 8 ) *  ł* (  i )  E( 2 ) (s J Z ( l )  E (2 ) 19  ̂+ <^(l )

H.(s) ■ ^ d )  + 0(2)lsr

1(2)1»)

Zmienna w czasie średnia wartość czasu czskania ma transforamtę e [x (s )]: 

E[X(s )] « g(s )H(s )
D(2)(b  ̂ ^(2 V

, , [ H2 (s ) H (s) H (s)
♦ H-(8) —x  + —k  +  -k--

Lz(l) D(2)(8> r
(4.46)

Przykłady numeryczne
Przykłady numeryczne odnoszy się do stanowiska H/M/l - jedynego, w 

który« czasowa postać fu(x,t), Fu(x,t) Jest znana w Jawnej postaci.
Dla stanowiska M /tA /1 rozkład prawdopodobieństwa p(k,t;i) liczby 

klientów obecnych w stanowisku

p(k,t»i) - P [n ( t ) - k|N(0) . i]

jest znany i ma podany już postać (3.2).
Korzystajyc z dość oczywistsj dla stanowiska M/M/l zależności pomię

dzy N(t) i U(t), por. [Taka 62b] , możemy napisać
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fu(x,t;0) « p(0,t ;0)<S(x) ♦ ^  p(k,t;0)b*k(x)
k»l
Xoo P ^

Fu(x,t;0) - p(O.t.-i) + 2  J p(k,t{0)b*k(x)dx.
k-1 Ó

*k 'gdzie b (x) Jest k-krotnym splotem rozkładu wykładniczego b(x) z sa
mym sobę, a więc rozkładem Erlenga, czyli

oo k-1
fu(x,t,0) - p(0,t,0)S(x) + ^  p(k.t,0) (4.47)

Fu(x,t»0) « p(0,t;0) + ^  P(k,t»0) e (4.48)
k-1

Oznaczmy

Ck(x) - - J e - ^ | ) kd^ - Ck(x)

i przepiszmy (4.48) jako

00 rFu(x,t»0) - p(O.tjO) ♦ ^  P(k.tjO) ŁyT |c|{_1 (x) + Ck_J . (4.49)
k=l

Obliczmy zmienną w czasie średnią wartość czasu czekania:

OOS OO ^
xfu(x.t,0)dx - 2  Pfk.tjO) Ck i (4.50)

0 k-1

Ck(x) 1 Ck można obliczyć za pomocą następujących wzorów rekurencyj-
nych [Bron 70] '

ck(x) m fi *ke ^  * jT ck - l ^ ’ Co(x> “ £ ejx “ " " ’ jl ~k-l1''" wo1*' f

Ck - ^ Ck-l* Co - p
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W przypadku stanowiska M/IV1 można więc stosunkowo łatwo porównać wy
niki aproksymacji Gavera i aproksymacji włączającej powroty elementarne 
z wynikami dokładnymi (4.49), (4.50).

W przypadku aproksymacji Gavera, zgodnie z (4.7), przy zerowych warun
kach początkowych

fq (x ,s;0 ) = D(s]
s

D(s)x

oraz

Fq(x,9;0) - i |"i . e°(8 )XJ (

s[ v j i i  i
S D(s )

W przypadku dyfuzji z powrotami elementarnymi korzystamy z wzorów (4.39 )- 
(4.41).

Rysunek 4.4 przedstawia przebieg dystrybuant FQ(x,tjO), Fu(x,t;0) i 
F(x,t }0) dla wybranego przypadku .A,« p = 0,5, ^  - 1, a rys. 4.5 przed
stawia przebieg wartości średniej czasu czekania szacowanej według obu

a )



- 102 -

1 2 3 L 5 6 * /E [ w)

Rys. 4.4. Stanowisko fyM/l, p- 0,50, przebieg Fu(x,t), Fg(x,t), F(x,t)
Fig. 4.4. Station M/M/l, P "  0,50, probability distribution functions

Fu(x,t ). Fq (x ,t ), F(x,t )

omawianych metod, E[xG(t)] i E[x(t)] przy różnym obciążeniu. Wartości 
oryginałów funkcji FG(x,s;0), F(x,s;0), e [x q (s )], e [x (s )] obliczono nu
merycznie za pomocą algorytmu [steh 79] .

Podobnie jak w przypadku stanu ustalonego,błędy aproksymacji Gavera, 
związane ze żle oddającym rzeczywistość warunkiem brzegowym,są duże przy 
małym obciążeniu systemu. Ponadto dynamika stanu nieustalonego przewidy
wana obiema metodami Jest inna - dla p = 0,5 czas, po którym rozwiąza
nie Gavera oeiąga etan ustalony,jest znacznie krótezy od rzeczywistego - 
widać to dobrze na rys. 4.5 z przebiegów wartości średniego czasu czeka
nia. Rozwiązanie z powrotami elementarnymi daje natomiast wartości po
prawne.

[*Q3 
[( ł) °X]3

- 103 -



IO 18 20 łE [X„( t )] E [x(t )J
Rys. 4.5. Stanowisko M/M/l, przebieg — --  oraz — —  przy zerowym warunku początkowym i dla róż-

E [u ( t )] E Tx ( tnogo obicQZsnia* Przebieg wartości dokładnych ' pokrywa się w skali rysunku z wykresem ■ ---

e[x (t)] e [x(t)1
Fig. 4.5. Station M/n/l, the normalized curves of "g'[w]--- , ~g-̂ ---  f°r zero initial conditions and

varying utilization of the server



Ry8. 4 

Fig. 4,
,6. Przybliżony średni wirtualny czaa czekania przy ładowaniu (a) i rozładowaniu (b) stanowiska,

P « 0,5, Cfl - Cb - C
Approximate mean virtual waiting time during charging (a) and discharging (b) of a station;

p -  0,5, Ca - Cb - C

i

6 .

Rye. 4.7a,b
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- 
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- 
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Wykresy na rys. 4.6 przedstawiają zależność wartości średniego czasu 
czekania przy ładowaniu puetego stanowiska i przy rozładowaniu stanowiska 
będącego początkowo w etanie ustalonym,od wariancji rozkładów A(x) i B(x).

Rysunek 4.7 przedstawia stałą czasową tych przebiegów, wyznaczoną 
w ten san sposób jak w rozdziale poprzednim dla zmian średniej liczby 
klientów w stanowisku.



R o z d z i a ł  V

STANOWISKO OBSŁUGI ZE SKOŃCZONĄ POPULACJĄ KLIENTÓW - 
APROKSYMACJA DYFUZYJNA MODELU KONSERWATORA

Problem konserwatora Jest klasycznym zadaniem teorii masowej obsługi. 
Znany od lat kilkudziesięciu [chin 33, Palm 47] , był też pierwszym mode
lem probabilistycznym zastosowanym do analizy pracy systemu komputerowego 
[sher 6l] , a sukces tego zastosowania ("Jest rzeczą zadziwia Jącą, Jak 
wiele cech, wydawałoby się istotnych dla pracy rzeczywistego, działające
go w podziale czasu systemu komputerowego, może być pominiętych w tym mo
delu, który mimo to poprawnie przewiduje średni czas odpowiedzi systemu"- 
pisał A. Sherr [sher 67] ) przyczynił się do rozwoju bardziej złożonych 
modeli systemów komputerowych.

Literatura poświęcona zadaniu konserwatora jest obszerna, jej przegląd 
i porównanie różnych wariantów modelu zawiera m.in. [izyd 8l] . Model pod
stawowy zakłada skończoną populację N jednakowych klientów i pojedyncze 
stanowisko, obsługujące klientów zgodnie z kolejnością zgłoszeń. Rozkład 
czasu obsługi będziemy oznaczać jak dotychczas przez B(x), natomiast 
A(x) będzie oznaczać rozkład czasu pobytu klienta w źródle, tj. czasu 
pomiędzy zakończeniem obsługi klienta a momentem, gdy ustawi się on znów 
w kolejce. Dokładne rozwiązanie analityczne problemu, podające rozkład 
p(n) liczby klientów w stanowisku obsługi, istnieje w przypadku, gdy 
jeden z wymienionych rozkładów A(x), B(x) jest dowolny, a drugi wykła
dniczy. Zastąpienie rozkładu wykładniczego rozkładem Erlanga pociąga Już 
za sobą konieczność obliczeń numerycznych [Kopo 73] .

Poniżej przedstawimy aproksymację dyfuzyjną problemu konserwatora (naj
pierw dla Jednej, następnie dla wielu klas klientów), w przypadku gdy cbs 
rozkłady A(t), S(t) są dowolne, a więc przybliżony model wieloklasowego 
stanowiska G/G/1//N w stanie ustalonym i nieustalonym. W analizie stanu 
ustalonego rozwiązanie uwzględnia również przypadek wielokanałowego sta
nowiska obsługi - model G/G/k//N - oraz model, w którym tylko m spo
śród N-n obecnych w źródle klientów może zażądać obsługi.

Nie Jest to pierwsza próba rozwiązania problemu konserwatora w sposób 
przybliżony, por. [igle 74J , ani zastosowania w tym celu aproksymacji 
dyfuzyjnej [igle 65, Gave 73] j wymienione prace dotyczą Jednak przypadków 
szczególnych (bardzo duża populacja klientów, dwufazowa obsługa), a ich 
wyniki nie są tu wykorzystene.
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5.1. Analityczny opis stanów nieustalonych i ustalonych 
w modelu konserwatora

Zebrane tu dokładne wyniki posłużą do oceny błędów aproksymacji. Punkt 
(a) przedstawie podstawowy model konssrwatora z wykładniczym rozkładem 
czasu pobytu klientów w źródle i dowolnym rozkładem czasu obsługi, w po
staci uzyskanej przez Takacsa [Taka 62b] ; punkt (b) korzysta z wyników 
[Mari 79a] i zawiera model konssrwatora ograniczony do analizy stanów 
ustalonych, w którym rozkład B(x) ma formę prawie ogólną (rozkład Coxa), 
a stanowisko obsługi objęte jest pętlą sprzężenia zwrotnego.

a ) Stanowisko obsługi bez sprzężenia zwrotnego
Niech rozkład prawdopodobieństwa czasu pobytu klienta w źródle ma funk

cję gęstości a(x) = }\,e” a rozkład czasu obsługi Jest dowolny.
Proces N ( O  liczby klientów obecnych w stanowisku, obserwowany w mo

mentach zakończenia obsługi kolsjnych klientów, tworzy włożony łańcuch 
Markowa, w którym prawdopodobieństwo

p(n,t;0) * Pr[N(t) » n|N(0) =« 0] 

ma transformatę Laplace'a

p{n ,s;0 ) =  ̂p(n ,tjO)e_Stdt
0

w postaci [Taka 62]

N
p(n,s;0) - ’S ~ l (-l)r"N+n(N[n )0r(s) n « 0,1,... ,N, ,5.i'

r»N-n

gdzie:

0f(s )
nĄC r—1 '

(s+r JV.)
N-l

NA, 2  

j-0

,N-1 ■ 1
c j ?Y"T

N
2  ,N 
J-0 cj-l,s

N-l
2

i 1) . I
1 i ĆJTS7

' r
2

-J-0
fN-i) — *
‘ J



J
C Ćs) - rf
J li  1 -  S( « + D  - 1 '

ar

- 1b(e) . J b(t )e“stdt.
O

Wyznaczania oryginału p(n,t;0) wymaga numerycznej tranafornaty odwrot
nej wzoru (5.1). Jeżeli E [b] « i  < oo , to iatnlaje niezależny od warun
ku początkowego stan ustalony:

p(n) » lim p(n,t;n ) » lim sp(n,s;n ) ■ 
t~»®o 8— 0

■ 2 2  < - D r-NłV n > V  (5.2)r-N-n

gdzie:
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Jeżeli rozkład czasu obsługi ma postać sumy lub »płotu rozkładów wy
kładniczych, to proces N(t) można sprowadzić do łańcucha Markowa. Algo
rytm numerycznego rozwiązywania układu równań Chapmana-Kołmogorowa, więżą
cych stacjonarne prawdopodobieństwa etanów tego proceau, opracowano w 
[stew 79] . W najprostszym przypadku, gdy b(x) « ̂ e ”^ 5 prawdopodobień
stwa stanów maję postać

P(n) . / n  \ t N I
p(0) (u ) (‘n—n"7T1

p(0) - 1 + 2  < b
Ln-1 r

NI
(N-n)l

-1
(5.3)

b) Stanowisko obsługi ze sprzężeniem zwrotnym
Niech B(t ) Jest rozkładem Coxa złożonym z F faz:

Z, -U.x -UxX
b(x) - 2  9f^ie . (5.4)

f-1

f-1
gdzieś gf “ bf 2  a±, aQ £ 1, 

i-0

* - Jest operację splotu.
Stan systemu wyznacża para (n,f), gdzie n Jest Jak poprzednio liczbę 

klientów w systemie obsługi, a f Jeet aktualnie wykonywanę fazę obaługi. 
Niech p(n,f) oznacza stacjonarne prawdopodobień8two tego stanu. W rów
naniach więżęcych prawdopodobieńatwa stanu systemu nietrudno uwzględnić 
przypadek sprzężenia zwrotnego: klienci po 0pu8zczeniu stanowiska obsługi 
powracaję do źródła z prawdopodobieństwem 1-r lub z prawdopodobieństwem r 
ustawiaj* się na końcu kolejki, żędajęc dodatkowej obsługi o tym samym co 
poprzednio rozkładzie czaau trwania. Fragment grafu możliwych przejść mię- 
dsy stanami (n,f) przedstawia rys. 5.1, a równania Chapmana-Kołmogorowa 
maję postać

(N-l)A ♦ lt, , 
c(l.J) « ---~— g---^  c(l.J*l) ,

F
n a « (l-r) 2  ^j(l-«j)c(l,J) dla n -1,

I
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5.2. Aproksymacja dyfuzyjna podstawowego modelu konserwatora - 
stan ustalony

Opis procesu dyfuzji

Proces N(t) jest różnicą dwóch procesów: procesu wejściowego o war
tości odpowiadającej liczbie klientów, którzy nadeszli do systemu w prze
dziale czasu [O.t] i procesu wyjściowego o wartości odpowiadajęcaj licz
bie klientów, którzy w tym samym przedziale czasu opuścili system.
Oeżeli oba procesy nie zależę od wartości n, jak ma to miejsce w modelu 
G /G /1, zmiany

AN(t ) = N(t + At ) - N(t )

nie zależę od warto.ści N i w  aproksymacji dyfuzyjnej procesu N(t) 
przyjmowaliśmy stałe współczynniki jh i ot . '

W przypadku ograniczonej populacji klientów proces wejściowy zależy 
oczywiście od liczby klientów już obecnych w stanowisku obsługi.

Przyjmiemy więc - podobnie jak ma to miejsce w opisie wielokanałowych
stanowisk obsługi [Hala 78, Pujo 78, Kimu 83, Fili 84], gdzie z kolei 
proces wyjściowy zależy od wartości N - że parametry równania dyfuzji sę 
zmienne, jb = j5(x)., = oe(x). Przyjmiemy, że zmieniaję się one w sposób
skokowy: »

p(x) =|2>n < ot(x) “ <*n dla X £ (n-l.n] , n « 1,...,-N (5.7)

Rozwiązanie równania dyfuzji jest mimo to cięgłe (por. [l-land 68] ) i ma 
postać

f(.) - *„(•) , x 6 (n-l,n] . n o 1 N.

W rozpatrywanym modelu podstawowym z populację N jednakowych klientów i 
jednokanałowym stanowiskiem obsługi przyjmiemy

p n = (N-n+1 )X - y. ,

oCn = (N-n+1 )ACa + ̂ C b, n ■ 1.....N. (5.8)

deżeli stanowisko obsługi jest k-kanałowe i np. k < N, to 

fi) m (N-n+l) % -  nj*

OC' * (N-n+1 )%Ca + n̂ iĈ  1 < n < k '
& a (N-n+1) - k y

(Xn - (N-n+1 )XCg + k̂ lCjj k < n < N , (5.ba)
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■wW przypadku gdy co najwyżej m spośród N-n klientów obecnych w źródła 

może zażędać obsługi, a reszta tworzy pasywnę w danym momencie rezerwę, 
przyjmiemy (dla stanowiska jednokanałowego)

pn » m %- y , oCn = m^ca + j > 1 < n < . N-m+1',

a (N-n+1 c£n = (N-n+1 )̂ .Cg + £iCb, n » N-m+1. (5.8b)
!

Ponieważ O < N(t) < N, przyjmiemy jako warunki brzegowe, podobnie jak
przy opisie stanowiska G/G/l/N, bariery' w punktach x = O , x = N i
powroty elementarna odpowiadnio do punktów x « 1 , x * N-li proces X(t)
po osiągnięciu wartości granicznej 0 (lub N) zachowuje ję przez czas
określony rozkładem lQ(x) (lub lN(x) ),'■ go czym przeskakuje do punktu
x « 1 (x = N-l) i znów Jest procesem dyfuzji. Zakładajęc wykładnicze roz- 

-X■ X -A X.
kłady lQ(x) = XQe 1^ (X ) ■* ̂ e  ., piszemy

3f (x , t jx„) * (i2 r -i & r i
 5t------ ? — ? [oc(x)f(x,t;xo )] - gj[p(x)f(x,t,x0 )] +

<jx

+ p0(t)X06(x-l) + pN(t)AN (x-N+l),

dP0ft>
^  x—» O

dPN(t) 
3t ”

lim [ ° ^ x ^  ^x ' 1 *xo li ” F*^X ^  ^X’ * *Xo \> po^1 1'

- lim | *r |oc(X')f (x 11 łx0 )J - jb( x ) f (x , t; xQ )j -

(5.9)

lim f(x,t;x ) * lim f(x,t;x ) = O , (5.10)
x—  O x—  N

gdzie:

PD(t) = Pr[x(t) . O] { pN(t) * Pr[x(f) •= N].

Przyjmijmy też, że parametry J\.0> ?v_N (odwrotności średniego czasu pobytu 
w punktach x = O, x = N) maję wartość

(5.11)
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v/ stanie ust-alonym

lin f(x,t;x0 ) - f(x), lim pQ (t) - p0 , lim PN (t) - pN . 
t-*»© t-»oo t -*gc

a równania (5.9) po uwzględnieniu (5.7), (5.10), (5.11) przybieraj« po
stać

oC„ d2V x > dfn(x^
° " 2 d ?  — 33—  *A P o « — n- 1 N

* 1 df (x)
2“  U n n ~ 35—  * A p  .x—► 0 °

S i .  “V * ’
X—► N^  ~ 35T~ “ ^ P n * (5.12)

Ola cięgłej poza punktami x - 0, x - N funkcji f(x).

fn(") - fn+1(n )» n ■ 1 N-l,

przyjoujęc brak przepływu maey prawdopodobieństwa dla x e (l,N-l)

x e (1,N-l) ,«n dV x >
r - i r - y , w  ■ o.

n » 2  N-l ,

otrzymujemy rozwiązanie

f x ( x )

fnU)

fN(x)

A P,
’ f i

2 A pt
<x.

S. / ,  ^ -*1X(l * e 1 ) dl« ^  * O 

dla . o

W " ' 1 *

w ,  _ > ( ~«>]

- W h
Ot»! (x-N)

dla

dla

dla

, • z (x-n*l)
f fn-l(n“1)a dla K  ł 0 n-l < X < n.

n - 2  N-l

* O N-l < x < N
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gdzie t

*n - 5 ^  • <5-13>

Ostatni z warunków ciągłości, f|lJ_1(N-i) » fN(w-l) oraz warunek normaliza
cyjny

N n
2  f  V x )dx *  PN “
n-l n-l

pozwalaj« wyznaczyć p0 1 pN.
wzór (5.13) podaja przybliżone rozwl«zanle zadania konserwatora} jako 

aproksymacje rozkładu p(n) liczby klientów w stsnowisku obsługi przyj
miemy

p(0) ■ p0 . p(n) ■ *„(")• n “ 1  N-l, p(N) ■ pN. (5.14)

W przybliżonych mstodach analizy eieci zamkniętych częeto (np.j [chan 
75, Meri 79b, Shum 67] ) rozpatruje elę niezależnie keżde ze stanowisk, 
przedstawlaj«c resztę sisci jako jedno wypadkowe etanowiako obsługi lub 
zastępcze źródło klientów. Osżeli rozpatrywane stanowisko objęte jest 
pętl« sprzęźsnia zwrotnego, zeleca elę [Mari 79a] pozoatewienie tej pętli 
w sposób jawny, nie uwzględniając jej w charakterystycs zastępczsgo źró
dła czy stanowiska. Ponieważ wydaje elę, że przedetawiony model dyfuzyjny 
jest leplsj przystosowany do analizy pracy poszczególnych stanowisk w sis
ci niż medele stosowane do tej pory - »/M/l w [Chan 75] , M/G/l/N w 
[Shum 67] , Mn/K/1 w [Mari 79b] - bierze bowiem jednocześnie pod uwegę 
skończony liczbę klientów w sisci i dowolny chsraktsr strumieni klientów 
między stanowiskami, rozpatrzymy poniżaj przypadek etanowiaka ze sprzę
żeniem zwrotnym.

Istnisnie pętli sprzężenia można uwzględnić w modelu poprzez zmienę 
parametrów zwi«zanych z czaeem obeługi. Oeżeli po wyjściu ze stsnowiska 
klient zewraca do kolejki z prawdopodobieństwa« r, to pomiędzy kolejnymi 
pobytami w źródle zgłoszsń przschodzi on przsz stanowiako obeługi 1-krot- 
nie z prawdopodobieństwem r1-1, całkowity czas obsługi ma więc rozkład

bc(t) - (1-r) ^  r1-1b(t)W , 
1-1

gdzls * 1 oznacza 1-krotn« opsrację splotu.
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Transformata Laplace'a rozkładu b„(t) ma postać

'-'*3 _

Bc(8) = (1-r ) y  r ^ b f s ) 1 -
itr !-r B<6>

skęd obliczamy parametry tego rozkładu :

db (s ) c
ds

_ s*Oj

-1
” ^ r

d2b (s )
ds ^c " 1 “ cb (l-r) + r- 

s=»0

czyli parametry równania dyfuzji maję w przypadku sprzężenia zwrotnego r
postać

j*>n 3 (N-n+l )7t - r.

ocn » (N-n+l)XCa + rpjcb(l-r) + r] . (5.15)

5.3. Wyniki numeryczne

wykresy na rys. 5.2 oraż dane w. tabeli 5.1 zastawiają wyniki przybli
żone (5.13), (5.14) z wynikami dokładnymi w przypadku wykładniczych roz
kładów A(t), B(t). Wybrane przypadki wskazuję, że aproksymacja dyfuzyjna 
nie tylko określa poprawnie wartości średnie E [n] , lecz bardzo dobrze 
dostosowuje się do zmiennego wraz z obciążeniem kształtu rozkładu p(n). 
Dzięki zastosowaniu procesu elementarnych powrotów stopień wykorzystania 
stanowiska nie ma wpływu na błąd aproksymacji.

Tabela 5.II ilustruje wpływ wzrostu współczynnika zmienności rozkładu 
B(t) oraz liczebności populacji kliantów na błąd aproksymacji. Wzrost 
wariancji rozkładu czasu obsługi powoduje wzrost błędu aproksymacji, co 
jest typowe dla metod przybliżonych - por. [czac 77, 79] , Jednak wzrost 
tan jest znacznie powolniejszy niż w przypadku aproksymacji dyfuzyjnej 
stanowiska z nieskończonym źródłem klientów. Im większa populacja \N 
klientów, tym mniejszy błęd względny aprokeymacji. Zaznaczmy, iż wykorzy
stanie ogólnego rozwiązania analitycznego (5.2) dla modelu IVG/1//N 
było dla N n 50, 100 niemożliwą z powodu zbyt dużych błędów obliczenio
wych - mimo stosowania podwójnej precyzji przy 35-bitowyri słowie maszy
nowym. Ponieważ przyjęto rozkład Coxa Jako reprezentacji rozkładu dowol- 
jnagó; wykorzystano w tyra przypadku rozwiązania (5.6).

I
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Tabela 5.II

e [n] - e [n] . ,
Błęd względny £ = -----100% dla stanowiska M/G/1//10

jako funkcja N i C^;^« 1, NA,* constans » 0,2

£  
0.1

0.5

1.0

2,0

5.0

10,0

10 20 50 100

8,75 4,07 1,70 0,64 0,33

5,00 2,92 1,25 0,70 0,28

3,08 2,02 0,93 0,34 0,17

2,22 1,35 0,60 0,23 0,18

2,96 1,74\ 0,56 0,22 0,26

, 4,43 3,50 1,59 0,88 0,45

Dla Cb < 1 przyjęto rozkład Coxa n-tego rzędu o parametrach oblicza
nych na podstawie wartości jł i cb [saue 75] jako n » sntier (l + 1/Cb ),

2nCb ♦ n-2 - ^-AnCjj + n2 
al = 1 2(Cb+l)(n-l)

aA ■ 1, i ■ 2,...,n

4U i “ [ai(n-1  ̂ + l] y- 1 " 1.••••"; (5.16)

dla Cb > i przyjęto rozkład Coxa drugiego rzędu o parametrach

^ 1 - 20, u2 « 2 ( 1 - 0  )jx, ax > 1 -0 - ~ 9 ?

(1
1
T 5* (5.17)

Rysunek 5.3 i tabela 5.III ilustruj« wpływ sprzężenia zwrotnego i bł«d 
aproksymacji w tyn przypadku.
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5.4. Model z wieloma klasami Klientów 

Opis modelu

Załóżmy obecnie, że zbiór N klientów jest podzielony na K klas;
[ i Wt kN  N J, gdzie N oznaczaK .

liczbę klientów klasy k, 2  N « N. Klienci klasy k maję sobie wła-
k»l

k ksciwy dowolny rozkład A (x) czasu pobytu w źródle i rozkład B (x)
czasu obsługi. Klasa klienta nie ma wpływu na kolejność obsługi, wszyscy 
tworzę wspólnę kolejkę zarzędzanę regulaminem naturalnym.

./yniki analityczne dotyczęce modelu konserwatora z wieloma klasami 
klientów sę nieliczne; brak rozwięzania w jawnej postaci nawet w przypad
ku wykładniczych rozkładów Ak(x), Bk(x). [Karne 82] zawiera przeględ ist
nie jęcych rezultatów i dowód najważniejszego chyba z nich, dotyczęcego 
współczynnika wykorzystania stanowiska obsługi

1 1  1 K K k
d - p ) - 1 - X  2 Z  —  Z ł  ( 2  d k )! TT  (x k )" d ■ xk

d1«0 d2«0 dk=0 k-1 k“1

k kograniczony do przypadku wykładniczych rozkładów A (x), B (x), przy czym 
Nk = l, %k =!K. dla k - 1.....K.

□la wykładniczych rozkładów czasów obsługi można otrzymać rozwięzanie 
przybliżone stosujęc metodę wartości średnich przeznaczonę dla sieci ty
pu BCMP [Reis 79] , opisanę krótko w rozdz. I. Zaadaptujmy ję tu do po
trzeb modelu konserwatora,tworzęc sieć złożonę z K reprezentujących 
źródło stacji typu 1S (stacji z nieskończonę liczbę kanałów obsługi 
nie tworzy się w nich kolejka, czas pobytu Jest równy czasowi obsługi) 
i z obsługujęcego klientów wszystkich klas stanowiska z regulaminem na
turalnym. To ostatnie stanowisko nie mieści się w założeniach sieci typu 
BCMP, dlatego otrzymane wyniki sę przybliżone. Klienci danej klasy od- 
wiedzaję sobie tylko właściwe stanowisko IS i stanowisko z regulaminem 
naturalnym. Algorytm metody polega na rekurencyjnym wykonaniu, poczynajęc 
od populacji 1,0,...,O i powiększajęc ję każdorazowo o Jednego klienta, 
aż do pełnej populacji N, następujących kroków:

(l) '.V momencie, gdy w zamkniętej sieci BCMP o populacji N klient 
klasy k nadchodzi do stanowiska obsługi, stacjonarny rozkład kolejki, 
którę zastaje w stanowisku,Jest taki sam Jak stacjonarny rozkład tej ko
lejki w sieci, w której brak rozpatrywanego klienta, a więc o populacji k kN-ę .gdzie e. Jest wektorem posiadajęcym K składowych, z których 
k-ta jest równa Jedności, a pozostałe sę zerowe. Czas pobytu klienta w 
stanowisku z regulaminem naturalnym obliczamy więc jako:
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T k (N )  -  t t  + 2  h E Lnc (N -  e k )] 
r  c-1 t

zakładając jako warunek początkowy E[nc(0)j >0;

(2) Przepustowość (liczba klientów obsłużonych w Jednostce czasu) 
systemu dla klientów klasy k, ^(N), wynosi zgodnie z prawem Little*a 
odniesionym do źródła i stanowiska łącznie

~k,i., Nk? (N) ■ i------- n-- r
t t  + T (N )v
K  1

gdzie mianownik wyraża czas obiegu klienta w układzie źródło - stanowisko 
obsługi, vk jest liczbę wizyt klienta w stanowisku obsługi, przypadaję- 
cych na jednę wizytę w źródle; jeżeli stanowisko objęte jest pętlę sprzę
żenia zwrotnego rk , to vk « 1/(1 - rk );

(3) Zgodnie z prawem Little'a dla stanowiska obsługi średnia długość 
kolejki wynosi

E [nk (N)] ■ 9 k(N)Tk(N)

oraz współczynnik wykorzystania stanowiska

Pk̂k _ 3>k(N )vk.

Inne możliwe aproksymacje rozwięzania,to zastępienie stanowiska obsłu
gi z regulaminem naturalnym dla wielu klas klientów:
- stanowiskiem z regulaminem podziału procesora, dla którego istnieje 

rozwięzanie analityczne w ramach modelu BCMP, lub
- stanowiskiem,w którym klienci sę losowo wybierani z kolejki; wymagane 

Jest wtedy numeryczne rozwięzanie układu równań Chapmana-Kołmogorowa 
dla prawdopodobieństw stanów w tym etanowiaku, lecz liczba równań jest 
znacznie mniejsza niż dla stanowiska z regulaminem naturalnym (por.
[Rubi 84] ). .

W przedstawionym poniżej modelu dyfuzyjnym proces dyfuzji służy jako
K kaproksymacja liczby n = 2  n klientów wszystkich klas obecnych w sta-
k=l

nowisku obsługi. Niech qk oznacza prawdopodobieństwo, że klient znajdu- 
Jęcy się w stanowisku obsługi rależy do klasy k, a jest prawdopodo
bieństwem, że klient znajdujęuy się w źródle należy do klasy k. Zakłada
my, że wariancja ogólnej liczby klientów nadchodzących do stanowiska
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w jednostkowym czasie jest sumę wariancji liczby klientów poszczególnych 
klas przybyłych w tym czasie:

^ a  “ 2
k-1

lub

K
*>c. - 2

k-l

a rozkład czasu obsługi jsst ważoną sunę rozkładów właściwych poszczegól
ny« klasom

K
b(x) - 2  9kl>l<(x )» 

k-l

skęd obliczamy wartość średnie i wariancję, a następnie wepółczynnik 
zmienności tego rozkładu

Ł .  E[b] - 2  1kE[b1 - I  q V k.
k-l k-l

cb - ^ - ? a 2  («6 * *> - 1.
k-l >

Jako współczynniki równania dyfuzji (5.1 2) przyjmiemy więc 

K
^  - (N-i+i) 2  ‘ł'khk -v

k-l

0^ - (N-i+1 fhcg + . (5.18)

W celu określenia wartości qk, l)“k proponujemy następujecę procedurę 
iteracyjnę i

(l) przyjęć jako pierwsze przybliżenie qk - ih1* - Nk/N. co Jeat warto
ścią dokładne, jeżeli wszystkie klasy se charakteryzowane tymi samymi
rozkładami $

(2) określić za pomoce aproksymacji dyfuzyjnej (5.13), (5.14) ze współ
czynnikami (5.18) rozkład p(n) i współczynnik wykorzystania systemu p-
- 1 - p(0)j

(3) stosując wzór Little'a obliczyć jednakowy dla klientów wszystkich 
klas średni czas czekania w kolejce

r , Efn] -p
E M  ■ PV-

gdzie E [n] - P jest średnie długościę kolejki bez klienta aktualnie 
obsługiwanego i py - % jest przepustowościę stanowiska obsługi;

(4) obliczyć nowa wartości ‘O’1*, qk

q -
( H M  ♦ TJJ-)Nk Jt

(5) powrócić do punktu (2), jeżeli wyniki otrzymana w kolejnych itera
cjach nie se podobne.

Brak dowodu zbieżności tej procedury - podobnie jak nie udowodniono 
zbieżności wielu innych stosowanych w kolejkowych modelach systemów kom
puterowych algorytmów iteracyjnych, np. [chan 82, Marl 79, Schw 79,
Zaho 80], których użyteczność 1 poprawne funkcjonowanie potwierdziła prak
tyka obliczeniowa. W każdym z około stu obliczonych przykładów, przy do
borze bardzo różnych parametrów, liczba iteracji powyższego algorytmu, 
po których obliczone w dwóch kolejnych iteracjach wartości

K K
^  - N 2  * k*.k -  ( 2  « y r 1

k-l. k-l

różniły si$ anlej niż o 10“6, eo przyjęto Jako kryterium końca obliczeń, 
nie przekraczała dzleaięciu. Rozkład liczby klientów poszczególnych klas 
obecnych w stanowisku obliczamy na podstawie p(n) i rozkładu dwumiano
wego
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Wartości średnia charakterystyczne dla klaey k można określić w prosty 
sposób, np. :

pk - qkp, E Ln̂ ] - qkE [n] .

Tk = E[w] + K-, 5>k « E t n ^ A 1*.
{*■

Wyniki numeryczno

Owa przykłady numeryczne ilustruję dokładność metody wartości średnich 
i aproksymacji dyfuzyjnej w przypadku wielu klas klientów, wyniki dok
ładne otrzymano rozwiązując numerycznie układ równań Chapmana-Kołmogorowa 
więżących prawdopodobieństwa stanu systemu.

Zwróćmy uwagę na fakt, iż w obu przykładach liczba stanów systemu, a 
więc liczba niewiadomych i liczba równań,wynosiła kilkaset.

Rozwiązanie takiego układu równań, a także samo ich ułożenie,jest już 
problemem samym w sobie (korzystano z pakietu obliczeniowego QNAP [vera 
84] ) i zmusza do wyboru przykładowych systemów z małę populację klientów, 
gdzie,jak świadczę o tym wyniki poprzedniego rozdziału, błędy aproksyma
cji dyfuzyjnej sę największe. Zamieszczone przykłady sę więc raczej suro
wym sprawdzianem aproksymacji dyfuzyjnej.

Przykład l

Populacja obejmuje dwie klasy klientów, k « 2, N « [5,5]. Czas pobytu
w źródle i czas obsługi maję rozkład wykładniczy dla obu klas klientów,

1 2  1przy czym X = X « 0,2 , u « 1 . Obliczenia przeprowadzono dla wartości
2U » 0,1, 0,2, 0,5, 1, 2, 5, 10 - a więc wzajemny stosunek średnich cza

sów obsługi klientów obu klas zmienia się w granicach 1-100. Pocięga to 
za sobę duże zmiany parametrów pracy systemu. Tabela 5.IV podaje dla 
skrajnych wartości parametru podstawowe wyniki dokładne charakteryzująca 
pracę systemu: średnią liczbę klientów obecnych w systemie E [n], czas 
pobytu w systemie T, wykorzystanie stanowiska obsługi P , przepusto
wość '? . Wyniki podane sę dla obu klas klientów łącznie i dla każdej kia-

2 1ey osobno. Wykresy na rys. 5.4 i 5.5 przedstawiają jako funkcję £*■ /£<• 
błąd względny £- lXprzybl " Xdokł^/Xdokł' P°Pełnior>y Przy obliczaniu 
tych wielkości metodą aproksymacji dyfuzyjnej i metodą wartości średnich.

Przykład 2

W systemie są dwie równoliczne klaey klientów, N « [4,4] , ich czas 
oobytu w źródle opisany Jest tym samym rozkładem wykładniczym o parame
trze «0,1. Czas obsługi klientów klasy pierwszej aa rozkład
wykładniczy, ji1 » l , czas obsługi klientów klaey drugiej me rozkład
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Rys. 5.4. Błąd względny oceny średniej długości kolejki dla dwóch klas 
klientów łęcznie (a) i dla każdej klasy osobno (b), dokonanej za pomocą 
aproksymacji dyfuzyjnej (linia ciągła) i metody wartości średnich (linia 

przerywana) dla danych z Przykładu 1
Fig. 5.4. Example i; the relative error of the mean queue length for two 
classes of customers taken together (a) and for each class separately t 
- results of the diffusion approximation (eolid line) end of the mean 

value analysis (broken line)
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O 9ie V OC,?y średnie90 czasu pobytu w stanowisku R, prze- 
?“?*“ f®1 9  1 wykorzystania stanowiska p dla klientów obu klas łącznie, 
dokonanej za Pomoc« aprokeymacji dyfuzylnej (linia ci«gła) i metody war- ' 

tości średnich (linia przerywana; dla danych z Przykładu l
Fig. 5.5. Example i: the relative error of the reaction time R. of the 
throughput 3> and of the utilization of the server P for the customers 
of both classes taken together - results of the diffusion approximation 

(solid line) and of the mean value analysis (broken line)
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Rys. 5.6. Błęd względny ocany średniej długości kolejki dla dwóch klas 
klientów łęcznie (a) i dla każdej klasy osobno (b), dokonanej za pomocę 
aproksymacji dyfuzyjnej (linia cięgła) i metody wartości średnich (linia 

przerywana) dla danych z Przykładu 2
Fig. 5.6. Example 2 : the relative error of the mean queue length for both 
classes of customers taken together (a) and considered separately (b) - 
results of the diffusion approximation (solid line) and of the mean value

analysis (broken line)
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Rys. 5.7. Błęd względny oceny średniego czasu pobytu w stanowisku R, prze
pustowości p i wykorzystania stanowiska p dla klientów obu klas łęcznie, 
dokonanej za pomocę aproksymacji dyfuzylnej (linia cięgła) i metody war

tości średnich (linia przerywana; dla danych z Przykładu 2
Fig. 5.7. Example 2: the relative error of the mean reaction time R, of 
the thronghput P and of the utilisation of the server p for two classes 
of customers taksn together - results of the diffusion approximation 

(solid line) and of the mean value analysis (broken line)
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Coxa opisany równaniami (5.16), (5.17) o Wartości średniej K r »2 i wepół-
2 _2^ czynniku zmienności C£ przyjmujęcym kolejno wartości • 0,5, 1, 2,

3, 4, 5. Wyniki dokładne dla tych wartości podaje tabela 5.V, błędy
metody aproksymacji dyfuzyjnej i metody wartości średnich przedstawiaj«
rya. 5.6 i 5.7.

Wykresy na rys. 5.4-5.7 wskazuję, że w przypadku wykładniczych czaeów 
obsługi błędy popełnione przez obie metody przybliżone sę podobne, na
tomiast w przypadku różnych od wykładniczych rozkładów czasu obsługi, 
których metoda wartości średnich nie uwzględnia, błędy metody aproksyma
cji dyfuzyjnej sę mniejsze.

5,5. Aproksymacja stanu nieustalonego

Analiza stanu nieustalonego wymaga uproszczeń modelu: założymy, że 
współczynnik dryftu jb zmienia się liniowo, np.

£>(x) - f)G (x - N/2) ,

a współczynnik dyfuzji oC jest stały

0£ (x ) ■ oe (N/2 ) m 0to ,

a więc przyjmiemy, że proces dyfuzji Jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka 
(por. np. [Bhar 60] ).

Analogicznie Jak przy analizie stanów nieuetalonych stanowiska z nie
skończonym źródłem klientów, rozwięzanie równania dyfuzji z procesem po
wrotów elementarnych przeprowadzimy w dwóch fazach - najpierw podamy roz- 
więzania równania dyfuzji z barierami pochłaniajęcymi w x = O i x ■ N, 
a następnie wykorzyetamy to rozwięzanie do określania rozkładu prawdopo
dobieństwa procesu dyfuzji z powrotami.

Oznaczmy przez <f(x,tjxQ ) funkcję gęstości prawdopodobieństwa dla 
procesu z barierami pochłaniajęcymi. Równanie dyfuzji ma obecnie postać

0f(x,tjx ) a; 02<p(x,tłx ) a f ,
— w-2-  ■ a r — ^ 2  -  K Ł [<* -  & > « * . «  **0>] ,

f(o,t,xo ) » 'f(N,t,x0 ) - O . (5.19)

Po podstawieniu ^ ■ N/2 poszukujsmy rozwiązania równania dyfuzji typo- 
wę dla parabolicznych równań częstkowych metodę rozdzielenia zmiennych
[Bhar 60] . Zakładamy

f(J.*lJ0 ) » X(J,^)Tft)
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otrzymujęc

+ o2 ^  T(t) - o.

gdzie D jest dowolny stalą, 
oraz

* 'f1” * °2,X(5 ' V  ■ 0 <!-20)

Równanie (5.20) po podstawieniu

’  6 ^  Y(W

i zamianie zmiennych

prowadzi do równanie Webera

V  ( |  + 1 -  )Y (? .? 0 ) -  ° .  (S ' 21 )

1/2^
gdzia: 1 * D2/jV %) “ J>o ) 0CQ '

Rozwięzanie równani. (5.21) można przedstawić w postaci funkcji webera 
(por. [Bhar 60] ) lub - co zrobimy poniżej - za pomoc, funkcji y,. Y0
[Swee 70]

- Ay,(1.5) ♦ By0(l.5 ).

gdzie:

V«{If P  “ *"^2/4 K(_ 5* l-) '

yc ( l . ? )  ’  • “^ 2/4 I ’ l -5  '
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a K(.) Jest funkcję Kummera [Magn 49],

2
. a . § h . | j | i ^  . f& i j f o f j j ’ . ...

Po uwzględnieniu warunków brzegowych, które w przypadku barier ustawio
nych symetrycznie wokół zera maję postać

yo ^ N / 2  e ^ '^N/2 ̂ “ °* 

rozwięzanie równania (5.21) przybiera postać [Swee 79]

co & 1 t oo - A l t
'f(x,t,x0 ) - 2  Aj(x,xo )e“° J ♦ 2  8k(x.xo )e ;0 k 

J“1 k-1

lub po transformacji Laplace'a

j-1 1 ° 3 k«l

gdzie:

lj są pierwiastkami równania “ 0f

1^ sę pierwiastkami równania yo^»?(g/2^ * °*

(5.22)

(5.23)

(5.24)

PN/2
AJ(x,xo >.expL- 7 (f  - ^ M y e ^ j ^ o ^ . ^ j - J y  y ^ U j W

3k(x,x0 ). exp - i( 2 - 2
T?N/2

> W  o > W  ) j  y2 ( l k . 5 ) ^
U n/2

-1

-1

N , 1/ 2/i0

Rozwięzanie (5.23) możemy teraz wykorzystać do opisu procesu dyfuzji 
z powrotami elementarnymi z punktu x = 0 do x » 1 i z punktu x ■ N do 
x » N-l. Znamy Już obieg masy prawdopodobieństwa w układzie: punkt x « 0,
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przedział (O.N), punkt x - N. Postać strumieni tf0(t). tfN(t) masy prawdo
podobieństwa wpływającej do barier w x • 0 1 x « N Jest opisana równa
niami (3.27), należy w nich tylko uwzględnić <P(x,tjx0 ) danę przez (5.23), 
a postać strumieni g^t), gN-1(t) “asy prawdopodobieństwa pojawiajęcej 
się w punktach x » 1, x « N-l w wyniku procesu powrotów określaj« równa
nia (3.26).

Znajęc g^t), określany rozwięzanie s gęstość prawdopodobień
stwa f(x,tjx0 ) dla procesu dyfuzji z powrotami

t
f(x.t»xo ) -f(x,t»x0 ) ♦ j g1(t)f(x,t-t|l)d?

0

♦ | QN-1(t )f(x,-t-?*M-l)dt. (5.25)

W praktyce, podobnie jak poprzednio, trzeba równania (3.26), (3.27) pod
dać tranefornacie Laplace’a, wyznaczyć g^e), Sn.j/«) i poszukiwać
oryginału funkcji

f(x.s»x0 ) - f(x,«łx0 ) ♦ g1(e)<f(x,sjl) + gN_1(e)^(x,s,N-l)

na drodze numerycznej.
Podobnie jak w rozdz, 111 i IV, nożna też uwzględnić warunek poczętko- 

wy w postaci funkcji $(x) oraz opisać reakcję systemu na zmianę warun
ków pracy (zmianę wartości współczynników równania dyfuzji).

\
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W pracy przedstawiono metodę rozwiązywania równań dyfuzji z powrotami 
elementarnymi oraz zbadano na przykładzie kilku podstawowych w teorii ko
lejek modeli, jak wprowadzenia do aproksymacji dyfuzyjnej warunków brze
gowych w postaci powrotów elementarnych zwiększa dokładność tej aproksy
macji. Zaproponowana metoda polega na przedstawieniu poszukiwanego roz
wiązania jako superpozycji rozwiązań równania dyfuzji z warunkiem brzego
wym w postaci ekranu pochłaniającego i pozwala na analizę stanów nieusta
lonych, która zawsze stwarzała duże trudności teorii masowej obsługi.

Ola uzyskania wyników liczbowych mstoda ta wymaga numerycznej inwersji 
transformat Laplace'a - co jednak nie stwarza trudności obliczeniowych 
ani nie zmienia dokładności aproksymacji.

Analiza stanów nieustalonych nie jest tylko problemem teoretycznym: 
zmiany warunków pracy systemu komputerowego ns skutek zmian jego obciąże
nia lub zmian konfiguracji, krótkotrwałe awarie powodujące spiętrzenie 
oczekujących zadań i następne stopniowa rozładowanie kolejek utworzonych 
w tym czasie, adaptacyjny wybór drogi pakietu w sieci telekomunikacyjnej 
w zależności od aktualnego obciążenia poszczególnych węzłów komutacji - 
to przykłady procesów, których modelowanie wymaga analizy stanów nieuets- 
lonych. Opis stanów nieuetalonych w stanowiskach obsługi jest jednak znacz
nie bardziej złożony od opisu stanów ustalonych, co jest powodem słabego 
rozwoj.u odpowiednich modeli.

Rozpatrywane w pracy przykłady stanów nieustalonych dotyczą odpottfiśdzi 
systemu obsługi na skokową zmianę warunków pracy - badano dynamikę tych 
zjawisk i wyznaczano ich stałą czasową w funkcji obciążenia stanowiska i 
w funkcji wariancji rozkładu czasów między zgłoszeniami klientów i czasu 
obsługi.

Aproksymacja dyfuzyjna jest z założenia metodą przybliżoną - zastępuje 
procss stochastyczny, którego ople analityczny stwarza trudności, łatwiej
szym w opisie procesem dyfuzji. Błąd tej metody zależy istotnie od przy
jętego wariantu aproksymacji, a w szczególności od wyboru warunków brze
gowych równania dyfuzji.

W zbadanych w pracy przypadkach stanowisk G/G/l i G/G/l/N uwzględnie
nie powrotów elementarnych'w procesie dyfuzji zwiększa dokładność apro
ksymacji, zarówno przy opisie procesu N(t) - liczby klientów w stanowisku 
obsługi, jak przy aproksymacji U(t) - wirtualnego czasu czekania. Reduk
cja błędu Jest najbardziej widoczna przy małym obciążeniu systsmu, kiedy
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nie można pominąć prawdopodobieńetwe puetego stanowiska i gdy model dyfu
zyjny z barierą odbijającą w x ■ O daje niezadawalające wyniki.

Rozpatrując aprokeymację dyfuzyjną proceau N(t) uzyskano tsż apro
ksymację czasu trwania okreeu czynnego etanowiaka obsługi oraz aproksyma
cję rozkładu makeymalnej długości kolejki w okresie czynnym o bardzo do
brej zgodności z wynikami rzeczywietyni.

Natomiast wprowadzenie aprokeymacjl wyższsgo rzędu (uwzględnienie 
trzeciego momentu rozkłedu czaau obsługi) tylko w ograniczonym stopniu 
zwiększa dokładność aproksymacji.

Opisywana w pracy modele odnoezą się do pojedynczego stsnowlska obsłu
gi. Wykorzystanie ich w opisie sieci jest możliwe, lecz wymega dalezej 
pracy. W przypadku sieci otwartej 1 stanów nlsustalonych można np. wyko
rzystać metodę zaproponowaną w [Duda 84] , obliczającą w kwantach czasu 
zmienne parametry strumieni wswnątrz sieci,lub wyciągnąć wnioski zs zba
danej w tej pracy dynamiki zmian kolejek 1 czasu czekania w stanowiekach 
G/G/l.

W przypadku sieci zamkniętej i stanów ustalonych model konssrwatora z 
rozdz. V może ałużyć do opiau keżdego etanowiska z osobna - resztę sisci 
uważa aię wtedy za źródło zgłoazeń, podobnie Jak ma to miejsce w metodach 
iteracyjnych [chan 75, Shum 67, Mari 79b] .

Przedstawiony w rozdz. V model jest nie tylko rozwiązaniem problemu 
koneerwatora, lecz jest to model stanowiska z czasem obsługi 1 strumie
niem wejściowym zależnym od liczby klientów w etanowisku - 1 jako taki 
może być wykorzystany w technikach redukujących rozmiary aiecl, gdzie 
część sieci Jaat zaatępowana jednym tego typu stanowiskiem (por.[Zaho 83]) 
oraz w modelach opiaujących aynchronizecję klientów w sieci poprzez zmia
ny czasu obsługi w funkcji etanu kolejki np. [wilk 86] .

W pracy rozpatrywano powroty elementarne z krańców odcinka, na którym 
określony jest proces dyfuzji, do punktu wewnątrz tego odcinka. Można 
opracowaną metodę wykorzystać do opisu przeskoków wewnątrz przedzisłu 
dyfuzji, co odpowiadało by np. grupowym odejściom klientów z kolejki, 
w której następuje ich synchronizacja.
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PROCES POWROTÓW ELEMENTARNYCH W DOSKONALENIU APROKSYMACJI DYFUZYJNEJ 
JAKO METODY PROBABILISTYCZNEGO MODELOWANIA 

SYSTEMÓW KOMPUTEROWYCH

S t r e s z c z e n i e

Praca udoskonala aproksymację dyfuzyjną - metodę opisu działania etano- 
wiek obsługi, często wykorzystywaną do modelowania pracy syetemów kompu
terowych.

Sieć stanowisk obsługi, między którymi krążą klienci,to modsl stosowa
ny już od około dwudziestu lat do analizy działania i oceny wydajności 
pracy systemów komputerowych. Stanowiska obeługi reprezentują elementy 
systemu komputerowego - procesor, pamięci zewnętrzne, terminale, linie 
transmisyjne - a klienci to wykonywane przez eystem zadania. Część począt
kowa niniejszej pracy zawiera monograficzny przegląd istniejących metod 
rozwiązywania takich modeli oraz dyskusję analitycznych i numerycznych 
trudności z nimi związanych. Trudności te powodują wykorzystanie metod 
przybliżonych, pozwalających na przyjęcie w modelu ogólniejszych założeń 
i redukujących nakład obliczeń do rozmiarów nie przekraczających możliwo
ści maszyny cyfrowej.

Jedną z przybliżonych metod jest aproksymacja dyfuzyjna, zastępująca 
wartość procesu N(t) - liczbę klientów w stanowisku obsługi w chwili t 
lub wartość proceeu U(t) - wirtualny czas czekania klienta przybyłego do 
stenowi8ka w chwili t - wartością procesu dyfuzji. Dokładność aproksyma
cji zależy od wyboru warunków brzegowych dla równania dyfuzji. Proces 
dyfuzji musi być np. ograniczony do nieujemnej półosi liczb rzsczywistych 
- liczba klientów i czas czekania nie są nigdy ujemne. Wykorzyetywana 
wcześniej w tym celu bariera w poetacl ekranu odbijającego w punkcie z =
■ 0 Jest dobrym przybliżeniem tylko w przypadku eystemów mocno obciążo
nych, w których prawdopodobieńetwo pustego stanowiska jest pomijalnie 
małe. Bliższy rzeczywistości jeet zaproponowany w [Gale 75] warunek na
stępujący s proces dyfuzji po dojściu do punktu z - 0 pozostaje w nim 
przez czae odpowiadający okresowi bezczynnemu stanowiska, poczym dyfuzja 
rozpoczyna się w punkcie z ■ 1 w przypadku opisu procesu N(t) lub w punk
cie określonym przez rozkład czaeu obeługi w przypadku opisu procesu U(t). 
Ciągły procss dyfuzji Jsst więc uzupełniony przeskokami, zwanymi powrota
mi elementarnymi.

W pracy przedstawiono nową metodę rozwiązywania układu równań charak
teryzujących proces dyfuzji z procesem powrotów elementarnych. Uzyskane
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rozwiązania pozwalają na opis stanów ustalonych i nieustalonych stanowi
ska obsługi. Przeanalizowano szczegółowo kilka podstawowych w teorii ob
sługi masowej problemów: aproksymację procesów N(t) i U(t) w stanowisku 
G/G/l, tj. w stanowisku z dowolnym wejściowym strumieniem klientów i do
wolnym rozkładem czasu obsługi, aproksymację N(t) w stanowisku G/G/l/N, 
tj. z ograniczoną kolejką oraz w stanowisku G/G/1//N, tj. z ograniczoną 
populacją klientów. Zbadano zasadność zastąpienia procesu dyfuzji pro
cesem Markowa wyższego rzędu. Przeprowadzono obliczenia numeryczne, które 
wskazują, że otrzymane rozwiązania są obciążone mniejszym błędem niż roz
wiązania dotychczasowe, zwłaszcza w przypadku słabo obciążonych stanowisk 
obsługi. Dotyczy to zarówno stanów ustalonych Jak i dynamiki zmian kolej
ki w stanach nieustalonych.

СКАЧКООБРАЗНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ДЛЯ УЛУЧШЕНИЯ ДИФФУЗИОННОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

КАК МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ

Р е з ю м е

В работе улучшено диффузионную аппроксимицию - метод описания действия 
обслуживающих устройств, который часто употребляется для моделирования 
вычислительных систем.

Сеть массового обслуживания, в которой циркулируют заявки переходящие 
из одной системы обслуживания в другую, это модель использована уже два
дцать лет для анализа и оценки качества вычислительных систем. Обслужива
ющие устройства представляют собой ресурсы вычислителной системы - процес
сор, внешние запоминающие устройства, терминалы, линии передачи; заявки - 
это задания исполняемые системой. Начальная часть статьи включает моно
графический обзор существующих способов решения таких моделей, а также 
обсуждение аналитических и численных трудностей сопутствующих им. Эти 
проблемы являются причиной применения приближенных решений, в которых 
возможны более общие предположения и которые требуют более простых расче
тов, возможных вычислительной системой. Одним из этих приближенных способов 
является диффузионная аппроксимация, которая заменяет случайный Процесс 
N(t), представляющий собой длину очереди в момент времени t, или случайный 
процесс U(t ), представляющий собой время ожидания заявки прибывшей в систе
му в момент t, марковском процессом диффузионного типа. Точность аппрокси
мации зависит от выбора граничных условий.

Диффузионный процесс надо на пример ограничить к неотрицательной части 
оси х — длина очереди и время ожидания всегда либо нулевые либо положитель
ные. Простейшим граничным условием которое исполняет это требование является 
отражение в нуле. Оно удовлетворяет только в случае, когда обслуживающая 
система сильно загружена, т.е. когда вероятность пустой системы слишком 
мала. Ближе действителности другое граничное условие, предложенное в 
[Gele 75], удерживающие траектории процесса на неотрицательной полуоси: 
после достижения нуля процесс задерживается здесь через время предста
вляющие бездеятельный период системы, а потом совершает скачок в точку 
х = 1, если аппроксимация касается процесса N(t), или в точеу определен
ную распределением времени обслуживания, если аппроксимация касается про
цесса U<t). Таким образом беспрерывный стохастический процесс диффузии 
дополнен скачками - элементарными возвротами.

В статье представлен новый метод решения дифференциальных уравнений 
диффузии со скачкообразными граничными условиями. Результаты относятся к
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переходному и стационарному режиму работы обслуживающего прибора. Анализи
руется подробно некоторые основные проблемы теории массового обслуживания! 
аппрокимацшо процессов N(t) и U(t) в системе G/G/1, т.е. в системе с 
произвольным входящим потоком заявок и с произвольной длиностыо обслужи
вания, процесс N(t) в системе G/G/1/N, т.е. в системе с ограниченной 
очередью, и в системе G/G/1//N, т.е. в системе о ограниченным числом 
заявок. Исследованы достоинства аппроксимации марковским процессом третьего 
порядка вместо процесса диффузии, т.е. процесса второго порядка. Даны 
численные примеры, которые показывают, что диффузионная аппроксимация со 
скачкообразными граничными условиями более точная чем существующие до сих 
пор результаты, особенно для систем о небольшой загрузкой, как в стационар
ном режиме работы, так и для динамики смен длины очереди в переходных перио
дах.

}

ELEMENTARY RETURN PROCESS IN REFINEMENT OF DIFFUSION 
APPROXIMATION VIEWED AS A METHOD OF PROBABILISTIC 

MODELLING OF COMPUTER SYSTEMS

S u m m a r y

-The goal of this paper is to refine the diffusion approximation, one 
of the queueing theory methods used frequently to model computer systems 
and computer networks.

For the last two decades the queueing network models have been applied 
to analyse and evaluate computer systems performance. The servere within 
a queueing network represent the elements of a modelled system: proces
sors, terminals, transmission lines, external memories; the customers 
served in them represent tasks performed by the system. The opaning part 
of the paper revues existing methods of treating such models and discusses 
analytical and numerical problems they pose. Those problems cause the use 
of approximate methods which allow one to analyse larger and more general 
networks reducing the calculation effort to the amount bearable by a com
puter. The diffusion approximation is among these approximate methods.
It replaces either the stochastic process N(t), the number of customers 
in the queue at the time t, or the process U(t), the virtual waiting time 
of a customer entering the queue at time t, with the diffusion process.
The quality of this procedure depends on the choice of boundary conditions 
for the diffusion equation. The diffusion process should for example be 
limited to the nonnegative half of the axis x, as neither a queue nor a 
waiting time could be negative. The reflecting barrier put at the point 
z a 0,applied earlier, gives satisfactory results only in cases of heavy 
loaded servers where the probability of an empty system is negligible.
The following condition, proposed in [Gele 75] is closer to reality: 
when the diffusion process attains zero, it stays there for a time inter
val which corresponds to the servers' idle period and then immediately 
recommences at z • 1 if N(t) is approximated or at a point x chosen 
with the service time probability distribution in the case of U(t).
Hence, the continous diffusion process is supplemented with jumpe called 
elementary returns.

The paper develops a proper mathematical method to eolve diffusion 
equations with elementary return processes. Solutions which are obtained 
enable one to analyse the equilibrium and transient states of a server. 
Several typical problems are analysed in detail: approximation of N(t) 
and U(t) processes in the G/G/1 server, i.e. in the server with general



input stream and service time distribution, approximation of N(t) in the 
G/G/l/N server, i.e. in the server with a limited queue, approximation 
of N(t) in the G/G/1//N server, i.e. in the server with a finite custo
mers' pupulation. A third-order Markovian approximation instead of the 
second-order diffusion approximation is investigated. The numerical re
sults prove that the solutions which incorporate the elementary return 
process give much more exact results, especially when lightly loaded sy
stems are considered. It refers both to squilbrium solutions and to the 
dynamice of queue changes during transient periods.



WYDAWNICTWA NAUKOWE I DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI SLĄSKIEJ 
MOŻNA NABYĆ W NASTĘPUJĄCYCH PLACÓWKACH:

44-100 G liw ice  —  K sięgarn ia  n r 096, ul. Konstytucji 14 b  

44-100 G liw ice  —  Spółdzieln ia Studencka, ul. W roc ław sk a  4 a 

40-950 K atow ice —  K sięgarn ia  n r 015, ul. Ż w irk i i W igu ry  33

40-093 K atow ice —  K sięgarn ia n r 005, ul. 3 M a ja  12

41-900 Bytom  —  K sięgarn ia  n r  048, PI. Kościuszki 10 

41-500 Chorzów  —  K sięgarn ia  n r 063, ul. W olności 22 

41-300 D ąb row a  Górnicza —  K sięgarn ia  n r 081, ul. Z B o W iD -u  2 

47-400 Racibórz —  K sięgarn ia  nr 148, ul. Odrzańska 1 

44-200 R ybnik  —  K sięgarn ia  n r 162, Rynek  1 

41-200 Sosnow iec —  K sięgarn ia  n r 181, ul. Zw ycięstw a 7 

41-800 Zab rze  —  K sięgarn ia  n r 230, ul. W olności 288

00-901 W a rszaw a  —  Ośrodek Rozpowszechniania W y daw n ictw  Naukow ych  P A N  —  
P ałac  K u ltu ry  i Nauk i 

W szystkie w ydaw n ic tw a  naukow e i dydaktyczne zam aw iać m ożna poprzez Składnicę  

K sięgarską w  W arszaw ie , ul. M azow iecka 9.


