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Streszczenie. W artykule podejmuje sie problem wykorzystania nie-
ktérych metod matematycznych do opisania struktury topologicznej
transportu zbiorowego. Przede wszystkim oparto sie na teorii grafow
i sieci. Opracowano podstawowy model matematyczny topolgii miejskiej
sieci drogowej w postaci grafu, w ktérym wprowadzono numeracje topo-
logiczngag. Przedstawiono réwniez w sposéb stosunkowo przejrzysty in-
terpretacje geometryczng modelu na ptaszczyznie. Nastepnie teoria
grafow i sieci zostata adoptowana do specyfiki techniki komputerowej.
Przy umieszczaniu modelu w pamigeci komputera wykorzystano jego nume-
ryczne odwzorowanie w uporzadkowanej leksykograficznie liscie incy-
dencji. Na tej bazie opracowano algorytm numeryczny poszukujgcy przy
zadanych kryteriach $ciezki metodg przeszukiwania grafu. Zamiesz-
czono go w przetestowanej procedurze. Pozwala ona na stosunkowo tat-
we i szybkie ustalanie optymalnych tras przemieszczania sie jedno-
stek transportu zbiorowego w duzych aglomeracjach. Model moze zosta¢
rozbudowany do postaci sieci, ktérej wtasciwos$ci oraz szerokie mozli-
wosci zastosowania w pracy transportu zbiorowego przedstawiono w za-
konczeniu artykutu.

1. Wprowadzenie

Informatyka umozliwia efektywne wykorzystanie komputeré6w do analizy i
projektowania réznych dziedzin dziatalnos$ci ludzkiej. Wydaje sie, ze row-
niez efektywng dziedzing je | zastosowania bedzie transport w wielkich
aglomeracjach miejskich. Ze wzgledu na nadmierny ruch pojazdéw, niedobory
obsady kadrowej 1 komplikowanie sie proceséw podejmowania decyzji przez
dyspozytoréw itp. wykorzystanie zdobyczy wspéiczesnej informatyki do kie-
rowania ruchem, jak i projektowania nowych potaczen drogowych jest nie-
zmiernie wazne dla pracy transportu. Aby rozwigza¢ te problemy za pomoca
technik komputerowych, trzeba uprzednio opracowa¢ odpowiednie modele mate-
matyczne oraz systemy przetwarzania Informacji charakteryzujacych wtasci-
wosci ruchowo-techniczne elementéw sieci transportowej i znajdujacych sie

na niej obiektow.
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2. 0Og6lna eharakteryatyka modelu

Podstawowym modelem matematycznym, kt6ry moze byé¢ do realizacji wymie-
nionych zadan wykorzystany, jest graf. Sktada sie on ze zbioru wierzchot-
kéw W oraz zbioru gatezi U. Aby go zdefiniowaé¢, nalezy poda¢ zbiér jego
wierzchotké6w, zbiér gatezi oraz relacje H*”", bedaca podzbiorem produktu
kartezjansklego. Zatem graf abstrakcyjny tworzy tréjke uporzadkowanga
G- [*, U, R] , gdzie [2]:

W - zbiér wierzchotkéw grafu,
U- zbiér gatezi grafu,

R - relacja Incydencji IfcWxUxW i spetniajaca warunki:

a) dla kazdej gatezi ueU istnieje taka para wierzchotkéw x,yc|W, ze

(x,u,y)eR,
b) Jezeli dla gatezi ueU istniejg (x,u,y)eR i (v,u,z)eR, to albo x=v i
y«z albo x=z i y*v.
Graf nazywa sie grafem skonczonym, gdy |w|[+|U|<"=, to znaczy gdy suma
mocy zbioréw wierzchotkéw i gatezi jest skonczona. Gatezie tego grafu

dzielg sie na trzy rodzaje:

krawedzie to takie gatezie u, ze jezeli xFy i (x,u,y)eR, to réwniez
(y,u,xtyR,

tuki to takie gatezie u, ze jezeli xjty i (x,u,y)eR, to tréjka (y,u,x)"R,
petle stanowia takie gatezie u, dla ktérych istnieja takie wierzchotki
X, ze (x,u,x}eR.

Najozeséciej spotykany jest graf zorientowany, ktéry nazywa sie takze
skierowanym. Jest to graf, ktérego zbiér krawedzi jest pusty. Moze on za-
wiera¢ Jedynie tuki 1 petle.

Geometrycznie za$ mozna graf przedstawi¢ jako sie¢ lin ii, juwzgledniajaca
wystepowanie trzech rodzajow gatezi, w nastepujacy spos6b: kazdemu wierz-
chotkowi xeW przyporzagdkowany jest jeden dowolny punkt przestrzeni eukli-
desowej, za$ kazdej krawedzi ueU przyporzadkowana jest dowolna linia tacza-
ca punkty odpowiadajace réznym wierzchotkom x i yeW. Kazdemu tukowi ueU
przyporzadkowana Jest strzatka-wektor o poczatku w punkcie odpowiadajacym
wierzchotkowi x, nazywanym wierzchotkiem wychodzacym (poczatkowym) i koncu
w punkcie odpowiadajacym wierzchotkowi y, nazywanym wierzchotkiem wchodza-
cym (koncowym). Kazdej petli przyporzadkowana jeBt dowolna linia zamknieta

przechodzaca przez punkt odpowiadajacy wierzchotkowi xeW.

x "Tak zdefiniowany graf Jflrgen Flachsmeyer proponuje nazwa¢, ze wzgledu
na relacje R, grafem abstrakcyjnym (Kombinatorylfa. PWN, Warszawa 1977r).
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Jezeli dowolnemu grafowi przyporzagdkujemy numery wierzchotkéw i gatezi,
to otrzymamy trywialny przypadek sieci. Zauwazmy, ze sie¢ Jako pojecie
formalne moze stanowi¢ naturalny i pogladowy model matematyczny wielu
rodzajéow obiektéw fizycznyoh, a w szczegédlnoséci tych, ktére powszechnie
nazywane sg sieciami w jezyku potocznym. Teoria sieci dzieli sie na takie
dziaty, jak: teoria sieci transportowych®*\ teoria sieci elektrycznych
oraz teoria sieci transmitacyjnych. Inne podziaty teorii sieci sg uzale-
znione od rodzaju grafu sieci. Siecig Bkierowana nazywamy tréjke uporzad-
kowang S = * gdzie |2]:

G a [W, T, R] - graf zorientowany (skierowany),

zbiorze wierzchotkéw grafu o wartos$ciach
rzeczywistych.

grafem G. Inaczej moéwigc, sie¢ jest grarem opisanym, to znaczy takim gra-
fem, Ze wierzchotki i gatezie sa opisane (scharakteryzowane) odpowiednimi
liczbami.

3. Model matematyczny topologii sieci transportu zbiorowego

Poszczeg6lne drogi sieci tacza sie ze sobg badz rozwidlaja w weztach.
Podczas przejazdu przez wezet powstaje problem wyboru dalszej drogi, jak
i drogi bezpos$redniego przejazdu ze startem w weZle x i metag w wezZle vy,
ktérg nazywamy trasag. W celu opracowania modelu wszystkim weztom przypo-
rzadkowano numeracje topologiczna, przez QlJ,ktérg nalezy rozumieé¢ jedno-
znaczne odwzorowanie t: ,...,m| , gdzie W jest zbiorem wyréznionych
weztéw, za$ m - ich ogdlng liczba. Warto$¢ t(x) nazwiemy numerem topolo-
gicznym wierzchotka xtW. Zatem wszystkim weztom przyporzagdkowano liczby
naturalne od 1 az do m. Hiech teraz symbol W oznacza zbiér numeréw wszy-
stkich weztow: W= |I,2,...,m |. Przez droge bezpos$rednig taczaca dwa weztly
o numerach i oraz j bedziemy rozumie¢ droge z wezta i do j, po ktdrej moga
porusza¢ sie Jednostki transportowe nie napotykajac zadnego innego wezta.
Gdy zdarzy sie, ze dwa wezty taczy wiele drég bezpos$rednich, wtedy wyr6z-
nimy jedna z nich, tj, te, z ktérej beda korzystaé¢ interesujace nas Jedno-

*nSleé¢ transportowa jako szczegdlny graf jest abstrakcyjny® modelem matema-
tycznym zaréwno sieci kotowej, jak i szynowej.



Rys. 1. Graf liniowy zorientowany fragmentu sieci transportu zbiorowego

Fig. 1. linear digraph of the fragment of the collective transport network
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8tki transportowe. Nastepnie zatézmy, ze istnieje tylko ta jedna droga

bezposdrednia tagczgca dwa wezty. W zwigzku z tym kazda droga bezpos$rednia
jest jednoznacznie okre$lona parg (1,j) numeréw weztéw, ktére ona bezpo-
$rednio! tagczy. Jezeli wezet i jest potaczony bezpos$redniag droga (i,j) z

weztem j, to bedzie on sgsiedni wzgledem wezta j. Nie oznacza to, ze jest

on takze sasiednim wzgledem wezta i, poniewaz moze nie istnie¢ bezposre-
dnia droga (j,i) z j do i. Przypadek taki wystepuje w miastach, w ktérych
znajdujag sie ulice jednokierunkowe.

Przyporzadkowujac kazdej drodze bezpoéredniej pare numeréw (~»jj,)»
przy czym k=1,2»...,K jest numerem drogi, mozemy utworzy¢ zbidr

K

2 — JUEwrcirijr)? AR A KA Ao

ksl

Zbior ten bedziemy nazywac¢ zbiorem drég, podobnie jak zbior W nazywamy
zbiorem weztéw. Zbiér wszystkich drég i wezitdbw tworzy siec¢ transportu
zbiorowego. W teorii grafoéw odpowiada to pojeciu grafu liniowego zorien-
towanego, ktéry jest w naszym przypadku zdefiniowany parg zbioréw G =[w,D].

Przyktad topologii sieci transportu zbiorowego przedstawionej za po-
mocg grafu jest pokazany na rysunku 1.

Zastosowano tu stosunkowo przejrzystag interpretacje geometryczng dowol-
nego grafu G w nastepujacy sposo6b: kazdemu wierzchotkowi iew (w-zbidr
wierzchotkéw) przyporzadkowany jest jeden punkt ptaszczyzny, za$ kazdemu
tukowi (i,j)tl> (D-zbiér tukbéw) przyporzgdkowana jest strzatka-wektor o
poczatku w punkcie odpowiadajacym wierzchotkowi i oraz koncu w punkcie od-

powiadajacym wierzchotkowiej .

4. Parametry modelu struktury topologicznej

Ustalajac wielkos$ci charakteryzujgce droge z punktu widzenia ruchu
jednostek transportowych mozna réwnoczes$nie przyporzgdkowaé¢ im parametry
liczbowe. Poniewaz czesto drogi nie sa jednorodne na catej swej dtugosci,
podzieli¢ je mozna na szereg wzglednie jednorodnych odcinkéw. Na przyktad
bezposrednia droga kotowa tgczacg dwa wezty moze sktadaé¢ sie Z odcinkéow
szosy ré6znych klas, mostéw, wiaduktéw itp. W zwigzku z powyzszym dla kazde-
go jednorodnego odcinka wyréznimy takie jego parametry techniczno-ruchowe,
jak: ditugos$é¢ odcinka drogi, maksymalna predkos$¢, z jaka moga poruszac¢ sie
na tym odcinku interesujgce nas jednostki transportowe, czas przejazdu
(w przypadku transportu szynowego), rodzaj ruchu, liczba paséw ruchu, kla-
sa techniczna drogi itd. Przyktadowymi parametrami opisujacymi wezty sa:
rodzaj posterunku ruchu kolejowego, typ skrzyzowania drogowego, sposoéb

organizacji ruchu itd.
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Dtugosécia drogi (i,J) taczacej wezty i oraz J nazwiemy sume dtugoséci
wszystkich odcinkéw Jednorodnych, na ktére zostata podzielona. W teorii
graféw droga odpowiada pojeciu $ciezki, ktérg Jest ciag wierzchotkow i
tukéw,np. 1,(1,2),2,(2,3)»...,n-1,(n-1,n),n. tancuchem za$ nazywamy skon-
czony cigg wierzchotkéw i krawedzi. Poniewaz kazdy tuk grafu Jest Jego

krawedzig, wiec kazda $ciezka w grafie Jest Jednoczes$nie tancuchem w tym

grafie.
Czasem przej$cia drogi nazywamy sume czasOw trwania wszystkich czyn-
k
noé$ci nalezagcych do danej drogi, czyli TiD") m 2 ~k*
k.1

5. numeryczne odwzorowanie modelu

Przy umieszczaniu modelu matematycznego w pamieci komputera sposéb
reprezentacji grafu najbardziej przejrzysty i uzyteczny dla cztowieka,
tzn. przez rysunek punktéw i taczacych Je lin ii na ptaszczyZnie. Jest
catkowicie bezuzyteczny. Wybo6r odpowiedniej struktury danych do reprezen-
tacji grafu ma zasadniczy wptyw na efektywno$¢ algorytméw. W teorii gra-
fow klasycznym sposobem reprezentacji grafu Jest macierz incydencji.
Wierzchotek Jest incydentny z tukiem, Jezeli tuk wchodzi lub wychodzi z
tego wierzchotka i tuk ten Jest réwniez incydentny z tym wierzchotkiem.
Liczbg #tukéw incydentnych z danym wierzchotkiem nazywamy stopniem tego
wierzchotka. Macierzowa reprezentacja Jest dogodna dla algorytmu buduja-
cego przeptyw w sieci lub $ciezke] w grafie, czyli algorytmu podajacego
trase pomiedzy dwoma dowolnie wybranymi weztami sieci transportowej. Lep-
szym sposobem reprezentacji grafu Jest macierz sgsiedztwa wierzchotkéw,
okreélona Jako macierz zero-Jedynkowa wymiaru m m, gdzie m -liczba wierz-
chotkéw grafu. W macierzy tej element o indeksach i oraz J Jest réwny 1,
Jedli istnieje krawedZ prowadzaca od i-tego do J-tego wierzchotka, oraz 0
w przeciwnym przypadku. W przypadku grafu niezorientowanego macierz sga-
siedztwa wierzchotkéw Jest zawsze symetryczna. Wada tych dwoéch reprezen-
tacji Jest fakt,ze zajetos$¢ pamieci Jest duza. Oszczedniejsza Jedli idzie
o zajeto$¢ pamieci - szczegdblnie w przypadku grafow rzadkich - Jest metoda
reprezentacji grafu przez liste par odpowiadajacych Jego krawedziom.
Sytuacje mozna Jeszcze znacznie poprawi¢ przez uporzadkowanie leksykogra-
ficzne zbioru par i przedstawienie w postaci listy incydencji struktury
danych. Zawiera ona dla kazdego wierzchotka iew liste wierzchotkow JcW
takich, ze (i,j) Jest tukiem. Doktadniej, kazdy element takiej listy Jest
rekordem zawierajagcym wierzchotek wychodzacy i wchodzacy bedacy wskazni-
kiem do nastepnego rekordu na liscie. Wwielu algorytmach struktura grafu
jest dynamicznie modyfikowana przez dodawanie i usuwanie tukéw. Listy
incydencji odpowiadajagce grafowi z rysunku 1 przedstawiono na rysunku 2.
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6. Algorytm poszukujacy $ciezki

istnieje wiele algorytmoéw grafowych,
ktérych ogo6lna budowa polega na systema-
tycznym przeszukiwaniu wierzchotkéw grafu,
tak aby kazdy wierzchotek byt odwiedzony
doktadnie raz. Dlatego tez waznym proble-
mem jest znalezienie dobrych metod przeszu-
kiwania grafu. Metody te dzielg sie na dwa

typy [3]:
przeszukiwanie w gtab,
przeszukiwanie wszerz.

Moga by¢ one uzyte do znajdowania $ciezki
miedzy ustalonymi wierzchotkami s oraz t.
Realizuje to procedura SCIEZKA napisana w
w ersji wzorcowej jezyka algorytmicznego
ALGOL.

procedure SCIEZKA (GRAF, m, n, s, t)t

value m, n, s, t;

integer m, n, s, t(

array GRAFi

comment procedura SCIEZKA znajduje wszy-
stkie trasy pomiedzy zadanymi z
géry dwoma punktami s oraz t sieci
transportowej i umieszcza uzyskane
§ciezki w tablicy Q, zapisujac w
niej numery wierzchotkéw znajduija-

Rys. 2. Fragment I|iBty cych sie na znalezionej trasie.
incTdenc.1l
Fig. 2. Incidence U st

fragment tablicy GRAF]j

Struktura sieci jest zapisana w

begin

Integer array Q, R [0 t n] €
Integer 1, j, k, 1]
for ks»0 step 1 until n do
Q[k] :=R[k] :mO,
Q[0] tmBf
1:*0Ff

El: jt*j+11

E2s for im*R[jl]+1 step 1 until mdo

R[JI]:«1]
Q[J] :-GRAF[Q[j-11, ]t
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if Q[3] »0 tben goto E3;

if Q@lat tben goto E4|

for Xjaj—1 step -1 untll 0 do
if Q[J] aQ[l] tben goto E3;

goto E!l
E3: end;
goto E5;

E4: for k:=0 step 1 untll 3 do
print (Q[k] );
E5! it RJ[1] =m tben goto EG6;
ii 370 tben
begin
R[3] :*0,
3s=3-1j
goto E2
end j
E6; print C'KONIEC PROCEDURY")
end
end procedury SCIEZKA;

W procedurze uzyto wyrazenia print (.drukuj), ktére nie nalezy do Jezyka
wzoroowego i przybiera rézng posta¢ w Jezyku konkretnym.

7. Zakohczenie

Przedstawiony model matematyczny posiada takie wtasciwosci, Jak:

abstrakcyjno$¢é, zapewniajacg mozliwos$¢ opisu dowolnego obszaru sieci
transportow ej,

ekonomiczno$¢, ktéra wymaga, by opis byt krédtki i zajmowat mato miejsca
W pamieci operacyjnej komputera,

realnos$¢, polegajaca na mozliwos$ci tatwego kodowania danych Zrédtowych
dla maszynowego przetwarzania,

prostote, polegajaca na tatwos$ci przetworzenia charakterystyk ruchowo-
technicznyeh obiektéw sieci transportu zbiorowego w parametry przypo-
rzgdkowane elementom grafu tworzacego w ten sposéb sieé¢ transportowa,
uniwersalno$¢, umozliwiajacag wielorakie wykorzystanie modelu,

wierno$¢, prawie zawsze zapewniajagcg zgodno$é modelu z rzeczywisto$cia.

Ponadto omoéwiona koncepcja modelu matematycznego w postaci grafu i proce-
dury generowania tras przejazdu réznych jednostek transportu zbiorowego
moze by¢ po pewnej modyfikacji czy rozwinieciu wykorzystana do rozwigzywa-

nia nastepujacych zagadnien praktycznych:

w systemach sterowania ruchem w miastach,
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w planowaniu rozbudowy uktadéwkomunikacyjnych,
w eksploatacji przy okres$laniu optymalnych tras transportu zbiorowego
uwzgledniajacych wtasciwe rozmieszczenie przystankow.
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SOME PROBLEMS OP COLLECTIVE TRANSPORT MODELINS

Summary

The paper presents a problem of application of some mathematical met-
hods to modeling of the topological structure of collective transport
networks. Graph and net theory has been mainly used. The basic mathema-
tical model of topology of urban network in the form of graph is presen-
ted using topological denumeration. Geometric interpretation of the model
en the plane has been also proposed. Then graph and net theory has been
adopted to the computer technique specification. The incidence list in
lexicographic order has been placed in the memory as the numerical map-
ping of the graph. The algorithm seeking the path based on graph sear-
ching method has been proposed taking into account different criteria.
Itthas]been]included in the procedure which was tested. It anables easy
and fast definition of optimal routes for collective transport units in
big agglomerations. Model may be enlarged to the net form whose propertiea
and bread possibilities of applications have been described in the final

part of the paper.



