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WSTĘP

Niezawodność metrologiczna przyrządów pomiarowych, Jeko dział jako­
ściowej teorii niezawodności, Jeet wciąż nowym i mało rozwiniętym kie­
runkiem badań naukowych. Trudności, jakie epotyke się w analizie, spowo- 
dowane są między innymi brakiem jakościowej teorii proceeów zmian właści­
wości metrologicznych przyrządów pomiarowych.

Tak więc do dnia dzieiejezego nie ma uzasadnionej jednolitej teorii, 
ujmującej metody analizy i modele niezawodności metrologicznej.

Potrzeba badań i opracowań naukowych dotyczących niezawodności przy­
rządów pomiarowych z uwzględnieniem ich właściwości metrologicznych - w od­
różnieniu od innych urządzeń technicznych - zoatała dostrzeżona i uzasad­
niona w latach sześćdziesiątych przez BRU3EWICZA [16] .TOMASZEWSKIEGO [113], 
OBALSKIEGO [87], TUSZYŃSKIEGO [115] , tWJOELSZTAMA [75], ARUTIUNOWA [67] 
oraz TURKELTAUBA (114].

Próbę zbudowania modeli niezawodności przyrządów pomiarowych z poda­
niem metod analitycznych do wyznaczanie wskaźników niezawodności metrolo­
gicznej, bazujących na procesie zmian dokładności oraz uazkodzeniach me­
trologicznych uczynili: ABUŁADZE i MANDELSZTAM [2], SAWCZENKO [99],CEJTLIN 
i CIZIS [17], KEMPIŃSKI a [61], NOWICKIO [83-85], FRIDMAN [28,29] ,T ATI3EW- 
SKI3 [lll], FIRKOWICZ i BUTKIEWICZ [25] oraz autor niniejszej rozprawy w 
[25, 38, 43, 45-47, 51, 56, 57]. Uzasadnienie modeli i metod analitycz­
nych oparto zarówno na długoletnich badaniach laboratoryjnych, jak i na 
badaniach teoretycznych [i, 4, 11, 14, 20-22, 28, 30, 33, 35, 37, 39, 40, 
43 , 50 , 52 , 54 , 70-74 , 76,' 77, 79, 81, 82, 92, 95, 97, 104, 105, 116-119, 
124].

Obecnie coraz bardziej znajduje teoretyczne i praktyczne uzasadnienie 
fakt, że procesy pojawiania się uszkodzeń są procesami typu dyfuzyjnego. 
Otwiera to możliwość stosowania do badań niezawodności,jako metody badaw­
czej, dobrze opracowanej już dziś teorii proceeów Markowa [l8, 24,26, 36, 
60, 63, 67, 94, 107-109, 122].

Rozpatrując z kolei niezawodność metrologiczną Jako dziedzinę nauki le­
żącą na pograniczu ogólnej teorii niezewodności i metrologii teoretycznej, 
można stwierdzić Jakościową odmienność używanych metod analizy i syntezy 
zjawisk towarzyszących projektowaniu i eksploatacji przyrządów pomiaro­
wych. Uzasadnienie tego faktu można znaleźć w wielu publikacjach (59,82-84, 
88, 117, 123].

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie metod analizy niezawodno­
ści metrologicznej przyrządów pomiarowych w ujęciu losowych procesów zmian
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dokładności wskazań, z podaniem ich teoretycznego i praktycznego uzasad­
nienia. Drugorzędnym celem jest usystematyzowanie pojęć, definicji i na­
zewnictwa, dotyczęcego niezawodności metrologicznej, gdyż do dnia dzi- 
eiejezego, szczególnie w polskim piśmiennictwie z tego zakresu, brak jest 
szerszych opracowań.

Praca zaiwara zasadniczo oryginalne wyniki prac autora, publikowane 
wcześniej. Składa się z 6 rozdziałów, zakończenie i cytowanej literatury. 
Numeracja wzorów, rysunków i tablic Jest dwuczłonowa i składa się z nume­
ru rozdziału oraz kolejnego numeru w danym rozdziale. Oznaczenia symboli 
poza głównymi, objaśnionymi w rozdziale i, sę szczegółowo objaśniane w 
każdym rozdziale. Sporadycznie używene sę te same symbole dla różnych 
wielkości.

W rozdziele i podano definicje, nazewnictwo i pojęcie zwięzane z dzie­
dzinę niezewodności metrologicznej. Omówiono wymagania stawiane metodom 
analitycznym, odróżniajęce je od metod kleeycznej teorii niezawodności o- 
partych w głównej mierze na X  - charakterystykach i uszkodzeniach kata- 
etroficznych. Wykazano, że podetawę wszystkich metod badawczych niezawod­
ności metrologicznej powinien być odpowiednio rozpoznany losowy proces 
zmian dokładności wskazań (lub innego charakterystycznego metrologicznego 
parametru) przyrzędów pomiarowych.

W rozdziale 2 opisano i przeanalizowano analitycznę metodę wykorzystu- 
jęcę teorię funkcji zmiennej losowej Jednowymiarowej. Pozwala ona wyzna­
czać niektóre wskaźniki niezawodności metrologicznej w przypadku,gdy rea­
lizacje loeowego procesu zmian dokładności sę monotoniczne i przedziałami 
cięgła.

w rozdziale Z omówiono i uzasadniono metody probabilityczno-determini- 
styczne oparte na teorii czułości i dokładności przyrzędów pomiarowych o- 
raz teorii niezawodności. Bazujęc na znanym w literaturze ujęciu teorii 
czułości zbudowano metody, pozwalajęce na analizowanie niezawodności me­
trologicznej, z uwzględnieniem zarówno uszkodzeń metrologicznych, jak i 
katastroficznych oraz elementów etruktury niezawodnościowej badanych przy­
rzędów.

W rozdziale 4 uzasadniono stosowanie teorii procesów Markowa w nieza­
wodności metrologicznej. Wychodzęc z faktu, że proces zmian dokładności 
dla bardzo ogólnych warunków może być aproksymowany niestacjonarnym cię- 
głym procesem Markowa dyfuzyjnego typu, uzasadniono stosowanie metody rów­
nań kinetycznych Fokkera-Plancka-Kołmogorowa {FPK) do wyznaczania wskaź­
ników niezawodności metrologicznej. Omówiono metodę funkcji charaktery­
stycznej Pugaczewe, która w szczególnym przypadku prowadzi do równań FPK. 
Przedstawiono oryginalnę metodę stanów dokładności przyrzędu . pomiarowego, 
opartę na dyskretnych procesach Markowa.

W rozdziale 5 przedyskutowano problemy zwięzana z kontrolę okresowę 
przyrzędów pomiarowych wykorzystujęc w tym celu teorię odnowienia oraz za­
gadnienia traktujęce o przekroczeniu przez funkcję losowę zadanego pozio­
mu.
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W rozdziale 6 przeanalizowano podstawowa problemy i metody badań sta­
tystycznych w niezawodności metrologicznej. Problemy te dotyczę zarówno 
nowych wskaźników dokładności wskazań. Jak i nowych statystycznych metod 
badań. Obecnie stosowane metody sę zbyt ogólne i nie zawsze mogę być adap­
towane do celów me jlogiJ. Stęd też w rozdziale tym szczególnę uwagę 
zwrćcjno na formułowanie odpowiednich statystyk odzwierciedlajęcych okre­
ślone v .aściwości met roi Lczne przydatne do badań niezawodności metrolo­
gicznej



Rozdział 1 

NIEZAWODNOŚĆ METROLOGICZNA

1.1. PODSTAWOWE DEFINICJE I POJĘCIA 

Definicja 1
Przez niezawodność metrologiczne przyrzędu pomiarowego będziemy rozu­

mieli Jego zdolność do zachowanie określonych właściwości metrologicznych 
w określonych warunkach-pracy przy określonych wymageniach, w czaaie t.

Miarę tak zdeflniowenej niezawodności Jeet odpowiednie prawdopodobień­
stwo spełnienia postawionego zadania.

W dalszym clęgu pracy, mówięc o niezawodności metrologicznej, będziemy 
wyróżniali tylko Jednę spośród wielu właściwości metrologicznych, a miano­
wicie dokładność wskazań przyrzędu pomiarowego.

Definicja 2
Wobec powyższego w niniejszej pracy przez niezawodność metrologiczna 

dokładnościowę* ̂ będziemy rozumieli zdolność przyrzędu pomiarowego do za- 
chowanla określonej dokładności wskazań w określonych warunkach pracy przy 
określonych wymaganiach, w czasie t.

Miarę tak zdefiniowanej niezawodności jest prawdopodobieństwo zachowa­
nia wymaganej dokłedności wskazań, w czasie t.

Definicja 3
Przy rozpatrywaniu niezawodności metrologicznej przez stan uszkodzenia 

metrologicznego będziemy rozumieli zderzenie polegajęce na wyjściu warto­
ści wekażnika dokładności wskazań lub wskazania poza przedział wartości 
dopuezczalnych, niezależnie od tego, co spowodowało ten sten.

W czaaie całego okresu eksploatacji przyrzędu pomiarowego bez względu 
na to, czy jest on użytkowany czy też nie. Jego właściwości ulegaję cię- 
głym zmianom. Zmiany te zależę od procesów fizykochemicznych zachodzęcych 
w przyrzędzle i w określonych warunkach pracy wpływaję na zmianę zdolno­
ści przyrzędu do wykonywania zadania wynikajęcego z jego przeznaczenia. 
Procesy fizykochemiczne określaję rodzaj zakłóceń, które przeważnie wyetę-

xT----------'Termin "niezawodność dokładnościowa" zoeteł wprowadzony przez autora w 
pracy [38].
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puję w postaci fluktuacji lub impulsów i w głównej mierze charakteryzuję 
typ uszkodzenia*^. W zwięzku z tym wyróżniamy trzy ich zasadnicze schema­
ty«

1 °  Schemat uszkodzeń samousuwalnych - związany jest z wyetępowaniem po­
jedynczych niesprawności lub zakłóceń, które mogę wywoływeć chwilową od­
nowę w działaniu przyrzędu pomiarowego (uszkodzenie chwilowe, przekłama­
nie, uszkodzenie samousuwalne - pojedyncze wskazania, z błędem większym od 
dopuszczalnego).

2° Schemat uszkodzeń stopniowych - polegający na stopniowym narastaniu 
niesprawności, w wyniku czego otrzymujemy zawszs odmowę w działaniu lub 
wskazania z' błędem większym od dopuszczalnego, bez powrotu przyrzędu w 
stan poprawnej pracy (uszkodzenie trwałe).

3° Schemat uszkodzeń katastroficznych - polegający na nagłym (mogęcym 
powstać w dowolnej chwili) uszkodzeniu przyrzędu, nieodwracalnym w skut­
kach, bez możliwości dalszego Jego użytkowania (uszkodzenie trwałe).

zwróćmy w tym miejscu uwagę, iż przyjęty przsz nas podział uszkodzeń 
jest czysto umowny i służyć będzls wyłącznie do jakościowej analizy nie­
zawodności metrologicznej. Bowiem z technicznego punktu widzenie do dziś 
brak Jest jakichkolwlsk definicji, pozwalających na rozróżnienie omawia­
nych rodzajów uszkodzeń. Częeto w literaturze spotyka się również podział 
uszkodzeń na jawne i niejawne. Przy takim podziale uszkodzeń 'złamanie 
się* elementu mechanicznego lub przepalenie elektrycznego będzie uezko- 
dzeniem Jawnym, natomiast uezkodzenie metrologiczne - niejewnym. Podział 
taki Jednak nic nie mówi o mechanizmie powstawania uszkodzsń, a fskt za­
istnienia uszkodzsnis zależy od percepcyjnych właściwości użytkownika.

w niniejszej pracy z natury rzeszy rozpatrywany będzie schsmat uszko­
dzsń stopniowych (metrologlcznyeh). Uszkodzenia te sę bezpośrednią przy­
czynę pogarszania się włeściwośei metrologicznych przyrzędów pomlerowych. 
Zmiany powstałe podczae uszkodzeń metrologicznych mogę być analizowane na 
podstawie odpowiednio skonstruowanego i otrzymanego procesu zmian dok­
ładności. Zanim zdefiniujemy ten proeee, wprowadźmy następujce formalne 
oznaczenia:
X(r,xQ ) - X(T) - X/T - wskazanie przy pomiarze określonej wartości xQ wiei- 

kości mierzonej X z zakreeu pomiarowego [xd,xg] dlaT€[o.t] (x(T) - 
zmienne losowa),

A X(T) - A X/r - X(T) - xQ - losowy błąd wskazania,
E [aX(T)J - E (iX/fl » E [ x ( f ) ]  - Xq - błąd systsmatyczny wskazania (E [(•)]- 

wartość oczekiwana [•]),
Ax e AX(<T) - realizacja losowego błędu wskazania w chwili T,

x ^Szerzej ten temat omówiono w pracy [43].
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s\lX) - 6xA  ■ E I (X(T) - e[x(T)])2| - wariancja wskazań,

6 x ^ '  " odchylenie średnie (standardowe) wekazań,

»2 ,X( P  “ “ E|[x ^ )  " xq] | * ̂ x/T * E2 £aX('I/)] - wariancja wska­
zania (lub błędu wakazania) wzięta względem wartości xQ (moment zwykły 
rzędu drugiego zmiennej loeowej X(f)),

S(t) • sj E [AX(T)] , 6 2(f), <  * <  *g] | “ określony wskaźnik dokładno­
ści wskazań jako funkcja wymisnionych błędów wsktr.ań 1 zakrssu pomia­
rowego.
Wobec tego X(t,x) - X(t) orez AX(t), E[AX(t)], 6 2(t), 6 *  ( O  1

S(t) sę procesami losowymi. W dalszym clęgu pracy w zależności od potrze­
by będę używane i analizowane wymienione wsksźniki dokładności i proceey 
losows.

Dsfinicla 4

Procesem zmian dokładności wskazań będziemy nazyweli losowy proces zmian 
wartości wskazań X(t) lub wartości określonego wsksżnika dokładności 
wekazań, zadany w postaci stanów chwilowych dokładności lub w postaci zbio­
ru odpowiednich realizacji funkcji zmian wskszań (lub wskaźnika dokład­
ności), w czesie t.

Stany chwilowe cherekteryzowane sę przez zmienne losows jednowymierowe 
(w przekroju procesu losowego dla uatalonego t):

(*q  ̂  t^ ^ ... ^

netomiast poszczególne realizacja rozpatrywanego procesu sę niszdetermi- 
nowanyml funkcjami czasowymi xŁ(t),x2 (t),...,xn(t), charakteryzujęcymi 
zmianę wekazań lub wartości wekażnika błędu wskazań będż to całego bada­
nego przyrządu*^, bądź to jego błędu wskazań związanego z określoną war­
tością wielkości mierzonej.

Omówione wielkości zilustrowano na rys. l.la oraz l.lb dla procasu X(t). 
Na rys. l.la pokazano dwuwymiarowę gęstość procesu losowsgo X(t,x) z wy­
różnionymi jednowymiarowymi gęstościami brzegowymi (x/t»T) oraz f(t/X«x) 
(dla przykładu uwidocznione to zostało dla kilku wartości X i t).

Na rys. l.lb umownie zilustrowano na płaszczyźnie ten sam proces X(t,x)a 
■ X(t) z Jsgo Jednowymiarowymi gęstościami ^(x/t). Pokazania na tym ry- 
eunku jednowymiarowej gęstości f(t) wymaga odpowiednich obliczeń i kon­
strukcji (zob. rozdz. 2.2, rys. 2.3). W dalszym cięgu dla uproszczsnia bę­
dziemy posługiwali się rysunkami typu l.lb.

* Na przykład - integralnego wskaźnika dokładności [51J*
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2tfróćmy uwagę* że omówiona zależności graficzna przedstawiają istotę 
metod analizy jakościowej niezawodności metrologicznej w ujęciu losowych 
procesów zmian dokładności«

1.2. WSKAŹNIKI NIEZAWODNOŚCI METROLOGICZNEJ

Spośród wielu wskaźników niezawodności używanych dziś w praktyce i teo­
rii niezawodności, opartej ne analizie uszkodzeń kate»“ troficznych [9. 22, 
32, 96, 104, 105], a także proponowanych i używanych obecnie wskaźników nie­
zawodności metrologicznej [2, 4, 7, 10, 16, 27, 28, 33, 38, 43, 48,58,61, 
70, 75, 78, 82-85, 103, 113] zostanę wybrane i zdefiniowane te,które zda­
niem autora aą najbardziej reprezentetywne i przydatne przy ocenie stanu 
niezawodności przyrządu pomiarowego, analizowanego ze względu na właści­
wości metrologiczne.

Przyjmując, że trwałość dokładności jeet zmienną losową T, proponuje 
się następujące wskaźniki:

1° Funkcja niezawodności metrologiczne.1 R^ćt). Określamy ja w nastę­
pujący sposób i

Rd( t )  -  p(Ts> t )  -  p[da  ( f ,  IAx|=s Axdopł3C)» Z  6 [ o . t ] }  -  

=° ^ xdop^2
- f  f  <p(s/T)f(T)dxdf (i.i)

* - W o p ' 2

gdziet (Ti |Ax| $ A x dop»9() - zdarzanie polegające na tym.że przy da- 
nyn wymaganiu |Ax| $ ^ xdop 1 •',arunkach pracy %  przyrząd jest sprawny w 
chwili T  £  [ o . t ] ,  [ o . t ]  -  przedział czasu poprawnej pracy przyrządu po­
miarowego, [“ A x dop/2, Axdop/2j - przedział wartości dopuszczalnych dla 
błędu wskazań, ^(x/T) - jednowymiarowa funkcja gęstości prawdopodobień­
stwa rozkładu błędów wskazań (gęstość chwilowa procesu losowego X(t) - 
patrz rys. 1.1).

2° Jednowymiarowa gęstość błędów wskazań dla t,^<x/t). Jest to gęstość 
brzegowa złożona zmiennej losowej X. Wyznaczany Ją w zależności:

^(x/t) - “ /  ^x/r)f(r)dT (1.2)

Jest to ważna charakterystyka niezawodności metrologicznej.pozwalajęca na 
wyznaczanie proceeu zmian dokładności (patrz rozdz. 2.1).
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3° Gęstość trwałości dok.idnośclowel f(t) (gęstość czasu poprawnej 
pracy - błędy wskazań aą mniejsze od dopuszczalnych).

4° Intensywność uszkodzeń dokładnośclowych X(t). Jeet to wskaźnik wy­
rażony stosunkiem liczby przekroczeń dopuszczalnego przedziełu Д xdop dla 
błędów wskazań Д x do całkowitej liczby wskazań w jednostce czasu.

5° Liczba stanów dokładności przyrządu m(t). Liczba ta jest funkcją 
prawdopodobieństwa występowania stanów dokładności w zakresie pomiarowym 
przyrządu 1 pewnego współczynnika, wyrażającego atosunek warunkowych praw­
dopodobieństw przelść z Jednego stanu w drugi. Ola dużej dokładności wska­
zań liczba m jee- iuża. W miarę pogarszania eię właściwości netrolo- 
gicznych liczba ta naleje (patrz rozdz. 4.3).

6° Średnia częstotliwość uszkodzeń dokładności a(t). Definiujemy Ją 
Jako stosunek liczby uszkodzeń dokładności wskazań do całkowitej liczby 
wskazań pod warunkien, że po każdyn uszkodzeniu następuje odnowienie do­
kładności.

7° Okres czasu między koleinyni sprawdzenianl przyrządu pomiarowego 
A t  - tg - t1# Jest to średni czas poprawnej pracy (gdy uśrednione błędy 
wskazań są mniejsze od dopuszczalnych).

Wyróżnione wskaźniki niezawodności metrologicznej nie stanowią, rzecz 
jasna, zamkniętego i pełnego zbioru. W zależności bowiem od potrzeb i ce­
lu precy zbiór ten może być rozszerzony lub zawężony. Jednak w takiej czy 
innej fornle przedstawione wekaźnlki deterninują taką a nie inną Jako­
ściową analizę niezawodności metrologicznej. Mogą one również stanowić pod­
stawę tworzenia normatywnych wskaźników niezawodności metrologicznej dla 
celów praktyki w zależności od zastosowań i klasy przyrządów pomiarowych. 
Temat ten Jednak wykracza poza ramy niniejszej rozprawy.

1.3. NAZEWNICTWO

W literaturze dotyczącej niezawodności przyrządów pomiarowych (patrz 
literatura cytowana) używane jest następujące nazewnictwo:
- niezawodność metrologiczna (метрологическая надёжность, metrological re­

liability), stosowany jako ogólny termin dotyczący problenatyki nieza­
wodności przyrządów pomiarowych, analizowanej ze względu na własności 
metrologiczne;

- niezawodność dokładnośclowa (точностная надёжность, reliability of ac­
curacy). Oast to niezawodność metrologiczna przyrządów pomiarowych do­
tycząca procesu zmian określonego wekeźnika dokładności wskszańj

- niezawodność parametryczna (параметрическая надёжность, parametrical re­
liability). Jest to niezawodność metrologiczna rozpatrywana ze względu 
na proces znian wartości parametrów slenentów składowych przyrządów po­
miarowych. Otrzynenie odpowiedniej niezawodności parametrycznej jest wa­
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runkiem koniecznym ale niedostatecznym dla zachowania żądanej niezawod­
ności dokładnościowej [43];

- niezawodność informacyjna (информационная надёжность, informational re- 
llability). Jest to niezawodność metrologiczna charakteryzująca zdol­
ność przyrządu pomiarowego do wydawania (lub przekazywania) odpowiedniaj 
informacji o procesie mierzonym [43, 58, 75j.
Podkreślmy tu z całym naciskiem, że niezawodność Jako zdolność wyrobu 

do wypełniania przez ten wyrób zadania (funkcji) zgodnie z przeznaczeniem 
w określonych warunkach pracy ЭС przy określonych wymaganiach co w czasie 
t Jest jedna 1 niepodzielna. Stąd dla dowolnego urządzenia, systemu czy 
też układu może być ona w pełni określona uporządkowaną trójką<<j ,Xjt> . 
Poprawnie więc należałoby mówić: niezawodność przyrządów pomiarowych, tak 
jak się mówi dziś o niezawodności komputera, tokarki, maszyny roboczej, 
samochodu, niezewodność oprogramowania, harmonogramowania itp.

Jednak zróżnicowanie metod analizy i ocen niezawodności Jest dzislej w 
teorii i praktyce tak duże, że dla ukierunkowania rozważań dodaje się do 
zasadniczego terminu odpowiednią przydawkę. Jest to szeroko praktykowane 
i nie tylko w teorii niezawodności.

Bardziej frapujące. Jak się wydaje, jest rozróżnienie poszczególnych 
wymienionych rodzajów niezewodności przyrządów pomiarowych. Temat ten wy­
czerpująco przedyskutowano w pracy autora [43]. Tu pokażemy Jedynie sche­
mat zależności między poszczególnymi rodzajami niezawodności (rys. 1.2).

Zwróćmy uwagę, że z niezawodności informacyjnej nie wynika niezawodność 
parametryczna, z parametrycznej - dokładnośclowa itd.

W zakończeniu tego podrozdziału omówimy i uporządkujemy niektóre za­
gadnienia związane pośrednio z tematyką niezawodności metrologicznej, a 
mianowicie zależność między etabilnością, dokładnością i niezawodnością 
przyrządów pomiarowych. Zagadnienia te w literaturze i praktyce często są 
mylone i stanowią źródło nieporozumień.

Stabilność determinuje zdolność przyrządu do zachowania niezmiennymi pa­
rametrów wyjściowych przyrządu. Dlatego też celem analizy stabilności jest 
określenie tolerancji na parametry wyjściowe przy zadanym prawdopodobień­
stwie znajdowania się wartości tych parametrów w polu tolerancji. W tym 
przypadku nie interesuje nas, w Jaki sposób zmieniają się wartości para­
metrów. W tym też eeneie analiza stabilności pokrywa się z analizą dok­
ładności, gdzie również wychodzi - t • kryterium prawdopodobieństwa za­
wierania się błędów wskazań, np. 1 udziale + 3tT (kryterium “trzysig- 
mowo").

Różnica w analizie stabilności (c^sto mylona Jest one z niezawodno­
ścią parametryczną) 1 dokładności p o lega  na tym, że przy analizie dokłed- 
ności uwzględnia się również wpływ obiektu mierzonego (procesu mierzonego)
na przyrząd pomiarowy.

Analiza niezawodności z uwzględnieniem uszkodzeń metrologicznych tym 
różni się od analizy stabilności o dokładności, że rozpatruje eię procea
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Rys. 1.2. Schemat zależności między poszczególnymi rodzajami niezawodno­
ści przyrządów pomiarowych

Fig. 1.2. Scheme of relatione between epecial sorts of measurement in­
struments reliability

zmian właściwości metrologicznych. Ustala eię wobec tego kryterium uszko­
dzenia i wyznacza prawdopodobieństwo spełnienia wymagań jako funkcję cza­
su t. Przebieg realizacji procesu losowego zmian właściwości metrologicz­
nych w przypadku analizy niezawodności powinien więc być znany. Można po­
wiedzieć ,że w tym przypadku mamy do czynienia z odwrotnym zagadnieniem niż 
przy rozpatrywaniu stabilności 1 dokładności. Podcza8 analizy stabilności 
i dokładności zakłada się zwykle liniową zmianę właściwości, co umożliwia 
korzystanie z rozwinięcia Taylora i wyznaczenie tolerancji na parametry 
wyjściowe w zależności od niedużych zmian wartości parametrów elementów 
składowych i wpływu czynników zakłócając ch wewnętrznych i zewnętrznych. 
Analiza ta Jednak nie daje podstaw do wni.skowania o niezawodności przy­
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rządu pomiarowegox \  A więc z analizy tej nie można wyznaczyć prawdopo­
dobieństwa spełnienia wymagań w funkcji czasu.

Reasumując, można powiedzieć, że aczkolwiek zagadnienia stabilności, 
dokładności i niezawodności mają wiele wspólnego. Jednak analiza jakościo­
wa w każdym przypadku wymaga innych metod i modeli opisu.

1.4. UZASADNIENIE METODY ANALIZY NIEZAWODNOŚCI METROLOGICZNEJ

W każdej analizie jakościowej tworzy się metody i modele uwzględniają­
ce przede wszystkim charakterystyczne właściwości rozpatrywanych systsnów, 
układów lub zjawisk (fizycznych, matematycznych lub biocybernetycznych),
W analizie jakościowej niezawodności metrologicznej najbardziej charakte­
rystyczną cechą, ze względu na którą ta analiza winna być prowadzona,jest 
określona właściwośc metrologiczna, na przykład dokładność wskazań, га - 
kres pomiarowy (pasmo przenoszonych częstotliwości), czułość, stabilność 
wskazań, informacyjność ltd.

Dlatego też podstawowym wymaganiem stawianym przyrządom pomiarowym jes: 
wymaganie dotyczące zachowania określonych właściwości metrologicznych.

Fakt ten Jednoznacznie wyróżnia przyrządy pomiarowe wśród innych urzą­
dzeń technicznych. Stenowi to również podstawę do tworzenia i korzystania 
z jakościowo innych metod, odmiennych od stosowanych obecnie w teorii i 
praktyce niezawodności klasycznej, opartej w głównej mierze na X-charak­
terystykach'4* ̂ i wynikającego z tego faktu ogólnego modelu niezawodności 
w postaci:

t
R(t) - [exp - f a.(T)dt].

0

który w zależności od X(t) daje różna modele R(t) (patrz na przykład
[9, 22, 32, 96, 104, 105]).

Biorąc pod uwagę charakterystyczne właściwości przyrządów najbardziej 
celowe wydaje się prowadzenie analizy niezawodności w oparciu o identy­
fikowane teoretycznie lub doświadczalnie procesy zmień właściwości metro­
logicznych.

Metody zaproponowane i przeanalizowane w niniejszej precy bazują na lo­
sowym procesie zmian dokładności wskazań jako jednej z najbardziej cha­
rakterystycznych właściwości metrologicznych przyrządów pomiarowych.

^Obszerniejszą analizę na temat stabilności można znaleźć w [88,90,100].
xx)czynione są próby przeniesienia X -charakterystyk na grunt niezawodno­

ści parametrycznej. Na razie Jednak próby te nie dają rezultatu z po­
wodu konieczności wykonania w tym przypadku dużej liczby obliczeń.



Rozdział 2

METODA FUNKCJI ZMIENNEJ LOSOWEJ 
JEDNOWYMIAROWEJ

Przebieg funkcji niezawodności Rd(t) przy określonej parze (u>,X) za­
leży od właściwości fizycznych przyrządu i jego struktury niezawodnościo­
wej. Załóżmy, że znamy właściwości probabilistyczne badanego przyrządu w 
postaci gęstości błędów wskazań ’f’(x/T) dla wybranej chwili Tefo.tJ oraz 

f ( x / T +  A T )  dla czasu T  + AT. Zmiana właściwości przyrządu w czasie A T  da­
je w rezultacie zmianę postaci ^(x). Przejście od jednej postaci gęstości 
do drugiej jest zdefiniowanym już wcześniej procesem zmian dokładności.

Znając losowy proces zmian dokładności wskazań X(t) (lub Ax(t)) mo­
żemy określić rozkład F(t) » P(T < t) trwałości dokładnościowej. Z kolei 
znając lub przyjmując jako znany rozkład F(t) możemy określić losowy 
proces zmian dokładności. Zagadnienia te możemy rozwiązywać .stosując zna­
ne metody funkcji losowej. Są one Jednak zbyt ogólne i prawie zawsze wy­
magają pewnej adaptacji dla każdego konkretnego zastosowania.

Niżej podana zostanie metoda wyznaczania losowego procesu zmian dok­
ładności przy znanym rozkładzie F(t) i odwrotnie - wyznaczenia F(t) przy 
znanym procesie losowym zmian dokładności i założeniu, że realizacje tego 
procesu są monotonicznymi przedziałami ciągłymi funkcjami czasu.

2.1. WYZNACZANIE PROCESU ZMIAN DOKŁADNOŚCI [43]

Z definicji procesu zmian dokładności wynika, że w celu określenia Je­
go postaci wystarczy na przykład wyznaczyć funkcję zmian w czasie okre­
ślonego wskaźnika dokładności wskazań.

Zakładamy, że znamy jednowymiarowe charakterystyki procesu losowego 
zmian wskazań X(t) w postaci gęstości chwilowej (p(x/T), tzn.znana jest 
chwilowa wartość oczekiwana E(Ax/T) oraz chwilowa wariancja ^x/T 8 
każdego T  € [o,t]. Należy wyznaczyć proces zmian wskaźnika dokładności ja­
ko funkcję czasową zmian wariancji wskazań 6 2(t) » 6 2^t.

ź definicji wariancji wynika, że!

CO
6 X/t ■ f x!Y(*/t)dx - E2(Ax/t) (2.1)
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Korzystając ze wzoru (1.2) dle ^ U / t )  otrzymamy:

CO t

l

Po zmianie kolejności całkowania otrzymamy: 

t

ao l
e l/t " J  x2 J'e(x/r)f(t)drdx - E2(iX/t) (2.2)

&X/t - J  f№) J  x^(x/t)dxdr - E2(AX/t) (2.3)
O —co

Wariancja chwilowego rozkładu o gęstości (p(x/f) określona jest zależno­
ścią

w
6 X/T " /  x2V(x/t)dx - E2(AX/f) (2.4)

—CO

Przenosząc E2 (A X/T) na lewą stronę otrzymamy zależność na całkę wewnę­
trzną we wzorze (2.3), która Jest momentem rzędu drugiego zmiennej loso­
wa J A V T :

□O
y  x2|p(x/r)dx - e 2/r + E2( A X/Z) - ">2>x/r (2.5)

-CD

Stąd ostatecznie:

6x/t - J  f^ 6x/rd r  + I  f('t̂ “2,X/rd'r + E2( Ax/t). (2,6)
O 0

Przy korzystaniu ze wzoru (2.6) należy pamiętać, ża słuszny Jest wzór:

co  t

E(iX/t) - /  xtf(x/t)dx - J  f(t)E( Ax/T)dT (2.7)
—ao O

PRZYKŁAD
Niech wartość oczekiwana zmiennej losowej błędów wskazań A X/t o rea­

lizacjach A x 1,Ax2 ,... (dla poszczególnych wskazań) jako błąd systema­
tyczny wskazania wyraża się zależnością E(4x/t) a g.t, g - stały współ­
czynnik.
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Gęstość trwałości dokładności ma postać f(t) » Xexp(-Xt), gdzie \ 
jest wskaźnikiem intensywności uszkodzeń dokładnościowych.

Po podstawieniu wyrażeń podcałkowych do (2.6) i uwzględnieniu (2.7) o- 
trzymamy czasową zależność wariancji wskazań 6^/t procesu losowego X(t):

6 x/t “ exP(_%t)6x/r»o + 92exp(-\t)[t2 ♦ X  * +

+ exp(-X,t)(Xt + l)j. (2.8)

Korzystając z zależności (l.l). (1.2) i własności funkcji Leplace'e ^(*) 
zależność na niezawodność dokładnościową można zapisać w następującej po­
staci :

t AX<3°P/2 Ax
Rd(t ) - 1 - f f(DdT - f f(x/t)dx - 2̂ 1 (gg-^SE) (2.9)

- ^ xdV 2 x/t

2.2. WYZNACZANIE FUNKCJI GĘSTOŚCI TRWAŁOŚCI OOKŁADNOŚCIOWEJ [43]

Rozkład trwałości dokładnościowej F(t) a przy spełnieniu założeń o 
różniczkowalności F(t) - gęstość trwałości f(t) Je3t wyczerpującą cha­
rakterystykę niezawodności przyrządu pomiarowego. Znajomość takiej cha­
rakterystyki a priori lub a posteriori jest więc niezbędna przy wyznacza­
niu wskaźników niezawodności dokładnościowej - prawdopodobieństwa popraw­
nej pracy Rd(t) i trwałości dokładnościowej Td.

Sformułowane przez nas zagadnienie niezawodności dokładnościowej w po­
przednich punktach sprowadza problem wyznaczania F(t) lub f(t) albo do 
określenia funkcji gęstości punktów przewyższenia odpowiedniego poziomu 
(patrz rys. 2.1) przez losowa funkcję X(t), albo do określenia prawdo­
podobieństwa niewyjścia funkcji X(t) z przedziału dopuszczalnego [*d.*g]. 
W pierwszym przypadku rozpatruje się procesy losowe z wielokrotnym prze­
wyższeniem zadanego poziomu, a statystyczne właściwości,tzn.średnię licz­
bę przewyzszeń w Jednostce czasu oraz prawdopodobieństwo przewyższenia za­
danego poziomu są obliczone za pomocą dwuwymiarowej gęstości procesu lo­
sowego X(t ).

W drugim przypadku funkcję X(t) traktuje się Jako zdeterminowane 
funkcję czasu (patrz rys. 2.1).

Należy w tym miejscu Jednak stwierdzić, że traktowanie funkcji zmian 
wartości dokładności wskazań A x  w czo3ie Jako zależność zdeterminowaną 
jest sprzeczne z 3ensem prawdopodobnego czasu poprawnej pracy. Stąd też

w dalszej części tego rozdziału funkcję X(t) będziemy uważali za przy­
padkowy funkcję czasu i w tym aspekcie przeanalizujemy wyznaczania f(t).

Rys. 2.1. Przewyższenie przez funkcję X(t) poziomu xd 
Fig. 2.1. Exceeding of a level xd by a function X(t)

Niech znane 3ą jednowymiarowe gęstości ^(x/Z) procesu losowego X(t) 
lub procesu A  X(t ) dla każdej chwili T €  [O.t] oraz granice przedziału
dopuszczalnego dla cechy X (lub AX) [xd.xg]. Wówczas prawdopodobieństwo
tego. że w przedziale czasu [t,t+ A t ]  błąd wskazania będzie zawierał się 
w granicach C*d»Xg] # wyniesie:

f(t).dt = £1 - P(xd < X < Xgj t + A t )J +

- [l - P(xQ < X < Xg; t )] - dF(x.t) (2.10)

Stąd

f(t) - . (2.11)

Po zróżniczkowaniu należy napisać różnicę otrzymanego wyniku, podstawia­
jąc zamiast x granica xd i xg, tzn.:
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Czasami różniczkowanie względom t nastręcza sporo trudności,dlatego ce­
lowe Jest wyreżenie f(t) przez jednowymiarowe gęstość ^(x/t) procesu 
losowego X(t)t

f(x/t) - # (2.13)

W celu łatwiejszego różniczkowania (2.13) wprowadźmy za [79] pewnę funk­
cję $(x,t), która dla funkcji F(x,t) stanowi ostatni stopień różnicz­
kowania po x i po t. Funkcja ta jest realizację zmiennej losowej u- 
normowanej. Różniczkowanie więc będzie przebiegało w następujący sposób i

|2- “ >

Funkcja sS(x.t) zależy również od t, stęd (2.11) przyjmie postać:

f(t)- 8 f e r } - s% LL f2*«)X-Xg.

Po wyznaczeniu z (2.14) i podstawieniu do (2.15) otrzymamy:

(2.16)
X-Xg.

Uwzględniając (2.12) i granice xd i xd otrzymany ostatecznie wzór na 
gęstość rozkładu trwałości dokładnościowej w zależności od gęstości błę­
dów wskazań:

f(t) Q^x.t) 3 xf i x / ' t )  .  a t  .  ^ c x ; t -y

_j ^ (x / t ) . ąśii^Li . ^ . x . (2.17)

Het wzorze ym brane aą bezwzględne wartości pochod /cn funkcji f̂)(x,t) po
x i t.

W celu przybliżonego wyznaczenia postaci funkcji gęstości f(t), przy 
znanym procesie zraiari dokładności X(t), można posłużyć się metodę gra­
ficzną. Przedstawione to na rye. 2.2. .¥ celu wyznaczenia f(t), zgodnie 

rys. 2.2, dzielimy oś czasu na Jednakowa odcinki i\ t i obliczamy odpo­
wiednie częstości średnie fn dla każdego przedziału według zależności:
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tj

Rys. 2.2. Greficzna metoda wyznaczania gęstości trwałości f(t) 
Fig. 2.2. Graphic method of assesment of a durability density f(t)
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n.śr.
w.n-ł-l - p... A p_

ж д». (2.18)

gdzie i Pw n+1 1 p„ n sę to prawdopodobieństwa wyjścia poza granicę do­
puszczalne dla błędów Ax, wyrażające się powierzchniami ograniczonymi 
krzywymi *p(x/tn ), a więc powierzchniami nad linię X(t) ■ b dla czasów 
tR 1 *„+<• Otrzymany w ten sposób histogram można aproksymować funkcję
clęgłę f(t), weryflkujęc określone hipotezę o poetaci funkcji f(t).

Metoda graficzna okazuje się również pomocna, gdy nis jest możliwe o- 
trzymanie analitycznej poetaci zależności (2.17) dla f(t).

Zróbmy obecnie kilka przykładów wyznaczania gęetoóci f(t).

PRZYKŁAD 1
Dana jest chwilowa gęstość losowego procesu zmian dokładności X(t) w 

postaci s

oraz górna granica xg « b nieprzekroczenia błędów wskazań A x.
Wiadomo ponadto, że wariancja procesu x(t) jest stała w czasie, tzn.

2 2
6x/t * 6q * const., a wartość oczekiwana błędu wskazań E ( A x / t )  zmienia 
się liniowo w funkcji czasu, tzn. E (A x / t )  ■ mQ . t ,  t > O, gdzie mQ »
= E(A X/t -0).

Dla rozkładu normalnego funkcja t£>(x,t) ma postać:

& x .t) . ŁJi.ąi4 a/«J . 1 ^ 9 — ,

Po zróżniczkowaniu U(x,t) po x i t oraz podstawieniu do wzoru (2,17) 
niezbędnych danych otrzymamy:

f ( t )
6o/.0 . i w

a x p

jast to również gęstość rozkładu normalnego, ale Już zmiennej losowej T - 
trwałości dokładności o parametrach; wariancja 6j • 6^/m2 i wartość ocze. 
kiwana E(T) » b/mo* Zostało to pokazane na rys. 2.3.

W zakończeniu tego zadania należy zaznaczyć, że gęstość rozkładu nor­
malnego zmienia się od - codo too. Dlatego też, ściśle rzecz bioręc,roz­
kład normalny nie może być dokładnym modelem trwałości urzędzenia tech­
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Rys. 2.3. Ilustracja przykładu 1 
Fig. 2.3. lllustratlon of the example 1

nicznego. Rozkładem trwałości może być natomiast rozkład tzw.normalny le­
wostronnie ucięty. Jeżeli jednak ucięcie rozkładu normalnego następuje przy 
E(T)> 3 6 t , to błęd. Jaki popełniamy przy opisie rozkładu normalnego u- 
ciętego rozkładem normalnym, praktycznie Jest do pominięcia.

wracajęc do naszego przykładu można napisać warunek, przy którym gę­
stość trwałości f(t) na rys. 2.3 Jest w przybliżeniu gęstościę normal- 
nę:

E(T) > 36 T , tzn. b/m > 3» o

lub

b > 360.
Powyższy warunek w prawidłowo skonstruowanych 1 wyregulowanych przyrzą­

dach pomiarowych jest zawsze spełniony. Przewoźnie b» 3 6 Q.



Uogólnimy obecnie rozpatrywany przykład, wykorzystując sugestie A.D.
Soiowiowa [102]. Pokażemy, że jeżeli realizacje procesu zmian wskazań x(t)  
sę monotoniczne i przedziałami ciągłe, to wówczas przy normalnych rozkła­
dach stanów chwilowych tego procssu rozkład czasu poprawnej pracy będzie 
również normalny.

Załóżmy w tym celu, że szybkość zmian realizacji x(t) procesu X(t)
zależy tylko od wartości tych realizacji w chwili Z , tzn.

x(t) = w[x(t)J, y  * x (t ), w (y ) S; 0. (2.19)

Stąd po scałkowaniu otrzymamy: 

d>
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/ ITfyT “ * + C* (2,20)

Oznaczmy:

W(V) “ /  STyJ (2.21)

Wówczas dla t = O C = W(yQ ), gdzie yQ = x(0) ■ xQ oraz

>v[x(t)] = t + /(xQ ). (2.2 2)

Funkcja W(y) - monotonicznie rosnąca (gdyż w(y) > O). Stąd czas pracy
do pierwszego uszkodzenia dokładności - T wyrazi się zależnością:

T = W(b) - W(XQ ). (2.23)

X0 “ x0 j0st realizacją zmiennej losowej XQ (patrz rys.2.4) o gęstości 
(p(x/t ■ O) = <f(x0 ), będącel gęstością błędów wskazań w chwili T = O. Za­
kładamy dalej, że Xn ma rozkład normalny o wartości oczekiwanej E(Xn ) =

2 2 = mQ i wariancji V(XQ ) “ 6 q  oraz że dla Z = O 6 jest małe (zwykle za­
łożenie to jest prawdziwe). Wówczas rozwijając funkcję w(Xq) w szereg 
Taylora w punkcie mQ i uwzględniając człony liniowe otrzymamy:

T = *V(b) - W(X0 ) • w(b) - W(m0 ) - w'(m0 )(X0 - mQ ). (2.24)

./ynika stąd, że czas poprawnej pracy T ma rozkład normalny o wartości 
oczekiwanej:

b
E(T) -  E [w( b ) - W(XQ )] -  W(b) - W(m0 ) -  j  (2.25)
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Rys. 2 .4 .  Kształtowania się normalnego rozkładu trwałości f(t)
Fig. 2 .4 .  Shaping of the nornal distribution of durability f(t)

1 wariancji:
v r 2

21 <
V(T) - e([t - E(T)] [ - v [ -  W*(bq )(Xq - nQ ),] -  * (2 .26 )

I J W (Dq )

Można teraz napisać wzór na ogólną postać normalnej gęstości trwałości dok- 

ładnośclowej f(t):

f(t) -
J (t - W(b) + W(m0 ))2 -J

W i f V « < - 0 ) L S’ 6^/w2 (»0 ) >-ł  exp [-
/to (■- ) *-

(2 .27 )

W szczególny« przypadku pokazanego przykładu 1 otrzymany:

E(T) - w(b) - W(nQ ) - 5-  u n0

*2
60 _ 6 oV(T) - - -j.w (n0J m0

Zauważmy, że warunek nonotonlczności zalań realizacji x(t) odpowiada 
takim warunkom pracy przyrządu pomiarowego, dla których zakłócenia zewnę-
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trzne i wewnętrzne są nieduże. Prowadzi to do stopniowego pogarszania się 
właściwości metrologicznych. Taki reżim pracy charakteryzuje okres zuży­
cia i starzenia przyrządu, tzn. intensywność uszkodzeń dokładności mono­
fonicznie wzrasta.

PrtZY.KL.AD 2
Dane jest gęstość ^ ( ^ / t ) .1ak w przykładzie l, górna granica b oraz 

6 X/t ' 6 0 * t2 1 E( A X/t ) = ra0 . t, t > O.

Uwzględniając zależność na t6(x/t) po zróżniczkowaniu §Ł(x,t) po x i t 
oraz po podstawieniu do wzoru (2.17) niezbędnych danych otrzymamy:

k o  ■ —  . « J -  .  e,
l/if 6 n . t L 2 6 ? . t J | 6 n . t2Y^f 60 . t

Po odpowiednim przekształceniu zalezności na f(t) otrzymamy:

<-t +
f(t)

1/2JT 6 Q/  mc
exp mQ

2 6 0/mQ ] '

Widać, ze gęstość rozkładu f(t jest iloczynem dwóch gęstości: f^(t),
którą w przybliżeniu można aproksymowac iloczynem dwóch takich samych gę­
stości rozkładu potęgowego:

I2 - 4  .ć-l>2
cT

fl<t) - [fn(t)]‘ - (-ar . tu , ,

gdzie ó o (ale zawsze jest większe od zera) jest parametrem kształtu, 
natomiast OC > O jest parametrem skali rozkładu potęgowego i wynosi:

oC -

Stąd

fl, „  - . i -  . ,**-!>

oraz f^(t), która jest gęstości# rozkładu normalnego.
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Iloczyn gęstości f,(t) . f£(t) nie jest, rzecz jasna, gęstościę roz­
kładu normalnego. Wykres gęstości f(t) dia przykładu 2 pokazuje rys.2.5.

Rys. 2.5. Ilustracja przykładu 2 
Fig. 2.5. Illustration of the cxacple 2



Rozdział 3

MET ODY PROBABILISTYCZNO—DETERMINISTYCZNE

,t rozdziale tym przedstawimy odmienny opis niezawodności dokładnościo- 
wej na buzie teorii dokładności i czułości*^ z uwzględnieniem niezawodno­
ściowych charakterystyk przyrządu pomiarowego. Pokażemy, że teoria czuło­
ści i aimtJinoBci j6St punktem wyjściowym przy rozpatrywaniu niezawodno­
ści przyrządów pomiarowych, gdyż chwilowa dokładność lub czułość Jest sta­
nem procosu znian dokładności.

Zasad j odmienność opisu w tym przypadku polega na tym, że proces
zmian . mości Jast budowany na podstawie zależności właściwości metro- 
logicz.-.ycn >rzyrządu od Jego elementów składowych, tworzących określony 
układ nit ... -oJnościowy,

3.1. ZaI^ZcK MiąUZY TEORIĄ CZUŁOŚCI I DOKŁADNOŚCI
A rćUrtlĄ I.; LZArtOONOŚCI

liozpatrz.n, przyrząd pomiarowy, który składa się z m-elementów połączo­
nych szeregowo lub równolegle (w sensie niezawodnościowym). Elementami w 
tym przyo.uitu bodziemy nazywali konstrukcyjnie niepodzielne detale,zespo- 
ły elektro ;u; aniczne lub półprzewodnikowe. W celu prostszego analitycz­
nego ujv'ia omawianego zagadnienia przyjmijmy, iż każdy element ma tylko 
jednę ce-hi charakteryzując# jogo pracę, którą będziemy nazywali cechę

istotnę i oznaczali przez Ct (i »
» l,m). Zmiana wartości wszystkich 
istotnych cech pod wpływem zewnę­
trznych i wewnętrznych oddziaływań 
będzie opisywała zmianę charaktery­
styk metrologicznych przyrządu, a 
między innymi zmianę dokładności po­
miaru w funkcji czasu.

Element i-ty możo być opisany 
funkcje w postacit

C± * C^(C ^  i ^  • • • • * • * ) (3.1)

Rys. 3.1. Schemat blokowy rozważa­
nego przyrządu

Fig, 3.1. Block scheme of the con-

^0 teorii czułości patrz na przykład w [3l] .
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gdzie: Ci( - rzeczywista wartość parametru CA dla czasu t, £ - za­
kłócenia zewnętrzne działajece na przyrząd w czasie t, (J ■ l,n) (patrz

rys. 3.1).
Zwykle pod wpływem działania zakłóceń zewnętrznych odchylenie od war­

tości nominalnej parametru C± Jest nieduże 1 dlatego funkcja (3.1) mo-
O

że byc linearyzowana w otoczeniu CiO!
9C i

Ci ” Ci^Ci0,f10,f20.... ^ n O ' ^  * ^Clt " CiO^ *

n 0Q Q q

*  Z  ( f l  "  (i0] *  5 T 1 ( t  "  ‘ o 5, (3 ,2 )
j-i J

^izia: Ci(C10j 6 10,f20„..,fn0,t0 ) - C°Q - Jest wartoścle nominalne pa­
rametru CŁ dla normalnych warunków pracy, t0 - chwila kontroli parame­
tru CŁ , - wartość zakłócenia dla normalnych warunków pracy. 

Pochodne cząstkowe w (3.2) są wzięte w punkcie, w którym wartości ar­
gumentów równe se ich wartościom oczekiwanym przy normalnych warunkach 

pracy. Stąd 9 c ±/3 c i t  » 1, a zależność (3.2) może być przepisana w postaci 

(wynoszec C°Q przed nawias):

n ^ V"1c^ ■ c^q ( i  + 1 ♦ /  oCi j  • A £  j  + . A t ) ,  (3.3)
CiO j-1

gdzie: A c t - jeat tolerancje wykonania parametru C^, wyrażone w Jednost­
kach bezwzględnych, A£^ ■ dla czasu tQ , At  -  okres czasu mię­
dzy dwiema kontrolami przyrządu (dwiema kolejnymi regulacjami przyrzedu),

i acicCt 4 ■ -4— . - współczynnik wpływu zakłócenia na parametr C . ,
1J c ot i J10 J -
dla przykładu:

i * n“ e<'R ~  ***1 " rezystancja, 'V'- temperatura) - temperaturowy

współczynnik rezystancji,
1 3cicClt “ -g— • gę® “ współczynnik starzenia i-tego elementu.
G10
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Z (3.3) widać, że odchylenie wartości nominalnej parametru (Jest po­
dane w metryce wyrobu) dla czasu t składa się z tolerancji wykonania i 
przyrostu wskutek działania zakłócenia.

□la rzeczywistych warunków pracy przyrządu 6 y  A £ y  At sę wielko­
ściami przypadkowymi. Stęd współczynniki czułości wpływu • ̂it rów_
nież sę wielkościami przypadkowymi.

w ogólnym przypauku dla quasi-stacJonarnego wyjściowego sygnału y(t) 
funkcję przetwarzania przyrzędu można przedstawić w postaci:

y » f(x). (3.4)

Bioręc małe przyrosty sygnału wejściowego Ax  - co pozwoli linearyzować 
(3.4) - otrzymamy znane zależność:

y = k . x (3.5)

gdzie: k - współczynnik liniowego wzmocnienia,
Błed pomiaru można wyrazić zależności#:

A y  » y -  y0  » x . (k - k0 ), (3.6)

gdzie: kQ - nominalna wartość współczynnika k przy normalnych warunkach
pracy.

wiadomo, ze współczynnik k Jest funkcje przypadkowych argumentów
,. . . ,Cm oraz En - energii zasilania. Stęd:

k ■ k(ci Cm ł En>* (3.7)

Linearyzujec (3.7) wokół punktu, gdzie wartości argumentów równe eę
ich nominalnym wartościom C°Q i uwzględniając (3.1), (3.2) i (3.7) otrzy­
mamy :

m n
= kn + y  V  |k_ of c0 

o z l  Z _  5c~ • i j  • iO •
■i H “

Ać,
i  J

m

z L  * ° f i t  • cio  • A t  + . AEn. (3.8)
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Wyznaczmy wartość oczekiwane wyrażenia (3.6):

E( A Y )  - E(Y - Y0 ) - E |x(k - k0 )] - E(X) . E(k - kQ ). (3.9)

Literę E oznaczono operator wartości oczekiwanej zmiennej losowej X i Y 
(i innych).

Znajdujec z (3.8) E(k - kQ ) i podstawiajec do (3.9) otrzymamy:

E( A  Y) - E(X) . zL 357 E(o(:iJ) * CiO * E(A^ J ) + 
i 3

2  i -  • E<*it> . E( AT) + 11^ . E ( A E n )]. (3.10)
n

+
*
i

Zależność (3.10) wyznacza błed systematyczny przyrzędu pomiarowego przy 
zmianie nominalnych wartości zakłóceń. Wartość tego błędu zależy od cza­
su, stęd będzie nas interesować drugi człon wzoru (3.10),który zmienia się 
w czasie i przedstawia błed systematyczny pochodzecy od zużycia 1 sta­
rzenia się.

Wielkość E(A T) jest średnie wartoście czasu między dwoma kolejnymi 
eprawdzeniami przyrzędu pomiarowego. Na podstawie (3.10) czas ten wynosi:

~ 55^ «EWij) • ci0 * E(A£j)- gę- E(A En)

E(A T) =    — 1

2  * E(cCit)
(3.11)

Wyznaczmy obecnie wariancję sygnału wyjściowego. Na podetewie (3.6) znaj­
dujemy :

V(AY) = V(Y) » k2 . V(X) + X2 . V(k). (3.12)

Pierwszy człon określa zwiezek między zmianami współczynnika wzmocnienia 
i wariancje tej samej wielkości mierzonej. Oblicza;;ac kolejno wariancję k 
od różnych przyczyn otrzymamy:

1) wariancję k od tolerancji wykonania na r& ^stry , (i «• l,m) 
m

v ( k ) A c  »  2  • v(ci} ( 3 * i 3 )
i-l
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2) wariancję k od współczynnika

r a n  -
V ( k ) c ( l j  “  2  • c i o  • E ( A f  j 5]  • <3 * 1 4 )

3) wariancję k od zakłócań fH

V(k^ j  - 2  [ Ż  • c2o • E<*ij>]2 • V(£J )* {3*15)

4) wariancję k od fluktuacji «nargii ER

V(k)£ " T ijf-1 • v(En )» (3.16)n L nJ

5) wariancję k od zużycia i atarzania elenentów

w
v(k)t “ 2 (i r )2(CiO)2 • e2(AT) . yfoC^) ♦

i 1

* [Ś l  %  • • EWit^]2 • V(T>* <3*17>

V v (t )' oznecza tu odchylani« standardów« czasu A t  ■ t - tQ - różnicy 
czasu niędzy momentami sprawdzania t i tQ , t > tQ.
V(T) obliczany z zależności!

v (T )  - f  t 2f(t)dr - E2(T), (3.18)
O

gdziei f(t) Jast gęstości« trwałości T - czasu poprawnsj pracy przy­
rządu. Sumujec wariancja od (3.13-3.17) otrzyaaay wariancje całkowite *d 
działania wyszczególnionych przyczyn.

Reeeunujec, nożna stwierdzić, źa błed przyrzedu poniarowego noże być 
interpretoweny Jako błed składajecy się z błędu nlasalażnsgo od czasu i 
błędu będecego funkcje czasu. Błed ten rośni« z czasan wskutek nieodwra­
calnych zmian powodowanych zużyci«« i «tarzani*«. Można więc zapisać, *«<

V(k) - V(k)con.t ♦ V(k)t (3.19)
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3.2. MET00A ODDZIAŁYWAŃ ZEWNĘTRZNYCH

Przy normalnej precy przyrzedu Jago aygnał wyjściowy y Jest funkcje 
G(x) - funkcji sygnału wejściowego oraz zakłóeeń zewnętrznych t y  J»l,n.
W tyn przypadku przy nornalnej pracy, a więc, gdy wartości parametrów ele­
nentów ee bliskie noninalnyn C^Q , zależność sygnsłu wyjściowsgo y
od slenentów przyrzedu (rozpatrywana m.in. w poprzedni« punkcie) nie ma 
iatotnego znaczenia. Wobec powyższsgo nożeny napissć, że i

Y - Y Jg (x ) i £ 1.£z  £nJ (3.20)

Przepiszny wzór (l.l) przy ustalonych warunkach pracy. Otrzynamy:

Rd( t  ) " p{  °A (^» |Ax | «  A xdop, X)j *£ €, [ o . t ]  |  -

- p{|Ax |$ Axdopł € [o,t]J. (3.21)

Zakładany w tym przypadku, że uszkodzsnis dokładności przyrzedu pomiaro­
wego noż« odbywać aię wekutek uszkodzeń katastroficznych elenentów i Jed­
nocześnie wskutek niedopuszczalnych znian wartości parametrów przy­
rzedu poniarowego. Zakładamy dalej również, że przyczyny te se niezależne 
i,nieekoralowane. Wówczae (3.21) przyjnle poataćt

Rd(t) - P( | A x |  « A x d o p )  . P(0 S T  « t) (3.22)

Zagadnienie ponieru wielkości X z zadany« błęden Ax  aprowadza aię w 
tym przypadku do cechowania odpowiedniego prewdopodobleństwa znajdowanie 
sif wyjściowego sygnału przyrzedu Y w granicach E(Y) - Ay-$Y$E(Y)+ A y
w czaeie od O do t.
Prewdopodobieńetwo to wynosis

E(Y)+ Ay
P ( | A x | $  A x d  ) - P(|E(Y) - A y | $  y )  - /  f ( y  ) d y  (3.23)

E (Y ) -A y l

gdzie f(y) Jest gęstoście rozkładu wielkości wyjściowej Y.
Wariancja wielkości Y wyniesie>

v (y > - (|j)2 . v (g ) ♦ 2  {lt:)2 * V(£j )
j-1 J

(3.24)



w myśl twierdzenia o wariancji nieskorelowanych zmiennych losowych.Z dru­
giej 81rony wariancja V(Y) jako wynik zmiany wielkości X może być za­
pisana w poetacii

V(Y) - (|£;2 . V(X) . (3.25)

Stęd po uwzględnieniu (3.24) 1 (3.25) otrzymamy«

2
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• v<g> ♦ Z  • v(£j>i J, W C j J

V(X) - ------------ — *J---------------- . (3.26)

Pierwiastek z V(X) Jest, Jak wiadomo, odchyleniem standardowym zmiennej 
losowej X. Odchylenie to ma taki sam wymiar Jak i wielkość mierzona. Wo­
bec tego można znaleźć takę liczbę z, która by spełniała następujęcę rów­
ność >

z . “|fv(X) - Ax (3.27)

tzn. błąd pomiaru Jest zawsze krotnościę odchylenia standardowego.
Możemy więc nepieać wzór na Ax w poetacii

1
^  ^  .2 -1?

• v ‘ ° >  *  Z  $ 7  ‘  • VM ‘  
 1 - _________________

a stęd otrzymamy:

f e .  4«
T* (3.29)

Warto zauważyć, że z ma sens fizyczny, gdyż licznik (3.29) przedstawia 
przyrost sygnału wyjściowego przy zmianie x o wartość Ax,natomiast mia­
nownik przedstawia błęd pomiaru zależny od charakteru funkcji G(x) oraz 
od zewnętrznych zakłóceń B y  Stęd też z odzwierciedla stosunek warto­
ści sygnału do wartości szumu. Im będzie większy z, tym większe powinno 
być prawdopodobieństwo poprawnej pracy.
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Reasumujęc, prawdopodobieństwo poprawnej pracy przyrzędu zależy od war­
tości fluktuacji funkcji G(x) i zakłóceń € y

Dla przykładu, jeżeli f(y) Jest gęstościę rozkładu normalnego, wów­

czas :

P(|Ax| $ A x dop) - 2 ^  (z). (3.30)

gdzie: <j) (z) - funkcja Laplace'a.
Rozpatrujęc drugi składnik niezawodności dokładnościowej we wzorze 

(3.22) - prawdopodobieństwo P(0$ T $ t) - można napisać:
P(0$f sś t) - P(T Ss t) » R(t) (3.31)

co Jeat niezawodnościę tzw. katastroficzne (od uszkodzeń katastroficznych).
Rozpatrzmy teraz ogólny przypadek, nie czynięc żadnych założeń co do 

zależności uszkodzeń parametrycznych i katastroficznych, wzór (3.23) przyj­
muje wówczae postać:

Y(t) - Y[G(x(t))|{j(t).... ^ ( ^ ' t ]  (3.32)

A więc sygnał wyjściowy Jest losowę funkcję czasu. Zależy od losowego syg­
nału wejściowego G(x(t)) i losowych zakłóceń £ y  Postępujęc podobnie 
Jek w pierwszym przypadku, bloręc skończone przyrosty czasowe dt ■ At 
otrzymamy przybliżony wzór na wariancję funkcji losowej Y(t)

Wzór (3.33) otrzytnano na podstawie następujęcych zwięzków

- pochodna substancjonalna,
i 3

przy założeniu skończonych przyrostów d . « A «  oraz że t

2V [f (x )] » [ f'(x )] . V(X), v(a0 + a , . Xj ) » ^  ajV X̂J^*
i  J



- 40 -

W rezultacie wzór (3.29) przybierze postać:

&  .  A x ( t )
z  < t ) --------------------------------------------^ ---------------------------------------------------  -—

[(§£) • v<G) + 2 (§|7> • v(£j) * (it) • 
j J

a wzór (3.30) poetać:

Rd(t) - p | ( | A x |  « A x d o p ) ł  r e  [o.t] | - 2^ [z(t)]. (3.35)

W tym przyadku otrzymaliśmy zależność dla niezawodności dokładnościowej, 
nie rozbijając jaj na parametryczną i katastroficzną, gdyż funkcja loso­
wa Y(t) Jako sygnał wyjściowy przyrządu Jest funkcją zależną od działa­
nia wszelkich zakłóceń w czaeie precy przyrządu - katastroficznych i pa­
rametrycznych.

Ola obliczeń praktycznych zależność (3.22) na niezawodność dokładnościo- 
wą Jest prostsza w stosowaniu. Umożliwia ona również rozgraniczenie pro­
cesu konstrukcyjnego na dwa etapy.

Pierwszy - polegający na ustalaniu schematu ideowego przyrządu bez po­
dania konkretnych elementów. Określa się wówczas tylko funkcję przetwa- 
rzania przyszłego przyrządu. Dobiera się parametry istotne i określa się 
wpływ różnych czynników destabilizujących pracę przyrządu. Etap ten zwy­
kle powinien kończyć się obliczeniem prawdopodobieństwa P(]Ax| $ A * ^ ) ,  
gdyż mamy ku temu wszslkie dane,

W następnym etapie konstruowania przystępujemy do fizycznej realizacji 
echematu ideowego - dobieramy elementy do zrealizowania funkcji przetwa­
rzania przyrządu. Na tym etapie, dysponując wybranymi elementami, możemy 
Już obliczyć prawdopodobieństwo P(T >. t). W ten sposób określamy Rd(t)
jako iloczyn prawdopodobieństwa P(|Ax| 5 4 x^ 1 . P{T ? t).

Wyznaczenie niezawodności dokładnościowej według (3.35) wymaga odmien­
nego podejścia. Potrzebna tu Już Jest znajoaość różnych procesów losowych 
a priori. Problem ten częściowo może być rozwiązany przez zastosowanie me­
tod symulacji cyfrowej w celu otrzymania procesów losowych Y(t), X(t) 1
<5j(t) dla określonych warunków pracy.

3.3. METODA LINEARYZAC3I PARAMETRYCZNO-STOCHASTYCZNEO

Warunki poprawnej pracy (pomiaru z odpowiednią dokładnością) przyrzą­
du możne przedstawić w postaci nierówności:

*0(ł _ /td > ^  Y $ *0(1 */*g> <3*36)
gdzie: yQ - wertość nominalna parametru Y| ̂ td ,yUg 6 [o,lj.

V(T)]
1/2

(3.34)
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Niezawodność dokładnościową w tym przypadku można określić wzorem:

Rd ( t > “ p { v o ( l  Y *  *0 (1 j  ( 3 - 37>

(petrz również wzór (3.32)). Y(t) Jest w tym przypadku jednak inaczej zde­
finiowana, niż to podaje wzór (3.32), a mianowicie:

Y ( t )  -  Y [ c ł ( t ) , c 2 ( t ) , . . . , c |11( t ) ]  (3.38)

oraz Yg ■ Y(0) » O.

Stąd :

Rd(t> - p {|z L y vrc?2l | -/*9- (3-39)

W celu wykorzyetanla zależności (3.39) do dalezych obliczeń zakładamy, 
że w pierwszy* przybliżeniu zmiana parametrów (i « l,m) w czasls ma

postaci

^(t) - (C°Q ♦ AC°q ) (& + £& . t). (3.40)

' ygdziei t, ± - zmienna loeowe (losowy wepółczynnik zmienności parametru Cj) 
o gęetoścl f , Ac°0 - przyrost wartości parametru epowodowany błędnym
ustawieniem parametru oraz jego zmieną pod wpływem czynników destabl-

lizujących.
W związku z ty*, że zechodzli

Ae°0 «  C°J oraz . t «  i,

to' 11Y(t) - Y[ci(t).c2(t).... C„(t)] - Yq ♦ ^  ĈiQ*?!** i ACi0> * Bi*
1-1 (3.41)

gdziet

B± - (3.42)

Stąd otrzyaemy, żei

p{ | Y-(t)V~ Y°'| $ /a| ■ p| 1 U | < ^  -t- ^  I , (3.43)
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gdzie przez u oznaczonoj

• »
i-1

VQ * î " zmienna losowa (3.44)

i-i1 (3.45)

(patrz wzór (3.4 1)).
Niezawodność dokładnościową nożna teraz wyrazić następujęc« zależno­ści« t

Rd<

U - Au 

O  - /  f ( u  )dU
(3.46)

gdzie: f(u) Jeet gęstości« zmiennej losowej U, zależnej od zmiennejloeowej

Rozdział 4

ZASTOSOWANIE TEORII PROCESÓW MARKOWA DO ANALIZY 
NIEZAWODNOŚCI METROLOGICZNEJ

A.N. Kołmogorow w swojej już klasycznej dziś pracy [63] podał po raz 
pierwszy założenia teoretyczne oraz metody analityczne dla rozwiązywania 
niektórych zagadnień teorii prawdopodobieństwa, opisywanych ciągłymi pro­
cesami Markowa. Na grunt zastosowań praktycznych metody te zostały prze­
niesione m.ln. przez PUGACZEWA [ 94 ], CHAZENA [l8] oraz SWIESZNIKOWA [107, 
108] .

W pracach tych rozważono zagadnienie wyznaczania prawdopodobieństwa 
znajdowania się wartości określonego parametru wyjściowego układu tech­
nicznego oraz wyznaczanie gęstości chwilowej losowego ciągłego procesu 
Markowa (i nie tylko Markowa) w oparciu o równania kinetyczne Fokkera- 
-Plancka-Kołmogorowa (FPK) i metodę funkcji charakterystycznej Pugaczewa. 
Metody te, w odróżnieniu od Już rozpatrywanych w rozdziale 2,pozwalają na 
wyznaczenie charakterystyk procesów losowych w przypadku, gdy ich reali­
zacje eą niemonotonicznymi nieróżniczkowanymi funkcjami czasu (na przy­
kład procesy dyfuzyjne).

Biorąc pod uwagę, że proces zmian dokładności S(t) przyrządów pomia­
rowych może być aproksymowany niestacjonarnym ciągłym procesem Markowa dy­
fuzyjnego typu [25, 45] w [56, 57] uzasadniono zastosowanie teorii cią­
głych procesów Markowa do wyznaczania wskaźników niezawodności metrolo­
gicznej. W [43] oraz [47] pokazano zastosowanie teorii dyskretnych pro­
cesów Markowa do wyznaczenia stanów dokładności przyrządu pomiarowego.

Obecnie omówimy i uzasadnimy wymienione metody.

4.1. METODA RÓWNAŃ KINETYCZNYCH FPK [57]

Podczas badania niezawodności przyrządów pomiarowych ich stan sprawno­
ści metrologicznej jest określany poprzez ustalenie wartości parametru 
uogólnionego (np. dokładności) w stosunku do wcześniej przyjętych ograni­
czeń na ten parametr. Zwykle jest to górna granica nieprzekroczenia war­
tości tego parametru w określonym czasie t. Model uszkodzeń w tym przy­
padku konstruuje się na podstawie analizy uszkodzeń dokładności w rozpa­
trywanym czasie pracy przyrządu. Ana}iz« ta może dotyczyc statystycznych 
wyników badań reprezentatywnej próbki losowej określonych przyrządów po­
miarowych, jak to zrobiono w [25]. Można również zbudować model uszkodzeń



na podstawia analizy kinetyki uogólnionego parametru badanych przyrządów
pomiarowych.

Rozpatrzm\ odpowiadający unormowanemu reżimowi pracy wyidealizowany pro­
ces S(t), którego wartość średnia i wariancja roeną z czasem (rys. 4.1).

Rys. 4.1. Proces zmian dokładności wskazar 
Fig. 4.1. Process of accuracy changes S

Proces ten pokazuje przefiltrowary (złagodzony) przeaia poszczególnych 
realizacji wyjściowego procesu X(t), którego realiz.łcj=> losowo przekra­
czają granicę xg. Czas trwania takiego przekroczenia po zątkowej fazie 
procesu X(t ) Jest krótki (czas pojedynczego wskazania -. Taki etan, rzecz 
Jasna, nie może byr uwalany jako stan trwałego ua.i..kIzo-j.b dokładności 
wskazań. Można jednak zau*at\c, zr 7 stri>nu , ^^ynczych wskazań
z niedokładnością przo,; ■ ■. ̂  i* gór i* a -, jie rośnie wskutek
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przyrostu wartości oczekiwanej i wariancji błędów. Pokazano to na rys.4.2, 
gdzie uwidoczniono trzy przykładowe realizacje loeowego procesu zmian 
wskazań X(t).

Rys. 4.2. Losowy proces zmian wskazań X(t)
Fig. 4.2. Random process of indications changes X(t)

Biorąc pod uwagę ten fakt oraz to, że proces S(t) może być aproksy­
mowany procesem markowskim, można przyjąć, że kinetyka badanego procesu 
zmian dokładności dla bardzo ogólnego przypadku może być opisana stocha­
stycznym różniczkowym równaniem pierwszego rzędu o postaci:

dS(t) » a(t)dt + b(t)d£(t). (4.1)

a(t) i b(t) są to pewne deterministyczne funkcje.charakteryzujące zmia­
nę wartości średniej i intensywność procesu Wienera. Funkcja losowa e (t) 
powstała w wyniku sumowania się wielu nieskorelowanych lub słabo skorelo­
wanych mechanoelektrycznych i fizykochemicznych procesów towarzyszących na 
przykład tarciu i starzeniu, przepływowi prądu oraz działaniu pól magne­
tycznych i elektrostatycznych. 3ako uogólnione procesy, które mogą być 
związane z powstawaniem błędów przyrządów pomiarowych można wymienić na­
stępujące: mechaniczne procesy (deformacje) w warstwach poszczególnych
elementów, zmiany na powierzchni metali powstałe wskutek działania obcią­
żeń stałych 1 cyklicznych (mechanicznych, elektrycznych i cieplnych),pro­
cesy dyfuzyjne, przemieszczanie się i rozmnażania dyslokacji,procesy elek­
trolityczne i inne.
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Różnorodność 1 liczba statystycznie sumujących się fluktuacji tworzą­
cych proces £(t) pozwala przyjąć, że ma on rozkład normalny o wartości 
oczekiwanej O i wariancji liniowo rosnącej z czasem. Zakładamy również, 
że £ (t) jest procesem o przyrostach niezależnych. Z uwagi na powyższe 
można założyć, że równanie (4.1) jest stochastycznym różniczkowym równa­
niom typu Ito*), którego rozwiązaniem jest losowy markowski proces dyfu­
zyjnego typu.

Na podstawie przeprowadzonych rozważań problem określenia analitycznych 
zależności dla wskaźników niezewodnośd metrologicznej można przedstawić 
w następujący sposób:

Gęstość rozkładu prawdopodobieństwa poprawnej pracy bezpośrednio zwią­
zana jest z gęstością prawdopodobieństwa znajdowania się uogólnionego pa­
rametru, w tym przypadku wskaźnika dokładności wskazań S w zadanym prze­
dziale wartości dopuszczalnych [sd ,eg]. Natomiast prawdopodobieństwo prze­
kroczenia zadanego poziomu wyraża się znaną zależnością dla warunkowej gę­
stości prawdopodobieństwa przejścia badanego procesu. Warunkową gęstość 
prawdopodobieństwa przejścia dla procesu dyfuzyjnego otrzymuje się z roz­
wiązania tzw. drugisgo (prospektywnego) równania FPK dla określonych wa­
runków początkowo-brzegowych.

Równanie FPK dla warunkowej gęstości prawdopodobieństwa przejścia 
cO(s,t/s0 ,t0 ), odpowiadającej Jednorodnemu procesowi (4.1) ma postać [l07]i

ST * &  Ca(t'8) •*]- S 92[b{*;i? ^  - o. (4.2)

gdzie: a(t,s) - współczynnik przenoszenia, b(t,s) - współczynnik dyfu­
zji, u) m ćO(s,t/80 ,t0 ) - Jsst to gęstość warunkowa przejścia ze stanu 
S(tQ ) ■ aQ w chwili Z  * tQ do stanu S(t) ■ s w chwili T m  t.

Warunki początkowo-brzegowe dla rozwiązania równania ruchu strumienia 
prawdopodobieństwa przejścia określone są na podstawie ograniczeń fizycz­
nych badanego procesu. W ogólnym przypadku jako warunek początkowy można 
przyjąć:

a ) ( s , t / s 0 . t 0 )  - o ) g ( s ) .  Tm t g  ( 4 . 3 )

Ola gęstości 6t)g(s) powinien być spsłniony warunek unormowania.
Warunki brzegowe odpowiadające badanemu procesowi zmisn dokładności 

S(t) analitycznie możne wyrazić w następującej postaci

3id(s,t/sQ ,t0 )
 -  - 0, s - 0 (4.4)

F!----------'Może to byc również równania Stratanowicza. W omawianym przypadku rów­
nania te mają identyczną budowę ze względu na niezależność intensywno­
ści od stanu układu fi25J.
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oraz

<d(8,t/8g,tg) » 0, 8 - Sg. (4.5)

Gęstość prawdopodobieństwa osiągnięcia przez proces S(t) granicy sg,
a więc gęstość trwałości dokładności f(t), związana Jest z gęstością wa­
runkową prawdopodobisństwa przejścia zależnością [l07]:

s_
[9 3u)(S, t/Sg, tg)

f(t ) - - J  ----- Bt ° - de. (4.6)

°d

Równanie FPK (4.2) Jest liniowym różniczkowym równaniem o pochodnych 
cząstkowych typu parsbolicznego drugiego rzędu o zmiennych współczynni­
kach a(t,8 ) i b(t,8 ).

Mstody rozwiązywania równań FPK są znane (por. [36, 63, 67, 91, 107-
109, 1223)i tu nie będą omawiane.

W dalszej części rozdziełu pokażemy przykład znajdowania rozwiązania
równania FPK dla a(t,e) - m i b(t,e) « 6 .

Równanie (4.2) przyjmie nsstępującą postać:

3 U) 6232u>m — *.■ ■ - ♦  ł i^  2 3s
(4.7)

& m - % r *  T b ? '

X )Przez podetewienle [63] :

A  . e6 2 6  (-*.8)

równanie (4.7) dBje się sprowadzić do postaci równania przewodnictwa 
cieplnego:

,o* 62a2co*.0
~  “T 5 7  '

gdzie: u)* - nowa zmienna zależna.

x ̂ Zwykle do rozwiązania tego typu równań stosujs się metodę Fouriera [107].
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Rozwiązaniem szczególnym równania (4.9), Jak wiadomo,Jest gęstość nor­
malna :

CD*
6yar(t-t0 )'

; exp (4.10)

Przekształćmy warunki brzegowe (4.4) i (4.5) zgodnie z (4.8). Otrzymenyi

u) =cOn(s ) ,  t -  tn.

m *
•  A  - O. s ■ O,

oi « O, S * 8

(4.11)

Dalej dla uproszczenia obliczeń przyjmujemy tQ ■ O oraz sg • 1, wówczas 
rozwięzanie ogólne równania (4.9) wyrazi się wzorem:

e y i j f t - W ] >

(4.12)

|(ładęc ćJ0 (s) « £ ( 3 ) - delta - funkcja Diraca, dla sQ ■ O po pewnych prze­
kształceniach, uwzględniając (4.8) oraz znanę zależność dla funkcji zmien­
nych losowych w postaci:

c*)(s.t/80 ,t0 ) - J>*(8,t/S0 ,t0 ) . | | . (4.13)

gdzie: ^(s,t) » s*, t* « yS(t),y3(») funkcja odwrotna do (4.8), otrzymamy:

cJ(8,t/0,0) « — y— - , 1 exp ["- ? ]- exp T- ■(-a-~2.~”t ? +
ft l L 2 6 .t J «- 2 6 . t

*

•  I » ] }  - » * < ■ $ >  -  f *  - f i l  < - » ] •  ł (4.14)

gdzie: ^ (.) _ funkcja Laplace*a.

- 49 -

Gęstość trwałości dokładnośclowej f(t) nietrudno już obliczyć ze wzo­
ru (4.6) (całkujęc dla uproszczenia w granicach od O do 1):

f(t) - ~ ^ = ^ e x P [- lizflfl - - S L  . J(i=EL) (4.15)
26.tyifTt L 26 .t J 2 6 2 J e/F

Jeżeli uwzględni się tylko górnę granicę dla procesu S(t), otrzymamy:

f(t) - — 1 — —  ,Xp [- (4.16)
6 .f/2 f.t  L 26 ,t J

Dla Jednorodnego procesu Markowa z nlemonotonlcznyml realizacjami prawdo­
podobieństwo niewyjścia uogólnionego parametru z przedziału dopuszczalne­
go, a więc prawdopodobieństwo poprawnej pracy, otrzymany ze wzoru (4.15):

... 2n2g5~
Rj(t) - P(S < s) - P(T > t) - ł (i“ ) - a . (- i=S|). (4.17)
d J 6Vt J

Drugi człon we wzorze (4.17) zwykle można pomlnęć, wówczas:

R<(t)s (4*18)

W szczególnym przypadku, Jak widać, otrzynaliśmy rozkład dyfuzyjny.Na ry­
sunku 4.3 pokazany został Jakościowy charakter funkcji Rd(t) oraz f(t) 
dla rozkładu dyfuzyjnego w porównaniu z rozkładem normalnym i wykładni­
czym.

Nie wsponnieliśny tu nic o Jednowymiarowej funkcji gęstości prawdopodo­
bieństwa (s/t) losowsgo procesu S(t). Możns Ję Jednak łatwo wyznaczyć 
ze wzoru:

CD

^(8/t) - Jti0 (8) .£0(8,t/so ,to )ds. (4.19)

Podsumowujęc rozważanie tego punktu, można powiedzieć, że Jsdnę z me­
tod pozwalajęcych na wyznaczanie wekażników niezawodności metrologicznej 
może być netoda równań kinetycznych FPK w zastosowaniu do analizy markow- 
skich procesów dyfuzyjnego typu, będęcych modelami procesów zmian dokład­
ności wskazań. Niezbędne eę przy tym opisana w pracy założenia i upro­
szczenia, dotyczęce procesu £ (t).



Rys. 4.3. Wykres gęstości f(t) i prawdopodobieństwa Rj(t) dla rozkładu
normalnego ( -----), wykładniczego (----- ), dyfuzyjnego

fig. 4.3. Graph of density f(t) and probability R^(t) for noraal (---- ),
exponential (------ ), diffusion distributions

Stosowania równań FPK dla rozwiązywania podobnego probleau, gdy wyaia-
rowość n > i, napotyka na znaczne trudności, gdyż dla równań FPK w posta­
ci :

R  + Z  - Vs - - ł Z  Z  T 5 7^ 7- - 0 ««•»>
i-i 1 i-1 j-i J

do dziś nie otrzymano rozwiązania ogólnego. Można Jednak w tya przypadku 
korzystać z metod numerycznych.

4.2. METODA RÓWNAŃ CAŁKOWO-R6ŹNICZKOWYCH PUGACZEWA

W dalszym clęgu będziemy rozważali loeowy proces zmian doskładności s(t). 
Jednowymiarowa funkcja charakteryetyczna tego procesu określana Jest za­
leżności« i

gCtf/T) - E[ei'̂ *S ^^], (4.21)

gdzie: E - operator wartości oczekiwanej, natomiast iloczyn /l)>. S(t) na­
leży rozumieć jako iloczyn skalarny.
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ogólnym przypadku ̂ i  S(t) mogę być wektorami. Wówczae: 

n
. S(T) - ̂ >JpŁ • S±(Z). (4.22)

i»l

Wprowadźmy układ równań różniczkowo-całkowych otrzymany w pracy Puga- 
czewa [94] dla Jednowymiarowej funkcji charakterystycznej procesu loso­
wego :

co

- J  e11*8 .yetf/T;«) . y i » / T ) ds (4.23)
-  CO

oraz

lf(8/T) “ 7 ^ 7  / e" ^ S * 9(5/r)dę’
(4.24)

(2t)l _  

gdzie:

!  p L ^ s Ł O / i  1

At— O A 1 (4.25)
A s ( t )  -  s ( t  + A t )  -  s ( t ) .

Na funkcję ?'(•) nie nakłada się w zatudzie żadnych ograniczeń. Zwykle 
jednak przyjmuje się, że jest ona wielomianem lub określoną funkcję skła­
dowych wektora S(t).

Wykorzystując równania (4.23) i (4.24) otrzymamy równania różniczkowo-
, -całkowe dla jednowymiarowych charakterystyk procesu S(t):

J  ds J  elf^ “ S^8 . ̂ (ij/t^s) . g(^/t)dg (4.26)
( 2 ^ )  _ aD  . c c

dle Jednowymlerowych funkcji charakteryetycznych oraz

CO CD

 J  dtf J  a1^ ^ 8 ) . W / t ^ )  . ^(q/t)dq (4.27)
- 0 3  - O D

dla Jednowymiarowej funkcji gęstości prawdopodobieńetwe procesu S(t).
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Jeżeli funkcja f  fe) Jest przedstawiona za pomocą wielomianu lub 
funkcji o składowych wektora i.lify to wzór (4.27) może być zapisany w for­
mie operatorowej:

.y*(-|-; t>8) .(^(s/t). (4.28)

Można pokazać [94], że szczególnym przypadkiem wzoru (4.28) Jest równa­
nie prospektywne FPK w postaci1*);

n 2

+ Z  SsTSsT [biJ(t,8) * , ^ 2 9 )i. J“1 J

Stochastyczne równanie różniczkowe opisujące losowy proces zmian dok­
ładności wskazań w tym przypadku może mieć postać:

ds( t) -y[t,S(t)]dt + £(t)dt, (4.30)

gdzie : ̂  [t,S(t)] - określona funkcja zmiennych t i S(t ) .natomiast 3f(t ) -
losowa funkcja zakłóceń.

Rozwiązaniem tego równania Jeet losowy proces Markowa dyfuzyjnego typu. 
Całkując równanie (4.30) w granicach [t, t+it] przy założeniu, że S(t) ■
• a, otrzymamy:

t+ At
A s ( t )  - ^ ( t . s ) A t  ♦  J  *  o (  A t ) .  ( 4 . 3 1 )

t

gdzie: 0(At) - mała rzędu wyższego.

Wykorzystując teraz wzór (4.25) oraz (4.31) nożna dla konkretnego przy­
padku obliczyć funkcję ^(tf/t.s). Podatawiając dalej tę funkcję do wzorów
(4.26) i (4.27) po pewnych przekształceniach i założeniach co do charak­
teru procesu £ ( 0  oraz l^(t,s) można zagadnienie wyznaczania Jednowy­
miarowych charakterystyk procesu S(t) sprowadzić do omówionego w punkcie
4.1 rozwiązania równania FPK o postaci (4.29).

Podsumowując obie pokrewne metody analizy procesu S(t) nożne zauwa­
żyć, że pełny stochastyczny opis procesu zmian dokładności może być otrzy­
many za pomocą równań kinetycznych FPK w postaci:
xT----------'Porównaj ze wzorem (4.20).
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-  -  . (&> Ł • V) * (gs> ( & f fe ) )  (4 .32 )

lub równań różniczkowo-całkowych Pugaczewa odnośnie do funkcji charakte­
rystycznej :

* ‘ S F  / d‘ •
'  - o o  — oo

-  ( ^ yb . ^ ) ] g ( g / t ) d ^ ,  (4 .33 )

gdzie w obu wzorach w nawiasach pokazano mnożenie skalarne wektorów; ą_ - 
wektor współczynników przenoszenia, b - macierz współczynników dyfuzji, 
1?.4 ” wektorowe argumenty funkcji charakterystycznej.

W celu pełnego zapisu równań (4.32) i (4 .33 )  niezbędna jest znajomość 
współczynników a i b̂. Bezpośrednie jednak korzystanie z równań dla 
funkcji charakterystycznej i jej przekształcenia Fouriera dla jednowymia­
rowej gęstości jest uciążliwe. Opracowano szereg metod upraszczających ob­
liczenia. Metodę taką można znaleźć np. w [60].

4.3. METODA STANDOKŁADNOŚCI WSKAZAŃ [48]

Zewnętrznym przejawem pracy przyrządu jest określone wskazanie analo­
gowe lub cyfrowe przy pomiarze określonej wartości wielkości mierzonej. 
Przy wielokrotnym pomiarze tej samej wartości mierzonej otrzymamy na ogół 
różne fsjkszania. Wskazania te będą charakteryzowały określoną niedokład­
ność pomiaru, w czasie pracy przyrządu niedokładności wskazań mogą ule­
gać zmianie. Zmiany te będą zależały od procesów fizycznych zachodzących 
w przyrządzie wskutek współpracy elementów składowych oraz związanych z 
tym zakłóceń wewnętrznych,takich jak : zużycie i starzenie oraz zakłóceń
zewnętrznych.

Uogólniając, można powiedzieć, że charakter procesów zależy od wła­
ściwości metrologicznych i niezawodnościowych.

Z powyższego widać, że informacja o procesach zachodzących w przyrzą­
dzie w określonym czasie zawarta jest we wskazaniach przyrządu, e ści­
ślej ■ niedokładnościach towarzyszących tym wskazaniom. W ten sposób,opi­
sując rachowanie się niedokładności wskazań w czasie, pośrednio opisujemy 
fizyczny proces zmian zachodzących w rzeczywistym układzie.

Możne założyć, że w procesie pomiaru - przy każdym kolejnym pomiarze 
tej samej wartości - możliwe Jest takie wskazanie, które różni się od po­
przedniego o pewną stałą wartość S  lub Jest takie samo, tzn. z dokładno­
ścią do £ nie różni się od poprzedniego wskazania.



Opisany proces, jak wiadomo, związany jest z określoną rozdzielczości« 
lub inaczej - ziarnistości« wskazań. Praktycznie rzecz bior«c,maJ«c przy­
rząd wzorcowy o rozdzielczości równej <5 , nożna wykazać zmiany stanów
(zmiany wskazań), badanego przyrz«du przy kolejnych powtórzeniach nim po­
miaru stałej wartości mierzonej.

Rozważny obecnie przyrz«d, w którym ci«gle zachodzi zmiana stanów.Zmia­
ny te obserwujemy na przyrz«dzie wzorcowym w postaci wskazań. Należy tu 
podkreślić, że zmiana stanów przyrz«du badanego zachodzi ci«gle w czasie 
bez względu na to, czy dokonujemy aktualnie pomiaru czy też nie. Pomiar 
służy Jedynie do stwierdzenia zaistniałej zniany stanu*).

Zmiana stanów przyrz«du badanego odbywa się przypadkowo i zależy od pro­
cesów fizycznych zachodz«cych w nin oraz od zswnętrznych warunków pracy.

Podczas dokonywania poniaru następuje przekształcenie wielkości mie­
rzonej X na wielkość wyjściow« Y, przy czyn przyrząd traci część ener­
gii, która zużywa się na pokonanie oporów ruchu nechanicznego i elektro­
magnetycznego. Opory ruchu inplikuj« zakłócenia, st«d przy pomiarze sta­
łej wartości wielkości X wskazania przyrz«du będ« obarczone błędem lo­
sowym. Jak wykazuje praktyka, rozkład tych błędów nie zawszs jsst normal­
ny i nie zawszs Jest symetryczny. Niesynetrię rozkładu objaśnia się nis- 
Jednakow« czułości« dy/dx przyrz«du przy poniarza różnych wartości x« X 
z zakresu poniarowego. Oznacza to, że każdorazowo podcza8 kolejnego po­
miaru ustali się takie wskazania, które spowoduje mniejsz« stratę ener­
gii. Mniej energii przyrz«d zużyje przy wskazaniach w przypadku większej 
czułości.

Powiedzieliśmy, że przy pomiarze stałej wartości wielkości X w przy­
rządzie zachodzi ci«gła zmiana stanów (wskazań). Jest oczywiste, że moż­
liwa liczba etanów, różniących się o bł«d rozdzielczości, Jast ograniczo­
na zakresen pomiarowym przyrządu. Niech dla całego zakresu poniarowego 
Jest E - { E1<E2 ,...,EBj- różnych stanów, gdziei E-zbiór nożliwych stanów 
- wskazań, j - l.m. Każdemu stanowi E odpowiada określone wskazanie 
przyrz«du wzorcowego (różni«ce się o o ). Numerację stanów przyrz«du ba­
danego pokazuje rye. 4.4, tanże oznaczono odpowiednie wskazania przyrządu 
wzorcowego.

Poszczególne wskazania przyrządu 
wzorcowego różni« się o krotność 
wartości £ , czyli:

l^j+i - Yj|^ K » 5 t K m  1,2,...

(3.34)
Rzecz Jeena, wskazanie ymin odpo­
wiada najnniejszej wartości wielko­
ści nierzonej, zaś wekazanie ymax

'Zakładamy tu, że sam ponlar nie wpływa na znianę właściwości metrolo­
gicznych przyrz«du badanego i wzorcowego.
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£t eŁ J l E j £ m

_ U  1 I I I..J
ym in  U ™ *

Rye. 4.4. Numeracja stanów dokład­
ności przyrządu badanego

Fig. 4.4. Numeration od accuracy 
etates for the considered instru­

ment
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odpowlsda największej wartości wielkości mierzonej, którą nożna mierzyć 
na danyn przyrządzie badanyn. Stany E^ i EB są w związku z tym stanami 
skrajnymi (granicznymi) dla rozpatrywanego przyrządu badanego.

Załóżny dalej, że dla całego zakresu poniarowego przyrz«du badanego czu­
łość monotonicznie rośnie ze wzrostem wartości wielkości X. W związku z 
tym przy wielokrotnym pomiarze określonej wartości x, częstość wskazań o 
wartości większej niż wskazanie odpowiadające rzeczywietej wartości mie­
rzonej będzie większa niż częstość wskazań o wartości mniejszej od rzeczy­
wistej wartości nierzonej. Można to Jeszcze inaczej uj«ć. Przypuśćmy, że 
dokonujemy poniaru stałsj wartości X » xQ .̂ Wskazania rzeczywiste Jest 
yQj (wskazanie przyrządu wzorcowego). Wskutek procesów fizycznych, za- 
chodz«cych w przyrządzie badanyn przy następnym pomiarze tej samej warto­
ści xQj, wskazanie przyrz«du wzorcowego będzie na ogół inne. Po dużej 
liczbie powtórzeń pomiarów wartości xQj otrzymamy rozkład wskazań przy- 
rz«du wzorcowego. Rozkład tych wskazań będzie zależał od rzeczywistej war­
tości nierzonej xQj G X i właściwości przyrz«du badanego. A więc przy 
przyjętym założeniu, że czułość dy/dx przyrządu badanego jest rosnącą 
funkcją x, prawdopodobieństwo zdarzania Y > yQj jest większe od praw­
dopodobieństwa zdarzenia Y < yQj.

Niech teraz dla danegu przyrządu pomiarowego Jest:

P ( Y >  yj) - P(EJtl/E;)) - PJJ+1 - CC

P(Y < Yj) = PfEj^/Ej) - Pjj^ - f  (4.35)

P(Y- y3 ) . PfEj/Ej) . Pjj - f,

Z założenia wynika, i« (( > |  oraz d, * fi + "fi • 1. Ola uproszczenia za­
łóżny, że dla każdej wartości j' ^  postać rozkładu wskazań jest
taka sama. Wtedy o n i e  zależą od j i są stałe w całym zakresie 
poniarowyn przyrządu badanego. Bior«c pod uwagę powyższe założenia,otrzy- 
namy w ten sposób, że etany tego przyrządu {Ej}« (J “ iTń) tworzą proces 
Markowa z czaeem dyskretnym t^, i = 0,1,2,...,n, gdzie n jest liczbą 
powtórzeń pomiarów stałej wartości xQj 6 X.

Oznsczny warunkowe prawdopodobieństwo przejścia ze stanu E^ do E^, 
podczas Jednego pomiaru (w Jednyn kroku), przez Pjk(l) * P^k, natomiast 
prawdopodobieństwo tego samago przejścia, ale w n krokach - przez P^k(n). 
Łańcuch Markowa Jeet Jednoznacznie określony jego stochastyczną macierzą 
przejść w Jednyn kroku 9T - {P jiJ 1 )} 1 rozkładem stanu początkowego pk(O)-

“ {P0 1*P02'**"P0n} *
Ola rozpatrywanego przez nas przyrządu macierz przejść w jednyn kro­

ku będzie miała postać:
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r

o ć  +  f> t 0  ...................................................................

eC p t 0 .......................................................

0 oC f> t .......................................................

0 0 cC......................................................................

.............. O d, /  t o

...............  o f >  t
O o ............ o $  6 + f t

(4.36)

Pierwszy wiersz macierzy (4.36) pokazuje, że dokonując pomiaru X ■ xmax 
z prawdopodobieństwem Jest możliwe przejście do stanu E2 lub pozosta­
wienie w stanie E1 z prawdopodobieństwem oC+yB. Prawdopodobieństwo Pj^* 
= $  + p  określane Jest następująco:
Z prawdopodobisństwsm yS , przy pomiarze X = xmax przyrząd znajduje j.ię 
w stania E^. Z tego stanu układ mógłby oczywiście przejść z prawdopodo­
bieństwem cC do stanu e1t1# brak Jednak takiego stanu w przyrządzie powo­
dują, ża prawdopodobieństwo pozostania w stanis E^ zwiększa się o oC.

□la pozostałych prawdopodobieństw przejść elementy pierwszego wiersza 
macierzy (4.36) Plk = o  dla k ■ 3,m, co wynika z założenia.W drugim i ko­
lejnych m-1 wierszach macierzy znajdują się warunkowe prawdopodobień­
stwa przejść przy pomiarze X * xqj'  ̂ * 2,3,...,m lub, inaczej mówiąc, 
stanami wyjściowymi są stany Eg .Ej,...,En. Jeżeli wyjściowym staner bę-

X ■ x_,_, to analogicznie do
f> + t  i P,,.! «Of.

dzie stan Em , a więc dokonujemy pomiaru
sytuacji przy stanie wyjściowym E,

min' 
otrzymamy P

Przy powtarzających się pomiarach (krokach) stał-j wartości xpj pow­
staje możliwość przejścia układu z pewnego stanu Ej w dowolry J.r ’> star 
z m możliwych. Zauważmy, ża istnieje określone prawdopodobieństwo prze; 
ścia ze stanu Ej do odległego od Ej stanu w jednym kroku.nieaniej Jesi 
ono bardzo mała i dopiero po większej liczbie kroków jest możliwe takii 
przejście.

Na rys. 4.5 pokazano, w jakich stanach i z Jakimi prawdopodobieństwami 
może znalsźć się przyrząd po n pomiarach, jsżeli wyjściowym był stan Ej. 
Prawdopodobisństwa te przy danych of , , jj" można obliczyć z zależności:

0 « i + J i ę n  r  i
(4.37)

gdzie: Cn(i,j) = j y j yf są współczynnikami w trinomialnym rozwi­
nięciu.
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Rys. 4.5. Schemat obliczeń prawdopodobieństw Pjk(n)
Fig. 4.5. Scheme of probability calculations (Pjk(n))

Po każdym pomiarze 2  PHv(n ) " i» zatem ze wzrostem liczby pomiarów i 
i  Jprzy nieograniczonej liczbie stanów układu, prawdopodobieństwa P41r(n -»-0

M .  *
W naszym przypadku liczba stanów przyrządu badanego jest skończona i 

wynosi m, a więc dla dowolnych j i n oraz przynajmniej jednego k za­
chodzi następująca równość:

pJk(n) * i*
(4.38)

Stąd nie wszystkis prawdopodobisństwa będą dążyły do zera.
W związku z powyższym rozpatrywany przez nas procss zmian wskazań przy­

rządu można opisywać nisprzywiedlnym łańcuchem Markowa, z niecyklicznymi 
powrotnymi i niezerowymi stanami [24]. Łańcuch taki ma właściwości ergo- 
dyczne. Jest więc prawdziwa zależność:

lim P-nJ")n—»-CO J <• z i. (4.39)

gdzie: Pk - ergodyczne prawdopodobieństwo zajść poszczególnych stanów.

Zbiór f'k » {Pjj}- możemy określić z następujących równań:

<Pk . - 9k
2 > k-i
3

(4.40)
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Układ ten dogodniej jest zapisać w następującej postaci:

Pk “ ' Pj • Pjk* k * 1 ,2 ,
1

(4.41)

gdzie: Pj = Pj(n0 ), tzn. Pk(n) » Pk dla n > nQ.

Na podstawie znajomości liczby stanów można z powyższych równań wyzna­
czyć zbiór = {Pk}* W ce^u rozważmy układ równań (4.40) w przypad-

const. przejścia w jednym kro­
ku ze 3tanu E są możliwe tylko do stanów sąsiednich. Układ równań bę-
ku. gdy przy pomiarze wartości X = xQ1 

dzie miał wówczas następując« postać:

PŁ » (°ć *  p  ) . P 1 *  o i .  P2

P2 =  t ’  P1 +  f i  *  P2 * CCPi

P m - i  "  t‘ P m ~ 2  ♦  /  *  P m - i  *  « f  *  P m 

Pm " t -  Pm-1 + * P»
m

2  pj - 1

oC *  f>  *  $  » i.

(4.42)

(4.43)

Z układu równań (4.42), uwzględniając (4.43), otrzymujemy zależność 
rekurencyjną :

Pm = |  ‘ Pm-1*

Po nieskomplikowanych przekształceniach otrzymamy ostatecznie:

r ' Im 0

(4.44)

(4.45)
1 - r"

a w przypadku znanego zbioru ' { pk} lłczb? stanów układu otrzymamy z
(4.45):

log
F -  i +
log r (4.46)

Rozkład prawdopodobieństw ergodycznych |Pk} pokazuje, jak zachowa się 
przyrząd badany przy pomiarze dowolnej wartości x € X, gdy liczba pomia­
rów n —*- °=> . Zilustrowano to na rys. 4.6.
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Rys. 4.6. Rozkład prawdopodobieństw { Pkj w funkcji rosnącsj liczby stanów 
Fig. 4.6. Probability distribution {Pk} in the function of increasing

states

Załóżmy, że przeprowadzamy pomiar wartości xQ.j ■ xmj,n ^ 0 1 niech
liczba pomiarów n-*«> . wtedy, jak widać z rys. 4.6, z określonym praw­
dopodobieństwem Pm zajdzie zdarzenie Y » Ymax» t2n* w miarę zwiększania 
się n prawdopodobieństwo Y > yrain rośnie i przy n - 1/Pm teoretycznie 
możemy otrzymać wskazanie ymax przy pomiarze x„ln. Z kolei załóżmy, że 
dokonujemy pomiaru wartości x0J = xmax* W tym przypadku przy wzrastają­
cej liczbie pomiarów będzie rosło prawdopodobieństwo zdarzenia Y < ymax i 
przy n = i/pm otrzymamy wskazanie ymin*

Przy pomiarze dowolnej wartości xrain < xqj < xmax otrzymamy następu­
jące zależności:

a) po n » p- pomiarach możemy otrzymać wskazanie Ymax*

P. - P
b) po n »  5=̂ pomiarach - wskazanie ynin*

k * m
Z powyższych różnych sytuacji, w jakich mogą znajdować się wskazania 

przyrządu pomiarowego, można wyciągnąć następujący wniosek: przy pomiarze 
dowolnej stałej wartości xo;j € txmin»xBaxl rozkład prawdopodobieństw er­
godycznych przy n-*°° nie zależy od wartości mierzonej i jest 3tały. 
widać, że wartość średnia wskazań xQj przy pomiarze xQj zmienia się 
w funkcji n, a więc w funkcji czasu. Ustalając więc na przyrządzie bada­
nym wartość xQj = const i odczytując wskazania przyrządu wzorcowego po
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n —► cd odczytalibyśmy wskazania średnie "ŷ , odpowiadające średniej war­
tości określonej rozkładem prawdopodobieństw {pk}-

Powodem tego Jest zało­
żenie, że r ■ Jf/oC <  i. Nie­
trudno zauważyć, że w przy­
padku gdyby to c(/f<i
i implikowałoby rozkład,dla 
którego maksimum byłoby w 
prawej części wykreeu (patrz 
rys. 4.7).

Przypadek ten byłby praw­
dziwy z kolei dla czułości 
malejęcej ze wzrostem war­
tości wielkości mierzonej.

Przy r » i, a więc przy 
założeniu, że czułość jest 

stała dla całego zakresu pomiarowego przyrzędu badanego, otrzymalibyśmy, 
że dla danej liczby stanów m, Pfc ■ 0 (k ■ l,m) przy n-*-c» .

Można więc dla pewnych przedziałów zakresu pomiarowego wyróżnić ten­
dencje, przy których r < i dla /oC < i lub r > 1 dla < 1. Wtedy sy­
tuacja opisana wyżej obrazowałaby zachowanie się wskazań przyrzędu dla po- 
szczsgólnych przedziałów (przy pomiarze wartości z tych przedziałów). Roz­
patrzmy to bliżej.

Niech < m możliwych stanów wskazań ma rŁ ■ <- B2 < " "
ma r2 ■ #2 ^ 2  itd* przypadkowo rozmieszczonych wzdłuż^zakresu pomiarowe­

go i niech tych przsdziałów będisie 1. Oczywiście m - m^, (S)» 1,1).
S>“1

Wtedy przy pomiarze stałej wartości Xj<) z przedziału o długości my mie­
libyśmy \>-tę klasę - podzbiór ergodyczny łańcucha Markowa - z rozkładem
ergodycznym prawdopodobieństw Graficzny model takiego łańcucha
przedstawiono na rys. 4.8, oznaczajęc symbolami i

Pm min “ ninlnalne prawdopodobieństwo ergodyczne dla przedziału m^,

P . - maksymalne prawdopodobieństwo ergodyczne dla przedziału m^,

m{ m * ■ • 2«^, ♦ mj - lewa granica przedziału By,

ijj j ■ i ■ 2 « ^  - prawa granica przedziału mf.

Przytoczone rozważanie nie zmniejeza wartości metody dla cięgłej po­
staci funkcji czułości, gdyż może być zaetoeowana do każdego podzbioru 

charakteryzującego się malejęcę lub rosnęcę funkcję czułości.
Wyznaczanie w praktyce przedziałów o długości m^ może odbyweć się na 

podstawie n pomiarów przeprowadzonych dla każdej wartości i stwier­
dzenia, jakę postać ma rozkład wskazań Yj przyrzędu wzorcowego.

Rys. 4.7. Rozkłady jp,J dla |  < 1 i ^ < 1  
Fig. 4.7. Distributions jP^J for ̂  < i and

< 1
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Rys. 4.8. Graficzny model podzbiorów ergodycznych łańcucha Markowa 
Fig. 4.8. Graphic model of ergodic subsets of Markovian chain

Rys. 4.9. Funkcja gęstości wskazań i rozkładu prawdopodobieństw ergodycz­
nych dla rosnęcej funkcji czułości 

Fig. 4.9. Oensity function of Indications and ergodic probability di8tri- 
bution for increasing sensitivity function

Rys. 4.10. Funkcja gęstości wskazań i rozkład prawdopodobieństw ergodycz­
nych dla malejęcej funkcji czułości

Fig. 4.10. Indications density function and ergodic probabilities distri­
bution for decreasing sensitivity function
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Oeżeli przy pomiarze x^ otrzymamy rozkład gęstości wskazań o posta­
ci jak na ry s • 4.9b, to dla tego rozkładu mamy ^  < o^.stęd r^ = 1
oraz rozkład prawdopodobieństw srgodycznych jak na rys. 4.9c. Oeżeli na­
tomiast dla Xj otrzymamy rozkład wskazań Jak na rys. 4.10b, to otrzyma- 
mV <  ?Ti— ri “ ^ oraz rozkład prawdopodobieństw ergodycznych
Jak na rys. 4.10c.

Szukajęc w zakresie pomiarowym przyrzędu badanego przedziałów o Jedna­
kowych postaciach rozkładów wskazań przyrzędu wzorcowego otrzymamy w re­
zultacie wykres pokazany na rys. 4.8. Na rys. 4.9a i 4.10a pokazano za­
leżność czułości w funkcji zakresu pomiarowego przyrzędu badanego dla roz- 
pat rywanegó'J -tego przedziału.

Model nie uwzględnia procesów tdaptacji i zużycia. Analizujęc wyniki 
można stwierdzić, że przedstawiony model tym dokładniej opisuje rzeczywi­
sty proces zmian wskazań, im liczba możliwych stanów m jest mniejsza, co 
wynika bszpośrednio z założenia o możliwości przejść w jednym kroku tylko 
do stanów sęsiednich.

Przyjęcie takiego założenia może wydawać się znacznie upraszczajęce mo­
del procesu zmian wskazań. Doświadczenia jednak wskazuję (nie tylko to o- 
pisane w pracy [43]), że taki charakter pracy przyrzędu często obserwu­
jemy, szczególnie dla przyrzędu o dużej powtarzalności wskazań.Dopiero dla 
znacznego n, przy pomiarze stałej wartości obserwujemy przejścia do sta­
nów bardziej odległych.

Należy jednak zaznaczyć, że przyjęcie powyższych założeń implikuje bar­
dziej optymistyczny model procesu zmian wskazań, niż to jest w rzeczywi­
stości, Dlatego otrzymane wyniki noszę charakter oszacowań od góry.

Badania modelu procesu zmian dokładności, jak Już powiedzieliśmy, pro­
wadzono przy pominięciu procesów adaptacji i zużycia. Procesy ts powodu­
ję, że łańcuch Markowa jest niestacjonarny. Można sędzić, że przy uwzglę­
dnieniu tylko procesu zużycia zależności na prawdopodobieństwa ergodyczne 
będę pokazywały, Jak przyrzęd zachowa się po dość dużej liczbie pomiarów.

Stan przyrzędu, dla którego ergodyczne prawdopodobieństwo będzie naj- 
większe, będzie stanem pochłaniajęcym, tzn. takim, do którego przyrzęd 
"wpadnie" i pozostanie w nim. Zaistnienie takiego stanu charakteryzowało­
by uszkodzenie przyrzędu.

Rozdział 5

KONTROLA OKRESOWA PRZYRZĄDÓW POMIAROWYCH

W praktyce metrologicznej znane Jest zagadnienie kontroli okresowej, 
podczas której przeprowadza eię legalizację przyrzędu pomiarowego między 
innymi pod względem dokładności wskazań. Kontrola okresowa i problsmy z 
tym zwięzane eę niezwykle ważne dla prawidłowej eksploatacji urzędzeń po­
miarowych.

W rozdziale 3 przy dyskutowaniu metod probabilistyczno-deterministycz- 
nych wyprowadzono zalsżność na wartość oczekiwanę E(AT) dla średniego 
czasu poprawnej pracy przyrzędu pomiarowego.

Inne metody dotyczęce kontroli okresowej bazuję przede wszystkim na 
zależnościach etatystycznych, wykorzystujęc znana modele z klasycznej teo­
rii niezawodności oparte na X -  charakterystykach. Zakłada się przy tym, 
że strumień uszkodzeń metrologicznych jest poissonowski [5, 15, 23,34,64, 
66, 68, 69, 81, E5. 86, 89, 93].

W niniejszym rozdziale pokażemy oryginalne zastosowanie teorii odno­
wienia [101] oraz teorii "przewyższenia” zadanego poziomu przez funkcję
losowę [107] do analizy zagadnień odnawiania dokładności wskazań przyrzę­
dów pomiarowych.

Należy w tym miejscu zauważyć, że teoria przewyższania przez funkcję
loeowę zadanego stałego poziomu lub określonej zdeterminowanej funkcji
znajduje obecnie coraz ezersze zastosowanie. Znaczęce wyniki w tej dzie­
dzinie otrzymał B. Skalmierski [lOO] (zob. również literaturę do tej po­
zycji), wyohodzęc z dystrybucyjnego (nie toerio-mnogościowego) ujęcia teo- 
tii prawdopodobieństwa i klas abstrakcji.

Nis będziemy jednak w niniejszej pracy rozwijali metod analizy nie­
zawodności metrologicznej w oparciu o dystrybucyjnę teorię przekroczeń, 
gdyż wymagałoby to zupełnie innego ujęcia pracy.

5.1. ANALIZA OAKOSCIOWA

W rozdziale 1 zdefiniowano średnię częstotliwość uszkodzeń dokładności 
a(t). Praktycznie aft) można określić Jako stosunek liczby uszkodzonych 
pod względem dokładności urzędzeń pomiarowych w jednostce czasu do ich 
całkowitej liczby N pod warunkiem, że każdy uszkodzony przyrzęd jast 
zastępowany nowym. Stęd liczbę uszkodzeń w czasie dt cożna zapiss" po­
staci i
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gdzie a(t) . dt ■ P(dt) jest prawdopodobieństwem uszkodzenia.
Uszkodzsnie, rzecz jasne, może występie tylko wskutek Jakiegoś zakłó­

cenia. Stąd prawdopodobieństwo uszkodzenia będzie zależało od prawdopodo­
bieństwa występisnia takiego zakłócenia, którego wartość przewyższy okre­
ślony pozion, np. xg. Prawdopodobieństwo przewyższenia xg przez funkcję 
losowę X(t) w ciągu czasu dt nożna wyrazić następującą zależnością [107}

CO

p [xg - v(t)dt < X ( t ) <  xg] » dt J f(xg. v/t)v . dv, (5.2)

N . a(t) . dt. (5.1)

gdziei v - prędkość funkcji losowej X(t). v(t)dt « x(dt), f(*g* v/t) - 
- dwuwyniarowa gęstość funkcji losowej X(t) i jej prędkości dla chwili t.

Skoro prawdopodobieństwo występisnia przewyższenia określa prawdopodo­
bieństwo uszkodzenia, to oba prawdopodobieństwa muszę być sobie równe.
A więci

P(dt) - P[xg - v(t)dt < X(t) < xgJ. (5.3)

Stąd biorąc pod uwagę (5.2), otrzymany:

C O

>(t) - j  f(xg,v/t)v . dv. (5.4)
0

Powyższa zależność jest pożyteczna przy doświadczalnym wyznaczaniu czę­
stości uszkodzeń przyrzędu pomiarowego.

Prawa strona (5.4) określa średni? liczbę przewyższeń L poziomu x
xg 9w jednostce czasu, stąd: 

a(t) - L
9

Wyprowadziliśmy zależność dla funkcji a(t), rozpatrując uszkodzenie 
Jako skutek działania zakłócenia, a jako model analityczny wykorzystaliś­
my jedną z netod funkcji losowych, traktując o tzw. zagadnieniu "o prze­
wyższeniu zadanego poziomu przez funkcję losową' [l07].

□la tak określonej funkcji a(t) niezawodność metrologiczną (dokład- 
nościową) nożna wyznaczyć z następującej zależności:
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T. 00
f J <^(x/t)dxdt
0 x

R(t ) ■ 1 - •" * -y-------- . (5.6)

□la stacjonarnego procesu X(t) zależność (5.6) uprości się do poetacis

OO
R(t) - P(x) ■ 1 - dx. (5.7)

X9

Funkcję a(t) można również określić Jako intensywność odnowienia dok­
ładności. Wówczas :

J  a(t)dt-A(t) (5.8)
0

będzie średnią liczbą odnowień dokładności. Oczywiście:

^ f i - a ( t ) .  (5.9)

Przy tyn uważać będziemy, że odnowienie dokładności przywraca w pełni o- 
kreślone właściwości metrologiczne narzędzia pomiarowego.Dla takiego przy­
padku nożna więc założyć, że zaetępujeny uszkodzony przyrząd nowym.

W celu skreślania zależności niędzy funkcjami a(t) i f(t) wyznaczny 
liczbę odnowień (zamian) dokonanych w czasie [t, t* At]. Według definicji 
funkcji a(t) liczba ta z Jednej strony wynosi a(t)dt, z drugiej zaś 
strony przyrząd, który zaczął pracę w chwili t * O, średnio w przedziale 
[t, t+At] uszkodzi się f ( t )  .  A t  razy. Oprócz uszkodzenia się wynisnio- 
nego przyrządu, w tym samysi przedziale czasu £t, t+At] nogą również u- 
szkadzać się przyrządy, które rozpoczęły pracę w przedziale [ f ,  T* A T ] ,

T < t. Liczba takich przyrządów wyniesie a(t) . A T  . Spośród tych przy­
rządów średnio a(t) . At . f(t - Z )  . A T  przyrządów uazkodzl się w 
przedziale czasu [t, t+ AT]. Stąd:

I

. ( t )  .  A t  -  f ( t )  .  A t  ♦ A t  j r s ( t ) f ( t  -  T ) A t .  ( 5 . 1 0 )

gdzie sumowanie w t y m przypadku obejmuje wszystkie przedziały [T, T+ A t ]  
od O do t. W granicy otrzymamy równanie całkowe Volterry XX rodzaju z ją­
drem splotowym:
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»(t) - f(t) ♦ f  a(T)f(t - T  )df, (5.11)

które nazywa się równaniem odnowienia lub gęstości« odnowienia. 
Można pokazać, że słuszna jest następująca zależność:

a(t) - 2 f > ) .
n«l

(5.12)

gdzie t

f * ( t )  - J  f^ ,.1( t  - T  ) . f ( T ) d T (5.13)

oznacza n-krotny splot gęstości f(t); f1(t) jest gęstości« czasu do pien- 
wszego uszkodzenia, fg(t) - drugiego itd.
St«d znajęc gęstość f^ft) do pierwszego uszkodzenia i obliczając według
(5.13) gęstość f*(t), można przez zwykłe dodawanie współrzędnych tych gę­
stości otrzymać funkcję gęstości odnowy a(t)x .̂ Pokazano to na rys. 5.1.

0 1 2 T0 4 6 8 10 12

(T= JOOgodz^ ~T0 - 3 0 0 godz. ] N ( T 0 ę-)

ZOO

Rye. 5.1. rt^ykladowy wykres funkcji a(t) dla normalnej g«sto6ci f1(t)
Fig. 5.1. Exemplary graph of the function a(t) for the normal density

f,(t)

T j----------
Tu 1 dalej rozpatrywyny jest "czysty” proces odnowienia.
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Wyznaczenie gęstości f„(t) według (5.13) nie zawszs Jest możliwe i 
zwykle nastręcza dużo pracy obliczeniowej. Najprościej przadstewia się to 
dla rozkładu normalnego lewostronnie uciętego (gdyż sam rozkład normalny 
nie może być modelem gęstości zmiennej losowej dodatniej, w tym przypedku 
czasu). Gęstość do pierwszego uszkodzenia fŁ(t) ma więc poatać:

2 -

c i  r  ( t  ■ V  If. (t) - — exp - ------2—
1  6  Y 2 3 T  2  6  J

a n-krotny splot:

gdziet CR - stała rozkładu normalnego uciętego wyzneczana z warunku

CO

J  f>|(t )dt ■ 1,
0

f*„(t

gdzie: ^ (•) - stabelaryzowana funkcja Laplace'a.
□la innych gęstości f(t) otrzymanie funkcji a(t) jest bardzo ucią­

żliwe i praktycznie w takich przypadkach korzystamy z metod numerycznych 
[49].

Niezwykle pomocna w teorii odnowienia Jest asymptotyczna postać funk­
cji a(t) dla t——c o  (patrz rys. 5 . 1 ) .

lim a(t) - 1 / T D .  ( 5 . 1 4 )
t -»CO

Oest to wsżny wynik praktyczny. Oznacza on, że średnia gęstość (średnia 
liczba) odnowień zmierza asymptotycznie przy t—*-=o do odwrotności 
średniego czasu TQ do pierwszego uszkodzenia.

5.2. PRZYKŁAD

Niech f^(t) oznacza gęstość rozkładu normalnego lewostronnie ucię­
tego dla Tq/5 - 1 ,5; 2; 5; 10. Korzystajęc z wcześniej wyprowadzonych za­
leżności dla tego rozkładu można otrzymać funkcję gęstości odnowy w po­
staci :



Rys. 5.2. Wykres funkcji a(t) dla Tę/6 a 1.5 
Fig. 5.2. Graph of the function a(t) for Tq/6 ■ 1|5

Rys. 5.3. Wykres funkcji a(t) dla TQ/6 = 5 
Fig. 5.3. Graph of the function aft) for TQ/6 « 5
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C D

a(t ) = y ?  ~ = .  . axp
Iz

Gotowe dana do obliczań funkcji a(t) pokazane są w tablicach 5.1 i 5.2.

Tablica 5.1

T_ « 150 godz., G  » 100 godz.

n i 2 3 4 5 6 7 3

(T 0 .n)/fe 1 ,5 3 4,5 6 7,5 9 10,5 12

(T 0 . nLfe 1.5 2 2,59 3 3,25
-..- .....

3,67
... ...... .

3,96 4,24

c-
1,172 1,017 1,005 1,001 1

__  ■
1 1 1

4,67 2,87 2,31 2 1,76 1,63
..... ..

1,51 1,40

C
f . --    - maksymalna wartość gęstości f(t).
01 6V2W?T

T0 * 500, 6  » 100

Tablica 5.2

n
—  —

i 2 3 4 5 | 6 7 8

i (T0.n)^ 5 10
15

20

OroLOCsJ 35 40

(T 0 5 7,071 8,66
. ..... --

10
-..... ...

11,18 ] 12,25 13,23 14,14

cni____ _____
1 1 1

1 . 1 i 1
1 1

3,989 
. _

2,821 2,303 1,995
-

1,784 i 1,628
1

1,508 1,41

Odpowiadnia wykresy a't) zamieszczono na rys. 5.2 i 5.3.
Szerszą analizę metod kontroli okresowej zamieszczono w [43].

Rozdział 6

METODY BADAŃ STATYSTYCZNYCH 
W NIEZAWODNOŚCI METR0L0GICZNE3 [43, 51, 54]

Wszelkie badania przyrządów pomiarowych zawsze związane są z określe­
niem ich charakterystyk metrologicznych bądź to w zakresie właściwości 
r.Jer /oćnościowych, eksploatacyjnych lub teź ekonomicznych. Badania ta­
kie powinny w sposób jednoznaczny określać przydatność nowo produkowanych 
lub Już używanych urządzeń pomiarowych w danym zastosowaniu.

Nie zawsze jest jednak możliwe rozgraniczenie cherakterystyk metrolo­
gicznych w zakresie omawianych właściwości, gdyż właściwości te są ściśle 
ze sobą powiązane. My jednak w tym rozdziale spróbujmy zająć się tylko 
właściwościami metrologicznymi w aspekcie niezawodnościowych badań przy­
rządów pomiarowych. W tym celu przyjmiemy określony wskaźnik dokładności 
przyrządów i pokażemy, w Jaki sposób należy przeprowadzać badania staty­
styczne w celu wyznaczenia tego wskaźnika, aby używać go do badań nieza­
wodności metrologicznej. Badania takie opisano w [25, 43, 45, 50].

6.1. INTEGRALNY WSKAŹNIK OOKŁADNOŚCI

Przy badaniu niezawodności metrologicznej przyrządów istnieje potrze­
ba zastosowania takiego wskaźnika dokładności wskazań, który dawałby naj­
bardziej prawdopodobną bezwzględną lub względną liczbową ocenę wartości 
dokładności wskazań z uwzględnieniem błędów systematycznych i przypadko­
wych w cąłym zakresie pomiarowym [5l], /

Wybór wskaźnika jest zależny od celu jego zastosowania. Może on służyć 
do porównania właściwości przyrządów w procesie produkcji (kontrola jako­
ści) lub badania i określenia niezawodności przyrządów. Do badań nieza­
wodnościowych przyjmiemy integralny wskaźnik dokładności, właściwości te­
go wskaźnika zostały wyczerpująco omówiona w pracy [5l],

Integralny wskaźnik dokładności zdefiniowany jest następująco:

' 21
Q “ / cWx0 )£j [ * C b >  ” * ° ]  J dx0*

a
(6. 1 )
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gdzie i

e||x(x0 ) - xQJ 1 ■ J  jx(xQ ) - x0] dpjx(x0 )J « m2 (xQ ) 
a

Jest momentem rzędu drugiego zmiennej losowej wskazań X(xQ ) względem sta­
łej wartości mierzonej xQ , a f | x ( x q )j Jest dystrybuantę zmiennej loso­
wej X ( Xq ).

We wzorze (b.l):

J o((x0 )dx0 «• 1. (6.2)
a

Wskaźnik Q jest całkę w przedziale [a,bj z sumy kwadratu błędu przy­
padkowego i kwadratu błędu systemetycznego z uwzględnieniem wagi 0C(xQ ). 

Oszacowanie wskaźnika ma postać:

k n 2
Q* “ ^  of(Xj) . ~ ^  )J . Axj, (6.3)

J»1 i»l

gdzie: k - jest liczbę wartości mierzonych w zakreśla [a,b] przyrządu ba­
danego, n - liczbę powtórzeń stałych eygnałów pomiarowych x^, j » l,k, 
i « l,n.

Oeżeli zbadano m-liczbowę próbkę losowę prostę przyrzędów i dla każ­
dego przyrzędu wyznaczono względem wzoru (6.3) oszacowanie Q^, (1 ■ l,m),
to za oszacowanie wskaźnika Q rozpatrywanego typu przyrzędów pomiaro­
wych można przyjęć wartość średnię z próbki:

q* - & 2  qi* ^
i»i

Wyznaczanie wartości liczbowej integralnego wskaźnika dokładności może od­
bywać się za pomocę komputerowego systemu pomiarowego. System taki został 
opisany w [40j.

6.2. PARAMETRY PRÓBKO WE BADAŃ STATYSTYCZNYCH

Wskaźnik dokładności ma charakter probabilistyczny, stęd wyznaczenia 
jego oszacowania przeprowadza się w warunkach wielokrotnego powtarzania
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sygnałów pomiarowych dla określonej próbki badanych przyrzędów pomiaro­
wych.

W takich badaniach, które dalej będziemy nazywali badaniami statystycz 
nymi, ważne Jest określenie przed badaniem parametrów próbkowych. Przez 
parametry próbkowe w badaniach statystycznych przyrzędów pomiarowych bę­
dziemy rozumieli:

1) liczbę przyrzędów pomiarowych w badanej próbce,
2) liczbę punktów pomiarowych w zakresie pomiarowym przyrzędu badanego
3) liczbę powtórzeń pomiarów stałej wartości wielkości mierzonej dla 

każdego punktu pomiarowego.
Przy badaniach statystycznych przyrzędów w celu oceny wskaźnika dok­

ładności zakładamy, że:
1) badanie będzie polegało na porównywaniu wskazań poszczególnych przy 

rzędów badanych z próbki losowej prostsj ze wskazaniami odpowiednio do­
branego przyrzędu wzrocowego,

2) rozkład błędów wskazań przyrzędów badanych i przyrzędu wzorcowego 
jest normalny o niekoniecznie zerowej wartości oczekiwanej (tzn. bład sy­
stematyczny wskazań może być różny od zera),

3 ) wskazania poszczególnego przyrzędu badanego i wzorcowego sę nieza­
leżne ,

4) błęd przyrzędu wzorcowego jest znany i niepomijalny.
Przyjmujemy następujęce ważniejsze oznaczenia:

N - liczność próbki losowej prostej badanych przyrzędów pomiarowych,
k - liczba punktów pomiarowych w zakresie pomiarowym badanego przyrzę-

, du,
n - liczba powtórzeń pomiarów tej samej wartości wielkości mierzcr.ej

w danym punkcie pomiarowym, 
jb - poziom ufności, na którym chcemy wyznaczyć przedział ufności dla

nieznanej wartości wskaźnika dokładności.
u - błęd w % wyznaczenia wartości określonego wskaźnika dokładności

przy ustalonej liczności N próbki przyrzędów badanych i ustalo­
nym poziomie ufności,

£ - błęd w % wyznaczenia wartości określonsgo wskaźnika dokładności
przy ustalonej liczbie n powtórzeń pomiariw wartości wielkoć i 
mierzonej i ustalonym poziomie ufności,

Xj - w kazanie 1-tego przyrzędu badamgo w j , m p kcie prz; - yti l -
miarze (z ii nna losowa)

(1 » I7Ń), (j » lTk), (i = l7nj.
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Y^ - wskazanie przyrządu wzorcowego przy badaniu 1-tego przyrządu ba- 
danego w Jego J-tym punkcie pomiarowym przy i-tym pomiarze (zmien­
na losowa)

1 ■ l.N, J m l,k, i » l,n,

Z, = X, - Y. - zmienna losowa,
Ji ji AJi

V(XX ) - 6x • V(YX ) - 6y . V(ZŁ ) - 6 ] wariancje odpowiednich

zmiennych losowych.

<"x . *Y 1 “z “ oczekiwane wartości odpowiednich zmiennych losowych.

2,X,

®2 ' Y1 “ 'O

A

1

2 2
V + rax.

J

2 2
Yl ,

♦ my

•J

- momenty rzędu drugiego odpowiednich zmiennych 
losowych

c 2 crZ ~2
B Z. Y. * 6 X.

AJ Li AJ

2 2 Qy 1 “ 6 X + 6 Y +(rn„
* 1 1 1 1 J J J l3 ‘■i

■V punktowy wskaźnik

dokładności wskazań w j-tym punkcie pomiarowym 1-tego przyrządu 
badanego wzglądem wskazań przyrządu wzorcowego, uwzględniający 
błędy systematyczne 1 przypadkowe 1-tego przyrządu badanego i 
przyrządu wzorcowego dla j-tego punktu pomiarowego,

QY,j _ Punktowy wskaźnik dokładności wskazań przyrządów pomiarowych (dla 
j-tego punktu pomiarowego).

Dsst jasne, żs punktowy wskaźnik dokładności wskazań Qy 1 1-tego przy­
rządu pomiarowego w J-tym punkcie pomiarowym zależy od właściwości me­
trologicznych tego przyrządu i wartości wielkości mierzonej odpowiadają­
cej temu punktowi. Stąd dla każdego punktu pomiarowego danego badanego 
przyrządu będzie on na ogół inny.
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Można, przyjmując taki właśnie punktowy wekeżnik dokładności wskazań 
przyrządów pomiarowych, zbudować na Jego podstawie kompleksowy wskaźnik, 
który mógłby służyć do oceny dokładności wskazań Jednego przyrządu lub o- 
kreślonej zbiorowości przyrządów w całym zakresie pomiarowym. W niniej­
szej Jednak pracy ograniczymy się do wyznaczenia tych dwóch parametrów 
próbkowych, a mianowicie N i n, przyjmując, że liczba punktów pomiaro­
wych k została wczsśnlej wyznaczona. Wobec tego dalsze rozważania będą 
dotyczyły tylko określonego j-tego punktu pomiarowego przyrządów i wskaź­
nika Oy.j*

6.3. METODA WYZNACZANIA LICZNOŚCI PRÓBKI PRZYRZĄDÓW 
POMIAROWYCH

Wskaźnik Qv Jest wsksżnikiem dokładności wekazań przy pomiarze wY| J
j-tym punkcie pomiarowych (j - i,k).

Aby ocenić wartość liczbową tego wskaźnika, należy zbadaó N-liczbową 
losową próbkę proetą rozpatrywanych przyrządów pomiarowych. Badanie bę­
dzie polegało na porównywaniu wakazań poazczególnego 1-tego przyrządu ba­
danego (1 » l.N) w J-tym punkcie pomiarowym ze wskazaniem przyrządu wzor­
cowego. Można wykazać, źe Jeżeli zbadano N-liczbową próbkę przyrządów po­
miarowych w ten sposób, że w J-tym punkcie pomiarowym poszczególnego 1-te­
go przyrządu dokoneno n-niezależnych pomiarów stałej wartości wielkości 
mierzonej (na ogół jest ona różna dla każdego 1-tego przyrządu w Jego J- 
tym punkcie), to oezacowanie wskaźnika Qy,J raoina wyznaczyć ze wzorus

Oy.j ■ HFlS i  (*1Ł - V 2* (6,5)
ł-1 1-1 1 Ł

We wzorze tym x, i y1 Jest odpowiednio i-tym wskazaniem 1-tego ba-
i i

danego przyrządu i przyrządu wzorcowego przy pomiarze wielkości mierzonej
odpowiedającej j-temu punktowi 1-tego przyrządu badanego. Otrzymana ocena
Qv (J “ J**t zaobserwowaną realizacją statystyki:
”•3

3r.j ■ k X X <»1, - V 2- '‘•6’
1-1 i-i 1

będącej estymatorem wskaźnika Qy >j ^ 9dy żnany Jeet błąd systematyczny 1 
przypadkowy przyrządu wzorcowego.

Statyetyka j Jest dla każdego naturalnego N i każdego n > 2  esty­
matorem zgodnym 1 asymptotycznie nleobciążonym wskaźnika dokładności



-  76 -

Wartość oczekiwana tej statystyki wynosi!

(e.?)1-1 3

oraz wariancja:

v(« Y , j ) - j 5 l v ( $  ). (6>8)
1«! J

we wzorach tych:

(6.9)E(Qv i ) ■ *2,
3 i j

(6. 10)v ( Q y  i  )  ■ 6 ł  
Y * J  ^ j

Zauważmy, że na nocy centralnego twierdzenia granicznego Lapunowa i cen­
tralnego twierdzenia granicznego Lindeberga-Fellera statystyka Qv , ma

*# Jw przybliżeniu rozkład normalny, gdyż jest ona średni« arytmetyczną z N 
niezależnych statystyk Qy>1 , Qy 2   Qy l  ,...,Qy>N .

AWykorzystując przybliżenie rozkładu dokładnego statystyki Qy j rozkła­
dem normalnym n [e (Qy ^ ), V(Qy  ̂)] oraz bioręc pod uwagę, że statystyka 
ta Jeet średni« arymetyczn« z N niezależnych statystyk Qv , (1>1,N),

'1■ożna wykazać, że znienna losowa: J

- E(6y.J) . y W (6łll)

V v ( 3 Y . j  >

na w przybliżeniu rozkład standaryzowany normalny N(0,i).
W przypadku nieznanej wariancji V(Qv ) statystyki Qv ., ale przy zna-

. ' • }  T ' Jnym estymatorze V*(Qy<J) tej wariancji i znanej wartości oczekiwanej
E(QV <) zmienna losowa '»J

-  E ( Q y )

i (6.1 2)

■a w przybliżeniu centralny rozkład t-Studenta
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Na podstawie powyżezych uwag i wzoru (6.12) dla każdego poziomu ufności 
(0<y& <1) epełniona Jest równość:

)
p(aY>J ^ . tN.1#̂ ) .fi. (6.i3)

przy czyn tN-1 . Jeet kwantylem rzędu y6 statystyki t-Studenta o N-l stop­
niach swobody, * V*(Qy j) Jeet wertości« V*(6y j ).

Uwzględniając, że centralny rozkład t-Studenta Jeet eyaetryczny wzglę­
dem wartości zero, a zatem dla każdego 0<fi< 1 i każdego naturalnego N 
Jeet tw , ■ - t„ , , ,, otrzymamy wzory na granice dwustronnego prze-

•>“1| Adziału ufności dla nieznanej wartości Qy  ̂ w poetaci:

Qy 1dd « (ty i ^  - . t 1+a (6.14)
* J Y *J N-l.i^

dla granicy dolnej dwustronnego przedziału ufności oraz

*  V v * ( 6 y  <>'

qY ido ■ °Y 1 * • * i-A <6*15)*3“9 3 Y N-l N-l,i^

dla granicy górnej dwustronnego przedziału ufności.
Korzystając ze wzorów na granice dwustronnego przedziału ufności dla

nieznanej wartości Qv . wymaganie co do dokładności oceny Qv 4 można ■ •j *»J
zapisać w poetaci długości dwustronnego przedziału ufności:

Vv*(6Y J
AQY,J " QY,jdg - «Y.Jdd^ Y ^ T  * (tN-l,i^ " tN-l,i|^)‘

(6.16)

Wyznaczanie z tej zależności N przy zadanej dokładności bezwzględnej
A Q V ( i nieznanym o8zacowanlu V*(Qv ..) nie jeet możliwe. Czasem jednak 

• #J r#Jeksperymentator nie wymaga dokładności wyznaczania wartości nieznanego
parametru w poetaci dwustronnego przedziału ufności na ten parametr, lecz 
poprzestaje na wymaganiu, by stosunek długości tego przedziału do niezna­
nego empirycznego odchylenia średniego tego parametru był nie większy od 
pewnej, z góry zadanej, dodatniej liczby u.

W przypadku takiego wymegania możemy więc ż«dać, by

A QY .»■* — ; < U ,  U > 0. (6.17)

Y ^ y .j )
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W tym przypadku u . 100% będzie dokładności« względną oceny nieznanego 
wskaźnika dokładności Qv . dla j-tego punktu pomiarowego.Biorąc pod uwa- 
gę nierówność (6.16) oraz to, że dwustronny przedział ufności dla nie­
znanej wartości Qy j jest symetryczny względem zera, otrzymany wzór na 
wyznaczenie odpowiedniej liczności N próbki losowej prostej przyrządów 
pomiarowych danego typu:

N >  + i. (6.18)

Wykorzystując (6.18) i tablice kwantyli rozkładu t-Studenta, gdy dane są 
u i fi , otrzymamy zawsze tylko Jedną taką liczbę NQ , że spełnia wa­
runek (6.18). Tablica 6.1 podaje wyznaczone wartości NQ dla ustalonych 
u . 100% i ̂  .

Tablica 6.1

c 
/ 

• 
/

° 
/ 0,80 0,90 0,95 0,99

100 3 5 8 11
50 9 13 18 30
40 14 19 28 46
30 25 32 46 78
20 56 70 109 200
10 206 312 420 510

6.4. METOOA WYZNACZANIA LICZBY POMIARÓW 
W PUNKCIE POMIAROWYM

Liczba n pomiarów w dowolnym j-tym punkcie pomiarowym badanych przy­
rządów zależy od rozkładu wskazań X. przyrządu badanego i Y. przy-

Ji jirządu wzorcowego. Wobec powyższego, dla ckraslonia odpowiedniej liczby n
Apomiarów będziemy korzystali za statystyki QY w postaci:

• j

^Y.l * n 2  (X1U  " Ylu ) * n 4  (6.19)J i-:L J1 J1 i«l

Można wykazań [5lJ , że statystyka —ę— . n . Qy ^ ma rozkład niecentral-
S 7 ' j

ny X2 o n  stopniach swobody i  parametrze niecentralności:
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1̂ - 4 -  2  %  •i sz i=i '■j
i
Z ma dla każdego i = rozkład norma.ny N(m .6 ).
Lj 3 j

j

Zmianna losowa

Wobac czego zmienna losowa:

Z. - 
ji 1,- — — ----- 1 (6.20)

łJi
1

ma rozkład standaryzowany normalny N(0,l)* St$d <vięc statystykę Qv ,* 1
można zapisać w następujący sposób: J

n
V i .  “ n i  (£z, • ‘2ill * %  )2- (6*21)

J i=l 1j Aj

n
Podnosząc do kwadratu i uwzględniając, ża zmianna losowa y  V f ma roz-

, ji
2 1-1 J 

kład centralny 5t o n stopniach swobody oraz za zmianna losowa 
n A>  KI. ■ U ma rozkład normalny N(0,Vn), otrzymamy statystykę Qv ,
iTi L łji n ,AJ
w postaci:

" n 6l  - * n  * I • 5Z. • %  * Un ♦ 4, • <6-22>
J Xj Xj 1

2

Ozieląc obie strony wzoru (6.22) przez wartość wskaźnika Qy ^ » 6Z *
' 1

+ m2 dla 1-tego przyrządu w j-tym punkcie pomiarowym otrzymamy:

Łj

3 s| 2 oz • »7 m|
»,i. zi zi h .  zi

Qv , “ r-Z 2 ‘%-n * {-2. 2 s * Un + 72 (6.23)Y,1 . 6 ,  ♦ m7 n(o7 + o-, ) 6, + m7J ^-1 Z, z,, z.
A j  J Xj  Xj
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Wprowadźmy następujące bezwymiarowe współczynniki«
r- 2
Zl1 . . (6.24)

♦ %  i
A3 A3

6zi * “zi
-5-1---- g-1 - b. . (6.25)
ez, * nZ. J

A3 . A3

< 3  --  ■ c, . (6.26)
et  ♦ ■; ji i

A3 A3

Podstawiając współczynniki a,b i c do wzoru (6.23) otrzymujemy:

1
O T T 1 " " * 8X ‘ * n  * K * bl * Un * % •  <6-27'

3 3 3

2 2Można wykazać, że dla danej wartości stosunku 6, /m7 otrzymamy zawsze
1 1 
A3 A3

określony trójkę współczynników a, , b. i c, . Tablica 6.2 podaje war-
3 3 3 „ 2  2toścl tych wepółczynników w zależności od stosunku 6, /m, .

1 1 
A3 3

Tablica 6.2

5z /"i 
*3 x3

0 0,11 0.250 0,428 0,666 1,00 1,50 2,33 4,0 9,0 co

ai3
0 0.1 0.2 0.3 0,3 0,5 0.6 0,7 0,8 0,9 1

b‘:
0 0.3 0,4 0.458 0,489 0,5 0,489 0,458 0,4 0,3 0

%
i 0.9 0.8 0.7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0

Wartości tego stosunku dobrano w taki sposób, aby współczynniki a, , b,
- i  3x c, były Kielokrotnościami liczby 10 .

A3

Uwzględniając wzór (6,27) na rozkład statystyki Oy.l^Y.l dla kaide- 
go poziomu ufności <i). statystyks ta spełnia następującą nie­
równość :

pK i j *  qy , i ;) • b l3* 7  + Clj
(6.28)

przy czym p  Jest kwantylem rzędup  rozkładu centralnego % 2 , a u^
Jest kwantylem standaryzowanego normalnego rozkładu N(0,l)xx .̂

Uwzględniając, że rozkład centralny % 2 Jest niesymetryczny wg warto­
ści zero oraz że dle przypadku niezależności wskazań przyrządu badanego i 
wzorcowego wartość wskaźnika Qy 1 “ °2 X + m2 Y * otrzymamy na po-

2 3 ’ X3 * X3zionie ufności ni« niższym niż fi wzory na granicy dwustronnego przedzia­
łu ufności [Qy#1 ,ddf QY,1 ,dg] dla nieznaneJ wartości QY^  :

J j  j 3

n2.X1 * n2,Yl
o S   J_____ „J I .   . ----------------... (6.29)

Y , 1 3 ' dd n • a l j  ) / 2  + V ^  * b l j  * Ui l + / > )/ 2  + Cl j

dla granicy dwustronnej dolnej oraz

m2.X1 + ra2,Yl
Qy n S ---------- 5 - J ------- Ą -------------------------  (6.30)
Y' V  9 i . aXj • X n.C1^)/a * ^  • blj • U(l-^ )/2 + °13

dla górnej granicy tego przedziału. We wzorach tych m2 x i n2 Y
’  x 3 '  ł 3

ocenami momentów m2 x i m2 y *
'  1 3 ' x 3

x W z y  ustsłonych A dla % 2 i u , ^ 2 jeet oceną poziomu ufności dla 
nieznanej wartości Qy, gdy dane Jest:

q y .i/ £ -  ai3 ^  • Y + C ij) [51]*

xx^Stąd 2/Vn a nie 2/n (patrz wzór (6.28) i wcześniej).
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Długość A Q y j • Qy i fljg - QY i dc| dwustronnego przedziału ufno- j J j
sci [Qy  ̂ dd* Qy i dgj Jest swego rodzaju wskaźnikiem dokładności przy

wyznaczaniu wartości wskaźnika Qv , . Wyznaczania liczby n pomiarów dla
*J

oceny nisznanego wskaźnika Qv i z zadaną dokładnością bezwzględną w po-
'■i

staci A Q Y x nie jast Jednak możliwe, gdyż nie znaay oceny «g x • Za- 
J lj

kła damy w tym przypadku tak. Jak to czyniliśmy w punkcie 6.3, że wymaga­
nie co do dokładności wyznaczenie Jeet wyaaganiaa w postaci błędu względ­
nego, zdefiniowanego w tym przypadku Jakot

A Q Y,1
* < t • £ > o .  (6.3i)
“2,X, + "2.Y.

3 Xj

Przy takia wymaganiu zależność między niezbędną liczbą n poaiarów a dok­
ładnością względną £  dla pozioau ufności nie niższego niż ,będzie Bia­
ła postać:

e  >

* ̂ n, {i-^)/2 ♦ y -  * U(

tzte:------------------- • (6,3 2)

■lj * ^ n . (1^)72 + • U(HyS)/2 ♦ cl3

2Dla przypadku azczególnego, gdy błędy eyeteaatyczna poaiaru a7 są 

równe zeru, otrzymujemy następującą zależność dla n • n(£ ,/g>) \

&
n £  j----------- j------  (6.33)

2 ' 1 " 2 
^n,(l-^)/2 X n, (1+^/2

(co łatwo widać za wzoru (6.32) i tablicy 6.2),

Korzystając z tablic kwantyll rozkładu % 2 i standaryzewanego rozkła­
du normalnego nożna wyznaczyć liczbę* nn - n(£,A , a, , b. , c, ),

J L3
Na rya. 6,1 pokazeno wykresy funkcji nQ - n(•) dla niektórych warto­

ści Ł i & oraz niektórych wertości współczynników a. , b. , c. .
“
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Rys. 6.1. Wykresy funkcji nQ - n(£t/0 j a, b, c)
Fig. 6.1. Graph of ths function nQ - n(f,y5| a, b, c)

Podsumowując otrzymane wyniki można powiedzieć, żei
1. Przypadek, gdy występują tylko błędy przypadkowe przyrządu, jest 

najbardziej niekorzyetny. Potrzebne liczba pomiarów do oezecowania tego 
błędu jeet wówczas największa.

2. W świetle uzyskanych wyników wydaje się niecelowe ellminowenie błę­
dów systemetycznych przyrządów pomiarowych podczas oceny ich dokładności 
wekezeń. Występujący błąd systematyczny jako skłedowa część ogólnego błę­
du pomiarowego przyrządu pozwala wydatnie zmniejszyć potrzebną liczbę po- 
mierów przy ocenianiu błędów pomiarowych przyrządów.

3. Dokładność uzyskanych w ten spoeób oszacowań (pstrz rys. 6.1) Jest 
wystarczająca dla celów praktycznych. Ograniczając się do największej prak­
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tycznie liczby potrzebnych poaiarów n ~  200, możemy uzyskać dokładność 
oceny w zależności ed poziomu ufności i stosunku błędu przypadkowego do 
eyeteaatycznego w granicach 1 do 50%. Przy badaniach etatyetycznych Jeet 
to dokładność dobra.

4. Wykonywanie zbyt aałej liczby poaiarów (n<l0) zaniża znacznie dok­
ładność azacowania w przypadku wyetępowania tylko błędów przypadkowych 
przyrządu. Przy wyatępowaniu błędów przypadkowych i systematycznych mała 
liczba poaiarów nie zawaze daje Jednoznacznie wyniki. Spowodowane to Jest 
niedostetecznością statystyki Qy,l1 dla małych n, (n<10). Oest to 
zreaztę wadę większości używanych dzisiaj atetyatyk.

5. Otrzymane niezbędne liczby n powtórzeń poaiarów aę na ogół o wie­
le większe od atosowanych w praktyce. Potwierdza to fakt, że przyjęta o- 
becnie w praktyce procedura wykonywania aałej liczby poaiarów ( n ^2-5) w 
celu wyznaczenia błędu wskazań nie aa żadnego uzaaadnienia teoretycznego 
1 nie deje tya samym podstaw do weryfikacji przydatności badanych przyrzą­
dów znanymi metodami statystycznymi. Warte zeuważyć, że w obecnej dobie 
coraz azerzej wchodzą w praktykę aysteay poaiarowe do badań dokładności 
wskazań przyrządów poaiarowych. W związku z tya znaczna liczba powtórzeń 
pomiarów w punkcie poaiarowya nia stanowi już probleau.

6.5. METODA WYZNACZANIA LICZBY POMIARÓW W ZALEŻNOŚCI 00 BŁĘDÓW 
PRZYRZĄDU BADANEGO I WZORCOWEGO

W punkcie tya pokażaay, że liczba powtórzeń poaiarów atałej wartości 
wielkości mierzonej przy aprawdzaniu przyrządu badanego przyrządem wzor­
cowym zależy od stosunku błędów wskazań przyrządu badanego do błędów weka­
zań przyrządu wzorcowego. Podamy wżery i wykreey umożliwiające dla zada­
nego pozioau ufności i etesunku błędów ebu przyrządów (badanego 1 wzorco­
wego) wyznaczyć odpowiednią liczbę pomiarów podczae sprawdzania.

Przy sprawdzaniu przyrządów poaiarowych przyrządem wzorcowym zachodzi 
konieczność doboru przyrządu wzorcowego, a więc jego klasy dokładności o- 
raz określenia liczby n powtórzeń pomiarów, których należy dokonać, aby 
na zadanya pozioaie ufności ^  wyznaczyć przedział ufności dla nieznanej 
wartości błędu wskazań przyrządu aprawtizanego.

Dotychczaa dla wyzpaozenla wartości tego błędu nie ustalono zależności 
aiędzy odpowiednią liezbą poaiarów n, dokładnością względną q, zdefinio­
waną Jako stosunek błędu przyrządu sprawdzansgo do błędu przyrządu wzor­
cowego o"az poziomem ufności p  .

Istniejące zalecenia nora orientacyjnie podają stosunek błędu przyrzą­
du sprawdzanego i wzorcowego Jako q > 4, nie podając przy tym niezbędnej 
liczby pomiarów i poziomu ufności, co praktycznie pozwala na dowolne in­
terpretowanie zalecanych reguł. Doprowadza to do nieuzasadnionego zawyża­
nia dokładności przyrządów wzrocowych przy wzorcowaniu. W literaturze [65,
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8o] przeprowadzono analizę rozkładu błędów w hierarchicznym układzie miar 
od wzorca podstawowego począwezy - poprzez wzorce dokładne i mniej dok­
ładne - do miar tzw. roboczych. Przeanalizowano aiędzy innyai zagadnienie 
doboru etoeunków przedziałów dla błędów dopuszczslnych wzorcowej i spraw­
dzanej miary. Podano ogólne rozważania. Nie nadają się one jednak do za­
stosowań praktycznych, gdyż również nie ukazują powiązań stosunków prze­
działów błędów wzorcowej i sprawdzanej miary z niezbędną liczbą pomiarów 
i poziomem ufności. W [8] rozpatrzono planowanie eksperymentu przy ate­
stacji błędów eyetematycznych przyrządów pomiarowych do kontroli produk­
tów naftowych. Zaproponowano dwustopniową procsdurę tcestacji opartą na 
procedurze STEINA i teście BARTLETTA-SCHEFFEGO. Nieco więcej praktycznych 
zaleceń można znaleźć w [19]. Omówiono tam literaturę (24 pozycje), doty­
czącą sposobów doboru punktów poaiarowych oraz stosunku q. Stwierdzono, 
że stosunek ten praktycznie zawiera się w przsdzials (1,3 do l,8)^q^(7 do 1C&. 
Brak Jednak powiązań q z poziomem ufności yd i liczbą n powtórzeń po­
miarów w punkcie pomiarowym ogranicza praktyczne zastosowanis podanych 
zaleceń.

Przyjmując, że mierami błędów przyrządu sprawdzanego i wzorcowsgo są 
ich odchylenia średnie 6># (dla przyrządu sprawdzanego) 1 6 w (dla przy­
rządu wzorcowego) oraz że określono dokładność A£>s wyznaczenia £>#, w ni­
niejszym punkcie pracy przedstawiono skspsrymentalne wyznaczenie zależno­
ści n ■ n(q, fb ).

Doświadczenie przeprowadzono nad wybranymi przyrządami pomiarowymi, a 
mianowicie miernikami uniwersalnymi UM-58 o znanych wsrtościach odchyleń 
średnich ^  lub znenych wartościach akorygowanych empirycznych odchyleń 
średnich eQ przy następujących założeniach:
1° Mierzy eię stałą wartość wielkości mierzonej U » 20 V dla wszystkich 

q m 6q/6w . potrzebną stełą wartość uzyskuje się z zasilacza stabilizo­
wanego klaay 0,01.

2° Przyjmuje eię, że rozkład błędów wakazań przyrządu (sprswdzany, wzor­
cowy) Jest normalny oraz że błędy ayetematyczne eą do pominięcia.

3° Określa się błędy wskazań przyrządu 8prawdzanego o znanym błędzie 6g •
■ 0,2 V przyrządami wzorcowymi, mającymi 6 « 0,2 V, 6 »0,1 V, 6 “

1 2 w3
- 0,04 V, - 0,02 V i 6 ■ 0,01 V.

4 5
A więc > qŁ ■ 1, q2 « 2, q3 ■ 5, ąĄ ■ 10 i q5 » 20.

4° Dla danego q, i A &g wyznacza aię minimalną liczbę poaiarów r>min 
za pomocą odpowiednio ekonatruowanego algorytmu.

Algorytm wyznaczania nmin
1. Dokonuje 8ię n powtórzeń poaiarów stałej wartości wielkości mie­

rzonej U ■ 20 V ustawianej na przyrządzie sprawdzanym i odczytuje eię 
wskazania x1,x2 ,...xn przyrządu wzorcowego.
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2. Ola wskazań n ■ h, 2h, 4h, ... przyrządu wzorcowego,gdzie h£ 2 Jest 
długości« kroku próbkowania, oblicza się kolejno empiryczne skorygowane 
odchylenie średnie eQ według zależności i

B0n “ ~\jn-i ^xi “ x )2» (6.34)

gdzie i

e
i-i

3. Ne poziomie ufności p  wyznacza etę dwuetronny przedział ufności 
[G# dd* 6, dgj dla nlaznan«J wartości 6'# według zależności:

K . 80ne.dd rj-----------•
7  ęn-i, (i*^)/2

oraz (6.35)

c - "One,dg ry -
Y§n-l.(l- )/2

9dzi" * £n-l,(l+^)/2 * £n-i.(i-y»/2 - Mantyle statystyki j£i.

4. Wyznaczanie sQn prowadzi się tak długo, by co najmniej trzy kolej­
no wyznaczone dwuetronne przedziały ufności dd, dJ  spełniały wa­
runek i

6 . , d g  - 6 , . d d  « A 6 , .  (6.36)

5. Oeko nmin wybiera się pierwszę wartość n » n^, przy której speł­
niony Jeet warunek (6.36).

Rysunek 6.2 szczegółowo przedstawia apoeób wyznaczania ng)ln wg powyż­
szego algorytmu dla q « 10, fi - 0,95, A * 0,08 V oraz h » 2 z jednej 
serii poniarów.

Względna dokładność 5 R wyznaczenia nmin zależy od długości kroku 
próbkowania h przy obliczeniu wartości •0n> liczby k aerii pomiarów 
i może być obliczona z zależności:
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in- -T T 42-
ir 2  ( n ,

j-i
min^j ! 2 < " ,  

J - l
min ̂ J

(6,37 .

s„[y]

Hm* = 32

S i ots
opt v, 10

S4 V Sj2 = SJ

-  T **■ V— __; , _' :
“ - 1 L J 1 __; L - i
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1Z8
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Rys. 6.2. Wyznaczenie nnin według podanego algorytmu 
Fig. 6.2. Assa8ment of nmin according to the presented algorithm

W celu wyznaczenia nnln z jednakowę dokładności« względnę dla wszyst­
kich rozpatrywanych q, krok próbkowania dobierano w zależności od q.
W doświadczeniu wartości h w zależności od q wyznaczono drogę kolej­
nych prób, obliczajęc uprzednio wartości sQ dla n ■ 2,4,6,..., a wi^c 
przyjmując dla wszystkich q stały krok próbkowania h « 2/por.iiaru. =iio- 
r«c pod uwagę, że najmniejszy bezwzględny bł«d w określanld nDin wynosi 
A n  o + 1 pomiar, przeto dla wyznaczonej wartości nmin = 52, odpowiada- 

, J«cej q » 10, bł«d względny w % wyniesie S n - 3%.
W tablicy 6.3 podano wyznaczone wartości nmin + An przy taj samej 

dokładności względnej § » 3%.
Cięgła aproksymacje zależności n ■ n(q,^.) dla p » 0,95 i A 6 s *G,0S J 

oraz ̂ 6 9 » 0,2 V z uzyskanych wyników doświadczalnych pokazano na rys.6.3, 
zaś dla £> ■ 0,9 i tych samych A  6\ - na rys. 6.4. Dla wygody funkcje n =•
« n(q,^>) podano dla ustalonych wartości E » ---■— .

6 s
Przystępujęc do doświadczenie w rzeczywietości nie znamy dokładne) war­

tości & s i 6>w , a więc przypuszczenie, że q <• 1,2,...,ma określone prav(- 
dopodobieństwo ft> . St«d, ściśle rzecz bioręc, operujemy nie wartościami q, 
lecz q..Należy więc zweryfikować hipotezę co do wartości q- 
a mianowicie, że q ■ ® S/6W « Hipotezę tak« można weryfikować za pomocą te­
stu F-FISCHERA-SNEDECORA. Z  testu tego wynika, że na danym poziomi9 istot­
ności <£= 1 - (t> weryfikowanę hipotezę należy odrzucić na rzecz nierówno-
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Rys. 6.3. Zależność liczby pomia- Rys. 6.4. Zależność liczby pomia­
rów n = n(q, p ) dla p  = 0 ,95 rów n = n(q, fb ) dla ^ = 0 , 9

Fig. 6.3. Function of measurements Fig. 6.4. Function of measurements
number n » n(q,^9 ) for p> « 0,95 number n » n(q,^ ) for fi = 0,9

ści 6 8 > q, 6 W « jeżeli dla skorygowanych wariancji empirycznych Sgs i 
s0w J03t!

■Ł • *  #
7 * 1„*1s'1-«;Pr2y S 0 w  •  *p> a 0 8 (6.38)“Os

a na rzecz nierówności 6g < 6„ . q, jeżeli jest:

Sq w  55 * W 1"« PP2y > 80» • V (6.39)

W przeciwnym przypadku brak jest podstaw do kwestionowania słuszności tej 
hipotezy, a zaobserwowany nierówność s0(# . q + s0g należy uznać za przy­
padków«. Z (6.38) i (6.39) otrzymujemy:

'te i B° *  •
Ow (6.40)
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q. ^ ^ ------ . (6.41)
r Ow * Tl8 ,lw , W

We wzorach tych przyjęto: s ^  C 6^, 8Q8 » s0n oraz oznaczono fŁ ^
i f, , , , - kwantyle statystyki SNEOECORA o parze etopni swobody 1 «

8 W* ^
’ "w " 1’ 1« * nt ■ 1 na poziomie letotności cC dla kryterium Jednostron­
nego. W naszym przypadku lw « 18, gdyż przyrządem wzorcowym i sprawdza­
nym każdorazowo dokonujemy jednakowej liczby pomiarów n& ■ nw.

W tablicy 6.3 podano wartości t\p dla weryfikowenej hipotezy q»qy* na 
poziomie ufności p  ■ 1 -C C  « 0,95. Widać.że dle wszystkich rozpatrywanych 
q hipoteze ta nie Jest sprzeczna w wynikami doświadczenia.

Tablica 6.3

p, ■ 0,95» . 0,08 V

Lp. 6 sSe0s ew“s0w 80,n1 ®8,dd ^s,dg nminiAn " k q/8

1 0,200 0,200 0,16 0,169 0,203 250 + 7 1 0,98
2 0,200 0,100 0,160 0,137 0,228 100 + 3 2 1,87
3 0,200 0,040 0,224 0,192 0,272 85 + 2 5 5,60
4 0,200 0,020 0,156 0,124 0,204 32 + i 10 9,98
5 0,200 0,010 0,161 0,139 0,218 28 £ 1 20 18,67

W zakończeniu warto zauważyć, że z charakteru przebiegu krzywej n »
■ n(q,y6), aproksymującej wyniki doświadczenie, widać, że dąży ona asympto­
tycznie ze wzrostem q-»-ao do pewnej wartości stałej n^ » nQ. Wartość 
ta jeet niezbędną liczbą pomiarów stałej wartości mierzonej w przypadku, 
gdy ■ O (przyrząd wzorcowy jest bezbłędny), pozwalającą na poziomie 
ufności p  wyznaczyć dwuetronny przedział ufności [68<£jd* ®e,dg] dl,a nie" 
znanej wartości błędu & 8 przyrządu sprawdzanego.

Ola określonej dokładności względnej A6'3/e0n wyznaczenia odchylenie
średniego 6 a oraz ustalonego poziomu ufności j?> wartość n można oszaco­
wać z zależności [5lJ :

^ . / • o n  ■ lh \  ■■■ ■ - 1 <••««>B ■ '■ ■ ' *'" ■ •• ■ ■ ■  I ■ ■ ■
X n—1, (l-fi)/2  ̂n-1 , (l+p>)/‘,



7. ZAKOŃCZENIE

W niniejszej pracy zaprezentowano analityczne metody niezawodności 
przyrządów pomiarowych, rozpatrywanej ze względu na wymagania metrologicz­
ne. Metody dyskutowano w ujęciu losowych procesów zmian dokładności wska­
zań. Ujęcie takie pozwoliło na jednolite potraktowanie metod jakościowej 
analizy niezawodności metrologicznej, wypełniając w ten sposób lukę ist­
niejącą od dawna w tej dziedzinie.

Przedstawiono nowe, uzasadnione metody statystyczne do eksperymental­
nego badania w niezawodności metrologicznej. Dotychczas problemy te nie 
były rozważane w literaturze.

Wychodząc z jednolitego ujęcia metod probabilistycznych i statystycz­
nych usystematyzowano pojęcia i nazewnictwo w dziedzinie niezawodności me­
trologicznej.

Zastosowanie i uzaeadnienie teorii procesów Markowa,w tym równań kine­
tycznych Fokkera-Plancka-Kołmogorowa,do analizy niezawodności przyrządów 
pomiarowych Jest nowym i oryginalnym spojrzeniem na procesy uszkodzeń me­
trologicznych Jako procesy typu dyfuzyjnego.

Nowe ujęcie znanych przesłanek teorii czułości pozwoliło na zbudowania 
metod probabilistyczno-deterministycznych, wykorzystujących zdeterminowa­
ne elementy struktury funkcjonalnej i niezawodnościowej, jak i ilościowy 
proces zmian dokładności, zachodzący w obecności tej struktury.

Wszędzie tam, gdzie było to konieczne, zwracano uwagę na fakt, że me­
tody teorii niezawodności w ogóle są ściśle związane i budowane ze wzglę­
du na stawiane wymagania. W niezawodności metrologicznej przyrządów po­
miarowych wymagania dotyczące właściwości metrologicznych jednoznacznie de­
terminują jakościowy charakter analizy. Taka jakościowa analiza została 
przedstawiona w niniejszej pracy.

Metody klasycznej teorii niezawodności wykorzystujące przeważnie mode­
le i metody budowane w oparciu o X  -charakterystyki (funkcje intensywno­
ści uszkodzeń) Jak na razie nie znalazły szerokiego zastosowania w nieza­
wodności metrologicznej. Aktualny stan metod teorii niezawodności jest 
przedstawiony w najnowszych opracowaniach A.D. Sołowiowa i B.W. Gniedenko. 
Są tam również pokazane próby analizy z zastosowaniem procesów zmian o- 
kreślonego uogólnionego perametru (por. [102] ss. 15-17, [121] ss. 15-17, 
316-320, zob. również [96] ss. 248-256).

w pracy ograniczono się do rozpatrywania metod analizy w oparciu o lo­
sowe procesy zoian dokładności wskazań przyrządów pomiarowych. Oako apa­
ratu matematycznego użyto probabilistyki w ujęciu teorio-mnogościowym
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(kołmogorowskim). Ponadto ze względu na ograniczoną objętość pracy zre­
zygnowano z rozwiązania niektórych problemów. W związku z tym warto wymie­
nić zarysowujące się kierunki dalszych badań:

1. Metody analizy niezawodności metrologicznej oparte na dystrybucyj­
nej teorii przekroczeń (w oparciu o probabilistykę w ujęciu dystrybucyj­
nym i klas abstrakcji);

2. Zastosowania metody ^.-charakterystyk w niezawodności metrologicz­

nej >
3. Zastosowanie włożonych procesów Merkowa do rozwiązywania problemów 

odnawiania dokładności przyrządów pomiarowychj
4. Analityczne modele procesów zmian dokładności i metody statystycz­

ne do ich identyfikacji.
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METODY ANALIZY NIEZAWODNOŚCI METROLOGICZNEJ

S t r e s z c z e n i e

Praca dotyczy niezawodności przyrządów pomiarowych, rozpatrywanej ze 
względu na wymagania metrologiczne. Podano metody i modele do analizy tej 
niezawodności, w odróżnieniu od metod klasycznej teorii niezawodności.ba­
zujących na funkcjach intensywności uszkodzeń X ( t ), niezawodność metrolo­
giczna uwzględnia losowe procesy zmian określonych właściwości metrolo­
gicznych. Prowedzi to do wyznaczenia wskaźników niezawodności przyrządów 
pomiarowych drogą analizy przejścia losowego procesu zmian właściwości 
przez zedeny poziom ustalonych wymagań metrologicznych. Mamy więc w pracy 
do czynienia z parametrycznym ujęciem niezawodności przyrządów pomiarowych.

Praca składa się za wstępu, 6 rozdziałów, zakończenia i cytowanej li­
teratury. We wstępie krótko scharakteryzowano stan prac w dziedzinie nie­
zawodności metrologicznej przyrządów pomiarowych i sformułowano cel pracy.

W rozdziale 1 przytacza się niezbędne definicje 1 określenia oraz uza­
sadnia metodę badawczą niezawodności przyrządów pomiarowych.

W rozdziale 2 opisano analityczną metodę wyznaczania wskaźników nisza- 
wodności metrologicznej, w przypadku gdy realizacje procesu zmian właści­
wości metrologicznych są monotonicznyml i przedziałami ciągłymi funkcjami 
czasu.

W rozdziale 3 ne podstawie znanych zależności w teorii czułości i ogól­
nej (klasycznej) teorii niezawodności, przedstawiono nowe aetody analizy 
niezawodności metrologicznej. Pozwalają one wyznaczać wskaźniki niezawod­
ności metrologicznej, gdy znemy strukturę niezawodnościową przyrządów po­
miarowych i zbiór ich cech istotnych. Połączenie teorii niezawodności i 
teorii czułości pozwoliło na rozbudowę tej ostatniej o aspekt dynamiczny 
(czasowy).

W rozdziale 4 zastosowano teorię procesów Markowa do cslów analizy nis- 
zawodności przyrządów pomiarowych. Postawiono i udowodniono tszę, że pro­
cesy uszkodzeń metrologicznych eą procesami typu dyfuzyjnego.Dało to moż­
liwość zbudowania adekwatnych metod analizy niezawodności przyrządów po­
miarowych, wykorzystując kinetyczne równanie Fokkera-Plancka-Kołmogorowa1 
metodę funkcji charakterystycznej Pugaczewa. Wykorzystano również ogólne 
zależności słuszne w teorii dyskretnych łańcuchów Markowa ze skończoną 
przestrzenią stanów.

VI 5 rozdziale w krótkiej formie przedstawiono metody teorii odnowy o- 
raz metody ogólnej teorii procesów stochastycznych do analizy niezawod­
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ności metrologicznej. Przedetawiono również próbę uzasadnienia nowego 
ujęcia teorii prawdopodobieństwa w zastosowaniu do analizy niezawodności 
przyrządów pomiarowych. Nowe ujęcie nie jest oparte na aksjomatyca Kołmo- 
gorowa,lecz na dystrybucyjnej interpretacji podstawowych pojęć tej teorii 
i klasach abstrakcji.

Rozdział 6 zawiera statystyczną analizę badań przyrządów pomiarowych 
ze względu na właściwości niezawodnościowe. Przytoczono estymatory błędów 
wskazań do opisu niezawodności metrologicznej.

Literatura cytowana, dotycząca zasadniczo dziedziny niezawodności me­
trologicznej przyrządów pomiarowych, zawiera zdaniem autora najważniejsze 
pozycje, które ukazały *ię drukiem na przestrzeni lat 1960-1985.



АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ МЕТРОЛОГИЧЕСКОЙ НАДЁЖНОСТИ

Р е з ю м е

Настоящая работа касается надёжности измерительных приборов, рассматри­
ваемых с точки зрения метрологических требований. Даны методы и модели для 
анализа так определённей надёжности.

По сравнению с методами классической теории надёжности, базирующей на 
функциях интенсивности отказов Х ( 0 ,  метрологическая, надёжность учитывает 
стохастические процессы изменений определённых метрологических свойств. Ве­
дёт это к определению показателей метрологической надёжности измерительных 
приборов, путём анализа перехода стохастического процесса через заданный 
уровень установленных метрологических требований. И так имеем здесь дело с 
параметрическим описанием надёжности измерительных приборов.

Работа состоит из вступления, 6 глав, окончания и списка цитированной ли­
тературы.

Во вступлении коротко охарактеризовано состояние метрологической надёж­
ности средств измерений и приведена основная цель работы.

В 1 главе даны необходимые определения и термины а также обоснован метод 
анализа надёжности измерительных приборов.

Во 2 главе описан аналитический метод определения показателей метрологи­
ческой надёжности в случае, когда реализации процесса изменений метрологи­
ческих свойств являются монотонными кусочно-непрерывными функциями времени.

В 3 главе, на основание известных положений из теории чувствительности и 
общей (классической) теории надёжности, представлены новые методы анализа 
метрологической надёжности. Дают они возможность определять показателя, ко­
гда известна надёжностная структура измерительных приборов и множество су­
щественных параметров. Совмещение теории надёжности и чувствительности по­
зволило учесть динамический аспект решаемой проблемы.

В 4 главе применено теорию марковских процессов для целей анализа надёж­
ности измерительных приборов. Поставлена и защищена гипотеза о том,что про­
цессы метрологических отказов являются процессами диффузионного типа. Позво­
лило ето использовать кинетические уравнения Фокера-Планка-Колмогорова для 
описания, метрологической надёжности. Используется также метод характеристи­
ческой функции Пугачёва и общие положения теории дискретных марковских це­
пей с конечным фазовым пространством.

В 5 главе коротко представлены методы теории восстановления и общей 
теории стохастических процессов пригодны для анализа метрологической надёж­
ности. Приведена попытка обоснования нового направления в теории вероятнос­
тей для целей анализа надёжности измерительных приборов. Новое направление
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основано не на колмогоровской аксиоматике а на дкстрибуционной интерпрета­
ции основных понятий теории вероятностей и на классах абстракций.

В 6 главе дан статистический анализ исследований измерительных приборов 
с учётом надёжностных свойств. Приведены оценки точности показапй для це­
лей описания метрологической надёжности.

Цитированная в конце литература касается прежде всего метрологической на­
дёжности измерительных приборов и состоит из списка 125 позиций за годы 
60-85.



ANALYSIS METHODS OF METROLOGICAL RELIABILITY

S u m m a r y

The work deals with the reliability of measurement instruments, being 
considered in the aspect of metrological requirements. Adequate methods 
and models are proposed for the analysis of the reliability.As opposed to 
the conventional methods of the standard raliability theory which are ba­
sed on the failure rate functions X (t), the metrological reliability dis­
cussed in the work takes into consideration the random processes of va­
riations of the metrological properties. An analysis of these processes, 
which are phenomenons of drifting the properties out of the given limits 
(defined as the metrological requirements), makes possible to calculate 
the reliability indexes.

In another words, the parametric approach to the measurement instru­
ments reliability is presented.

The work contains an introduction, six chapters, a concluding part and 
a bibliography. In the introductory part a state-of-art in the field of 
the metrological reliability is reviewed, and the target of the work is 
formulated.

In the Chapter 2, the analytical method for calculation of metrologi­
cal reliability indexes is described, for the case when the realizations 
of the rendom process of metrological properties variations are monotonie 
and the in-intervals-continous fuctions of the tine.

New methods of the metrological reliability analysis are presented in 
the Chapter 3, that are based on the conventional relationships, known in 
the standard reliability theory. These methods ara adequate for computing 
the metrological reliability indexes, having given the reliability struc­
ture of a measurement instrument, as well as the 3et of substantial pa­
rameters. A combination of the reliability theory and the theory of een- 
sitivity made possible to extent the latter to a dynamic aspect (tine func­
tions ).

In the Chapter 4 the Markovian processes theory is applied for the re­
liability analysis of the measurement'instruments. Then the thesis of the 
work is formulated and justified, that the metrological failures procee- 
"S are of a diffusion character ones. This makes possible to devise ade- 
ite methods for the measurement instruments reliability analysis,by ap­
ing kinetic equations of Fokker-Planck-Kolmogorov, with the method of 

>o characteristic Pugatchev function. The general relationships.valid in
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the discrete Markov chains theory ara apllied, too, with tha finite phase 
space.

In tha Chapter 5 a concise survey of renovation methods is given, as 
wall as the nethods of the general theory of random processes, for a me­
trological reliability analysis. An attempt of Justification of the new 
approach to the probability theory in applications to measurement instru­
ments reliability analysis is given. This naw approach is based on the 
distributional interpretetion of basic notions of this theory, and on the 
claeses of abstraction, and not on tha Kolmogorov axiom.

Chapter 6 contains the statistic analysis of experimental testing data 
of a few measurement instrumente on their reliability properties. Estima­
tor indexes of errors are quoted for a description of a metrological re­
liability.

Tha set of bibliography contains 125 items quoted in the work,being of 
the most importsnce, of 1960-1985 period of time.
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