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CZESTOSC DRGAN SWOBODNYCH BELEK SPREZONYCH OSI10WO

ffstep

Konstrukcje wstepnie sprezone czesto poddawane sg obcigze-
niom dynamicznym (mosty, estakady, fundamenty maszyn itp.).Za-
chodzi wiec potrzeba wykonywania obliczen dynamicznych takich
konstrukcji, aw szczegolnosci okreslenia czestosci drgan swo-
bodnych.

Liczne badania [i], [3]1. [4-1t [5]1. [6]. wskazuja,ze czestosc¢
drgan swobodnych belek sprezonych roézni sie od czestosci drgan
belek niesprezonych. Brak jednak zgodnosci co do przyczyn pow-
stawania i1 wielkosci tych réznic. E. Sechniaszwili [6J uwaza,
ze przyczyna zmiany czestosci drgan sa rysy, a whasciwie ich
brak w elementach wstepnie sprezonych. Autorzy pracy [5] uwa-
zaja natomiast, ze przyczyng zmiany czestosci drgan jest zwiek-
szenie modutu sprezystosci betonu (Scislej dynamicznego modu-
+u sprezystosci betonu) w konstrukcjach wstepnie sprezonych 0-
raz zmiany strukturalne w betonie powstate w wyniku sprezenia.
Tymczasem g#déwng przyczyna zmiany czestosci drgan w elementach
wstepnie sprezonych jest oddziatywanie ciegna na beton (ogél-
nie materiat poddany sprezeniu) co zostato uwzglednione w pra-
cy [3]o

Przedstawione rozwazania dotyczy¢ bedg belek sprezonych O0-
siowo. Wpdyw sprezenia na czestos¢ drgan swobodnych belek spre-

zonych mimosrodowo okreslony zostanie w oddzielnym opracowaniu.
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Zatozenia

1. Rozpatruje sie belke sprezona przy uzyciu ciegien (kabli,
strun) nie wychodzacych na zewnatrz przekroju.

2. Zaktada sie ciagly styk ciegna z belkga, co ma miejsce w
wiekszosci realizowanych obecnie konstrukcji wstepnie sprezo-
nych.

3. Zaktada sie, ze naprezenia i odksztaktcenia miesci¢ sie
bedg w zakresie sprezystym oraz ze belka nie ulegnie podczas
drgan zarysowaniu.

4. Sztywnos¢ EJ przyjeto jak dla belki jednorodnej»pomija-
Jac sztywnos¢ ciegna jako bardzo matg w pordéwnaniu ze sztywno-

Scig belki.

1. Czestos¢ podstawowa drgan swobodnych belek sprezonych osio-

wo

Do rozwazan przyjeto jednoprzestowa belke wolnopodparta,ob-
cigzong rownomiernie (rys. 1). Belka jest sprezona ciegnem bie-
gnacym wzdtuz jej osi. Ciegno zostato napiete sitg o wartosci
S.
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Rys. 1. Schemat statyczny i schemat obcigzenia belki
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Réwnanie osi odksztatconej belki przyjeto w postaci sinuso-
idy
= - 3
y = f sin =} , (1)

w ktéorym F spednia role parametru, bedac nieznanym ugieciem

belki w potowie jej rozpietosci.

Rys. 2. Schemat obcigzenia belki podczas drgan

Obcigzenie belki podczas drgan (rys. 2) stanowig sity bez-

wkadnosci

b)) =F «2 , =« J (2)

oraz oddziatywanie ciegna na beton

u tx)' r (3)

odniesione do jednostki ddtugosci, przy czym:
q - obcigzenie roéwnomiernie rozdozone,

g - przyspieszenie ziemskie.
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oC - czestotliwos¢ drgan swobodnych,
y - rzedne osi odksztatconej,

®=g o2 .

S

sita sprezajaca,

r promien krzywizny osi odksztatconej.

Sity bezwtadnosci wywodtaja ugiecie belki, ktére w potowie
rozpietosci jest réwne T/, Ugiecie to zostaje zmniejszone o]
wartos¢ F przez poprzeczne oddziatywanie ciegna na beton.
Sita S dziatajagc w osi belki nie spowoduje jej ugiecia.Moze-

my wiec napisacC

Biorgc pod uwage () i (2) mamy

®

Pole wykresu obcigzen sitami bezwkadnosci wyniesie

a moment zginajacy w potowie rozpietosci

1 5f1 ,1 AN mfl2

m 1
2« i Wwe“fm - g2*

T
b= 3r
Przyjmujac, ze momenty zginajace w belce réwniez zmieniaja

sie wg sinusoidy napiszemy
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Pole wykresu momentoéw

) W/ -i"f—lzsinxx- ax 5—2—813:13
{ m 1 313

i moment wtérny w podowi®© rozpietosci

- SFI3 1 mf43 ,1 1, mFl*
@-5F> "JT-

Ugiecie belki w potowie rozpietosci od obcigzenia sitami bez-

whadnosci
1, /N «»
b EJIT S
lub
= liiLitE . C6b)
b g BJ <

Wielkos¢ oddziatywania ciegna na beton u, jest zalezna od
promienia krzywizny osi odksztalconej i zmienia sie wzdduz dig-
gosci belki.

Majac réwnanie osi odksztatconej w postaci

otrzymamy
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Promieh krzywizny osi odksztatconej w potowie rozpietosci bel-
ki

a oddziatywanie ciegna na beton w srodku belki
(8)

Przyjeto, ie oddziatywanie u zmienia sie wzdtuz belki wg
sinusoidy. Vtedy

lub korzystajac bezposrednio ze wzoru na promien krzywizny(prayj-
mujac podobnie jak przy wyprowadzeniu réwnania rdozniczkowego o-
si odksztatconej y’s 0)

(9b)

Rys. 3. Schemat oddziatywania ciegna na beton
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Oddziatywania te sg skierowane prostopadle do osi odksztak-
conej belki. Wobec matych zazwyczaj amplitud drgan mozna utoz-

sami¢ oddziatywanie z jego sktadowg pionowg (rys. 3) »przy sO

= uUcCcos tp=u. Qo)
Pole wykresu oddziatywania

a1
- dx = 2Sfy

i moment zginajacy w podowie rozpietosci belki
MO STff-i1 - Sff (8-%) = SFt.

Przyjmujgac podobnie jak poprzednio, ze momenty zginajace w

belce zmieniaja sie wg sinusoidy mozemy napisac
M =M sin"f=sfsin .
o]

X 1

Pole wykresu momentoéw

1
i _ _ 2 STl
H —J SFf sin ~ dx = %
‘D
i moment wtérny w polov/ie rozpietosci
m ME 1 Sfl (1 U St 12
o= X 2~ X k2 ~ -~ n2

Ugiecie belki w potowie rozpietosci od oddziatywania ciegna
-
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Podstawiajac (6b) i (11) do (4) napiszemy

qoCf 1~ S Tl2

g EJ x'4 ) Ejhﬁz =7

stad czestotliwos¢ podstawowa drgan swobodnych belek sprezonych
osiowo

-2

. HEjs
q 'II'l*A» (12)

gdzie :le Eg jest umowng sidtg krytyczng (eulerowska) ,gdyz

jak wiadomo dla elementdéw sprezonych o ciggltym styku ciegna rze-

czywista sita krytyczna wynosi

P k2X 2EJ
k> i2

przy k »oo[2],

o«

Korzystajac z zaleznosci n =~7 obliczymy czestos¢ podstawo-

wg drgan swobodnych belek sprezonych osiowo

(13a)
lub

3b)
gdzie nn = > %2 K q jest czestoscig podstawowg drgan be-

lek niesprezonych#
Wzory (13) uzyskat inng metoda T. Hop, [3]-
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Zaleznos¢ czestosci podstawowej drgan swobodnych belek sprezo-

nych osiowo od stopnia sprezenia przedstawia rys. W,

Rys. 4. Zalezno$¢ miedzy stosunkami EL i g—
k n

2. Czestos¢ drgan swobodnych drugiego i1 wyzszych rzedéw belek
sprezonych osiowo

Czestos¢ drgan drugiego rzedu obliczymy podobnie jak cze-

stos¢ podstawowg drgan postugujac sie zaleznoscia (4).
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Podczas drgan o$ odksztatcona przyjmie w przyblizeniu ksztakt
sinusoidy o réwnaniu

y = fsinzf* | (¢1))

gdzie Ff Jest nieznanym ugieciem belki w odlegtosci 1/4 od

podpory,
Przez analogie z (1), (@ i (B) oraz (6b) i (11) otrzymamy

fo =< 4-————- o <15)

oraz

2“ EJ ST

Po podstawieniu (15) i (6) do (4) otrzymamy
.2 .4 ?
rsLtbil ,, .S fi2
4 i ? 7
2 gEJf 2" EJ
skad po przeksztatceniach, czestotliwos¢ drgan drugiego rzedu

232
= uar2J-S
R L A (1)
2 Sk
czyli ogo6lnie czestotliwos¢ drgan wyzszych rzedéw belek spre-

zonych odsowo
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Czestos¢ drgan swobodnych wyzszych rzedéw belek sprezonych o-

siowo okreslimy podobnie jak poprzednio

-2 “
ng =1 n, 1+ “8§ (192)
1\

lub

“i = ni N\l eSS0 > (9b)
gdzie: n”™ = i2nQ jest czestoscig drgan swobodnych i-tego rze-

du belki niesprezonej,

zas

¢ _OLIB

Wzory (19) sg oczywiscie wazne dla wyznaczenia czestosci pod-

stawowej drgan swobodnych belek sprezonych osiowo (dla i = 1).

3. Przyktad

Rozpatrzmy belke wolnopodparta z betonu marki '¢&00¢ (™ =
= 2500 kG/m”~, E = 330 000 kG/cm2) o rozpietosci 500 cm i1 prze-
kroju prostokgtnym o wymiarach 12 x 24 cm, wstepnie sprezong

sitg S = 38000 kG,obcigzong ciezarem whkasnym.

Jd=-2 ~ 13824 cm4

qg=12 . 24 . 0,0025 = 0,72 kG/cm.

W obliczeniu wartosci J i1 g pominieto obecno$¢ ciegna w

belce, przyjmujac pedny przekrdj betonowy. Réwniez E przyjeto
jak dla przekroju betonowego, zgodnie z zatozeniem 4.
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Czestos¢ podstawowa drgan swobodnych:

belki niesprezonej

Vd
. ,I lﬁb’ 1 330000 . 13824 . 981 _

N L2 Ngq 2. 5002 0,72

= 15,70 Hz,
- belki sprezonej

2 SJ 312 e 330000 . 13824

. = 180 000 kG,
Sk=" x2 500

= "«™J1 ¢t f; *15'70 0 t S = 15*7° 7 1*1 =

= 17,27 Hz.

Wynik ten jest zgodny z wynikami badan opisanymi w [3]»[4].[5]

Czestos¢ drgan swobodnych drugiego rzedu:

- belki niesprezonej

nn2 =2 *"™n =4 *15,70 = 62,80 Hz~

- belki sprezonej

n2 = nr12 1+ p-- m= 62,80 . 1,025 = 64,36 Hz,
2 Sk

Czestos¢ drgan swobodnych trzeciego rzedu:

- belki niesprezonej

nn3 =~ * 15,70 = 141,30 Hz»
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- belki sprezonej

= 141,30 , 1,011 = 142,85 Hz.
32 St

W oparciu o obliczone czestosci drgan swobodnych sporzadzono

wykres wartosci stosunku dla kolejnych drgan harmonicz-

nych (rys. 6).

hi
ii*
i =G
Rys. 6. Zmiennos¢ stosunku --- dla kolejnych drgan harmonicz-
ni
ny<th
4. Wnioski

1. Czestos¢ drgan swobodnych belek sprezonych osiowo wzrasta
wraz ze wzrostem sity sprezajacej. Teoretycznie wzrost ten
jest nieograniczony, praktycznie (z uwagi na ograniczong wy-
trzymatos¢ materiatu) dochodzi do okodo 15% czestosci drgan
belek niesprezonych.

2. Czestosci drgan swobodnych wyzszych rzedéw zblizajg sie do
czestosci drgan swobodnych belek niesprezonych.
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Streszczenie

W artykule okreslono czestos¢ drgan swobodnych belek sprezo-

nych osiowo postugujac sie metodg momentéw wtdérnych.Z otrzyma-

nych tg droga wzoréw na czestos¢ drgan wynika, ze jest ona

wyzsza w belkach wstepnie sprezonych osiowo, w poréwnaniu z cze

stoscig drgan belek niesprezonych i1 zmienia sie wraz ze zmiang

wielkosci sity sprezajacej.
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4AACTOTA CBOBOFIHMX KOJIEBAHLdET BAJIOK,
riPBFIBAPMTEJIDHO HATIPSSEHHHX 110 OCM

Pe 3dme

B ctaTbe onpexexeHC uacTOTy npeflBapKTexbHo HanpaxeHHbix no
och flano* Hcnojib3yH uerox btophhhhx uouektob« M3 nojctyueHHMX is-
xkm ofipaaoii $opMyx cjieMyeT, hto 3Ta usctots Bume b daajcax npex-
BapHTeatHO H&npnxehhwx no och no cpaBHehhd c uacTOTOH KOJieda-
hhM 6RBJII0K, He Hueoimix npexBapKTexbHux san pnacetkfl, h 113mcHae tch
BuecTe c h3aeHehhbm ssjihwhhw npexBapHTexbHoro HanpaaceHWH.

NATURAL FREQUENCY OF VIBRATIONS
OF AXIALLY PRESTRESSED BEAMS

Suakary

la the article the natural frequency of vibrations of axial*
ly prestressed beams has bees determined using the a*tod of
secondary moments. By means of formulas on the natural frequ-
ency of vibrations it is evident that frequency is higher in
axially prestressed beams than in non prestressed beams and

it changes with the quantity change of exciting force.



