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CZĘSTOŚĆ DRGAŃ SWOBODNYCH BELEK SPRĘŻONYCH OSIOWO

ffstep
Konstrukcje wstępnie sprężone często poddawane są obciąże­

niom dynamicznym (mosty, estakady, fundamenty maszyn itp.).Za­
chodzi więc potrzeba wykonywania obliczeń dynamicznych takich 
konstrukcji, a w szczególności określenia częstości drgań swo­
bodnych.

Liczne badania [i], [3], [4-]t [5], [6], wskazują,że częstość 
drgań swobodnych belek sprężonych różni się od częstości drgań 
belek niesprężonych. Brak jednak zgodności co do przyczyn pow­
stawania i wielkości tych różnic. E. Sechniaszwili [6j uważa, 
że przyczyną zmiany częstości drgań są rysy, a właściwie ich 
brak w elementach wstępnie sprężonych. Autorzy pracy [5] uwa­
żają natomiast, że przyczyną zmiany częstości drgań jest zwięk­
szenie modułu sprężystości betonu (ściślej dynamicznego modu­
łu sprężystości betonu) w konstrukcjach wstępnie sprężonych 0- 
raz zmiany strukturalne w betonie powstałe w wyniku sprężenia. 
Tymczasem główną przyczyną zmiany częstości drgań w elementach 
wstępnie sprężonych jest oddziaływanie cięgna na beton (ogól­
nie materiał poddany sprężeniu) co zostało uwzględnione w pra- 
cy [3]o

Przedstawione rozważania dotyczyć będą belek sprężonych 0- 
siowo. Wpływ sprężenia na częstość drgań swobodnych belek sprę­
żonych mimośrodowo określony zostanie w oddzielnym opracowaniu.
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Założenia

1. Rozpatruje się belkę sprężoną przy użyciu cięgien (kabli, 
strun) nie wychodzących na zewnątrz przekroju.

2. Zakłada się ciągły styk cięgna z belką, co ma miejsce w 
większości realizowanych obecnie konstrukcji wstępnie sprężo­
nych.

3. Zakłada się, że naprężenia i odkształcenia mieścić się 
będą w zakresie sprężystym oraz że belka nie ulegnie podczas 
drgań zarysowaniu.

4. Sztywność EJ przyjęto jak dla belki jednorodnej»pomija­
jąc sztywność cięgna jako bardzo małą w porównaniu ze sztywno­
ścią belki.

1. Częstość podstawowa drgań swobodnych belek sprężonych osio­
wo

Do rozważań przyjęto jednoprzęsłową belkę wolnopodpartą,ob­
ciążoną równomiernie (rys. 1). Belka jest sprężona cięgnem bie­
gnącym wzdłuż jej osi. Cięgno zostało napięte siłą o wartości
S.
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Rys. 1. Schemat statyczny i schemat obciążenia belki
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Równanie osi odkształconej belki przyjęto w postaci sinuso­
idy

-  3T» y = f sin — j—  , (1)

w którym f spełnia rolę parametru, będąc nieznanym ugięciem 
belki w połowie jej rozpiętości.

S X// s

Rys. 2. Schemat obciążenia belki podczas drgań

Obciążenie belki podczas drgań (rys. 2) stanowią siły bez­
władności

b(x) = f  « 2 , = « J 

oraz oddziaływanie cięgna na beton

(2)

u, ,(x) r (3)

odniesione do jednostki długości, przy czym: 
q - obciążenie równomiernie rozłożone, 
g - przyśpieszenie ziemskie.



3 3 4 M. Węgrzyn

oC - częstotliwość drgań swobodnych, 
y - rzędne osi odkształconej,

® = g  o«2.
S - siła sprężająca,
r - promień krzywizny osi odkształconej.

Siły bezwładności wywołają ugięcie belki, które w połowie 
rozpiętości jest równe f^. Ugięcie to zostaje zmniejszone o 
wartość f przez poprzeczne oddziaływanie cięgna na beton. 
Siła S działając w osi belki nie spowoduje jej ugięcia.Może- 
my więc napisać

Biorąc pod uwagę (1) i (2) mamy

Przyjmując, że momenty zginające w belce również zmieniają 
się wg sinusoidy napiszemy

(5)

Pole wykresu obciążeń siłami bezwładności wyniesie

a moment zginający w połowie rozpiętości

m f 1 1 5 f 1 ,1 1\ mfl2
lo =  3T 2 “ ii' '>2 “ f  ■’ -  g2 *



Pole wykresu momentów
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.. / ifl2 . X x  , 2 Sfl3M w f  •— *- sin -  d x  s — — s—
{  ,1T2 1 3T3

i moment wtórny w połowi© rozpiętości

- Sfl3 1 mfł3 ,1 1, mfl*
(2-5f> " J T -

Ugięcie belki w połowie rozpiętości od obciążenia siłami bez­
władności

I„ ■ ̂  («»)b EJ 3T

lub

= l i i L i ł £  . C6b)
b g EJ SC

Wielkość oddziaływania cięgna na beton u, jest zależna od 
promienia krzywizny osi odkształconej i zmienia się wzdłuż dłq- 
gości belki.

Mając równanie osi odkształconej w postaci

otrzymamy
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Promień krzywizny o s i odkształconej w połowie r o z p ię to śc i b e l­
k i

a oddziaływ anie c ięgna na beton w środku b e lk i

P rz y ję to , i e  oddziaływ anie u zm ienia s ię  wzdłuż b e lk i wg 
s in u so id y . Vtedy

lub k orzystając bezpośrednio ze wzoru na promień krzywizny(prąyj- 
mując podobnie jak przy wyprowadzeniu równania różniczkowego o- 
s i  odkształconej y ’ s  0)

(8)

(9b)

Rys. 3 .  Schemat oddziaływ ania cięgna na beton
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Oddziaływania t e są skierowane p ro sto p ad le  do osi odkształ­
conej belki. Wobec małych zazwyczaj amplitud drgań można utoż­
samić oddziaływanie z jego składową pionową (rys. 3) »przy sO

= u cos tp = u . (10)

Pole wykresu oddziaływania
.1

- dx = 2Sf y

i moment zginający w połowie rozpiętości belki 

S f f - i  - Sf f  ( § - $ )  = Sf.Mo

Przyjmując podobnie jak poprzednio, że momenty zginające w 
belce zmieniają się wg sinusoidy możemy napisać

M = M sin ^ 5  = sf sin • x o 1 1

Pole wykresu momentów 
.1

H = j  Sf sin ~ 2 Sfldx =
%

“o
i moment wtórny w połov/ie rozpiętości

m M ł  I  Sfl ( 1  U  Sf l2 
o = X  2 ~ X  k 2 ~ ~ ^ 2

Ugięcie belki w połowie rozpiętości od oddziaływania cięgna
„„,2
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Podstawiając (6b) i (11) do (4) napiszemy

qoCf 1^ S fl2
.4 ' „ ł i r 2 = ’

g EJ X EJ 3T

stąd częstotliwość podstawowa drgań swobodnych belek sprężonych 
osiowo

-2 . Hej-EJ,
q T|1*^» ( 12)

X  EJgdzie = • ■ 'g- jest umowną siłą krytyczną (eulerowską),gdyż

jak wiadomo dla elementów sprężonych o ciągłym styku cięgna rze­
czywista siła krytyczna wynosi

p k2X 2EJ 
k * i2

przy k ►oo[2],
oCKorzystając z zależności n = ^  obliczymy częstość podstawo­

wą drgań swobodnych belek sprężonych osiowo

(13a)

lub

gdzie n = _ Ł  Ł
n Z l 2  \  q

(13b)

jest częstością podstawową drgań be-

lek niesprężonych#
Wzory (13) uzyskał inną metodą T. Hop, [3].
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Zależność częstości podstawowej drgań swobodnych belek sprężo­
nych osiowo od stopnia sprężenia przedstawia rys. W,

S DRys. 4. Zależność między stosunkami ■=—  i ——
o .  Dk n

2. Częstość drgań swobodnych drugiego i wyższych rzędów belek 
sprężonych osiowo
Częstość drgań drugiego rzędu obliczymy podobnie jak czę­

stość podstawową drgań posługując się zależnością (4).
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Podczas drgań oś odkształcona przyjmie w przybliżeniu kształt 
sinusoidy o równaniu

y = f sin ź f *  , (14)

gdzie f jest nieznanym ugięciem belki w odległości 1/4 od 
podpory,

Przez analogię z (1), (2) i (3) oraz (6b) i (11) otrzymamy
2 4qoC f  1 ,

fb =‘ 4------ 2T <15)2 g EJ 3T
oraz

ć
2“ EJ ST

Po podstawieniu (1 5 ) i (16 ) do (4) otrzymamy

2 4 ?l i L l i l  „ ...S f i2 _ _ . 
4 i  ? ? “2 g E J f  2 EJ ;JT

skąd po przekształceniach, częstotliwość drgań drugiego rzędu

2^2
2  X0C„ =*2 J5J-S

-  "^|'q Y  * 2
2 Sk

( 1?)

czyli ogólnie częstotliwość drgań wyższych rzędów belek sprę­
żonych odsowo
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Częstość drgań swobodnych wyższych rzędów belek sprężonych o- 
siowo określimy podobnie jak poprzednio

.2n. = i n i n A
1 + “§  (I9a)

1 \

lub

“i = “ni "\1 ♦ ś 2"  > (9b)ki

.2gdzie: n ^  = i nQ jest częstością drgań swobodnych i-tego rzę­
du belki niesprężonej,

zaś
2 2 c OLIEJki = x2

Wzory (19) są oczywiście ważne dla wyznaczenia częstości pod­
stawowej drgań swobodnych belek sprężonych osiowo (dla i = 1).

3. Przykład
Rozpatrzmy belkę wolnopodpartą z betonu marki "¿t-OO“ ( ^ = 

= 2500 kG/m^, E = 330 000 kG/cm2) o rozpiętości 500 cm i prze­
kroju prostokątnym o wymiarach 12 x 24 cm, wstępnie sprężoną
siłą S = 38OOO kG, obciążoną ciężarem własnym.

J = - 2 ~ 13824 cm4

q = 12 . 24 . 0,0025 = 0,72 kG/cm.

W obliczeniu wartości J i q pominięto obecność cięgna w
belce, przyjmując pełny przekrój betonowy. Również E przyjęto 
jak dla przekroju betonowego, zgodnie z założeniem 4.
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Częstość podstawowa drgań swobodnych: 
belki niesprężonej

n = n JL_ LpśJg
> ! 2 N qq 2 . 5002

EJg _ .1 330000 . 13824 . 981 _
0,72

= 15,70 Hz,

- belki sprężonej

Sk=' x2
'2 SJ 3T2 ♦ 330000 . 13824

500
= 180 000 kG,

” = "« "\J1 ł f ;  *  1 5 ' 70 ^ ł  S  = 1 5 *7°  ’ 1 *1 =

= 17,27 Hz.

Wynik ten jest zgodny z wynikami badań opisanymi w [3]»[4],[5] 
Częstość drgań swobodnych drugiego rzędu:

- belki niesprężonej

nn2 = 2 * "n = 4 * 15,70 = 62,80 Hz’
- belki sprężonej

n2 = nn2 1 + -p- - ■ = 62,80 . 1,025 = 64,36 Hz,
2 Sk

Częstość drgań swobodnych trzeciego rzędu: 
- belki niesprężonej

nn3 = ^  * 15,70 = 141,30 Hz»
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- belki sprężonej

n3 = v  y * 32 St
= 141,30 , 1,011 = 142,85 Hz.

W oparciu o obliczone częstości drgań swobodnych sporządzono 
wykres wartości stosunku dla kolejnych drgań harmonicz­

nych (rys. 6).
ni

h i
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Rys. 6. Zmienność stosunku --- dla kolejnych drgań harmonicz­
n i  
ny<th

4. Wnioski

1. Częstość drgań swobodnych belek sprężonych osiowo wzrasta 
wraz ze wzrostem siły sprężającej. Teoretycznie wzrost ten 
jest nieograniczony, praktycznie (z uwagi na ograniczoną wy­
trzymałość materiału) dochodzi do około 15% częstości drgań 
belek niesprężonych.

2. Częstości drgań swobodnych wyższych rzędów zbliżają się do 
częstości drgań swobodnych belek niesprężonych.
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S t r e s z c z e n i e

W artykule określono częstość drgań swobodnych belek sprężo­
nych osiowo posługując się metodą momentów wtórnych.Z otrzyma­
nych tą drogą wzorów na częstość drgań wynika, że jest ona 
wyższa w belkach wstępnie sprężonych osiowo, w porównaniu z czę 
stością drgań belek niesprężonych i zmienia się wraz ze zmianą 
wielkości siły sprężającej.
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NATURAL FREQUENCY OF VIBRATIONS 
OF AXIALLY PRESTRESSED BEAMS

S u a k a r y

la the article the natural frequency of vibrations of axial* 
ly prestressed beams has bees determined using the a*tod of 
secondary moments. By means of formulas on the natural frequ­
ency of vibrations it is evident that frequency is higher in 
axially prestressed beams than in non prestressed beams and 
it changes with the quantity change of exciting force.


