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PRZEPUSTOWOSC Zt OZONYCH WEZ+ OW TRANSPORTOWYCH

Streszczenie. Wezty transportowe sg przedmiotem zainteresowania zaréwno
teoretykéw potokoéw ruchu (patrz Drew, 1968, Haight, 1963, Tanner 1962, Webster 1958), jak
i projektantow drog i ruchu transportowego (patrz Datka, Suchorzewski i Tracz 1989,
Wegierski 1971). Modelowanie matematyczne weztéw transportowych wymaga zastosowania
narzedzi teorii kolejek i metod Monte Carlo (patrz Gross i Harris, 1974, Heidemann 1996,
Woch 1977, 1983, 1990, 1998a, 1999a, 1999b). Niniejsze sprawozdanie dotyczy rocznego
etapu prac BK-245/RM-10-5/2002 pt. Metody optymalizacji sieci transportowych.

CAPACITY OF COMPLEX TRANSPORTATION NODES

Summary. Transportation nodes are places of considering for searchers of traffic
flows (see Drew, 1968, Haight, 1963, Newell, 1965, Tanner, 1962, Webster, 1958), as well
the road and traffic flow engineers (see Datka, Suchorzewski and Tracz, 1989, Wegierski,
1971). The mathematical modeling of traffic nodes leads to queueing theory methods (see
Gross and Harris, 1974, Heidemann, 1996, Heidemann and Wegmann, 1997, Woch, 1974,
1975, 1977, 1983, 1990, 1998a, 1998b, 1998c, 1998d, 1999a, 1999b). The report is related to
annual stage ofresearch BK-245/RM-10-5/2002 entitled “Methods of transportation networks
optimisation”.

1. CHARAKTERYSTYKI ZLOZONYCH WEZLOW TRANSPORTOWYCH

Elementarnym weztem transportowym nazywac¢ sie bedzie skrzyzowanie,
potaczenie lub roztaczenie drég dwoéch potokéw ruchu. Sa to miejsca powstawania kolejek
ruchu w kolizyjnych sytuacjach ruchowych. W zaleznosci od sposobu zapewnienia
bezpieczenstwa mchu mozna budowaé¢ rézne modele kolejek w weztach elementarnych.
Jednak bardzo czesto okazuje sig, ze niezalezne modele kolejek mchu weztéw elementarnych
sg niewasciwe, poniewaz wystepuje zjawisko roéwnoczesnosci kolejek wiecej niz jednego
pojazdu, wywotane przejazdem jednego pojazdu, kolizyjnego dla wielu elementarnych
weztéw, ktére moze mieé¢ ztozone oddziatywanie na czas kolejek potokdw rownolegtych. Na
przyktad skrzyzowanie dwutorowej linii tramwajowej z uprzywilejowanym mchem z
jednokierunkowa drogg samochodowg o trzech pasach mchu skiada sie z szesciu
elementarnych weztdw, ktére nalezy rozwaza¢ tgcznie w modelowaniu kolejek mchu.
Podobnie tacznie nalezy modelowaé kolejki mchu w kolejowych posterunkach odgateznych
oraz gtowicach stacyjnych, a wiec kolejki wywotane kotizyjnoscig weztdw torowych.
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Podstawowym weztem transportowym nazywaé sie bedzie zespdt powigzanych
weztéw elementarnych taki, ze kazda jednostka ruchu przechodzaca przez ten wezet moze by¢
zaktécona bezposrednio przez pojazd innego potoku tylko raz. Tak wiec podstawowym weztem
ruchu samochodowego jest rejon wjazdu i wyjazdu z ronda, skrzyzowanie linii tramwajowej z
drogg samochodowa lub kolejowe wezty torowe. Podstawowym weztem transportowym jest
tez przejscie dla pieszych przez wielopasowg droge samochodowg wraz z torami
tramwajowymi. Wezty podstawowe w swej istocie sg najmniejszymi fragmentami sieci
transportowej, ktére ze wzgledu na modelowanie kolejek ruchu nalezy rozwazac jako cato$é.

W potocznym rozumieniu pojecia wezet transportowy zawiera sie zwykle fragment
sieci ztozony z kilku blisko potozonych weztéw podstawowych. Sg to wiec takie miejsca, w
ktorych dla ustalonego pojazdu kolejki z powodu bezposrednich kolizji ruchowych z
pojazdami innych potokéw ruchu moga zdarzaé sie wiecej niz jeden raz. Kolejka w wezle
elementarnym moze sktadaé sie z wielu faz oczekiwania w kolejce, jednak w dalszym ciggu
bedzie to interpretowane jako pojedyncza kolejka, nazywana kolejkg elementarng.

Glownym weztem transportowym nazywac sie bedzie zesp6t blisko potozonych
weztéw podstawowych. Tak wiec do gtéwnych weztéw mozna zaliczy¢ skrzyzowania drég
lub ulic z systemem regulacji ruchu lub bez oraz stacje kolejowe. Charakterystyki kolejek
ruchu i przepustowosci w gtownych weztach transportowych nalezy zdefiniowa¢ dla
warunkéw réwnowagi ruchu, ktére formutuje sie na wiele sposobow, jak to wykazano w
pracach Wocha (1997, 1998a), jako agregaty odpowiednich charakterystyk w weztach
podstawowych, to znaczy oczekiwany czas czekania pojazdu i-tego potoku ruchu jest suma
odpowiednich czaséw oczekiwan w weztach elementarnych:

ki
xi(rl,r2,...,rn)= ij(j)(ri,rz,...,rn) ii>1, @
j=1
gdzie w]J)(gxql,...,qn) oczekiwany czas czekania i-tego potoku ruchu j-tego wezta
elementarnego, n - liczba potokéw ruchu, /, - liczba weztéw elementarnych i-tego potoku, a
gi - intensywnos¢ i-tego potoku.
Przepustowos$¢ wezta gtdwnego réwna jest, dla kazdego potoku ruchu i, najmniejszej
z przepustowos$ci weztow elementarnych:

ru. = r*/L2 Ji-Litl,, n=min('mJ/j i-i,i+1 ,)>J=1-2,.,Ki. (2)

Optymalna intensywnos$¢ i-tego potoku jest réwna najmniejszej z optymalnych
intensywnos$ci weztow elementarnych:

90uU. ~ F0i71,2,_i-Li'tl n = m2n (irW IR, j-1/+],..n)> 7=1)2,, (3)
1

gdzie q[i) =gt 2> «a ,, = (?<f:Fu)(?</>) =max!, F,u)(?,) =(1- p\J)(a,))a,),

natomiast FF)(qj) jest oczekiwang ptynnoscig ruchu i-tego potoku w wezle j-tym, to
znaczy oczekiwang liczbg pojazdéw potoku i, ktére ptynnie przejda wezetj, a p [J)(q,) jest
prawdopodobienstwem kolejki pojazdu i-tego potoku, j-tego wezta, dla intensywnosci ql,

przy ustalonych intensywnosciach pozostatych potokéw. Jak wida¢, optymalna intensywno$¢
w ztozonych weztach jest charakterystykg minimaksowa.
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Powyzsze trzy r6zne sposoby opisu ograniczen przepustowos$ci sieci transportowej
daja te samg lokalizacje weztowych waskich gardet, to znaczy miejsca j-tego, w ktdrym jest
najwiekszy oczekiwany czas czekania potoku z

(qi, »eee>?m) = max(w<7)(qy,q2,...,qn)), 7=12,.../,.. (4)

Jest to samo miejsce j, co w (2), a wiec jest to miejsce najmniejszej przepustowosci.
Roéwniez jest to samo miejscej, co w (3), a wiec - miejsce najmniejszej ptynnosci ruchu.
W dalszym ciggu analizowane sg przyczyny powyzszych wnioskéw.

Ze wzgledu na ztozono$¢ opisu ograniczen przepustowosci sieci transportowej dobrze
jest stosowac jednocze$nie dwa réwnowazne sposoby agregacji charakterystyk (2) - (4) -
potokowy, taki jak (1) - oraz weztowy, w ktérym charakterystyki otrzymywane sg w dwé6ch
etapach: w poszczeg6élnych weztach gtéwnych obliczane sg sumaryczne charakterystyki (2) -
(4), a nastepnie tworzone sg sumaryczne charakterystyki (2) - (4) dla sieci transportowej, tak
jak w przyktadzie w pracach Wocha (1998a, 1999a, 1999b, 1999c, 2001b). Hierarchiczna
struktura opisu ograniczen przepustowosci w weztach gtdwnych oraz sieci transportowej daje
mozliwo$¢ formutowania nowych, lepszych projektéw mchu oraz zapewnia kontrole
ekspertow nad procesem optymalizacji sieci transportowe;j.

2. FUNKCJE KOLEJEK A FUNKCJE PLYNNOSCI RUCHU

Dla ustalonego potoku mchu kolejke w wezle elementarnym mozna charakteryzowac
na dwa sposoby: poprzez oczekiwany czas czekania oraz oczekiwang liczbe opdznionych
pojazdéw. Poniewaz dotycza one tego samego procesu kolejek, sg to rGwnowazne sposoby
opisu procesu kolejek, jednak z formalnego punktu widzenia czasem niestusznie traktuje sie
je jako nie réwnowazne. Co lepiej charakteryzuje proces kolejek mchu? - dtugosci kolejek
czy czasy oczekiwan? Okazuje sie, ze w zagadnieniach przepustowos$ci drog lepsza
charakterystykajest dtugos¢ kolejek lub jej charakterystyki pochodne.

Kolejki elementarne sa drobne, poniewaz w potokach ruchu wystepuje efekt
bezpiecznego odstepu miedzy pojazdami, wymuszajacy matg wariancje odstepu potoku
mchu, co daje charakterystyczng ,,duzg wypukto$é” funkcji kolejek, a wiec - drobnos¢ kolejek
elementarnych. Zjawisko to uzyskato réwniez uzasadnienie teoretyczne w formie tak
zwanych zlepionych kolejek (patrz Woch, 1998a, 1999a). Z tego wzgledu w zagadnieniach
przepustowosci sieci transportowych powinno si¢ stosowac charakterystyki dtugosci kolejek,
jako dobrze opisujace ograniczenia przepustowos$ci sieci transportowej i zastepujace czesto
ktopotliwy opis poprzez charakterystyki czasu kolejek. Specyfika procesow kolejek potokéw
mchu wyrazona jest w hasle: , kolejki mchowe sktadajg sie z duzej liczby drobnych strat
czasu” i dlatego charakterystyki liczby kolejek lepiej opisujg zjawisko.

Dla ustalonego potoku i oczekiwany czas czekania w /-tym wezle elementarnym

(ql,q2,...,q,,) podobny jest do elementarnego prawdopodobienstwa czekania
p-J)(ql,q2 Funkcje te nazywa si¢ funkcjami kolejek. Majg one swg specyfike, sg to
rosngce, wypukte funkcje intensywnosci mchu <. ustalonego potoku mchu i. Poniewaz

wszystkie opisujg ten sam proces kolejek w danym wezle podstawowym, to kazda z nich
okre$lona jest na tym samym przedziale zmienno$ci wyznaczonym przez przepustowos$é
warunkowa (0,q'"J)) i kazda z osobna wyraza dynamike wzrostu kolejek w roznych

warunkach mchowych. Funkcje w\j) oraz p\J) sa podobne i zalezg od stopnia wykorzystania
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przepustowosci warunkowej, to znaczy, jezeli dla potoku i mamy dwa warianty ruchu w
pozostatych potokach weztaj, dajace istotnie réznigce sie przepustowosci warunkowe q T3>
oraz q'fj), to wartosci odpowiednich funkcji czekania beda odwrotnie uporzadkowane niz te
przepustowos$ci warunkowe (rys. 1), a wiec dla ustalonej intensywnosci ruchu q.:

9,0><qlly<=>m™u)(?,) > (<li)y<s=Pul(?;)>p\. (?/). (5)

gdzie funkcje kolejek wj/)(qi) i p-/)(qi) odpowiadajg przepustowosci warunkowej qJ}),
natomiast funkcje kolejek w\p(q() i pj/')(gi) - 90). Najwieksza bezwarunkowa
przepustowo$¢ <" odpowiada sytuacji braku ruchu w pozostatych potokach wezta (na rys. 1

oznaczong trzema gwiazdkami: ***) i jak wida¢, daje najmniejsze warto$ci odpowiednich
funkcji kolejek.

Rys.l. Funkcje kolejek /-tego potoku wy-tym wezle: oczekiwany czas czekania wjJ) (q:) oraz

prawdopodobienstwo czekania p*igq”) w trzech réznych strukturach ruchu
pozostatych potokow
Fig. 1. The queueing functions of i-th flow ofj-th node: the mean waiting time w\J)(qi) and

the queueing probability p\J)(q.) in three different traffic assignments for others flows

Jak wida¢, mozliwosci efektywnego wykorzystania wezta w danym potoku ruchu zaleza
od pozostatych potokéw ruchu, a wiec od organizacji ruchu, ktora jest doskonalona w sposéb
ewolucyjny, poprzez doskonalenie poprzednich wariantéw ruchu. Na tym polega istota tej
problematyki - nie mozna w sposéb analityczny zbudowaé optymalnego ruchu wezla
zaczynajac od pustej sieci transportowej. Jest to zawsze dtugi proces iteracyjny, poprawiajacy
poprzednie projekty ruchu.
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Z funkcjami kolejek zwigzane sa funkcje piynnosci ruchu, to znaczy
prawdopodobiefAstwo piynnosci ruchu - I-p~j)(ql,q2,...,qll) oraz oczekiwana ptynnosé
ruchu - Fju)(q.) =(@- p( }2..22,m?,))ql. Sg to przeciwstawne pojecia do funkcji kolejek,

a wiec w identycznych warunkach réznych przepustowosci warunkowych, jak na rys. 1,
spetniajg odwrotne relacje niz (5):

gin <2,0)«1 -pu (?,)<1-pPir (?,)«e (?m<F “xq,), (6)

gdzie funkcje ptynnosci z (s) sg odpowiednimi do funkcji kolejek z (5), spetniajacymi
odpowiednie relacje przepustowosci warunkowych przedstawione na rys. 1. Dowdd relacji
(s) jest natychmiastowy, wynikajacy z definicji funkcji ptynnosci ruchu.

Z punktu widzenia ograniczen przepustowosci postulat zastagpienia charakterystyk czasu
czekania poprzez charakterystyki dtugosci kolejek jest postulatem zastgpienia oczekiwanego
czasu czekania w\n prawdopodobienstwem czekania p\J> Z formalnego punktu widzenia

pierwsza funkcja jest nieograniczona, natomiast druga jest ograniczona przez 1. (Jest to
odbiciem faktu, ze liczba pojazddw w zadanym okresie jest ograniczona.) Z tego wzgledu
prawdopodobienstwo czekania doktadniej opisuje ograniczenia przepustowosci niz
oczekiwany czas czekania. Z drugiej strony, charakterystyki przepustowosci zbudowane na
podstawie funkcji ptynnosci ruchu ze swej natury sa charakterystykami liczby kolejek i jako
takie lepiej wyrazaja ograniczenia przepustowos$ci niz charakterystyki czasowe. Po trzecie,
gdy obserwujemy rzeczywisty proces kolejek, to dla bardzo przecigzonych miejsc fatwiej jest
oceni¢ S$rednie kolejki, niz $redni czas czekania, co jest dodatkowym argumentem za
»liczbowym?” tylko, a nie ,,czasowym?” rejestrowaniem kolejek.

Wskaznik wykorzystania przepustowosci j-tego wezta wyrazony jest stosunkiem
intensywnosci ruchu gq{ do warunkowej przepustowosci potoku i:

@)

i nie powinien osigga¢ warto$ci 1. Warunkowa przepustowo$¢ q',j) jest w weztach
transportowych najistotniejszym ograniczeniem przepustowos$ci sieci transportowych i jak
wida¢ na rys. 1 decydujacym o ksztatcie funkcji kolejek. Ksztatt wykresow funkcji kolejek
przedstawiony na rys. 1 jest bardzo powszechny w literaturze. Wyjasnienie teoretyczne
takiego ksztattu funkcji czekania daje rowniez teoria zlepionych kolejek (patrz Woch, 1998a,
1999a). Spetnienie ograniczen przepustowosci (7) jest réwnowazne z istnieniem funkcji
kolejek, to znaczy charakterystyk oczekiwanych kolejek. Jezeli dla dwdch sasiednich weztéw
podstawowychy-tego oraz /-tego wskaznik wykorzystania w wezle /-tym jest bliski jednosci,
a w wezle_/-tym istniejg duze rezerwy przepustowosci, to prawdopodobienstwa czekania tez

réznig sie w duzym stopniu, to znaczy jezeli dla intensywnosci q rj¢ (q) ~1,to

Pu?(?) « PIL (?) <  (?) « T>?)e (8)

Rys. 2 ilustruje taki przypadek, ktory jest bardzo typowy, bowiem duze zr6znicowanie
przepustowosci weztow elementarnych wynika z duzego wptywu organizacji ruchu na
przepustowo$¢ warunkowa. Jest to sedno problematyki przepustowosci weztow
transportowych (patrz Woch, 1990, 1998a, 1999a, 1999b).
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Optymalna intensywnos$¢ ruchu jako pojecie przeciwstawne prawdopodobienstwu
czekania (co wynika z (5) i (s¢) oraz z definicji optymalnej intensywnosci (3)) jest
uporzadkowana w poszczeg6lnych weztach elementarnych tak, jak odpowiednie
przepustowos$ci warunkowe, to znaczy, jezeli J]\p (qi) < (qi)<1,to

9w. >40Y/. >qT- 9)

Jak wida¢, charakterystyki ptynnosci ruchu sa uporzadkowane tak, jak charakterystyki
przepustowos$ci warunkowych oraz odwrotnie niz charakterystyki kolejek, a wiec weztowe
waskie gardta moga by¢ okreslane na wiele rownowaznych sposobéw.

Rys.2. Relacje miedzy wskaznikami wykorzystania a funkcjami kolejek dwoch réznych
weztéw elementarnych potoku i

Fig.2. Relations between capacity usage ratios and queueing functions for two different
elementary nodes of flow i
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Rys. 3. Relacje miedzy wskaznikami wykorzystania a funkcjami ptynnosci ruchu dwaéch

réznych weztéw elementarnych potoku i, tak jak z funkcjami kolejek z rys.2

Fig. 3. Relations between capacity usage ratios and traffic fluency functions for two different

elementary nodes of flow i, by analogy to queueing functions in fig.2

Potoki ruchu, w ktérych intensywnos$¢ ruchu nie przekracza optymalnej intensywnosci,

nazywane sg ptynnymi potokami ruchu, w przeciwnym razie - opéznionymi potokami ruchu.
Ruch ptynny to taki, w ktdrym wszystkie potoki ruchu sg ptynne, w przeciwnym razie ruch
jest op6zniony.
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Abstract

Characteristics of complex transportation nodes have been presented in the article. The
elementary transportation node is a road intersection with two traffic flows connected or
disconnected. There are places of traffic waiting appear in during collision situations. The
base transportation node is a set of elementary nodes where each vehicle traveling by this
node may be single troubled by vehicle of other flow. The main transportation node is a set of
closely neighboring base transportation nodes.

The waiting and capacity characteristics we may define, for traffic equalizing
conditions, as the aggregates of characteristics in base nodes. It means that the mean waiting
time of Z-th vehicle oftraffic flow is the sum of the mean waiting times into elementary nodes.
The capacity of main node for each traffic flow i is equal to the smallest of elementary nodes
capacities, and the optimal intensity of Z-th flow is equal to the smallest flow optimal intensity
of elementary nodes.
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The queue in elementary node for given traffic flow should be described in two ways:
by the mean waiting time and the mean queue length. The elementary waiting time for given
flow i of j-th elementary node is similar to the queueing probability. These functions are
called the queueing functions.

Praca wykonana w ramach badar BK 245/RM10-5/2002.



