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OPTYMALIZACJA WEWNĘTRZNEGO ZAZĘBIENIA 
CYKLOIDALNEGO W PRZEKŁADNIACH OBIEGOWYCH

Streszczenie. W ysoka sprawność przekładni obiegowych wymaga stosowania 
wewnętrznych zazębień cykloidalnych, w  których uzębienie kół obiegowych ma postać 
ekwidystanty epicykloidy skróconej, w skrócie EES. W  pracy przedstawiono problematykę 
kształtowania optymalnego uzębienia na przykładzie obiegowej przekładni cykloidalnej 
w celu osiągnięcia założonej trwałości zmęczeniowej tego uzębienia.

OPTIMIZATION OF INSIDE CYCLOIDAL MESHING IN PLANETARY 
GEAR

Sum m ary . To obtain high efficiency o f  planetary gear it is necessary to apply inside 
cycloidal meshing in which teeth have the shape o f equidistant o f  shortened epicycloid (abbr. 
EES). In the labor these is presented problem o f shaping optimal teeth in the shape o f  EES 
basing on example o f  cycloidal gear to obtain assumed durability o f  that teeth.

1. W PROW ADZENIE

Wśród przekładni mechanicznych relatywnie najmniejszą, o małej dyssypacji energii jest 
obiegowa przekładnia cykloidalna (trochoidalna), w skrócie przekładnia Cyclo, rys. 1 
[1, 2, 6 , 12, 13, 14]. Jednym z poważnych problemów je st kształtowanie uzębień 
w przekładniach Cyclo w celu zapewnienia dostatecznie dużej trwałości zmęczeniowej ich 
silnie wytężonych powierzchni roboczych.

2. BUDOW A I SCHEM ATY KINEM ATYCZNE OBIEGOW YCH PRZEKŁADNI 
CYKLOIDALNYCH

W  teorii mechanizmów [2, 6 , 8 , 15] obiegowa przekładnia cykloidalna je st przekładnią 
typu K-H-V. Posiada nieruchome koło centralne 2, jarzm o h (mimośród) oraz jedno koło 
obiegowe 1, rys.l. Do wyprowadzenia momentu obrotowego, działającego na koło 
obiegowe, stosuje się mechanizm równowodowy (prostowodowy) o przełożeniu 1 .

W ewnętrzne zazębienie w  przekładni tworzą koła l i i ’ oraz współpracujące z nimi 
nieruchome koło centralne 2, rys. la . Kola obiegowe 1 i 1’ są  uzębione zewnętrznie, a zarys
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Rys. 1. K inematyczny schemat elementarnej i stosowanej obiegowej przekładni cykloidalnej 
Fig. 1. Kinematic scheme o f  elementary and applied planetary cycloidal gear

zębów ma postać ekwidystanty epicykloidy skróconej, w skrócie EES [1, 6 -8 , 13, 14], 
Nieruchome koło centralne 2 tworzy zespół rolek, a mechanizm prostowodowy jest tarczą ze 
sworzniami 4, rys. Ib. Przełożenie w obiegowej przekładni przy nieruchomym kole 
współpracującym 2 , n 2=0 :

■ n ‘ '  1  Ł  —  * . « >  o )
1 -  i0 z, -  z 2 z2 -  z, Az

dla min Az =  1 

gdzie: z s = z , - liczba zębów koła obiegowego,

z k = z 2 - liczba zębów (rolek) nieruchomego koła współpracującego.

3. W EW NĘTRZNE POZASRODKOW E ZAZĘBIENIE CYKLOIDALNE 
I UZĘBIENIE KÓŁ W PRZEKŁADNI OBIEGOW EJ

Na rys. 2 przedstawiono kształtowe koło obiegowe z uzębieniem w postaci EES, które 
można ująć w postaci równań parametrycznych ekwidystanty [1, 7, 8 ]:

x (a )  = r ■ cos(a) + e • cos {zk a ) - q ■ cos< a  + a r c  tg

y ( a ) = r • s in (a) + e ■ sin(zt ■a ) - q ■ sin j a  + a r c  tg

(2) 

(3)

gdzie: a  - kąt tworzący epicykloidę i ekwidystantę epicykloidy, 
r - promień rozmieszczenia rolek koła współpracującego, 
e - mimośród przekładni,
q - przesunięcie ekwidystanty, równe promieniowi rolki koła współpracującego; 
m - współczynnik skrócenia epicykloidy.

Zasadniczą krzyw ą zazębienia cykloidalnego jest epicykloida, która charakteryzuje się 
zmiennym promieniem krzywizny, rys. 3 [6 -8 ]:
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^  = r[\ + m 2 + 2m cos{zsa ) Y  ^
0 1 + m 2z k + m (zk + l)cos(zsa )

Rys. 2. Przekładnia obiegowa z wewnętrznym pozaśrodkowym zazębieniem cykloidalnym 
Fig. 2. Planet gear with extra central inside meshing

Promień p0 ma trzy ekstrema: maksimum pimax, minimum p2min, minimum pomiń, rys. 3. 
Istotne znaczenie dla zazębienia m a minimalny promień krzywizny epicykloidy w części 
wypukłej Pomiń dla a  = a 3 , rys. 2 i 3. Promień pomiń decyduje o promieniu krzywizny 
wewnętrznej ekwidystanty, tj. promieniu krzywizny uzębienia koła obiegowego, rys. 3:

Pe=|Po|±q (5)
W e wklęsłej części ekwidystanty promień pe jest zawsze większy od zera i podcięcie 

zarysu nie występuje. Natomiast w części wypukłej niepodcinanie zarysu zęba wymaga, by:

Po = |Potó.|-q^o (6)
Ze wzoru (5) wynika wartość maksymalnego przesunięcia qmax wewnętrznej ekwidystanty:

P e  min P om iń  *7max ^

stąd q mm = p onin (7)

gdzie: p emin -  minimalny promień krzywizny ekwidystanty w części wypukłej,
Pomiń -  m inimalny promień krzywizny epicykloidy w  części wypukłej.
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Rys. 3. Kształt, promienie krzywizny i położenie charakterystycznych punktów epicyklo- 
idy i ekwidystanty epicykloidy skróconej (dla zs = | i | = 9; m  = 0.625; e = 3 mm; 
q = 6  mm)

Fig. 3. Shape, curvature and positions o f  characteristic points o f  epicycloid and equidis­
tant o f  shortened epicycloid (for zs =  | i | = 9; m = 0.625; e = 3 mm; q = 6  mm)

Jeżeli q > qmax, to w ekwidystantach wewnętrznych będą występowały pętle 
dyskwalifikujące je  w zazębieniu, rys. 3. Przesunięcie ekwidystanty q przyjmuje wartości 
z przedziału ( 0 ,  p om in ) .  W zrost wartości q prowadzi do zaostrzonych zębów, które 
w skrajnym przypadku dla maksymalnego qmax=<ł4 m ają bardzo małe promienie w części 
wypukłej i duże promienie krzywizny w  części wklęsłej, rys.3.

4. OBLICZENIOW A TRW AŁOŚĆ UZĘBIENIA KÓŁ OBIEGOW YCH

Na rys. 4 przedstawiono rozkład sił międzyzębnych P, w styku jednej z rolek koła 
współpracującego z uzębieniem koła obiegowego [4, 5, 7, 9]. N a rys. 4 przedstawiono także 
rozkłady nacisków oraz naprężeń podpowierzchniowych, decydujących o trwałości 
powierzchni styku flanki zęba.

Prawdopodobieństwo trwałości elementu AVXH,e na flance zęba opisuje zależność:
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ln-
A <px

■ = Ae - N ; - a xvec - z xv; k ■ (8)

gdzie: A* - stała materiałowa,
Ne - liczba cykli obciążenia, wyrażona przez liczbę obrotów : Ne = ue ■ Le,
CTxlt,e, ZXv|,e - naprężenie podpowierzchniowe i głębokość ich występowania; 
AVXVe - um owna objętość materiału zęba, poddana działaniu naprężeń, rys. 4: 

^ ViV' = t e - P ' - y ' - Z xve,

ą/e, pe, ye - w ielkości geometryczne jak  na rys. 4;
c, h - wykładniki trwałości dla stali łożyskowej; c =  31/3, h = 7/3,
e - wykładnik W eibulla dla węzłów łożyskowych, dla styku liniowego e = 9/8.

Rys. 4. Rozkład obciążenia, rozkłady nacisków oraz naprężeń podpowierzchniowych na 
flance zęba koła obiegowego o zarysie ekwidystanty epicykloidy skróconej 

Fig. 4. Distribution o f  load, distribution o f  pressures and subsurface stresses on the flanek of 
the tooth o f  the planet wheel with the shape o f  equidistant o f  shortened epicycloid

Prawdopodobieństwo trwałości wycinka flanki zęba o szerokości le wyniesie:

ln - T —  = A ' Ue ' Le - h - P e - Y e -  °  Ve ' Z ^  ¿We 
d<Pw

przyczym : <j w =106,81 • Zp e [MPa\ i Z ^  = 2 ,3 7 -lO '3

2  1
q , - P i / l e   ̂ P e — “  i

D e  P e

Po podstawieniach i przekształceniach ostatecznie równanie (9) ma postać [4, 5, 10,11]:

1  . « u  ,  e ,  e  , - 7 / 2  „ 9 / 2  „  35/6ln-
d(pv

= 2,902 • 1 0 24 ■ A • u ‘ ■ L ;  ■ r  < - p . - y , -  P, ■ 2 p !  ■ d ¥e

(9)

( 10)

(11)

(12)
Prawdopodobieństwo trwałości flanki pojedynczego zęba, której wymiar określa kąt vj/E, 

równe jest iloczynowi prawdopodobieństw trwałości poszczególnych jej wycinków, więc
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1 ¥E 1 ¥E
In—  = IIn—  = 2,902 1024-A ■ u '  ■ L ‘ ■ / / *  Pi ■ y. • / f  ■ S p  ”/6 • d Vt (13) 

<P. O d(Py,

Przyjmując prawdopodobieństwo cpe (np. cpe =  0,9) m ożna ze wzoru (13) obliczyć 
trwałość Le styku pojedynczego zęba z rolką koła współpracującego, wyrażoną w  liczbie 
obrotów wału napędowego przekładni do chwili zaistnienia objawów pittingu w  uzębieniu. 

Trwałość wszystkich zębów koła obiegowego Lg, to jest trwałość całego uzębienia:
\-l/e

L e = IV (14)

Każdy ząb w  kole poddawany jest w  przybliżeniu tym samym obciążeniom, więc:

L E Ą z ,- L - t ' f  = z ~ e - L e (15)

Na podstawie powyższej m etody opracowano program C Y C L04, przeznaczony do 
prognozowania trwałości powierzchni uzębienia w kole obiegowym [1 0 , 1 1 ].

5. OPTYM ALIZACJA UZĘBIENIA KÓŁ OBIEGOW YCH

Z zależności (4) i (5) oraz rys. 3 i 4 wynika, iż dominujący wpływ na krzywiznę 
uzębienia wywierają parametry zazębienia m i e, a szczególnie przesunięcie ekwidystanty q. 
W związku z tym dla geometrii zazębienia można sformułować następującą tezę:

Dla określonych wartości mimośrodu e i współczynnika skrócenia m istnieje takie 
przesunięcie ekwidystanty q, dla którego obliczeniowa trwałość zęba Le i trwałość 
uzębienia LE w przekładni o danym przełożeniu będzie największa.

W celu udowodnienia tezy przeprowadzono wielokryterialną analizę trwałości dla 
różnych przekładni przy różnych założeniach. Wykorzystano przedstawioną w rozdz. 4 
metodykę prognozowania trwałości uzębienia i program C Y C L04. Na wstępie poszukiwano 
pierwotnej postaci zmian trwałości jako funkcji przesunięcia q, równego promieniowi rolki, 
rys. 5. Przebiegi trwałości m ają m aksima określające optymalny prom ień rolki q.

Uzyskane na powyższych przykładach potwierdzenie założonej tezy posłużyło do 
uogólnienia zarysowującej się prawidłowości o istnieniu optymalnego promienia q 
(przesunięcia ekwidystanty) dla dowolnych parametrów zazębienia cykloidalnego.

Dla przykładu z przebiegu Le na rys. 6  wynika, iż dla dowolnej kombinacji wartości e i m 
oraz dla dowolnego przełożenia zaistnieje taka wartość promienia (a także przesunięcia q) 
uznana za optymalną, dla której trwałość pojedynczego zęba Le będzie największa.

6 . WNIOSKI

1. W ewnętrzne pozaśrodkowe zazębienie w przekładniach cykloidalnych wymaga
specjalnego uzębienia kół obiegowych w postaci ekwidystanty epicykloidy skróconej, 
którą charakteryzują trzy podstawowe parametry: m im ośród przekładni e,
współczynnik skrócenia epicykloidy m i przesunięcie ekwidystanty q.

2. Istotne znaczenie dla wewnętrznych zazębień cykloidalnych m a przesunięcie
ekwidystanty q, równe promieniowi rolek w kołach współpracujących, ponieważ
postać uzębienia, krzywizna i kształt flanki zęba w  kołach obiegowych zależą głównie 
od wartości tego przesunięcia.
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Promień ro lk i q [mm]

Rys. 5. Trwałość pojedynczego zęba Le oraz całego uzębienia Le koła obiegowego w  funkcji 
promienia rolki q na przykładzie dwóch różnych przekładni 

Fig. 5. Durability o f  single tooth Le and entire toothing L e in planet wheel in function o f 
radius o f  the roller in example o f  two different gears

¡=19

Prom ień ro lk i q [m m ]

Rys. 6 . Trwałość pojedynczego zęba Le w przekładni o przełożeniach i=19 w funkcji 
promienia rolki q dla różnych mimośrodów e i współczynników m dla r=const 

Fig. 6 . Durability o f  single tooth Lc in planet wheel with ratio i=19 in function o f  radius o f 
the roller q for different eccentric e and coefficient m  for r=const
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3. Optymalną wartość przesunięcia q dla danej przekładni i danego przełożenia można 
wyznaczyć za pom ocą m etody numerycznej w oparciu o kryterium najwyższej 
obliczeniowej trwałości powierzchni uzębienia w  jej kołach obiegowych
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Abstract

To obtain high efficiency o f  planetary gear it is necessary to apply inside cycloidal 
meshing in which teeth have the shape o f  equidistant o f  shortened epicycloid (abbr. EES). In 
the labor these is presented problem o f shaping optimal teeth in the shape o f  EES basing on 
example o f  cycloidal gear to obtain assumed durability o f that teeth.


