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WYBRANE METODY AGREGACJI GRAFU I ICH ZASTOSOWANIE
W SYSTEMACH TRANSPORTOWYCH

Streszczenie. Przystepujac do opisu matematycznego sieci transportowej, np. drogowej,
lotniczej itp., wprowadza sie zwykle pojecie grafu potaczen W praktyce systemow
transportowych taki graf ma zaréwno duzo wierzchotkéw, jak i potaczen. Postugiwanie sie
nim jest trudne i ma duzy wptyw na czas wykonywanych obliczen, znalezienia np. optymalnej
drogi miedzy dwoma zadanymi wierzchotkami. Stad tez w artykule przedstawiono trzy
metody agregacji grafu potgczen. Pierwsza i druga metoda dotyczg grafu skierowanego,
trzecia za$ ma zastosowanie wtedy, gdy rozpatrywanymi gateziami grafu sg krawedzie. Dla
kazdej z zaprezentowanych metod przedstawiono prosty przyktad ilustrujgcy przedstawiony
algorytm.

CERTAIN METHODS OF GRAPHS AGGREGATION AND THEIR
APPLICATIONS IN TRANSPORTATIONS SYSTEMS

Summary. In the paper, the connection graph is defined. The connection graph in practical
(transportation) problems has many vertices and connections. Direct applications of such
graphs in computer calculations for instance, in order to find an optimal path between given
vercices of the graph, can be very difficult. Therefore aggregation methods should be
introduced. The paper presents three methods of aggregation. In conclusion, an example is
presented.

1. WPROWADZENIE

Jak ogdlnie wiadomo [1], [2], [31.[5], [8], system transportowy jest zdefiniowany
trzema zasadniczymi wielko$ciami:
« zadaniem - potrzebg przemieszczania obiektow (tadunkéw lub (i) oséb),

e skiadem - rodzajem i liczbg elementéw okre$lajacych wyposazenie i zatoge
systemu,

e organizacjg - sposobem oddziatywania elementdw systemu podczas realizacji
zadania.

Systemem przewozowym nazwiemy system transportowy, ktory realizuje zadanie
przemieszczania obiektow. Zadania przewozowe okreslajgpotrzeby klientéw systemu. Sg one
z kolei scharakteryzowane poprzez nastepujace wielkosci:

1 Instytut Badan Systemowych PAN, ul. Newelska 5, 01-447 Warszawa, tel: (+48 22) 837 57 13,
kulma@ibspan.waw,pl
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- rodzaj i liczbe obiektdw, jakg nalezy przewiez¢,

trase przewozonych obiektéw,

termin przewozenia.
W literaturze przedmiotu istnieje wiele klasyfikacji systeméw transportowych. I tak np.:

ze wzgledu na rodzaj przewozonych obiektow (transporttowarowy, osobowy),

ze wzgledu na liczbe przewozonych obiektéw (transport regularny, sporadyczny),

ze wzgledu na trase przewozonych obiektéw (transport wewngatrzzaktadowy, miejski,

miedzymiastowy, miedzynarodowy),

- ze wzgledu narodzaj drogi (transport kolejowy, drogowy, lotniczy, morski).

Teoria systemdéw transportowych [5] nie zajmuje sie bezposrednio badaniem zjawisk
fizycznych, lecz badaniem modeli tych zjawisk. Model systemu transportowego [ 1] powinien
byé¢ tak skonstruowany, aby madgt zastgpi¢ rzeczywisty system, bedac jednoczes$nie
narzedziem umozliwiajgcym rozwigzanie konkretnego zadania transportowego. Przystepujac
do opisu matematycznego sieci transportowej, np. kolejowej, autobusowej, miejskiej czy
lotniczej, wprowadzamy zwykle pojecie grafu potaczen. Wierzchotkami tego grafu sg zwykle
(w zaleznosci od rozpatrywanego zagadnienia badZ stacje kolejowe [1], [3], badZ przystanki
autobusowe [7] , czy tez w przypadku transportu lotniczego - porty lotnicze [5] itp.). Galezie
tego grafu pozwalajg okre$li¢ istniejagce bezposrednie potaczenia miedzy wierzchotkami
grafu. Jak tatwo mozna zauwazy¢, taki graf moze mie¢ zardwno duza liczbe wierzchotkéw,
jak i potgczen. Postugiwanie sie nim jest trudne i ma duzy wptyw na czas wykonywanych
obliczen. Stad tez w niniejszej pracy przedstawimy dwie metody agregacji wierzchotkéw
grafu potaczen. Pierwsza z nich dotyczy agregacji grafu skierowanego (tzn. takiego grafu
ktérego gateziami sgtuki). Druga ma za$ zastosowanie wtedy, gdy rozpatrywanymi gateziami
grafu sg krawedzie. Przedstawione ponizej metody pozwalaja na znaczne zmniejszenie
zaréwno liczby wierzchotkéw, jak i gatezi rozpatrywanego grafu potaczen.

2. GRAF POLACZEN

Rozwazmy pewien obszar. Na tym obszarze wyr6znimy pewne punkty, ktore
ponumerujemy Kkolejnymi liczbami naturalnymi. Otrzymamy zatem zbiér wyr6znionych
punktéw:

I ={12 ij 1}

Punkty te moga by¢ potgczone miedzy soba. Powstaje wéwczas zbiér numeréw potaczen:

U ={12,..u,.U}

oraz funkcja P(i.u,j) (P c 1xU x 1) okre$lona nastepujaco:

P(iuj) = fl, gdy istnieje potaczenie punktu i z punktem j
' [0 w przeciwnym przypadku
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spetniajaca nastepujace warunki:

1 P :IxUxl -> {0, 1}

2 vV V (iu,j)eP v (j.uj)eP

ueU ijel

Tak zdefiniowany graf bedziemy dalej nazywaé grafem potaczen. Ponizej przedstawimy
dwa przyktady takich grafow:

Przyktad 1

Kazdy proces produkcyjny polega na przetwarzaniu débr przez kolejne urzadzenia ($rodki
produkcji) az do otrzymania wyrobow finalnych. Kolejno$¢ wykonywana tych operacjijest z
gory narzuconapoprzez przyjata technologia. Stad tezproces produkcyjny mozna przedstawié
zapomocg grafu G = {I, U. Pj, gdzie I jest zborem numeréw urzgdzen (Srodkéw produkciji),
U jest zbiorem numeréw potaczen, a funkcja P okresla kolejno$¢ przetwarzania. Tak
zdefiniowany grafpotaczen Gjest nazywany zwykle grafem produkcji.

Przyktad 2

Przyjmijmy, iz rozpatrywanym obszarem jest Polska. Zbiér 1 jest zbiorem numeréw stacji
kolejowych w Polsce, za$ zbiér U zbiorem numeréw toréw kolejowych. W tym przypadku
funkcja P okre$la, ktéra stacja z ktérajestpotgczona. Tak zdefiniowany grafnazywanyjest w
literaturze siecig kolejowa.

3. AGREGACJA GRAFU POLACZEN

Zdefiniowany powyzej graf polgczenn moze sie sktada¢ zaréwno z duzej liczby
wierzchotkéw, jak i gatezi. Postugiwanie sie nim w celu znalezienia np. najkrétszej drogi
miedzy dwoma wierzchotkami jest skomplikowane i czasochtonne. Stad tez zaistniata
konieczno$¢ agregacji tych graféow.

3.1. Agregacja strukturalna

Niech dany bedzie grafpotagczen G- { I, U, P). Dla dalszych rozwazan bedziemy
zaktadac, ze:
o Graf G jest unigrafem (tzn. jezeli miedzy dwoma wierzchotkami i, j istnieje
potaczenie, to jest ono doktadnie jedno,
0 Graf G jest grafem skierowanym (tzn. iz dla kazdego elementu zbioru U spetniony
jest warunek: (i*j a (i,u,j)eP) => (j,u,i)i. P, gdzie i,jel, u6U).

0 Graf G nie zawiera petli, tzn. dla kazdego wierzchotka ie | :  (i.u,i)i P .
Graf G nie zawiera drog cyklicznych, tzn. Zze jezeli istnieje droga miedzy
wierzchotkiem i a wierzchotkiem j, to nie istnieje droga miedzy wierzchotkiem j a
wierzchotkiem i.

Przyjmujac powyzsze zatozenia graf G = {1 , U , P } mozna zapisa¢ w postaci
G =(I,r), gdzie f :l-» 21.
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Wprowadzimy teraz pojecie macierzy relacji oraz warstwy grafu G:
Definicja 3.1.1

Macierz A = a;; , gdzie m=1

fi, gdy jeT(i)
[O w przeciwnym przypadku

a
nazywamy macierzgrelacji grafu G.

Zauwazmy, ze przy przyjetych zatozeniach elementy macierzy relacji dla i=j sa

zerami (aj=0 dla i=j)

Definicja 3.1.2
Cigg podzbioréw wierzchotkow grafu W |,W 2,...... ,Wk ¢ I. nazywamy warstwami,

jezeli spetnione sg nastepujace warunki:

1) jezelixew, =Vvr~ =0
2) jezelix e Wk =T/ ¢ {WAW2,...........
3) jezelix eWwk , k>0 to r/lnwWk, *0

4) (jWk =1
k=1
gdzie:
r, - zbioértych wierzchotkéw vy e /, dla ktérych istnieje droga z wierzchotka x do
wierzchotkay (zbiér nastepnikéw wierzchotka x).
r/' - zbiér tych wierzchotkéw y e |, dla ktérych istnieje droga z wierzchotka y do

wierzchotka x (zbiér poprzednikéw wierzchotka x).
Za Korzanem [4] przytoczymy teraz nastepujgce twierdzenia:
Twierdzenie 3.1.1
Zbiér wierzchotkéw tworzacych warstwe grafu potaczen G spetniajgcego zatozenia

1- 4 tworzy jeden z podgraféw pustych 2grafu G.

Twierdzenie 3.1.2

Jezeli xe(T/, to c {W/+\ f/+2, gdzie k oznacza liczbe warstw.

Jak tatwo mozna zauwazyé, w wyniku podziatu grafu na warstwy otrzymujemy
tréjkatng macierz relacji A Prawdziwe jest takze og6lne twierdzenie:

' Grafem pustym nazywamy graf, ktérego zbiér gatezi jest zbiorem pustym.
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Twierdzenie 3.1.3
Niech Wf,W2, Wk sa warstwami grafu G. Zaktadamy, ze wierzchotki grafu G

zostaty tak przenumerowane, ze jezeli (ieWs, jeWtas<t) =>i<j, to wowczas

elementy a,- macierzy relacji A' spetniajanastepujacy warunek: ay= 0 dla j <.
Dowdd:
Dlaj =i element an = 0, gdyz z zatozenia 3 rozpatrywany grafnie ma petli.
Dlaj <i mozliwe sg dwa przypadki:
o wierzchotki i,j naleza do tej samej warstwy. Woéwczas av= 0, gdyz z

twierdzenia 3.1.1 wynika, iz wewnatrz warstwy nie ma potgczen,
o wierzchotek j nalezy do warstwy wcze$niejszej niz wierzchotek i. Woéwczas

korzystajac z twierdzenia 3.1.2 wynika, ze atj= 0.

c.n.u
Korzystajac z powyzszego twierdzenia bedziemy wiec zaktada¢, ze: aff= 0 dla

j <i. Dla dalszych rozwazan wyréznimy teraz dwa typy potaczen miedzy wierzchotkami
grafu:

1. Potgczenie szeregowe

Definicja 3.1.3

Ciag wierzchotkéw i,j\,j2r-tjn* gdzie i< j\ <j2 <.... <jn jest polaczony
szeregowo wtedy itylko wtedy gdy spetniony jest nastepujacy warunek:

r,=U}r, =03} rn,=u)ar*= .... Iy’ =

W przypadku gdy j e T( oraz wierzchotki i,j sagpotgczone szeregowo, to zachodzi
nastepujacy warunek: T, ={j} T.- ={/}.

Potgczenie szeregowe na rysunku mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Rys. 1. Potgczenie szeregowe
Fig. 1. Serial connection

2. Potaczenie rownolegte

Definicja 3.1.4
Ciag wierzchotkow i/, f? i, jest potgczony réwnolegle wtedy i tylko wtedy
gdy spetniony jest nastepujacy warunek:



392 B. Mazbic-Kulma

r/,=r2=..... =r-) a (r-1=r@-' =......... =r,,_1)

Potgczenie réwnolegte mozna na rysunku przedstawi¢ nastepujaco:

Rys. 2. Potgczenie réwnolegte
Fig. 2. Parallel connection

Woprowadzimy teraz pojecie agregacji szeregowej i rownolegtej.

Agregacja szeregowa:
Zatézmy, ze wierzchotki k,l,,12, /, sagpotaczone szeregowo. Wdéwczas agregacja

szeregowa zbioru wierzchotkéw {k,It,12, polega na zastagpieniu go jednym
wierzchotkiem (agregatem). Nowa macierz relacji A otrzymujemy z macierzy A przez
podstawienia akl=a, i at.=au.= ... = .=0 dla =12, n.

Mozna zatem tatwo udowodnié¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1.4
Jezeli wierzchotki k, 1 sa potaczone szeregowo, to agregacja tych wierzchotkéw

odpowiada lewostronnemu pomnozeniu macierzy A przez macierz: L = [Zv], gdzie:

Is=1 dla s # kl
kk=0, In=0 /« =1
4=0 dla pozostatych.
Lemat 3.1.1
Jezeli wierzchotki i,j,k, gdzie (i <j <Xk), sgpotgczone szeregowo, to kolejnosé
agregacji nie jest istotna.
Lemat ten jest oczywiscie prawdziwy przy agregacji n wierzchotkéw potgczonych
Szeregowo. >
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Lemat 3.1.2

Jezeli wierzchotki i ,ji .J2 cviins Je (1 <Ji <j2<i. <j, ) sa polaczone
szeregowo, to

Ui.ji.ji Ji= L0, J] L(i,j2)L(i,ji)

Lemat 3.1.3

Jezeli wierzchotki i ,ji ,j2 oo Je 0raz kI, 12, /., sa polaczone
szeregowo i

{k,h,h Lyn {i.j,.j2 jnt =0
to macierze  L(i,ji ,j2 gLk, Uy , Q komutuja.

Agregacja réwnolegta:

Zalézmy, ze wierzchotki ki, k2. k,, sa potaczone réwnolegle. Wadwczas
agregacja réwnolegta zbioru wierzchotkéw {kj , k2 k,, } polega na zastgpieniu go
jednym wierzchotkiem ki (agregatem) o wejsciach i wyjsciach takich samych jak kazdego z
wierzchotkéw agregowanych.

Macierz relacji nowego grafu (o zagregowanych potgczeniach réwnolegtych)

otrzymamy z macierzy A przez wyzerowanie wierszy i kolumn odpowiadajacych
zagregowanym wierzchotkom z wyjatkiem kolumny i wiersza o najnizszym numerze. Tak
wigc ak* =.. =ak, =01 ait =......... =ait.=0 dla i,j=12,... <L

Mozemy wiec analogicznie do twierdzenia 3.1.4 sformutowaé nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 3.1.5

Jezeli wierzchotki  k/ , k2 .......... k,,sa potaczone rownolegle to ich agregacja
odpowiada pomnozeniu macierzy A lewo- i prawostronnie przez macierz:
P =[Pstlmgdziepss=ldla s ..., kn i pst =0 dla pozostatych.

Analogicznie jak dla potaczen szeregowych mozna fatwo udowodni¢ nastepujgce
lematy:

Lemat 3.1.4
Jezeli wierzchotki ki, k2 k,, sapotaczone réwnolegle, to
P(k,, k2 k,,) = P(klk,,)P(klk,_P(k, k2)

Lemat 3.1.5

Jezeli wierzchotki ki. k2 k, i i, 12 L, sg potgczone réwnolegle i
{k,, k2 k,,} n 111, 12, ,Im} =0.

to macierze P(k/, k2 k,) i Pdi,I2 /.., ) komutuja.

Algorytm agregacji strukturalnej grafu skfada sie z dwu na przemian wykonywanych
operacji:

1. agregacji potaczen szeregowych,
2. agregacji potaczen réwnolegtych.

Ten cykliczny algorytm powtarzamy tak diugo, dopdki nie wyczerpia sie wszystkie
mozliwo$ci agregacji wierzchotkéw grafu. Bazujac na powyzszym rezultatach mozna
udowodni¢ nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3.1.6
Rezultat agregacji jest taki sam niezaleznie od tego, czy zaczniemy od agregacji
potaczen szeregowych, czy réwnolegtych.

Przyktad 3.1.1
Rozpatrzmy nastepujacy graf:

Rys. 3. Przyktadowy graf potgczen
Fig. 3. Example ofthe connection graph

Macierz relacji rozpatrywanego grafu ma posta¢:

‘011001~
0 0 10
00
0

o O -
©  — O o

1. krok algorytmu

Jak tatwo mozna zauwazy¢, dwie pary wierzchotkéw tzn. (2,4) i (3,5) sapotaczone
szeregowo. Stad macierz Li= L (2,4) L(3,5)=

1 0 0 O O O 1T 0 O 0 0 O- 1 0 0 0O o0 O
0 0 1 0 O 1 0 0 0 O 0 0 1 0 O

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 o0

0O 0 o 1 0 0 0 0 O

1 0 0 o 0 0

1 1 0

i A] —L2A —
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l 0 0 O O 0 '0 1 oo f 0 1 1 0 0 f
0 0 1.0 O 0 1 0 O 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 O 0 0 1 0 0 O

0 O 0 1 0 0

0 1 0

Stad graf G po agregacji szeregowej bedzie nastepujacej postaci:

Rys. 4. Posta¢ grafu G przedstawionego na rys 3 po agregacji szeregowej
Fig. 4. Graph G (fig 3) after the serial aggregation

2. krok algorytmu (agregacja potaczer réwnolegtych)
Jak tatwo mozna zauwazyé, w macierzy A| dwie kolumny (druga itrzecia) sa takie
same. Stad po wykorzystaniu twierdzenia 3.1.5 macierz P ma postac:

1 0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O

P=
1 00
1 0

macierz relacji ma postaé: A2=P Ai P =

© o 0 00 ™MW 1 1 001 0 0 0O
1 0 00O 0 0 0 01 0 0 0O
0 0 0O 0 0 01 0 0 0O
1 0 O 0 0 O 1 00
10 0 0 10

1 0 1
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o o o o
© o o o o
O O O O p Rk

Tak wiec w rezultacie otrzymujemy graf postaci:

Rys. 5. Posta¢ grafu G przedstawionego na rys 4 po agregacji rownolegtej
Fig. 5. Graph G (fig 4) after the parallel aggregation

3.2. Agregacja liniowa

Niech dany bedzie graf potgczen G = {I , U, P}. Podobnie jak poprzednio (punkt
3.1) bedziemy zaktada¢, ze:

0 Graf G jest unigrafem.
0 Graf G nie zawiera petli.

Ponadto zatozymy, ze
0 G jest grafem niezorientowanym tzn. iz dla kazdego elementu zbioru U spetniony
jest warunek:

(i*j a (i,u,j)eP)=> (j,u,i)eP, gdzie i,jel, ueU.
Dla dalszych rozwazan wprowadzimy teraz pojecie potaczenia liniowego:
Definicja 3.2.1
Wierzchotki i orazj sgpotgczone liniowo wtedy itylko wtedy, gdy

0 istnieje marszruta tgczgca wierzchotek iz wierzchotkiem j - L(i,j),
0 stopien kazdego wierzchotka k e L(i,j) jestrowny 2.
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Potaczenie liniowe mozna na rysunku przedstawi¢ nastepujaco:

Rys. 6. Potaczenie liniowe
Fig. 6. A linear connection

Ponizej przedstawimy algorytm agregacji potgczen liniowych.

Wprowadzimy nastepujgce oznaczenia:

G = {I.LU.P } - graf, ktdry powstaje po dokonaniu liniowej agregacji wierzchotkéw,
A =[aA - macierz potaczen

1, gdy (i,u,j)eP ijel
ay = 0 w przeciwnym przypadku
T= Am) - zbior takich tréjek tj = (y,wl(,w2y), gdzie j - numer kolumny, dla

wl(-numer pierwszego wiersza, w ktérym dla kolumny j aj =1

W,j - numer drugiego wiersza, w ktérym dla kolumny j a-j= 1.

1. Dla kazdej kolumny j macierzy A obliczamy " af).

iml

n
2. Dla kazdej kolumny macierzy A, dla ktorej Na,(=2, wyznaczamy
A

tj = (j,wtj,w2() zdefiniowane powyzej. Otrzymujemy zbiér T = {tj, A, tmje
3. Rozpatrujemy pierwszy element = (lLwn,w2l) zbioru T i sprawdzamy, czy
numery wierszy wn ,\W.i nie wystepujg jako wyr6znione numery kolumn
nalezgce do zbioru T :
(*) wirjlub w2i=jdlajeT
a) jezeli nie zachodzi warunek (*), to:
T={a, U 3/ =/-1 : 0=Uv U
gdzie:
| - zbiér wierzchotkéw posrednich marszruty miedzy wierzchotkami
okre$lonymi w tj,
U - potaczenie pomiedzy wierzchotkami okre$lonymi w t/.
b) jezeli zachodzi warunek (*), to dotgczamy kolejno te tréjki, dla ktérych ten
warunek jest spetniony i postepujemy analogicznie jak w punkcie a).
4. Sprawdzamy, czy zbiér T jest pusty. Jezeli tak, to koniec dziatania algorytmu,
jezeli nie, to bierzemy nastepny element zbioru T i przechodzimy do punktu 3.
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Przyktad 2.2.1
Rozpatrzmy nastepujacy graf

Rys. 7. Przyktadowy graf
Fig. 7. Example of thegraph

Dla przedstawionego powyzej grafu G macierz/l ma postac:

1
1 1
1 11
1
1 1
1 1
1
1 1
1 1
1 11
1
1

Stad zgodnie z punktem 1 algorytmu wektor sum poszczegélnych kolumn przedstawia sie
nastepujaco:

L 2312222231 1
Zbiér T ma w tym przypadku posta¢: T = {tl,t:it3ti.,ts.,t6 }, gdzie:
/, =(2,1,3); [2=(5,4,6); t, =(6,3,5); /4= (7,3,8); (8,7,9); f6=(9,8,10).
Zgodnie z punktem 3 proponowanego

Rozwazmy zatem element i, =(2,1,3) zbioru T.
sg numerami tych kolumn macierzy

powyzej algorytmu sprawdzamy, czy wierzchotki 1,3

A, dla ktérych ~ a (J=2. Poniewaz tak nie jest, to zgodnie z punktem 3a zaprezentowanego

algorytmu:
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Nastepnie rozpatrujemy element =(5,4,6). Zauwazmy, iz w tym przypadku wierzchotek
n

6jest numerem kolumny, dla ktérej ~ au= 2. Stad zgodnie z punktem 3b algorytmu
i=l

elementy t2= (5,4,6) i i, = (6,3,5) tgczymy ze sobg w nastepujacy element {5,6,4 .3 }.
A wiec nowy graf G bedzie postaci I: -j-{5,6} ; U:= U u {u(4,3)}.

Zbiér T bedzie teraz postaci :T= jt4.J5,t6 |. Nastepnie bierzemy element tA=(7,3,8) i
postepujac analogicznie dotgczamy do niego elementy /5=(8,7,9) i t6=(9,8,10).

Powstaje element postaci: {7,8,9,3, 10 }. Nowy graf G bedzie postaci /: = 1- {7,8,9};
U:= O u {u(3,10)}.. Zbiér T :=0, co oznacza zakonczenie dziatania algorytmu.

Rozpatrywany przez nas graf po agregacji liniowej bedzie postaci:

Rys. 8. GrafGprzedstawiony na rys 7po agregacji liniowej
Fig. 8. Graph G (fig 7) after the linear aggregation
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Abstract

The theory of transportation systems does not directly cover researches on physical
phenomena, but rather on their models. The model of the transportation system should be able
to simulate a real system, but also should be a tool enabling solving of given transportation
tasks. In order to describe transportation system (rail, bus or air), as a routine a connection
graph would be used. Vertices of the graph can be train stations, bus stops or in case of air
transport - airports. The arcs of the graph show direct connections between vertices. It can be
noticed that such a graph can have many vertices as well as many arcs. Its application can be
difficult and performance problems by calculating can occur. Therefore two methods of
aggregation were introduced in the paper. The first one relates to directed graphs (i.e. graphs
in which edges are directed). The process of parallel and serial aggregation was presented. It
was observed that the result of the aggregation is uncorrelated with the sequence of
aggregation. Second method, described in the paper, called linear aggregation can be used
only when graphs arcs are also its edges. Presented methods enable to reduce the number of
analysed vertices as well as arcs of the graph. Examples, visualising the functioning of
described algorithms, were presented.



