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TRANSPORTOWYCH

Streszczenie. Zagadnienia pakowania stanowig jeden z mniej znanych obszaréw badan
operacyjnych. W niniejszym artykule przedstawiono typologie zagadnien pakowania, po
czym omoéwiono ich znaczenie praktyczne. Nastepnie przedstawiono matematyczne
sformutowanie problemu umozliwiajgce rozwigzanie zagadnienia zatadunku metodami
programowania catkowitoliczbowego.

METHOD OF LOAD UNITS PACKING APPLICATED TO TRANSPORT
SYSTEMS OPTIMIZATION

Summary. Packing problems are not ones of very well known areas of operational
researches. In this paper typology and practical importance of packing problems is discussed.
Next, a mathematical definition of the problem is developed, which allows for solution to the
packing problem with use of integer programming methods.

1. WPROWADZENIE

Jednym z kierunkéw optymalizacji systemoéw transportowych jest dazenie do
maksymalnego wykorzystania tadownos$ci i kubatury skrzyn tadunkowych stosowanych
Srodkow transportu. Stopied wykorzystania tadownosci $srodka transportu wynika z sumy mas
umieszczonych w nim tadunkéw (np. opakowan jednostkowych lub zhiorczych). Natomiast
wykorzystanie kubatury (przestrzeni) skrzyni tadunkowej zalezy w duzym stopniu od sposobu
rozmieszczenia w niej tadunkéw. Wydaje sie oczywiste, ze w przypadku #tadunkéw
jednorodnych (o identycznych wymiarach i masie) umieszczenie ich w skrzyni tadunkowej
jest zadaniem znacznie prostszym, niz w przypadku tadunkéw niejednorodnych. Zadania tego
typu wystepujg w literaturze pod nazwa zagadnief pakowania.

Zagadnienia pakowania (ang. Packing Problems) stanowia jeden z ciekawszych
obszaréw badan operacyjnych. Ich powstanie bylo odpowiedzig nauki na wystepujace
w praktyce problemy. Rozwdéj zagadnien pakowania byt okreslany poprzez wzrost wymagan
wystepujacych w rzeczywisto$ci oraz rozwdj istniejacych metod i narzedzi rozwigzan.
W artykule przedstawiony zostat obecny stan wiedzy w tym zakresie.
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2. TYPOLOGIA ZAGADNIEN PAKOWANIA

Méwigc najogdlniej, zagadnienie pakowania polega na rozmieszczeniu zbioru
przedmiotéw (opakowan) w pojemnikach zgodnie z okre$long funkcja celu. W celu analizy
zagadnien pakowania mozna zaproponowac przedstawiony na rys. 1podziat przedmiotowy:

Zatadunek jednej dostawy
na wiele palet

Zatadunek jednej dostawy
do kontenera, wagonu

Zatadunek kilku dostaw
do kontenera

Rys. 1 Typologia zagadnien pakowania
Fig. L Typology ofpackingproblems

Podziat zagadnien pakowania na Zagadnienie Plecaka (ang. Knapsack Problem - KP)
i Zagadnienie Zatadunku (ang. Bin Packing Problem - BPP) uzasadnia nastepujacy fakt:
z definicji KP wynika, ze zatadowanie kazdego konkretnego przedmiotu oznacza otrzymanie
pewnego zysku, a celem jest takie zapakowanie pojemnika, aby zysk ptynacy z zapakowania
przedmiotéw ze zbioru wejsciowego byt maksymalny. Natomiast w BPP szukamy takiego
zapakowania przedmiotéw ze zbioru wejSciowego do pojemnikéw, azeby stopien
wykorzystania przestrzeni pojemnikéw byt najwiekszy lub tez ich (pojemnikéw) liczba byta
najmniejsza.

Nastepny podziat wewnatrz BPP wynika ze zr6znicowania wystepujacych w praktyce
problemoéw:

a) Zatadunek jednej dostawy na wiele palet (pojemnikéw) {ang. Pallet Loading) -
wejsciowy zbiér przedmiotéw nalezy zapakowaé¢ do pojemnikéw (palet) tak, aby liczba
uzytych pojemnikéw byta minimalna (rys. 2).

Rys. 2. Zatadunekjednej dostawy na wiele palet
Fig. 2. Pallet Loading
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Zazwyczaj pojemniki (palety) majg te same identyczne wymiary. W przypadku palet
czesto nie zaktada sie maksymalnej wysokosci jednostki tadunkowej paletowej (jip), tylko
wprowadza sie kryterium stabilnosci jtp, wdwczas jej wysokos$¢ jest pochodng tego
kryterium.

b) Zatadunek jednej dostawy do kontenera lub wagonu (ang. Container Loading) - w tym
przypadku mamy do czynienia z wejSciowym zbiorem przedmiotéw, ktére nalezy zatadowac
do pojemnika (kontenera, naczepy, wagonu) tak, aby maksymalnie wykorzysta¢ jego
przestrzer tadunkowa (rys. 3).

wagon
kontener

Rys. 3. Zatadunek kontenera i wagonu
Fig. 3. Container and wagon loading

Zazwyczaj przyjmuje sie, ze suma objetoSci przedmiotéw jest nieznacznie mniejsza od
objetosci pojemnika. Ro6znice pomiedzy kontenerem (naczepa) a wagonem polegajg na
ustaleniu innej sekwencji uktadania przedmiotéw w rzedach i wynikaja z innego (rys. 3)
potozenia otworéw drzwiowych (liczby oznaczajg kolejno$¢ uktadania rzedéw opakowan).

c) Zatadunek kilku dostaw do kontenera (ang. Multiple Destination Container Loading) -
w tym przypadku wejsciowy zbi6r przedmiotéw sktada sie z kilku podzbhioréw. Przedmioty
nalezgce do okresSlonego podzbioru maja trafi¢ do konkretnego odbiorcy. Problem (rys. 4)
polega na zapakowaniu wszystkich podzbioréw przedmiotéw do kontenera (skrzyni
tadunkowej) z maksymalnym wykorzystaniem jego przestrzeni ‘tadunkowej przy
nastepujacych ograniczeniach:

- przedmioty nalezace do podzbioréw powinny by¢ utozone w odlegtosci od drzwi zgodnej
z kolejnoscig odwiedzania odbiorcow;

- przedmioty przeznaczone do jednego odbiorcy powinny sie da¢ pobra¢ z kontenera bez
naruszania uktadu pozostatych przedmiotow.

Rys. 4. Zatadunek kilku dostaw do kontenera (kazdy kolor oznacza inng dostawa)
Fig. 4 Multiple destination container loading (colors indicate différent deliveries)

W szystkie przypadki opisane powyzej w ramach BPP mogga by¢ rozwazane odnosnie
do wejsciowego zbioru przedmiotéw jednorodnych lub niejednorodnych.
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3. ZNACZENIE PRAKTYCZNE ZAGADNIEN PAKOWANIA

Jezeli chodzi o zagadnienie plecaka, ma ono obecnie w systemach transportowych
raczej niewielkie zastosowanie (chyba ze zysk z zapakowania danego przedmiotu bedzie
oznaczat jego objetos¢ - woéwczas KP sprowadza sie do maksymalizacji wykorzystania
przestrzeni pojemnika). Znacznie ciekawsze s3 zagadnienia zatadunku (BPP), ktére
odzwierciedlajg rzeczywiste opisane w p. 1 problemy wystepujace w praktyce. Nalezy przy
tym zwréci¢ uwage, ze np. kontener moze byé zaré6wno pojemnikiem (zatadunek dostawy do
kontenera), jak i przedmiotem (rozmieszczenie konteneréw w tadowni statkéw).

Jednym z najcze$ciej pojawiajacych sie pytan w logistyce dystrybucji (konkretnie
w relacji magazyn - odbiorca detaliczny) jest dylemat: czy skompletowane w magazynie
jednostki tadunkowe paletowe nalezy po natozeniu na nie zabezpieczenia transportowego
tadowa¢ do samochodu w catosci, czy tez nalezy je rozformowac i zatadowa¢ kazde
opakowanie towaru do skrzyni fadunkowej traktujac jg jako pojemnik w kategoriach BPP.
W pierwszym wariancie oszczedza sie na kosztach operacji rozformowania jtp, natomiast
straty wynikaja z wiekszych kosztéw transportu (gorszego wykorzystania kubatury
i tadownosci $rodka transportu). W wariancie drugim jest odwrotnie. Oczywiscie rozwigzanie
wspomnianego dylematu dla konkretnego rzeczywistego przypadku nalezy szukaé
w poréwnaniu kosztéw realizacji obu wariantéw.

4. SFORMULOWANIE PROBLEMU | METODA ROZWIAZANIA ZAGADNIEN
ZALADUNKU

Obecnie jedynie pakowanie przedmiotdw o identycznych wymiarach jest oparte na
opisanych i sprawdzonych w praktyce metodach. Pakowanie przedmiotéw niejednorodnych
jest tzw. problemem NP-zupetnym, co juz przy Srednio duzej liczbie przedmiotow w zasadzie
stanowi o niemozliwo$ci jego rozwigzania w rozsagdnym czasie metoda wyznaczenia
wszystkich mozliwych kombinacji przedmiotéw, a nastepnie wyboru najlepszej z nich.
Obecnie podejmowane sg proby rozwigzania zagadnienia BPP za pomoca metod
programowania catkowitoliczbowego, metod heurystycznych, metod bazujgcych na
algorytmach genetycznych oraz metod symulowanego wyzarzania. Ponizej przedstawiono
jedng z metod rozwigzania zagadnienia zatadunku wielu pojemnikéw, opartg na
programowaniu catkowitoliczbowym.

W opisywanej metodzie optymalizacyjnej przyjeto, ze rotacja przedmiotéw jest
dopuszczana, ale tylko wokot osi wysoko$ci. Do matematycznego sformutowania problemu
w  kategoriach programowania catkowitoliczbowego konieczne jest zastosowanie
nastepujacych oznaczen:

N catkowita liczba przedmiotéw do zapakowania
m catkowita liczba dostepnych pojemnikéw

p, Qi r diugosc, szeroko$é, wysokos¢ przedmiotu i

Lj, Wj, Hj dtugos¢, szeroko$é, wysokosé pojemnikaj

M dowolnie duza liczba (np. M - 1000),
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Xi, Y, Z,
«f
a‘eik
cfrik
a“ik
ik
a™ik
nr.
a ik

zmienna binarna réwna 1, jezeli -ty przedmiot jest umieszczony w /-tym
pojemniku, w przeciwnym wypadku réwna 0

wspotrzedne dolnego lewego rogu (DLR) ¢-tego przedmiotu
zmienna binarna réwna 1, jezeli y-ty pojemnik zostat uzyty, w przeciwnym
wypadku réwna 0

zmienna binarna réwna 1, jezeli ¢-ty przedmiot jest umieszczony podiuznie
(tj. dtugos¢ przedmiotu jest rownolegta do dtugosci pojemnika), w przeciwnym
wypadku réwna 0

zmienna binarna réwna 1, jezeli i-ty przedmiot jest z lewej strony od ¢-tego

przedmiotu (tzn. DLR przedmiotu ¢-tego jest z lewej strony od DLR przedmiotu
¢-tego);

zmienna binarna réwna 1, jezeli ¢-ty przedmiot jest z prawej strony od ¢-tego
przedmiotu

zmienna binarna réwna 1, jezeli ¢-ty przedmiot jest za k-tym przedmiotem
(z tytu)

zmienna binarna réwna 1, jezeli -ty przedmiot jest przed ;-tym przedmiotem
(z przodu)

zmienna binarna réwna 1, jezeli ¢-ty przedmiotjest ponizej ¢-tego przedmiotu

zmienna binarna réwna 1,jezeli ¢-ty przedmiot jest powyzej ¢-tego przedmiotu

Interpretacje wprowadzonych zmiennych przedstawiono na rys. 5.

- ak
a'ek =1 przedmiot i
=0 (si= 1) Pk
=0
pa— (X,y.,2,) przedmiot ¢
2k =0 (S=0)
dvyk= 1 pojemnikj (xk,yk, zK)

Rys. 5. Przedstawienie oznaczer zmiennych
Fig. 5. Variables presentation
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Funkcja celu ma wéwczas postac:

L rm N
Minimum 5 s wiji.Hj-nj - ‘ZPrqi-ri )
w=1 =
przy ograniczeniach:
dla kazdego i, Kk, i<k
Xi +ptSi+ qt ( 1- Si) <xk + ( 1- deik) M @)
xk +Pksk +  Esk)Axi+ (1- d"ik)M ®)
yt+qlsl +pi (1- Si)<yk +(1- aza® )M (4)
WK+ 1ksk + Pk (>-*k ) §yi + (1 - cfdik) M ()
2+N £ K+(1- ATk w (6)
K+ tKrzi +{\-dyikgm )

alk+d’k +a k +&dk+a K +aik- H+lg ~" )

dla kazdego 9)

| tij = 1

/=

N

Xty <M mnj dla kazdegoy (10)
i=l
xi +PiH +qi(\-si)<Lj +(\-tij)mM dla kazdego i,j (11)
yi+disi+Pi(1- si)MWj+ (1-tij)eM dla kazdego i j (12)
zj +ri<Hj + (\-tij)- M dla kazdego i, j (13)
Si, deile ,cfrik. azaik , (fdiji, a ik .cTik , ty , nj - binarne,

Xi, yi, zi>0
Ograniczenia (2) - (7) zabezpieczajg przed ewentualnym pokrywaniem sie

(zachodzeniem na siebie) przedmiotéw odpowiednio w osi X (2), (3) nastepnie w osi Y (4),
(5) oraz w osi Z (6), (7). Ograniczenie (8) sprawdza, czy ograniczenia (2) - (7) sa stosowane
tylko dla przedmiotdw wewnatrz tego samego pojemnika (inaczej bytoby to bezcelowe).
Ograniczenie (9) zapewnia, ze kazdy przedmiot na pewno zostanie zapakowany na ktéra$
palete. Ograniczenie (10) oznacza, ze jezeli paleta nie zostata uzyta do zapakowania, nie
moze sie na niej znalez¢ zaden przedmiot. Ograniczenie (11) zapewnia, ze przedmioty nie
beda wystawaé za obrys pojemnika okre$lony jego dtugoscig L. Podobnie ograniczenia (12)
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i (13) zapewniaja, ze przedmioty nie bedg wystawaé za obrys pojemnika okreslony jego
szerokos$cig Wi wysokoscia/l.

Jak wynika z zapisu funkcji celu, omawiany model pozwala przy zapakowaniu
zadanego zbioru przedmiotéw na zastosowanie pojemnikéw o réznych wymiarach.

Do rozwigzania tak sformutowanego problemu mozna zastosowa¢ komputerowe
narzedzie wspomagajace rozwigzywanie zadan programowania catkowitoliczbowego (PCL).
Wowczas jednak caly proces poszukiwania rozwigzania zalezy od parametréow takiego
narzedzia, co moze sie negatywnie odbi¢ najakosci rozwigzania.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawiona w artykule metoda rozwigzania zagadnienia zatadunku jest oparta
na programowaniu catkowitoliczhbowym, mozna zatem spodziewaé sie, ze jej skuteczne
stosowanie przyniesie rozwigzanie optymalne. Niestety, wspomniana w rozdziale 3 NP -
zupetnos$¢ zagadnienia zatadunku powoduje, ze liczba ograniczen w modelu matematycznym
drastycznie ro$nie wraz ze wzrostem liczby przedmiotéw do zapakowania. Fakt ten stanowi
powazne ograniczenie w prébach rozwigzania zagadnienia zatadunku metodami
programowania catkowitoliczbowego. Dlatego najbardziej obiecujgcymi metodami
rozwigzania wydajg sie by¢ obecnie metody heurystyczne.

Nalezy przypuszczaé, ze dalsza ewolucja zagadniei zatadunku bedzie przebiegata
w kierunku wyznaczonym przez wymagania technologii transportu. Dlatego w rozwazaniach
dotyczacych zagadnien zatadunku mozna sie spodziewa¢ wzrostu znaczenia stabilnosci
uktadanej jednostki tadunkowej oraz uwzgledniania nacisku powierzchniowego
wystepujgcego na opakowaniach.

W kolejnych publikacjach zostang przedstawione metody wykorzystania zagadnienia
wypetniania jtp do optymalizacji systemow transportowych.
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Abstract

In this paper an integer linear programming model for solution to general packing
problem has been presented. Theoretically, a packing problem being well-formulated in terms
of linear programming should yield an optimal solution. It is essential, that according to NP -
completeness, the number of constraints drastically increases with number of cartons. So,
obtaining the optimal solution is dependant on parameters of the mathematical programming
tool.

For further development, additional constraints can be introduced to the models to
include other concerns in the packing problem such as stability of packing unit and carton
surface pressure.



