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ZASTOSOWANIE MEB W KOMPUTEROWYM WSPOMAGANIU
KONSTRUOWANIA PRZEKELADNI ZEBATYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie Metody Elementéw Brzegowych
(MEB) w komputerowym wspomaganiu konstruowania przektadni zebatych.

THE APPLICATION BEM IN THE COMPUTER AIDED ENGINEERING OF
DRIVING GEARS

Summary. Application of the Boundary Elements Method (BEM) in the computer aided
engineering of driving gears has been presented in the paper.

1. WPROWADZENIE

Dazenie do zmniejszenia wymiaréw przektadni zebatych, a takze wzrost obciazen
roboczych przenoszonych przez przektadnie wptywajg na zwiekszenie sit miedzyzebnych.
Potrzeba spetnienia wysokich wymagan stawianych przektadniom zebatym powoduje, ze
prowadzi sie ciggte badania w celu zwiekszenia wytrzymato$ci zebéw kot zebatych.

Jedng z najprostszych metod obliczeniowych pozwalajgcych na okre$lenie naprezen w
podstawie zeba kota zebatego jest metoda tamanych przekrojéw. Metoda ta za pomocg
elementarnych sposobéw znanych z wytrzymato$ci materiatdw daje jako$ciowo dobry obraz
stanu naprezenia w podstawie zeba, uwzgledniajac naprezenia wywotane momentem gnacym,
sitg $cinajaca oraz sitg Sciskajaca. Jednakze wyniki obliczeh tg metoda nie sg wystarczajaco
doktadne z uwagi na zbyt uproszczony model obliczeniowy zeba. Inng z metod stuzacag do
okre$lania naprezen w podstawie zeba jest metoda odwzorowan wiemokatnych (MOW).
Oparta jest ona na odwzorowaniach wiemokatnych pozwalajagcych wykorzysta¢ znane
rozwigzania dla pétprzestrzeni sprezystej. Metoda ta zostata rozwinieta i przystosowana do
obliczen numerycznych przez prof. L. Mullera. Jedng z gtéwnych zalet MOW jest fakt, ze
otrzymuje sie zadowalajagce warto$ci naprezen w podstawie zeba przy zatozeniu kilku
punktéw na zarysie stopy zeba. Zaleta ta okupiona jest jednak koniecznoscig rozwigzywania
uktadu nieliniowych réwnan algebraicznych, co stwarza problemy natury numerycznej. Do
gtéwnych wad MOW nalezy jednak przede wszystkim brak uniwersalno$ci. Zastosowanie
MOW do obliczen naprezen w kotach wewnetrznie uzebionych napotyka na znaczne
trudnosci. Obecnie w praktyce konstrukcyjnej najczesSciej do wyznaczania naprezen w
podstawie zeba napedéw zebatych stosuje sie metody zalecane przez normy I1SO lub DIN (rys.
1). Metody te uwzgledniajg jednak wytacznie naprezenia gngce w podstawie zeba. Dla
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uscislenia obliczen wytrzymatosciowych i optymalizacji cech konstrukcyjnych przektadni
celowe jest stosowanie doktadnych metod wyznaczania naprezen. Metodami zapewniajgcymi
obecnie najwiekszg doktadno$é¢ uzyskanych wynikéw naprezen w podstawie zeba oraz
uniwersalno$¢ zastosowania w zebach o dowolnej geometrii k6t wewnetrznie i zewnetrznie
uzebionych sa numeryczne metody analizy stanu naprezenia. Nalezag do nich Metoda
Elementéw Brzegowych (MEB) oraz Metoda Elementéw Skonczonych (MES).

Analiza stanu naprezenia
w podstawie zeba

Metody Metody
analityczne numeryczne
ISO, DIN MES, MEB

Rys. 1. Metody stosowane obecnie do wyznaczania naprezerh w stopie zeba
Fig. 1. The methods of calculation on the values of stresses in the base of a tooth

W niniejszym opracowaniu przedstawiono zastosowanie MEB w obliczeniach
wytrzymato$ciowych zebéw napedéw zebatych. W tym celu opracowano programy
komputerowe stuzace do analizy stanu naprezenia i przemieszczen zgb6ow kot zebatych [1,2].
Obliczenia wykonywane sg przy wykorzystaniu trzech programéw komputerowych. Pierwszy
program pozwala wyznaczy¢ doktadne zarysy zebéw kot zewnetrznie lub wewnetrznie
uzebionych w zaleznosci od przyjetych cech geometrycznych két zebatych i parametréw
zarysu odniesienia. Kolejny program na podstawie wczytanych danych geometrycznych
umozliwia zadanie warunkéw brzegowych (obcigzen i podp6r w dowolnie przyjetych
weztach) oraz dowolne zobrazowanie przyjetego modelu numerycznego. Po wczytaniu tak
przygotowanych danych wejsciowych wykonywane sg obliczenia numeryczne, przy pomocy
programu do analizy ptaskiego stanu naprezenia i przemieszczenia z wykorzystaniem MEB.

Rozpatrywane przez autoré6w w dotychczasowych opracowaniach obliczenia dotyczyty w
szczeg6lnosci nastepujgcych zagadnien:

- analizy stanu naprezenia w podstawie zeba kota zewnetrznie lub wewnetrznie uzebionego w
zaleznosci od przyjetych cech geometrycznych két zebatych i parametréw zarysu odniesienia
[1.2,3.,5],

- analizy stanu naprezenia w podstawie zeba kota zewnetrznie uzebionego z uwzglednieniem
naturalnego procesu zuzywania sie zebéw w wyniku ich wspoétpracy oraz parametrow
protuberancji narzedzia [5,6],

- analizy stanu naprezenia w dnach wreb6éw miedzyzebnych wiefica zebatego tulei podatnej
przektadni falowej [4,9],

- badania warunkéw wystapienia poslizgu sprezystego w potgczeniach skurczowych wiencéw
két zebatych z piastami [7].

2. WYZNACZANIE NAPREZEN W STOPIE ZEBA PRZY POMOCY MEB

Gtownym powodem wyboru przez autoréw MEB do analizy stanu naprezenia w podstawie
zeba byto to, ze w metodzie tej naprezenia wyznaczane sg bezposrednio na brzegu elementu
(na zarysie zeba). Z badan doswiadczalnych wynika, ze w przypadku zebéw maksymalne
naprezenia wystepuja wiasnie bezposrednio na ich zarysie. Metoda ta ponadto wymaga
zwykle dyskretyzacji brzegu ciata, a nie jego wnetrza, jak to jest w innych metodach
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numerycznych, np. w MES (rys. 2). Ta redukcja wymiaru zadania o jeden rzad ulatwia
przygotowywanie danych wejsciowych i prowadzi do uktadu réwnan algebraicznych znacznie
mniejszego rzedu niz w MES. MEB moze byé réwniez przydatna w analizie wrazliwosci i
optymalizacji ksztattu zarysu podstawy zeba. Daje mozliwo$¢ przeprowadzenia analizy
wytrzymatosciowej zebéw o dowolnej geometrii k6t wewnetrznie i zewnetrznie uzebionych
oraz umozliwia optymalny dobdr cech konstrukcyjnych kot zebatych i zarysu odniesienia.

Rys. 2. Podziat zeba na elementy w metodzie MES i MEB
Fig. 2. The tooth division of an elements in the FEM and BEM

Metoda Elementéw Brzegowych jest metoda przyblizong, majaca za podstawe analitycznie
sformutowane zadanie brzegowe w postaci uktadu réwnan catkowych. Metoda ta umozliwia
ich przyblizone rozwigzanie przez dyskretyzacje brzegu ciata elementami brzegowymi oraz
aproksymacje funkcji brzegowych za pomocg funkcji interpolacyjnych. W wyniku takiej
procedury otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych, w ktérym niewiadome wystepujg tylko
na brzegu ciata.

Zastosowanie MEB do efektywnych i doktadnych obliczen wytrzymato$ciowych zebow
wymaga wcze$niejszego przyjecia modelu fizycznego i matematycznego zeba. Model
fizyczny obejmuje nie tylko wiasnosci fizyczne tworzywa, z ktérego wykonany jest zab, ale
takze sposéb obcigzenia i podparcia. Te ostatnie czynniki decyduja ostatecznie o
prawidtowym sformutowaniu zadania brzegowego, ktére nalezy rozwigza¢ za pomocg MEB.

Wykonane obliczenia k&t wewnetrznie i zewnetrznie uzebionych dotyczyly zebéw
stalowych obcigzonych jednostkowg sitg skupiong w gérnej czesci zarysu oraz podpartych w
sposob przedstawiony na rys. 3a. W obliczeniach rozpatrywano wyodrebniony z kota zebatego
pojedynczy zab pomijajagc wptyw sasiednich zebéw. Zalozenie to upraszcza obliczenia
numeryczne, nie wprowadzajac do wynikéw obliczeh znacznych btedéw [1,2].

Rozwazono takze naprezenia w wiencu zebatym tulei podatnej przektadni falowej, ktorej
model numeryczny przedstawiono na rys. 3b. W modelu tym obcigzenie tulei pochodzace od
generatora przektadni falowej zostalo zadane w postaci uprzednio wyznaczonych
przemieszczen. Natomiast obcigzenie wywotane przenoszonym przez przektadnie momentem
obrotowym zostato zadane w postaci sil miedzyzebnych. W obliczeniach rozpatrywano
wyodrebnione z wiefica zebatego trzy zeby pomijajac wptyw pozostatych. Ze wzgledu na
trudnos$ci numeryczne przyjeto uproszczony model wiefca zebatego w zakresie analizy stanu
naprezenia przy asymetrii stref obcigzenia: miedzyzebnej i opierania na generatorze.

Na rys. 3c przedstawiono natomiast stosowany w obliczeniach [7] opracowany model
numeryczny potgczenia skurczowego wierica zebatego.
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a) c)

b)

Rys. 3. Opracowane modele numeryczne MEB stosowane w obliczeniach:
a) wytrzymatosci zeboéw kot zebatych, b) wienica zebatego tulei podatnej przektadni
falowej, c) potaczenia skurczowego wierica zgbatego

.Fig. 3. The BEM numerical models in the analysis:
a) the toothed wheel, b) the flexspline, c) the force-fitted fastening

W programie komputerowym do obliczen wsp6trzednych punktéw zarysu zebow
wykorzystano algorytm prof. L. Mullera. Wszystkie wymiary zeb6éw zostalty odniesione do
modutu, co pozwolito uzyskaé parametry geometryczne zarysu zeba oraz wyniki obliczen w
wielkosciach bezwymiarowych.

3. ZASTOSOWANIE MEB W ANALIZIE STANU NAPREZENIA W PODSTAWIE ZEBA

O ksztatcie zeba, a zwtlaszcza jego stopy, decydujg parametry nacinanego kota (liczba
zebdw, wspdiczynnik przesuniecia zarysu) oraz parametry zarysu odniesienia (wysokos$¢
gtowy narzedzia, kat zarysu, promien zaokraglenia gtowy narzedzia). Wszystkie te parametry
majg bardzo istotny wptyw na ksztalt stopy zeba, a tym samym na warto$ci naprezen tam
wystepujacych. W pracach [3, 5] przeanalizowano wptyw cech geometrycznych kota i zarysu
odniesienia (frezu zebatkowego oraz dtutaka) na warto$ci naprezen w stopie zeba. Wyniki
obliczen przedstawiono w postaci krzywych ukazujgcych zalezno$¢ naprezen w stopie zeba w
funkcji liczby zeb6éw kota przy statych wartosciach wspoétczynnika przesuniecia zarysu kota.
Naprezenia podano w jednostkach bezwymiarowych:

(9

gdzie: a™* - maksymalna warto$¢ naprezenia na brzegu zeba, b - szeroko$¢ kota zebatego,
m - modut zeba, Fbn- warto$¢ sity miedzyzebnej.

Otrzymane wyniki obliczen poréwnano z rezultatami uzyskanymi za pomocg metod
zalecanych przez normy ISO/DIN uzyskujac zgodno$¢ jakosciowaq i ilosciowg. Przyktadowe
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wyniki wykonanych w pracach [3,5] obliczen numerycznych przedstawiono na rys. 4.

W pracy [5] rozwazono przypadek naturalnego procesu zuzywania sie zeb6w w wyniku ich
wspbtpracy, a w szczeg6lnosci wptywu tego zuzycia na warto$ci naprezen wystepujacych w
stopie zeba. Na podstawie doswiadczen eksploatacyjnych mozna stwierdzié, ze zuzycie
powierzchni roboczej zebéw prowadzi do wystgpienia karbu w skrajnym punkcie przyporu
potozonym na stopie zeba. Wzrost warto$ci naprezen w karbie w wyniku zachodzacego tam
zuzycia w znacznym stopniu odcigza stope zeba, powodujagc w niej stopniowy spadek
naprezen ze wzrostem wartosci zuzycia. Ze wzrostem gteboko$ci zuzycia wartosci naprezen w
stopie zeba ulegaja znacznemu zmniejszeniu przy jednoczesnym ich wzroscie w Kkarbie.
W okre$lonych przypadkach karb spowodowany zuzyciem zeba moze spetnia¢ role karbu
odciazajacego, zwiekszajac wytrzymato$¢ podstawy zeba na ztamanie.
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Rys. 4. Naprezenia w kole zebatym:
a) wewnetrznie uzebionym, b) zewnetrznie uzebionym
Fig. 4. Stresses in the: a) internal gear, b) external gear

W opracowaniu [6] przeprowadzono analize wptywu parametréw protuberancji narzedzia
na warto$ci maksymalnych naprezen w podstawie zeba kota zewnetrznie uzebionego.
W przypadku ko6t szlifowanych oprécz karbu zmeczeniowego w stopie zeba moze powstac
dodatkowy ostry karb spowodowany wspdipracg krawedzi tarczy szlifierskiej, ktéry moze
znacznie zmniejszy¢é wytrzymato$¢ zmeczeniowg zeba. Aby unikngé tego szkodliwego
zjawiska, stosuje sie zarysy odniesienia z protuberancjg. Na podstawie przeprowadzonych
obliczerh numerycznych stwierdzono, ze wptyw parametréw protuberancji na zmiany naprezen
w podstawie zeba jest nieznaczny.

Waznym elementem obliczen wytrzymato$ciowych przektadni falowych jest ocena
warto$ci naprezen w dnach wrebédw miedzyzebnych wienica zebatego jej tulei podatnej.
Czestym zjawiskiem poprzedzajgcym zniszczenie tulei jest jej pekanie w miejscach lokalnego
wzrostu naprezen w wiencu zebatym. W pracach [4,9] przeprowadzono analize wplywu
podstawowych cech konstrukcyjnych tulei podatnej, takich jak wzgledna deformacja
promieniowa i wzgledna grubo$¢ powitoki na warto$ci naprezen w dnach wrebéw
miedzyzebnych wiefica zebatego. Otrzymane wyniki obliczeri numerycznych odpowiadaty
jakosciowo wynikom zamieszczonym w literaturze uzyskanymi innymi metodami obliczen.

W pracy [7] przedstawiono zastosowanie MEB do wyznaczania rozktadow naprezen na
powierzchni potgczenia skurczowego wiefica zgbatego z piastg. Rozktady te pozwolity na
oceng no$noSci potgczenia.
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4. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono zastosowanie MEB w komputerowym wspomaganiu
konstruowania przektadni zebatych [1,2,3,4,5,6,7,8,91. Otrzymane wyniki dotyczace naprezen
w stopach zebéw stawiajg te metode na réwni z innymi, wykorzystywanymi obecnie
metodami  analizy stanu naprezenia [8], Zastosowanie MEB w obliczeniach
wytrzymatoéciowych zebédw ko6t zebatych umozliwia nie tylko ich numeryczng analize
wytrzymatosci, ale takze analize wrazliwosci oraz optymalizacje ksztattu zarysu podstawy
zeba.
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Abstract

Application of the Boundary Elements Method (BEM) in the numerical analysis of the
strength of the driving gears has been presented in the paper. There has been presented the
influence of the construction features of gear wheel and construction features of the tool on
the values of stresses in the base of an internal and external gear tooth. Analysis of the
influence of wear of active faces of teeth and influence of the construction features of
protuberation on the values of stresses in their bases has also been made. Application of the
BEM in the numerical analysis of the harmonic gear drive flexspline has been presented in the
paper too.
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