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Podstawowe oznaczenia

Skalarne wielkos$ci fizyczne oznaczone sg w pracy kursywg. Wyttusz-
czenia stosowano dla macierzy powstatych w wyniku dyskretyzacji réwnan
catkowych. Nad symbolami wielkosci wektorowych umieszczono strzatki.

Wszystkie wystepujace w pracy wielkosci fizyczne wyrazone sg w jed-
nostkach miedzynarodowego uktadu Sl lub sprowadzone zostaty do postaci
bezwymiarowej.

W czesSci pracy dotyczacej sprezystosci i termosprezystosci stosowano
konwencje sumacyjng Einsteina, w ktorej dwukrotnie wystepujacy indeks
oznacza sumowanie. Dla zagadnien dwuwymiarowych, w ktérych indeksy 1
i 2 odpowiadajg kolejno osiom x i y. mamy zatem

Gmam — ~j ‘# "2 ®mrn M1 ‘- @22

W stosowanej notacji rézniczkowanie pola a wedtug wspdtrzednej geo-
metrycznej xm oznacza sie przecinkiem

Da
OxXH™H

Symbole tacinskie

ii wspotczynnik wyréwnywania temperatury

A macierz gtéwna ukiadu réwnan liniowych MEB. (1.29)

j wspotczynnik w rozwigzaniu podstawowym, (2.25), (2.26)

AL uogo6lniony czton zrédtowy w réwnaniu rézniczkowym Poisso-
na

V/a ciag laplasjanéw funkcji zrodta definiowany przez réwnanie
(2-13)

Ve - $rednia, wartos¢ funkcji w rozwazanym obszarze

b', macierz kolunuiowa zawierajgca wartosci funkcji /A% w punk-
tach weztowych nalezacych do n-tego elementu brzegowego.
(2.19)

5, sktadowa sity masowej w kierunku ni

N jednostkowe obci;|zenie punktowe dziatajgce w kierunku iii
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Gj

Hj"

Hj

a2 maksymalna warto$¢ funkcji 6(j) w rozwazanym obszarze

parametr geometryczny reaktora, (6.4)

wspoétczynnik w rozwigzaniu podstawowym, (2.25), (2.27)
macierz kolumnowa zawierajgca wartosci funkcji 6,jl w punk-
tach weztowych

parametr materiatowy reaktora, (6.2)

pojemnos¢ cieplna wiasciwa (ciepto wiasciwe)

wspoétczynnik zalezny od kata wewnetrznego brzegu f w punk-
cie i. Dla brzegu gtadkiego c, = 0.5

wspoétczynnik dyfuzji w réwnaniu (6.1)

catka po obszarze; (j = 0,1,2,...)

sktadowa wektora jednostkowego w kierunku m

modut sprezystosci Younga

macierz kolumnowa wyrazéw wolnych w liniowym uktadzie
réwnan MEB, (1.29)

funkcja interpolacyjna w Podwoéjnej Zasadzie Wzajemnosci,
(1.37)

przys$pieszenie grawitacyjne

macierz wierszowa zawierajgca te wspotczynniki macierzy
wptywu Gj, ktére odpowiadajg catkowaniu z punktu obser-
wacji iwzdtuz elementu brzegowego I'n

macierz wptywu MEB dla strumienia ciepta

wspoétczynnik wnikania ciepta

macierz wierszowa zawierajgca te wspotczynniki macierzy
wptywu H;, ktére odpowiadajg catkowaniu z punktu obser-
wacji i wzdtuz elementu brzegowego ]',

macierz wptywu MEB dla temperatury

sktadowa normalna gestosci pradu neutronéw, (6.14)
macierz kolumnowa gestosci pradu neutronéw, (6.15)
wspoétczynnik przewodzenia ciepta

efektywny wspoétczynnik mnozenia, (6.1)

funkcja McDonalda. (zmodyfikowana funkcja Bcsscla) rzedu j
normalna zewnetrzna do brzegu 1

liczba wyrazéw obcietego szeregu (2.31)

liczba elementéw brzegowych

sktadowa, (w kierunku m) sity powierzchniowej

rozwigzanie podstawowe teorii sprezystosci, (4.11)
rozwigzanie stowarzyszone z rozwigzaniem podstawowym te-
orii sprezystosci, (1.16)

macierz sit powierzchniowych, (4.21)

odlegto$¢ dwoéch punktéw (punktu obserwacji i punktu catko-
wania)

macierz reprezentujgca wartosci catki obszarowej wsformuto-
waniach (2.18) i (4.21)
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reszta szeregu, (2.35)

sktadowa normalna gestosci strumienia ciepta, (1.4)

analog strumienia ciepta dla rozwigzania podstawowego, (1.5)
pomocnicza wielko$¢ definiowana réwnaniami (2.12) i (2.28)
macierz kolumnowa zawierajaca wartosci strumienia ciepta w
punktach weztowych nalezacych do n-tego elementu brzego-
wego, (1.22)

wydajnos¢ wewnetrznych zrédet ciepta, (1.6)

macierz kolumnowa zawierajgca wartosci strumieniaciepta we
wszystkich punktach weztowych, (1.28)

czas

temperatura

macierz kolumnowa zwierajaca wartosci temperatury we
wszystkich punktach weztowych, (1.28)

rozwigzanie szczeg6lne réwnania Poissona, (1.34)

warunek poczatkowy dla zagadnienn przewodnictwa cieplnego,
3-2)

rozwigzanie podstawowe spetniajgce rownanie (1.3)
rozwigzanie podstawowe j-tego rzedu speiniajgceréwnania
(2.11) i (2.24)

macierz kolumnowa zawierajaca wartosci temperatury w
punktach weztowych nalezacych do n-tego elementu brzego-
wego, (1.21)

odksztatcenie w kierunku m

rozwigzanie podstawowe teorii sprezystosci, (4.10)
rozwigzanie podstawowe pierwszego rzedu teorii sprezystosci,
(4.28)

macierz przemieszczen, (4.21)

ciag funkcji definiowanych réwnaniem (2.14)

macierz kolumnowa zawierajgca wartosci funkcji w punk-
tacji weztowych nalezacych do n-tego elementu brzegowego,
(2.20)

macierz kolumnowa zawierajgca wartosci funkcji w punk-

tach weztowych

wspotrzedne glpbalne

macierz kolumnowa niewiadomych w uktadzie réwnan linio-
wych MEB, (1.29)

punkt biezacy, rys.1.1

punkt dziatania, zrédta, rys. 11
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Symbole greckie

a - wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej liniowej, (4.6)
otj - wspo6tczynnik liczbowy w aproksymacji stosowanej w Po-
dwéjnej Zasadzie Wzajemnosci, (1.37)
7 - wspotczynnik w réwnaniu Helmholtza (5.1)
T - brzeg obszaru fi
<5(yb, Y.) - funkcja Diraca dziatajaca w punkcie YZ
6im funkcja Kroneckera
At - krok czasu
étm sktadowe tensora odksztatcenia, (4.2)
0 wspoétczynnik definiujacy typ schematu réznicowego
fi - modut odksztatcenia postaciowego
u wspo6tczynnik Poissona w réwnaniach sprezystosci lub Sre-
dnia liczba neutronéw rozszczepieniowych na jeden akt
rozszczepienia
£, ] - wspotrzedne lokalne
o} - gestoscé
<,m - skladowe tensora naprezen
4Im sktadowe tensora naprezen termicznych
a"'m - skladowe tensora stowarzyszonego z rozwigzaniem podsta-
wowym teorii sprezystosci, (4.20)
- tensor < mi-tego rzedu, (4.34)
makroskopowy przekr6j czynny na absorpcje neutronéw,
(6.2)
E/ makroskopowy przekrdéj czynny na rozpraszanie neutro-
noéw, (6.1)
ES strumien neutronéw, (6.1)
#1 macierz wierszowa zawierajaca lokalne funkcjeksztattu
MEB, (1.21) i (1.22) lub macierz strumienia neutronéw,
(6.15)
wm sktadowa (w kierunku m) predkosci katowej
fi obszar w przestrzeni 142 lub /?" ograniczonybrzegiem V
Indeksy dolne
u oznacza numer elementu brzegowego
i oznacza punkt obserwacji
oznacza rézniczkowanie wedtug wspoétrzednej geometrycznej
i
7 odnosi sie do warunku brzegowego Ncumamia
/ odnosi sie¢ do warunku brzegowego Dirichleta

w odnosi sie do punktéw wewnatrz obszaru



Indeksy goérne

* oznacza rozwigzanie podstawowe
pochodna wzgledem czasu
druga pochodna wzgledem czasu
oznacza rzad rozwigzania podstawowego
oznacza numer kroku czasu

7 - 0znacza macierz transponowang
oznacza, rozwigzanie szczeg6lne

Inne symbole

\% gradient
VvV 2 operator Laplace'a (laplasjan)
m rézniczkowanie wzdtuz zewnetrznej normalnej do brzegu

on






Rozdziat 1

Wstep

llosnace wymagania odnos$nie do jakosci wytworéw, ich trwatosci, niezawo-
dnosci dziatania itp. stawiajg przed konstruktorami i producentami coraz
powazniejsze zadania. Poczgwszy od etapu projektowania, poprzez prawie
wszystkie stadia produkcji przeprowadza sie dzisiaj powszechnie analize
wigkszosci cech konstrukcyjnych i eksploatacyjnych wytworu. Podejsciu ta-
kiemu sprzyja burzliwy rozwéj techniki komputerowej i idacy z nim w pa-
rze imponujacy postep w dziedzinie nowoczesnych technik obliczeniowych.
Jestesmy Swiadkami powstawania nowych, rozlegtych dziedzin nauki pole-
gajacych na zastosowaniu komputerowych metod obliczeniowych do proje-
ktowania, konstruowania i sterowania. Terminy takie jak Computer Aided
Design (Komputerowe Wspomaganie Projektowania) czy tez Computer Ai-
ded Engineering (Komputerowe Wspomaganie Obliczen Inzynierskich) na
trwate weszty do jezyka naukowego.

Coraz istotniejszy staje sie problem optymalizacji konstrukcji i proceséw.
Rosnace wcigz ceny podstawowych nosnikéw energii, a co za tym idzie -
réwniez jej bardziej przetworzonych form, wymagaja rozwigzan tanich, aje-
dnoczesnie spetniajgcych okreslone warunki. Ze wzgledéw finansowych dazy
sie do ograniczenia liczby budowanych prototypo6w i instalacji doSwiadczat
nycli. Zdobywanie informacji o obiekcie czy nowej konstrukcji coraz czesciej
zastepuje sie modelowaniem matematycznym.

Obliczenia inzynierskie z dziedziny wytrzymato$ci materiatéw, przepty-
wu ciepta lub hydromechaniki prowadzi sie dzisiaj prawie wytgcznie meto-
dami numerycznymi. Metody analityczne wymagajg bowiem zwykle, Irud-
nych w obecnej dobie do zaakceptowania, uproszczeh geometrii analizowa-
nego obiektu i innych zatozen upraszczajgcych. Ponadto, rozwigzania uzys-
kiwane metodami analitycznymi zawierajg zwykle szeregi lub catki, ktérych
obliczenie réwniez wymaga uzycia komputera i metod analizy numerycznej.

Sposréd metod numerycznych, ktére znalazty powszechne zastosowanie
w obliczeniach inzynierskich,nalezy wymieni¢ (w kolejnosci powstawania):
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e metode réznic skoriczonych (MUS)
e metode elementéw skonczonych (MES)
e metode elementéw brzegowych (MER)

Kazda z tych metod moze byé uwazana za szczegdlng wersje ogélniej-
szej metody wazonej residualnej (M W R) [18]. R6znice pomigedzy metodami
wynikajg z przyjecia réznych funkcji wagowych oraz wykonania catkowania
przez czesci rézng liczbe razy.

Popularnos¢ i skuteczno$¢ metod numerycznych wynika przede wszyst-
kim z ich nastepujacych cech:

1 Metody numeryczne pozwalajg modelowaé¢ zagadnienia brzegowe w
obszarach o praktycznie dowolnych ksztattach. Trzeba oczywiscie pa-
mietaé¢ o tym. ze poszczegbélne metody stosujg rézne reprezentacjo nu-
meryczne ksztattu. Tym samym, rézny jest w poszczeg6lnych meto-
dach stopien trudnosci przy tworzeniu modelu geometrycznego roz-
wazanego obiektu.

2. Metody numeryczne pozwalaja uwzglednia¢ praktycznie dowolne nie-
liniowosci zagadnienn brzegowych. Moga to by¢ zaréwno nieliniowosci
typu zaleznosci witasciwosci materiatowych od poszukiwanego rozwig-
zania. jak i nieliniowosci warunkéw brzegowych, zrédet, czy nawet
nieliniowosci geometrycznych. Oczywiscie stopien komplikacji mate-
matycznych wynikajacych z uwzgledniania nieliniowosci jest rézny w
poszczegbélnych metodach.

3. Programy komputerowe, stanowigce implementacje algorytméw po-
szczegblnych metod, sg programami uniwersalnymi. Oznacza to. ze za
pomoca jednego programu mozna analizowaé¢ rézne obiekty z réznymi
warunkami brzegowymi i poczatkowymi. Przy uwzglednieniu ponadto
podobienstwa zjawisk wyrazajgcego sie podobieristwem zagadnien
brzegowo-poczatkowych ten sam kod komputerowy moze stuzy¢ do
analizy réznych zjawisk fizycznych.

4. Wspéiczesne pakiety MRS. MES i MER wspoétpracuja zwykle z grafi-
cznymi pif- oraz postprocisortuni. Tym samym liczba danych wstep-
nie przygotowywanych przez uzytkownika programu jest niewielka.
Trzeba réwniez doda¢, ze /m- i poslpmn sory nie tylko automatyzujag
proces przygotowania danych, ale réwniez umozliwiajg graficzng we-
ryfikacje zbioru danych oraz wizualizacje rezultatéw obliczen.

Z punktu widzenia uzytkownika programu istotne jest to. ze metody
réznic skonczonych oraz elementéw skonczonych sg tzw. miloiluwi obszaro-
wymi. Oznacza to, ze ich stosowanie wymaga dyskrctyzacji catego obszaru.
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Metoda elementéw brzegowych sprowadza rozwigzanie problemu do nume-
rycznego rozwigzania réwnania catkowego. W niektérych sytuacjach prak-
tycznych wystepujace w tym rownaniu catki sa catkami jedynie po brzegu
ciala. Tym samym, rozwigzujgc réwnanie catkowe, nalezy poddac¢ dyskre-
tyzacji tylko brzeg obszaru. Rozwigzanie w wybranych punktach wewnetrz-
nych uzyskuje si¢ w nastepnym etapie (tzw. postprocessingu) na podstawie
znajomosci wartosci brzegowych. W praktyce oznacza to istotne uproszcze-
nia na etapie przygotowania danych dla programéw komputerowych. Dla
zagadnien dwuwymiarowych uzytkownik zajmuje sie jedynie obiektem jed-
nowymiarowym, jakim jest linia brzegowa. W przypadku zagadnien tréjwy-
miarowych dyskretyzuje sie powierzchni¢ brzegowa - obiekt dwuwymiarowy.
W tym sensie méwi sie czesto o obnizeniu wymiarowosci zagadnienia brze-
gowego poprzez zastosowanie metody elementéw brzegowych.

Nalezy jednak zaznaczyé, ze stosujagc metode elementéw brzegowych
(MEB) do modelowania praktycznych problemoéw inzynierskich, nie zawsze
uzyskuje sie sformutowania zawierajgce tylko catki brzegowe. Czestokroc¢
bezposrednie zastosowanie MEB prowadzi do réwnan catkowych zawiera-
jacych roéwniez catki po wnetrzu obszaru. W konsekwencji, w istotny sposéb
komplikuje sie etap rozwigzania réwnania catkowego. Dyskretyzacji nalezy
bowiem poddac¢ zaréwno brzeg, jak i wnetrze obszaru. Nic wiec dziwnego, ze
od wielu lat prowadzone sg prace nad uzyskaniem takich sformutowan MEB,
ktére pozwalajg unikngé podziatu obszaru na elementy mimo wystgpienia
catek po jego wnetrzu. Wymaga to oczywiscie zastagpienia danych o wne-
trzu obszaru dodatkowymi informacjami o zachowaniu sie rozwigzania na
jego brzegu. Zagadnienia omawiane w niniejszej pracy dotyczg tzw. wielo-
krotnej zasady wzajemnos$ci W ZW (ang. Multiple Reciprocity Method).
Metoda pozwala wtasnie bez dyskretyzacji wnetrza obszaru rozwigzywac za
pomoca MEB te zagadnienia inzynierskie, ktére normalnie takiej dyskrety-
zacji wymagaja.

Metoda WZW jest oryginalng metodg opracowanag przez autora roz-
prawy pod koniec lat 80. Polega ona na przeksztatceniu wystepujacych w
réwnaniach MEB calek po obszarze w szereg calek po brzegu tego obszaru.
W procesie transformacji wykonuje sie catkowanie przez czesci nieskoriczong
liczbe razy otrzymujgc w granicy catkowicie brzegowe sformutowanie me-
tody elementéw brzegowych.

W dalszej czesci tego rozdziatu zaprezentowano ogélny opis metody
elementéw brzegowych stanowigcy jednocze$nie podstawe przegladu lite-
ratury dla probleméw omawianych w pracy. Idea metody zostata zaprezen-
towana na przyktadzie zagadnienia przewodzenia ciepta, przy czym podane
zaleznos$ci moga by¢ rowniez wykorzystane w sposéb bezposredni do mode-
lowania innych pél potencjalnych.

0Ogo6lny opis WZW jest treScig rozdziatu drugiego, podczas gdy nastepne
rozdziaty pracy przedstawiajg zastosowanie tej techniki do analizy wybra-
nych zagadnien brzegowych. Rozdziaty 1 oraz -i. w ktérych opisano zasto-
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sowanie WZW do modelowania p6l temperatury, sa indywidualnymi osiag-
nigciami autora niniejszej rozprawy. Rezultaty zaprezentowane w rozdziale
4 sg w wiekszosci plonem wieloletniej wspotpracy z Wessex Institute of Te-
chnology w Wielkiej Brytanii. WZW znalazta tam grono kontynuatoréw,
ktérzy wykorzystujac doSwiadczenie autora, zastosowali te technike do roz-
wigzywania zagadnien sprezystosci. Analiza stacjonarnych i niestacjonar-
nych problemoéw termosprezystos$ci zaowocowata wspdlnymi publikacjami w
miedzynarodowych czasopismach.

Autor pracy jako pierwszy zastosowat WZW do rozwigzywania réwnania
Helmholtza. Idea ta pozwolita innym badaczom na opracowanie efektyw-
nych metod obliczania wartosci wtasnych zagadnien brzegowych. Problemy
te przedstawiono w rozdziale 5 pracy. Materiat stanowigcy tres¢ rozdziatu 6
jest bezposrednim efektem wymiany doswiadczenh naukowych z Japan Ato-
mie Research Institute. Rozdziat 7 opracowany zostat na podstawie lite-
ratury, a jego celem byto jedynie przedstawienie potencjalnych mozliwosci
WZW.

Gtowny nacisk potozono w pracy na wyprowadzenie brzegowych sfor-
mutowan MEB oraz na aspekty numeryczne wielokrotnej zasady wzajem-
nosci ograniczajgc do niezbednego minimum zagadnienia takie jak badanie
zbieznosci szeregu, dowody jednoznacznos$ci rozwigzan itp. Praktyczne za-
stosowania W'ZW zaprezentowano rozwigzujgc szereg zagadnien brzegowych
mechaniki.

1.1. Podstawy metody elementow
brzegowych

Materiat zawarty w tym podrozdziale nie jest systematycznym wyktadem
metody elementéw brzegowych i zawiera jedynie te informacje, ktére sg
niezbedne do zrozumienia istoty metody i jej zastosowania do analizy za-
gadnien potencjalnych. W szczeg6lnosci przedmiotem rozwazan sg ustalone
procesy przewodzenia ciepta. Petny wykiad MEB znalezé mozna w licznych
monografiach zagranicznych, np. [3], [9], [12]. W Polsce, jak do tej pory,
nie ukazata sie zadna monografia poswiecona wytacznie MEB, jednakze ob-
szerne informacje na temat zastosowania metody do modelowania proceséw
cieplnych znalez¢ mozna w artykule [5] oraz w monografiach [19] i [75]. MEB
poswiecone tez byly prace doktorskie i habilitacyjne, np. [14]. [37], [39].

1.1.1. Roéwnanie catkowe MEB

Jak wspomniano wczesniej, MEB jest szczegdlng wersja metody wazonej re-
sidualnej (MW R), [18]. R6wnania MEB mozna zatem wyprowadzi¢ z row-
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nan MWR, np. [9] i [12], przyjmujac jako funkcje wagowe tzw. rozwigzanie
podstawowe oraz jego pochodng wzdtuz normalnej zewnetrznej do brzegu
ciatla. W zagadnieniach cieplnych rozwigzanie podstawowe jest polem tem-
peratury w nieskonnczonym obszarze (catej przestrzeni) wywotanym dziata-
niem punktowego zr6dta ciepta.

Alternatywnie réwnania MEB mozna uzyska¢ poprzez wykorzystanie
tzw. zasady wzajemnosci [32], [38], czyli symetrycznej tozsamosci Greena.
Zasada ta, powszechnie stosowana np. przy analizie zagadnien sprezystosci,
nie zdobyta wiekszej popularnosci w przeptywie ciepta, prawdopodobnie z
braku prostej interpretacji fizycznej w tej gatezi nauki. Z matematycznego
punktu widzenia zasada wzajemnosci jest formutg dwukrotnego catkowania
przez czesSci i stanowi zwigzek pomiedzy catka po obszarze i catkg po jego
brzegu. Zaleznie od tego czy rozwazany obszar jest dwu- czy tréjwymiarowy,
catka po obszarze jest catka powierzchniowag badz catka objetosciowg. Dla-
tego tez, celem zachowania ogolnosci zapisu, element rézniczkowy obszaru
oznaczymy symbolem dii, za$ element rézniczkowy brzegu obszaru symbo-
lem dT.

Zasada wzajemnosci jest spetniona przez dwa dowolne pola, w szczegdl-
nosci przez dwa pola temperatury: T oraz 1"

J (vx -T*van) da=] {t~ - dr -1
gdzie: fi - rozwazany obszar,
T - brzeg obszaru fi,
n - rbézniczkowanie wzdtuz normalnej zewnetrznej do brzegu

r.

Poniewaz pola T i T* moga byé wybrane zupetnie dowolnie, najdogo-
dniej jest utozsamié¢ pole T z poszukiwanym polem temperatury, za pole
zas T" przyjaé rozwiagzanie podstawowe. Rozwigzanie podstawowe spetnia
nastepujace réwnanie rézniczkowe [27], [63]

V2T* = 6(YbYz2) (1.2)
gdzie: Yz - punkt dziatania zrédta, rys. 1.1,
Yb - punkt biezacy,
6 - dystrybucja Diraca(delta-funkcja).

Wielkos$¢ T * zalezy od dwéch parametrow: wspotrzednych punktu dziata-
nia zrédta Yz i wsp6trzednych punktu biezacego %, w ktérym obserwujemy
efekty dziatania zrodta. Przemieszczajgc poczatek uktadu wspéirzednych do
punktu Yz tatwo stwierdzi¢, ze rozwigzanie podstawowe T* jest ostatecznie
funkcja odlegtosci r punktéow Yz i Yb

Inr problemy dwuwymiarowe
2w

11
47r r

problemy tréjwymiarowe
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Rézniczkujgc pola T i T" wzdtuz normalnej zewnetrznej do brzegu ciata,
otrzymujemy gestosci strumienia ciepta q i g*

gdzie: k -

dT

dn
dT*

dn

wspoétczynnik przewodnictwa cieplnego.

(1.4)

(1.5)

Zat6zmy chwilowo, ze pole T jest ustalonym polem temperatury i tym
samym, ze opisuje go réwnanie Poissona o postaci

kV2T + gv=0

gdzie: qv -

Rys. 1.1. Globalny (x,y) i lokalny
(E, Tj) ukiady wspétrzed-
nych dla funkcji T
Global (x,y) and
((,r)) co-ordinate sys-

tems for function T*

Fig. 1.1. local

T*(Yz,Yb)-gq v(Yb) + T(Yb6(YZ,Yb

L dn(Yb)

w  fi

wydajno$é wewnetrznego zrédta ciepta.

Wystepujace w réwnaniu (1.6)
wewnetrzne zrédta ciepta moga
by¢ albo rzeczywistymi zrodtami
ciepta dziatajacymi w rozpatry-
wanym obszarze fi, albo zrédtami
fikcyjnymi. Zroédta fikcyjne two-
rzone sg przez zgrupowanie w
funkcji qv wszystkich cztonéw o-
pisujacych efekty niestacjonarne,
nieliniowe itp. Z punktu widzenia
MEB zZrédta fikcyjne traktowane
sg doktadnie tak samo jak zrédta
rzeczywiste.

Podstawiajgc w miejsce laplasja-
néw w réwnaniu (1.1) odpowie-
dnie wyrazenia z réwnan (1.2) i
(1.6), otrzymujemy

dn(Yb) =

dT(Yb)
dn(Yb) J

(1.6)

1.7)

Rézniczkowanie i catkowanie w réwnaniu (1.7) przebiega wedtug wspét-
rzednych punktu biezgacego Yb, co zaznaczono symbolicznie, wprowadzajac
ten punkt jako argument operacji rézniczkowania i catkowania.
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Wykorzystujagc nastepnie wlasnos¢ filtracji funkcji delta Diraca i doko-
nujac prostych operacji podstawienia, otrzymujemy ostatecznie

ke(YZ2)T(Yz) + jg'(Y zYRT(YbBdT(Yb) =

= /T (YzYbqg(Ybdr(Yb - [ r(Y z,Ybqgv(Ybdn(Yb) (1.8)
Jr Jn

gdzie: c¢(Yz) - wspoiczynnik zalezny od potozenia punktu dziatania
Zrodia Yz.

Jesdli punkt Yz lezy poza rozwazanym obszarem fi, wspétczynnik c(Yz) =
0. Dla punktéw lezacych wewnatrz obszaru fi wspoétczynnik c(Yz) = 1, w
przypadku za$ kiedy punkt Yz nalezy do brzegu T, wspétczynnik ten jest
rowny katowi wewnetrznemu brzegu w punkcie Yz [9], [12], [27]. Dla brzegu
gtadkiego otrzymuje sie wiec c(Yz) = 0.5;

W dalszej czesci pracy, celem uproszczenia zapisu, temperature w punk-
cie Yz oznaczono przez Ti, wspo6tczynnik za$ c(Yz) przez c-. Jednocze$nie
pominigto argumenty zaréwno funkcji podcatkowych, jak i samych operacji
catkowania i r6zniczkowania. Réwnanie (1.8) mozna wigc zapisa¢ w postaci

kciTi + [ gq*TdY = fT"da - fT*quft (1.9)
Jr Jr Jn
Roéwnanie (1.9) jest rownaniem catkowym ze wzgledu na poszukiwane
pole temperatury T oraz gesto$¢ strumienia ciepta q i stanowi catkowg re-
prezentacje rozwigzania wyjsciowego zagadnienia brzegowego (1.6).

1.1.2. Dyskretyzacja rownania catkowego MEB

Analityczne rozwigzanie réwnania (1.9) mozna uzyska¢ jedynie w obsza-
rach o bardzo prostych ksztattach. W przypadku ogdélnym poddaje sie je
dyskretyzacji i rozwigzuje numerycznie.

Przystepujac do dyskretyzacji rownania (1.9), zauwazmy, ze dla bezzré-
ditowych pél temperatury réwnanie to upraszcza sie do postaci zawierajacej
tylko catki po brzegu ciata

ke{Ti + J g* T dT = J T’ qdT (1—1()

Pominiety w réwnaniu (110) wyraz poddano analizie w dalszej czeSci
pracy.

Na wstepie dokonano podziatu brzegu F na N cze$ci. Rzeczywiste od-
cinki brzegu ciata zastapiono tzw. elementami brzegowymi. Zbiér wszy-
stkich elementéw brzegowych Fn stanowi model geometryczny analizowa-
nego ciata. Sytuacje te ilustruje dla zagadnien dwuwymiarowych rys.1.2.
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W najprostszym przypadku elementy brzegowe sa odcinkami linii prostych.
Mozna jednak réwniez uzywac¢ elementéw wyzszego rzedu, jak krzywe sto-
pnia drugiego, splajny itd. Elementy specjalne, jak odcinki okregu, elipsy,
odcinki powierzchni kulistej itp., pozwalajag na bardzo doktadne odwzoro-
wanie ksztattu ciat zbudowanych z wymienionych elementarnych obiektéw
geometrycznych.

Z kazdym z elementéw brzegowych zwigzany jest lokalny uktad wspot-
rzednych krzywoliniowych zaczepiony w $rodku elementu. Dla zagadnien
ptaskich jest to uktad jednowymiarowy, w ktéorym o$ ( przebiega wzdiuz
elementu, oraz -1 < £ < 1. Dla zagadnienn przestrzennych wymagany jest
uktad dwuwymiarowy ”r).

Przebieg temperatury i gestosci strumienia ciepta w obrebie elementu
aproksymuje sie, wykorzystujgc lokalne funkcje ksztattu. Zaleznie od przy-
jetej aproksymacji rozréznia sie:

* elementy stale, dla ktérych zaktada sie stato$¢ temperatury i strumie-
nia ciepta w elemencie, rys. 1.3

T = Ti=rt2 Q1D

90 = 9= @ (142)

Zwiazek pomiedzy globalnym i lokalnym uktademwspétrzednych dla

elementéow statychwyznaczajg liniowe funkcje ksztattu rozpiete na we-
ztach 1i 2

*0O =]@ -0*1 + J(1+0*2 (113
¥ o =~(i -0 »i.+5(1 + Osfe L14)

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze elementy state nalezg do grupy
elementéw subparametrycznych, tzn. takich, dla ktérych rzad aprok-
symacji funkcji jest nizszy niz rzad aproksymacji brzegu.

* elementy liniowe, dla ktérych temperatura i gesto$¢ strumienia ciepta
aproksymowane sa liniowo pomiedzy warto$ciami w weztach 1 oraz 2,
rys.1.4

T(o (L -01i + 1(1+ 01* (1.15)

9(0

J(1-0d + 1(1+ 0% (1-16)

Transformacja z ukiadu lokalnego do globalnego przebiega zgodnie z
réwnaniami (1.13) i (1.14). Poniewaz tym razem rzad aproksymacji
funkcji jest taki sam jak rzad aproksymacji brzegu, elementy liniowe
sg elementami izoparametrycznymi.
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Rys. 1.2. Model geometryczny ob- Rys. 1.3. Element staty w global-

szaru - elementy brze- nym i lokalnym uktadzie
gowe wspo6trzednych

Fig. 1.2. Geometrical model of Fig. 1.3. Constant element in glo-
the region - boundary bal and local co-ordinate
elements system

e elementy kwadratowe, dla ktérych przebieg temperatury i strumienia
ciepta w elemencie jest kwadratowg funkcja lokalnej wspotrzednej (.
Dla elementéw kwadratowych wprowadza sie wiec trzeci wezet, zwykte
umieszczony w $rodku elementu, rys. 1.5

* O = JE(E-i)*i +(1-C2*3 +A (£ + )™*a  (1-17)
yO =20 ~ + 1032 (118
T(O = +(1-2)T3+\t(t +1)T2 @.19)
9(0 =k¢é-1)9i+ (1-£293+k(£ + 192  (1.20)

Wiecej szczegétéw na temat réznych typéw elementéw brzegowych, w
tym réwniez na temat elementéw superparametrycznych i elementéw nie-
ciagtych, znalez¢ mozna np. w monografiach [9] i [12].

W zapisie macierzowym aproksymacje temperatury i strumienia ciepta
przyjmujg dla poszczegélnych typow elementéw brzegowych nastepujaca
0gblng postac

(1.21)
(1.22)
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gdzie; T, - macierz kolumnowa zawierajaca wartosci temperatury
w punktach weztowych nalezacych do n-tego elementu
brzegowego,
gn - macierz kolumnowa zawierajgca wartosci strumienia cie-
pta w punktach weztowych nalezgcych do n-tego elementu
, brzegowego,
- macierz wierszowa zawierajaca lokalne funkcje interpola-
cyjne.
Rozmiar poszczeg6lnych macierzy kolumnowych i wierszowych zalezy od
typu elementu brzegowego i wynosi: dla elementu statego 1, dla liniowego
2, dla kwadratowego 3.

Rys. 1.4. Element liniowy w glo- Rys.15. Element kwadratowy w

balnym i lokalnym ukta- globalnym i lokalnym li-
dzie wspdlrzeinych ktadzie wspétrzednych

Fig. 1.4. Linear element in global Fig. 1.5. Quadratic element in glo-
and local co-ordinate sy- bal and local co-ordinate
stem system

1.1.3. Macierze wpiywu

Dzielgc brzeg F na elementy brzegowe, zastgpiliSmy catki w réwnaniu (1.10)
sumami catek po poszczeg6lnych elementach Fn

N R N
KGTi + L f'Tdv-= E /7, (i.23)
n=1 71" n=i ="l>

Z kolei aproksymacje (1.21) i (1.22) pozwalaja na przeksztatcenie réow-
nania (1.23) do postaci

N

N ) )
kaTi + Y—:’ t, 7#720N = g/ *TT (I (121

n=I
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Catki wzdtuz poszczeg6lnych elementéw brzegowych Tn oblicza sie nu-
merycznie w lokalnym uktadzie wspétrzednych, po uwzglednieniu Jakobianu
transformacji pomiedzy globalnym i lokalnym uktadem wspétrzednych. Dla
kazdego elementu brzegowego uzyskuje sie dwie macierze wierszowe o roz-
miarze jak macierz 45T

h" = / #vdT,, (1.25)
Jr,,

gn = [ $tt*dn (1.26)
JTn

Poniewaz rozwigzanie podstawowe zalezy od odlegtosci r punktu obser-
wacji Yz i punktu biezgcego Yb, niektére z calek sa catkami osobliwymi.
Dzieje sie tak wtedy, gdy punkt obserwacji nalezy do elementu brzego-
wego, po ktéorym catkujemy, por. rys.1.6 i rys.1.7. Podczas gdy calki re-
gularne moga by¢ z wysoka doktadnoscia obliczane zwyktymi kwadratu-
rami Gaussa [74], catki osobliwe wymagajg osobnego traktowania. Stoso-
wane sa miedzy innymi specjalne transformacje (np. transformacja Tetlesa
[79]), ktére grupuja wezty kwadratury w okolicach osobliwosci. Alternaty-
wnie catki te mozna oblicza¢ analitycznie lub posSrednio na podstawie sumy
catek regularnych. Szczegéty znalez¢ mozna w monografiach MEB.

Rys. 1.6. Catkowanie poelemen- Rys. 1.7. Catkowanie poelemen-

cie regularnym cie osobliwym
Fig. 1.6. Integrationalong regu- Fig. 1.7. Integration along singu-
lar element lar element

Podstawiajac réwnania (1.25) i (1.26) do réwnania (1.24), otrzymujemy
dla kazdego punktu obserwacji

N N
kGT, + hint,, = £ Sm (2:27)
n=1 71=1
Punkt obserwacji i, zwany réwniez punktem kolokacji, mozna w zasa-

dzie wybra¢ dowolnie. Jednakze generujac réwnania MEB, umieszcza sig
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go kolejno w weztach elementéw brzegowych. Otrzymuje sie w' ten sposoéb
tyle rownan typu (1.27), ile jest punktéw weztowych. Zbierajgc odpowiednio
temperatury weztowe w macierz kolumnowa T, weztowe strumienie ciepta w
macierz kolumnowa Q, macierze wierszowe za$ h,n oraz gm w tzw. macierze
wptywu, odpowiednio H i G, otrzymuje sie ostatecznie nastepujacy uktad
réwnan bedacy dyskretng formg réwnania catkowego

HT = GQ (1.28)

Uktad ten jest bezposrednim zwigzkiem macierzowym pomiedzy tempe-
raturami i gestosciami strumienia ciepta na brzegu ciata.

1.1.4. Uwzglednianie warunkdéw brzegowych

Warunki brzegowe narzucaja w kazdym punkcie weztowym wartos¢ tempe-
ratury lub strumienia ciepta. Dodatkowo dla warunku brzegowego trzeciego
rodzaju wystepuje liniowy zwigzek pomiedzy tymi wielkoSciami. General-
nie stwierdzi¢ zatem nalezy, ze tylko N wielkosci w uktadzie réwnan (1.28)
jest znanych z warunkéw brzegowych, pozostatych zas N nalezy wyznaczy¢
przez rozwigzanie systemu (1.28).

Przegrupowujac odpowiednio kolumny w uktadzie (1.28) i mnozac prawg
strone przez wielkosci znane z warunkéw brzegowych, otrzymujemy ostate-

cznie
AX = f (1.29)
gdzie: A - macierz gtéwna ukiadu,
X - macierz kolumnowa niewiadomych,
f - macierz kolumnowa wyrazéw wolnych.

Elementy macierzy kolumnowej niewiadomych oraz wspoétczynniki ma-
cierzy gtéwnej zalezg od rodzaju warunku brzegowego w danym wezle

I— Gin dla warunku brzegowego | rodzaju
= Hin dla warunku brzegowego Il rodzaju (1.30)
Hin— hGin dla warunku brzegowego Ill rodzaju

n dta warunku brzegowego | rodzaju
(1.31)

n dla warunkéw brzegowych Il i 11l rodzaju

gdzie: h - wspoétczynnik wnikania ciepta.

Macierz gtéwna uktadu réwnan (1.29) jest macierza petna i niesyme-
tryczng. Rozwigzanie uzyskuje sie klasycznymi metodami numerycznymi,
jak np. metoda eliminacji Gaussa. Przy wiekszych rozmiarach macierzy A
stosuje sie podziat macierzy na bloki.
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1.1.5. Rozwigzanie w punktach wewnetrznych ciata

Po rozwigzaniu réwnania (1.29) i wyznaczeniu rozktadu temperatury i stru-
mienia ciepta wzdtuz brzegu ciata mozna wyznaczy¢ temperature w do-
wolnie wybranym punkcie wewnetrznym. Operacja ta nie wymaga zadnego
dodatkowego podziatu obszaru i polega na przemieszczeniu punktu i w row-
naniu (1.27) w nowe potozenie. Nalezy wiec powtdrzyé catkowanie po brzegu
ciata, tym razem z punktu wewnetrznego obszaru. Warto w tym miejscu
zaznaczy¢, ze wszystkie obliczane w tym etapie catki sg catkami regular-
nymi i utworzenie wewnetrznych macierzy wptywu H ,, i G, nie przedstawia
wigkszych trudnos$ci. Pamietajac o tym, ze dla wszystkich punktéw wewne-
trznych wspétczynniki ¢, sg rowne 1, temperature Tww tych punktach wy-
znacza sie przez prostg operacje mnozenia macierzy wptywu przez brzegowe
wartosci temperatury i strumienia ciepta

T, = -H, T + GWQ (1.32)

Kolejne etapy rozwigzywania zagadnien brzegowych, opisanych réwna-
niami rézniczkowymi, za pomocag MEB przedstawiono na rys.1.8.

1.1.6. Pola zZzrédiowe

Dla zagadnien brzegowych opisywanych réwnaniem Laplace’a rownanie (1.9)
zawiera tylko catki po brzegu T obszaru 0 i przeksztalca sie do postaci
(1.10). Dyskretyzacji podlega wiec jedynie brzeg obszaru. W zagadnieniach
ze zrédtami (rzeczywistymi badz fikcyjnymi) oprécz catek brzegowych w
réwnaniu (1.9) pojawia sie rowniez catka po catym obszarze fi. W pierw-
szych pracach traktujacych o MEB, np. [8], [13], catki te obliczano wprost
poprzez dyskretyzacje obszaru. Jak juz jednak wspomniano, proces dys-
kretyzacji obszaru jest ktopotliwy i pracochtonny, szczegdlnie w przypadku
obszarow trojwymiarowych. Ponadto, catkowanie po wnetrzu obszaru nalezy
wykona¢ tyle razy, ile jest brzegowych punktéw kolokacji, co w zdecydowany
spos6b odbija sie na efektywnosci metody. Jesli wewnetrzne zrédta ciepta
qv opisane sg znang funkcja potozenia, catka po wnetrzu obszaru nie wpro-
wadza zadnych nowych niewiadomych. MEB traci jednak swa najwiekszg
zalete.

Gipson w swej monografii [20] poSwieconej zastosowaniu MEB do roz-
wigzywania réwnania Poissona proponuje wykorzystanie metody Monte Car-
lo do obliczania catki po obszarze fi. Oproécz licznych przyktadéw numery-
cznych autor zamieszcza wydruk programu komputerowego realizujgcego
zaproponowany algorytm.
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Catka po catym obszarze w réwnaniu (1.9) moze by¢ w wielu sytuacjach
praktycznych przeksztatcona w catki brzegowe. Tym samym udaje sie unik-
na¢ dyskretyzacji wnetrza obszaru. Zagadnienia zwigzane z taka wiasnie
transformacja catki po obszarze w réwnowazne jej catki brzegowe sg trescig
niniejszej pracy.

1.2. Metody transformacji catek po
obszarze w catki brzegowe

Metody transformacji oméwione w niniejszym rozdziale dotycza jedynie
tych catek po obszarze, ktére wystepujg w MEB, a precyzyjniej w réwnaniu
(1.9). Catki te majag nastepujacg postac

DO = [ T’qgvdn (1.33)
Jn
Stosowane dotychczas w MEB metody transformacji catek (1.33) mozna
podzieli¢ na trzy gtéwne grupy.
Pierwsza grupa metod zwigzana jest z wykorzystaniem rozwigzan szcze-
g6lnych réwnania Poissona, [2], [17]. Rozwigzanie szczeg6lne, oznaczone
przez T, spetnia oczywiscie rownanie (1.6). Zatem

9, = -JfcVvaf (1.34)
Podstawienie zaleznoéci (1.34) do (1.33) umozliwia wykonanie catkowa-

nia przez czesci

DO = -k j T'va2fdn =
a

-k J TV 2T*<fn + J (rmg - q‘T)dr (1.35)

Po uwzglednieniu definicji rozwigzania podstawowego i skorzystaniu z
wiasnosci filtracji delty Diraca powyzsze réwnanie zapisuje sie nastepujaco

DO - - kCifi + J (r*qg- g*f) dr (1.36)
Dla przypadku gdy rozwigzanie szczegdlne nie jest znane(a tak jest na

ogo6t) Nardini i Brebbia zaproponowali na poczatku lat 80. [40], [41] globalng
interpolacje cztonu zré6dtowego qv

*e = £ [/ ,«; (1.37)
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gdzie: fj - funkcje interpolacyjne,
aj - wspobtczynniki aproksymacji,
J - liczba wyrazéw w wyrazeniu aproksymacyjnym.

Funkcje interpolacyjne fj dobiera sie tak, aby mozna byto tatwo znalezé
rozwigzanie szczeg6lne réwnania

(1.38)

(1.39)

co ostatecznie prowadzi do nastepujgcego wyrazenia na catke (1.33)

J

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze zapewnienie odpowiedniej doktad-
p .sci metody wymaga, aby liczba wyrazéw J w aproksymacji (1.37) byta
wieksza niz liczba weztéw brzegowych. Technika ta, znana obecnie jako
podwdjna zasada wzajemnosci PZW (ang. Dual Reciprocity Method), wyko-
rzystuje wiec opréocz weztdw brzegowych réwniez tzw. bieguny wewnetrzne
(ang. internal polts). Liczba tych punktéw oraz ich lokalizacja powinny oczy-
wiscie uwzglednia¢ ksztatt funkcji qv. Innymi stowy, bieguny wewnetrzne
powinny by¢ gtéwnie lokowane w obszarach o stromym przebiegu funkcji
Zrédta. Doktadniejsze informacje o PZW znalezé mozna w licznych publika-
cjach, np. [11], [64], [65], [67], [81], [82]. Wszystkie one podkreslajg 0g6lnos¢
metody, jej efektywno$¢ numeryczng oraz wyjgtkowo prostg implementa-
cje komputerowg. Jednoczes$nie przeprowadzone obliczenia testowe potwier-
dzaja jej wysoka doktadno$¢. Na poczatku 1992 roku ukazata sie monografia
[66] poswiecona matematycznym podstawom i praktycznym zastosowaniom
podwoéjnej zasady wzajemnosci.

Druga grupa metod, zaproponowana przez Tanga [76], opiera sie na za-
stapieniu aproksymaciji (1.37) szeregiem Fouriera funkcji qv. Rozwiniecia w
szereg dokonuje sie w obszarze nie mniejszym niz fi. Poniewaz wyznaczenie
wspoétczynnikéw tego rozwiniecia wymaga w zasadzie catkowania po wnetrzu
obszaru, autor proponuje wprowadzi¢ do rozwazan obszar pomocniczy fi o
prostym ksztatcie, ktory zawiera w sobie obszar fi. Prosty ksztatt obszaru
pomocniczego, np. prostokat dla zagadnien dwuwymiarowych, czy prosto-
padtoscian dla zagadnien tréjwymiarowych, pozwala na analityczne wyzna-
czenie wspotczynnikéw Fouriera. Rozwinigcia dokonuje sie zatem faktycznie
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w "nieco za duzym” obszarze fi . Nastepnie, wykorzystujac ortogonalnosé¢
funkcji bazowych i postepujac podobnie jak w PZW autor transformuje
catke (1.33) w szereg catek brzegowych.

Metoda opracowana w oryginale dla zagadnien potencjalnych oraz za-
gadnien sprezystosci byta réwniez stosowana przez Itagaki i Brebbie [25] do
modelowania proceséw dyfuzji neutronéw. Jednakze ze wzgledu na skompli-
kowang implementacje komputerowa nie zyskata ona dotad wigekszej popu-
larnosci.

Trzecia grupa metod zwigzana jest z tzw. tensorem Galerkina [9], [12],
[15], [16], [78]. Pozwala ona na transformacje catki (1.33) w catki brzegowe
dla wybranych typéw funkcji qv. Rozwinigciem tej koncepcji jest technika
opracowana przez autora rozprawy pod koniec lat 80. [10], [50], [51], [56],
[57], [60] i znana w literaturze anglosaskiej jako Multiple Reciprocity Method
(wielokrotna zasada wzajemnosci). Pozwala ona modelowa¢ nie tylko pro-
cesy cieplne, ale réwniez wiele innych zagadnien inzynierskich opisywanych
réwnaniami rézniczkowymi innych typéw. Miedzy innymi zastosowanie wie-
lokrotnej zasady wzajemnosci (W ZW ) do rozwigzywania ro6wnania Helmhol-
tza oméwione jest w pracy [58], natomiast obliczanie wartosci witasnych tego
réwnania w pozycjach [28], [29], [30] i [31]. Power H. i Power B.F. wykorzy-
stali WZW do analizy zjawisk hydrodynamicznych [68], [69], wykazujac, ze
uzyskane w ten spos6b rozwigzanie jest catlkowa reprezentacjg rozwigzania
analitycznego. Neves i Brebbia rozszerzyli zastosowanie metody na zagad-
nienia sprezystosci [43], zas Neves, Brebbia, Wrébel i Nowak na problemy
termosprezystosci dla zagadnien stacjonarnych [44], [45], [46] i niestacjonar-
nych [47], [48]. Swego rodzaju podsumowaniem badan nad wykorzystaniem
W ZW do modelowania zagadnien sprezystosci i termosprezystosci jest praca
doktorska Nevesa [42]. Ostatnie, znane z literatury, zastosowania WZW to
problemy dyfuzji neutronéw analizowane przez Itagaki i Brebbie [21], [22],
[23], [24], [26] oraz zagadnienia drgarnt harmonicznych w cienkich sprezystych
ptytach analizowane przez V. Sladka, J. Sladka i M. Tanake [72].

Metoda WZW operuje tzw. rozwigzaniami podstawowymi wyzszych rze-
déw i przeksztatca catke (1.33) w sposéb rekurencyjny (stad nazwa metody).
W rezultacie otrzymuje sie w granicy réwnanie catkowe, ktére jest doktad-
nym i w peini brzegowym sformutowaniem problemu.

Podstawy W ZW wyjasnione sa w nastepnym rozdziale, podczas gdy dal-
sze czesSci pracy dotyczg zastosowania metody do rozwigzywania wybranych
zagadnien inzynierskich.

Poczatkowo metoda wykorzystywana byta do rozwigzywania liniowych
zagadnien brzegowych. Ostatnio [53], [54], [55] pole zastosowah WZW zo-
stato poszerzone o klase nieliniowych probleméw cieplnych. Wymaga to je-
dnak jeszcze pewnego usystematyzowania i dalszych intensywnych badan.



Rozdziat 2

Podstawy wielokrotnej zasady
wzajemnosci

2.1. Zaleznosci ogodlne

W niniejszym rozdziale przedstawiono idee wielokrotnej zasady wzajem-
nosci. Jak wspomniano juz wczes$niej, technika ta pozwala przeksztatci¢
catke po obszarze wystepujacg w réwnaniu catkowym (1.9) w réwno-
wazne jej calki po brzegu ciata. Rozwazania dotycza catki z uogdlnionym
cztonem zrédtowym, ktéry oznaczono przez 6(0* Czion ten moze by¢ rze-
czywistym cztonem zrédtowym lub moze zawiera¢ funkcje reprezentujace
Zzrodta fikcyjne. W szczeg6lnosci dla ustalonego przewodzenia ciepta mamy

bW = <h @.1)

Gorny indeks "0” zostal wprowadzony celem ujednolicenia notacji, co
wyjasniono w dalszej czesci pracy. Podobnie, indeksem "0” opatrzono roz-
wigzanie podstawowe zdefiniowane réwnaniem (1.3). Tym samym catke

(1.33) po obszarze ft mozna zapisa¢ jako

DO= f r m 1/0)dn (2.2)
Jdn

Poczatkowo zaktadasie réwniez, ze funkcja //)jest znana i gtadka
funkcjg wspétrzednych. Inne przypadki przeanalizowano wnastepnych roz-
dziatach pracy.

Rozpocznijmy od wprowadzenia lzw. rozwigzaniu podstawowego pierw-
szego rzedu, czyli funkcji 7" (I) zwigzanej z klasycznym rozwigzaniem pod-
stawowym zaleznoscig

y2y-(h) _ y..(0) (2.3)
Jednoczesnie analog strumienia ciepta, czyli funkcja </**, wynika z rownania

OT'o
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Wykorzystujac symetryczna tozsamos¢ Grecena, mozna przedstawic catke
Daw sposéb nastepujacy

po = [ T*©0)6@dn = fVZr*())B(O)rfn =
Jn Jn
i f @*@U,(0) 9*W6()) dr + F T {1V 2bid)dn =
k Jr Jn
= k7 fr T*Ow @ - 9*Q)O) < + £, -(2.5)
gdzie: u*0' - analog strumienia ciepta bedacy pochodng normalng uo-

g6lnionego cztonu zréditowego:

@5)

Catka Di w zaleznosci (2.5) jest definiowana jako

Di= f T*Q)V26(0)<Zi = f (2.7)

przy czym
i® = Vv 26@ .8)

Poniewaz funkcja6*” jest znang funkcja wspo6trzednych, jejlaplasjan
moze by¢ obliczony analitycznie. Daje to nowa, znanag funkcje potozenia
(/'). Z kolei rézniczkujgc M1) wzdtuz normalnej zewnetrznej, otrzymujemy
funkcje stanowigca odpowiednik strumienia ciepta

WW = ~KiEr (29)

Procesanalitycznego rézniczkowania znanej funkcji niestanowi wigk-
szego problemu przy obecnym poziomie techniki komputerowej. Szeroko do-
stepne oprogramowanie, jak np. pakiety Derive [73] czy Mathematica [80],
pozwalajg zautomatyzowac wiekszos¢ operacji 'analitycznych’, w tym ope-
racje rézniczkowania. Za ich pomoca uzyskuje sie rowniez gotowe procedury
komputerowe (w Fortranie, Pascalu itp.) obliczajagce wartosci wyznaczonych
pochodnych.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze postac¢ catki D\ jest formalnie identy-
czna z postaciag catki D, (r6znig sie one jedynie rzedem rozwigzania podsta-
wowego i rzedem laplasjanu funkcji zrédta). Tym samym catka moze by¢
przeksztalcona w sposéb analogiczny jak catka Da. W rezultacie otrzymu-
Jjemy

D, = i [/ (T*Q - q'{26(1)) dT + D2 (2.10)
k Jr
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Opisana procedura moze by¢ w oczywisty spos6b uogélniona. Definiu-
jac mianowicie cigg rozwigzan podstawowych wyzszego rzedu okres$lonych za-
leznoscig rekurencyjng

V2T.G+D _ r.(i) j _ o0,1,2,... (2.11)

cigg laplasjanéw funkcji zrodta

60) = V26(i 1) j = 1,2,... (2.13)
,> db~
"C’= -tar @14

oraz prowadzgc proces transformacji zgodnie z rys.2.1, otrzymujemy na-
stepujacy szereg catek brzegowych reprezentujgcy wyjsciowg catke (2.2)

i © r
Da= - / (T*(J+1) wu) - 9*>+1>6<») dr (2.15)
j:o o'r

Nalezy pokresli¢, ze robwnanie (2.15) jest doktadng reprezentacjg wyjscio-
wej catki (2.2) -zadne uproszczenia nie zostaty poczynione. Z matematy-
cznego punktu widzenia szereg (2.15) jest rezultatem wykonaniacatkowania
przez czesci nieskonczona liczbe razy.

Ostatecznie podstawiajgc (2.15) do réwnania (1.9) otrzymujemy na-
stepujace, w petni brzegowe sformutowanie wyjsciowego zagadnienia brze-
gowego (1.6)

kCiTi+\] g0 TdT = J T'(O)qdr -

jTo+i)wlU) - gnv+'Hu))dr (2.16)

j=o
Sformutowanie to, nie zawierajac catek po obszarze, nie wymaga dyskre-
tyzacji obszaru. W ten sposéb zachowana zostata najwieksza zaleta MEB,
jaka jest prosta generacja siatki numerycznej. Wymagana jest natomiast
znajomos$¢ na brzegu obszaru nie tylko samego cztonu Zrédtowego b\ ale

réwniez ciagu jego laplasjanow.

2.2. Dyskretyzacja brzegowego rownania
catkowego

Ogo6lne zasady dyskretyzacji rownan catkowych MEB przedyskutowano juz
w podrozdziatach 1.1.2 oraz 1.1.3. Osobnego omoéwienia wymaga zatem je-
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[770

Rys. 2.1. Proces transformacji catek po obszarze w catki brzegowe - wielo-
krotna zasada wzajemnosci

Fig. 2.1. Transformation of domain integrals into boundary ones - the
Multiple Reciprocity Method

dynie dyskretyzacja cztonu zrédtowego, wyrazonego w réwnaniu (2.16) sze-
regiem catek brzegowych.

Jak pokazano wcze$niej, podziat brzegu T na N elementéw brzegowych
pozwala na zastgpienie catki po brzegu ciata, suma catek po poszczegélnych
elementach Fn
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- i t t L (T*@FHDwu) - D) b)) drn (2.17)
j=0 n=0

Dwie pierwsze catki brzegowe wyrazaja sie poprzez klasyczne macierze
wptywu H, oraz G, utworzone z rozwigzania podstawowego zerowego rzedu.
Natomiast catki wchodzace w sktad szeregu moga by¢ obliczone bezposre-
dnio kwadraturami numerycznymi, gdyz wszystkie tworzace je wyrazy sa
znanymi funkcjami potozenia. Tym samym po dyskretyzacji rownanie (2.17)

przyjmuje postac

H,T = G,Q + R (2.18)

gdzie: R - macierz kolumnowa uzyskana przez obliczenie sumy sze-
regu w réwnaniu (2.17).

Ten spos6b obliczenia cztonu zrédiowego jest najbardziej oczywisty i
najdoktadniejszy. Wymaga on jednak osobnego traktowania catek zawiera-
jacych temperature i strumien ciepta oraz catek z cztonu Zzrédtowego. Bar-
dziej jednolite sformutowanie otrzymuje sie, jesli aproksymacje MER typu
(1.21) i (1.22) zastosowaé rowniez do funkcji //~* oraz w~ K Mamy woéwczas

foE) » bj s 2.
tv{i)(() = * Twi (2.20)
gdzie: bj macierz kolumnowa zawierajaca wartosci funkcji

w punktach weztowych nalezacych do n-tego elementu
brzegowego,
macierz kolumnowa zawierajgca wartosci funkcji
w punktach weztowych nalezacych do n-tego elementu
brzegowego,
macierz wierszowa zawierajgca lokalne funkcje interpola-
cyjne.

Powyzsze aproksymacje w potaczeniu z réwnaniami (1.25) i (1.26) daja

hi* = jf 4or simU<I\\ (2.21)

g* = jf *r~d I\ 2.22)

Prowadzi to do tzw. macierzy wptywu wyzszych rzeddéw Jpozwala zapisaé
réwnanie (2.17) w nastgpujacej zdyskretyzowanej postaci

H, T = G,Q - ~V (G,+qIW, - H)+ Bj) (2.23)
j=0
gdzie: Bj macierz kolumnowa wartoscifunkcji //* w weztach
brzegowych,
W j - macierz kolumnowa wartosci funkcji w  weztach

brzegowych.
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Uzyskane w ten sposéb sformutowanie jest jednolite i prowadzi do bar-
dzo zwartego programu komputerowego. Nalezy jednak podkreslié, ze przez
zastosowanie aproksymacji (2.19) i (2.20) dokiadno$¢ obliczen jest nieco
mniejsza niz przy catkowaniu bezposrednim. W praktyce szereg w réwnaniu
(2.23) jest obliczany przez sumowanie kolejnych wyrazéw. Zbiezno$¢ szeregu
jest analizowana w podrozdziale 2.4. Wprowadzanie warunkéw brzegowych
i rozwigzywanie koncowego uktadu réwnan liniowych przeprowadza sie, jak
podano w podrozdziale 1.1.4.

2.3. Rozwigzania podstawowe wyzszych
rzedow

Rozwigzania podstawowe wyzszych rzedéw definiowane sa zaleznosciami re-
kurencyjnymi (2.11) i (2.12). Réwnanie (2.11) dlaj — 0 zawiera rozwigzanie
podstawowe zerowego rzedu, ktére zalezy od analizowanego problemu. Tym
samym rozwigzania podstawowe wyzszych rzedéw sa réwniez zalezne od
typu analizowanego zagadnienia brzegowego. W niniejszym rozdziale roz-
wazania dotycza zagadnien potencjalnych, dla ktérych rozwigzanie podsta-
wowe jest opisane réwnaniom (1.3). Inne zagadnienia brzegowo, z innymi
rozwigzaniami podstawowymi, sa przedmiotom rozwazan w dalszych roz-
dziatach pracy.

Niezaleznie od typu zagadnienia brzegowego rozwigzania podstawowe
wyzszych rzedéw powinny oprécz réwnania (2.11) spetnia¢ réwniez twier-
dzenie o dywergencji [32]. Twierdzenie to. ustalajac zwigzek pomiedzy catka
po obszarze i catkg po brzegu, wymaga, aby dwa kolejne rozwigzania podsta-
wowe wyzszych rzedéw spetniaty warunek

f r U)<in = fva2r{+th<m =
Jn Ju
ri)T*(j+1) 1 f

- -J s «

Powyzszo réwnanie pozwala ustali¢ warto$¢ niektérych statych catkowa-
nia przy rozwigzywaniu réwnania (2.11). W szczeg6lnym przypadku, np. jak
wykazano to w Dodatku (A) dla zagadnienn potencjalnych, stale catkowania
s rébwno zeru.

Rozwiazania réwnania (2.11) poszukuje sie w catej przestrzeni, zapisu-
jac operator Laplacea w cylindrycznym (zagadnienia dwuwymiarowe) lub
sferycznym (zagadnienia tréjwymiarowe) uktadzie wspétrzednych. Umiesz-
czajac poczatek uktadu wspétrzednych w punkcie dziatania zrédta, uzyskuje
sie dla zagadnien dwuwymiarowych nastepujaco wyrazenie

7010 = Lo (L,1,,,. _ lij) JMa/ = 0.1.2.... (2.2»)
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gdzie: AjiBj - wspo6tczynniki liczbowe definiowane nastepujgcymi
zalezno$ciami rekurencyjnymi

A* = 40412 2%)

LL2M»

W Dodatku (A) zamieszczono dow6d poprawnosci rozwigzania (2.25)
przeprowadzony metoda indukcji matematycznej.

Jako wartos$ci poczatkowe dla rekurencji (2.26) i (2.27) przyjmuje sie
zwykle A0 = 1oraz BQ = 0, np. [56], [57]. Wynika to z postaci klasycznego
rozwigzania podstawowego T*(°) zdefiniowanego réwnaniem (1.3). Nalezy je-
dnak podkresli¢, ze wartos¢ statej B0 moze by¢ zupetnie dowolna. Oblicze-
nia wykazaly, ze stata ta wptywa na szybkos$¢ zbieznos$ci szeregu w réwnaniu
(2.16) oraz w pewnym stopniu na doktadnos$¢ rozwigzania. WartosS¢ statej
BO jest zwigzana z niejednoznacznoscig rozwigzania réwnania catkowego
[27], [33] i w konsekwencji decyduje o dokladnosci, z jaka spetnione jest
réwnanie globalnego bilansu energii [59]. Najdoktadniejsze rezultaty otrzy-
mano, stosujac badz B0 = 0, bgdZz B0 — (1/2tt) In rmax, gdzie rmax oznacza
maksymalng odlegto$¢ pomiedzy weztami brzegowymi.

Analog strumienia ciepta g*W oblicza si¢ przez rézniczkowanie pola T*0)
wzdtuz normalnej zewnetrznej, zgodnie z r6wnaniem (2.12)

q = - 2" {2 Inr + 1)Aj] ~ 2jBj1r2>1dH (2728)

Godny podkreslenia jest fakt, ze rozwigzania podstawowe wyzszych rze-

doéw T*u) i g*0') nie maja osobliwosci dlaj = 1,2, Tym samym ich catko-

wanie nie wymaga zadnych specjalnych technik i standardowe kwadratury
Gaussa [74] zapewniajg wystarczajacag doktadnos¢.

2.4. Zagadnienia zbieznosci szeregu W ZW

W wielokrotnej zasadzie wzajemnosci wktad cztonu Zr6dtowego do rozwigza-
nia problemu jest przedstawiony za pomoca szeregu (2.15). Generalnie rzecz
ujmujac, warto$¢ sumy tego szeregu zalezy od jakosci dyskretyzacji brzegu
oraz od liczby sumowanych wyrazéw. Jest oczywiste, ze podziat numery-
czny brzegu powinien by¢ dostosowany do zmiennos$ci pota temperatury i
strumienia ciepta. Jest to zagadnienie niezwykle ogélne i dotyczace wszy-
stkich metod numerycznych. Wymagane jest przy tym pewne doswiadcze-
nie poparte znajomos$cig modelowanych zagadnien brzegowych. Bardzo do-
bre rezultaty uzyskuje sie przy stosowaniu metod adaptacyjnych i samo-
adaptacyjnych, np. [1], [70], [71]. Ze wzgledu na swg odrebnos¢ problemy
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wiasciwego podziatu numerycznego brzegu nie sg dyskutowane w niniejszej
pracy. Przedstawiono natomiast kryteria pozwalajace sprawdzi¢, czy dla da-
nej funkcji Zzrodta szereg (2.15) jest zbiezny. Ponadto przedyskutowano spo-
s6b kontrolowania liczby wyrazéw szeregu wymaganych do obliczenia jego
sumy z zatozong doktadnoscia. Zaprezentowano réwniez oszacowanie reszty
obcietego szeregu.

Warto na poczatek zauwazy¢, ze w wielu praktycznych obliczeniach
Zrédta ciepta opisywane sg do$¢ prostymi funkcjami potozenia. Tym samym
szereg (2.15) redukuje sie do sumy skonczonej i problem badania zbieznosci
w ogble nie wystepuje.

W przypadku kiedy funkcja 6** generuje nieskonczony szereg laplasja-
néw, zbieznos$¢ szeregu (2.15) powinna by¢ sprawdzona. Kolejne wyrazy tego
szeregu zwykle szybko zdazaja do zera. Wynika to z tego, ze wspoétczynniki
liczbowe A3 i Bj rozwigzan podstawowych wyzszych rzedéw zachowujg sie
jak odwrotnos¢ funkcji silnia. Pewien poglad na szybkos$¢ zbieznos$ci szeregu
mozna sobie wyrobi¢ na podstawie rezultatéw zamieszczonych w pracy [57].

Warunkiem koniecznym zbieznos$ci szeregu jest, aby stosunek dwéch ko-
lejnych wyrazéw byt mniejszy niz 1. Daje to dwie nastepujace nieréwnosci

T nJ+2 u;0+1) e-0+2) &0+»)

< 1 oraz 2.29
T*0+1>U>0) o*U+i) BG) - T (2.29)

Uwzgledniajgc zaleznosci (2.25)-(2.28), otrzymujemy

7,%0'+2) w (J+1) 2 AR Inr -
r*(j+i) w0) Aj+l  Inr — 4~- u>0)
Ar+i
2 Inr - ~ wu +1)
r
A>2 (2.30)
L2o+2)J  Inr — w0 >
Al+1

co po prostych przeksztatceniach prowadzi do nastepujgcego warunku zbie-
znosci szeregu

2 Bl+>
«,0+D . [20'+ 2)1 Inr — AJ+| (2 31)
wO) r Inr — BH}3

Stosunek wspétczynnikéw Bj do A j wynika z réwnan (2.26) i (2.27) i wyraza
sie nastepujacg zaleznoscig (dowdd zamieszczono w Dodatku B)

B rj4i y* 1 ffj+2 _ i

(2.32)
A>+1 tz1i+I A2 h,1+1
Podobne kryterium uzyskuje sie dla stosunku funkcji fcO+i) i fcO
2 - i it] -
[20"+ 2)1 20 + 1) Inr 2(i + Dfjx]- + 1 (2.33)

60) r 20+ 2) Inr - 20+ 2)f*L + 1
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Kryteria (2.31) oraz (2.33) uzalezniajg stosunki 6*J+1) dO JO) oraz u)0+")
do w0) od rzedu laplasjanu j oraz odlegtosci r punktéow kolokacji i catkowa-
nia. Ltatwo zauwazy¢, ze im mniejsza jest odlegto$¢ r, tym wiekszy moze by¢
stosunek kolejnych laplasjanéw i tym tatwiej wiec mozna spetni¢ kryterium
zbieznosci szeregu. W praktyce oznacza to, ze warunki (2.31) oraz (2.33)
powinny by¢ sprawdzane dla kazdego j przy r = rmax. W przypadku ”
duzych obszaréw” zaleca sie [43] zmniejszenie rmax przez podziat obszaru fi
na podobszary.

Warunki (2.31) i (2.33) sa jedynie warunkami koniecznymi. Przeprowa-
dzone przykitadowe obliczenia sugeruja jednak, ze sg to réwniez warunki

za

wystarczajace zbieznosci szeregu.

W komputerowej realizacji WZW szereg (2.17) zostaje przeksztatcony w
sume skonczona. Aby obliczy¢ sume szeregu z zadowalajagca doktadnoscia,
suma skoniczona powinna zawiera¢ odpowiednig liczbe wyrazéw. Jesli szereg
jest zbiezny, liczbe uwzglednianych wyrazéw kontroluje sie poprzez oblicza-
nie wktadu kolejnych wyrazéw szeregu do prawej strony réwnania (2.17).
Reszta obcietego szeregu moze by¢ tatwo oszacowana poprzez wykorzysta-
nie globalnych funkcji interpolacyjnych podwéjnej zasady wzajemnosci [56]
lub tez bezposrednio przez analizowanie catki po obszarze fi. Mamy bowiem

M
D° = 1Y, / (T*(+,)to(j) - q'{I+1)6Q)) dT + RM (2.34)
k j=o
gdzie: Rm ~ reszta szeregu wyrazajaca sie nastgpujaca catka po
obszarze

RM = j T*(M+,)6(A/+ )rffi (2.35)
n

Z twierdzenia o wartosci $redniej [32] uzyskujemy

RM = er+*) f t*(m+1)dfl (2.36)
Jn
gdzie: - $rednia warto$¢ funkcji fqfM+1) w obszarze fi.

Uwzgledniajac teraz definicje rozwigzania podstawowego wyzszego rzedu
(2.11) oraz twierdzenie o dywergencji, wyrazamy catke (2.36) nastepujgco

RM = o +1) | voT*M+2t/fi = - } 6M+1) / ex(M+2dr (2.37)
Ju » Jr

Ostatnia catka po brzegu T jest sumag wspétczynnikéw w tym wierszu
macierzy wptywu H a/+2, ktéry odpowiada rozwazanemu punktowi kolokacji
i. Pozwala to uzyska¢ nastepujgcg nieréwnosc¢

Rm < le :2jrM2dj = | bzv]le A5 (2.38)

gdzie: tm «I* - maksymalna warto$¢ funkcji w obszarze fi.
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2.5. Implementacja komputerowa W ZW

Implementacja komputerowa wielokrotnej zasady wzajemnosci jest natu-
ralna i prosta. Program komputerowy skitada sie z dwéch zasadniczych
czedci. CzeS¢ pierwsza programu ma charakter uniwersalny i stanowi nie-
wielkg modyfikacje standardowych kodéw komputerowych MER opubliko-
wanych m.in. w [8] i [9]. Podstawowa modyfikacja dotyczy sposobu oblicza-
nia macierzy kolumnowej R w réwnaniu (2.18). Poniewaz macierz R jest
suma szeregu, jej obliczenie wymaga zrealizowania dodatkowej petli. Or-
ganizacja tej petli moze opiera¢ si¢ na catkowaniu bezposrednim lub moze
wykorzystywaé¢ macierze wptywu wyzszych rzedéw, jak opisano to w pod-
rozdziale 2.2.

Niezaleznie od sposobu catkowania celowa jest zmiana kolejnosci wyko-
nywanych operacji. Innymi stowy, zamiast oblicza¢ sume catek brzegowych,
znacznie efektywniej mozna obliczy¢ catke z sumy funkcji podcatkowych.
Wigze si¢ to ze zmniejszeniem liczby operacji, a co za tym idzie ze skréce-
niem czasu obliczen. Jesli macierz kolumnowa R jest wyrazona za pomoca
macierzy wptywu, zmiana kolejnosci operacji pozwala unikngé przechowy-
wania w pamieci komputera macierzy wptywu wyzszych rzedéw. Obliczone
wspoétczynniki macierzy wptywu sa na biezgco mnozone przez macierze ko-
lumnowe B, oraz W j i sumowane celem utworzenia macierzy R.

Druga cze$¢ programu komputerowego zawiera dwie procedury oblicza-
jace elementy macierzy B, i W,. Procedury te zalezg od postaci cztonu
zrodtowego w zagadnieniu brzegowym i powinny by¢ kazdorazowo uzu-
petnione przez uzytkownika programu. Jak juz wspomniano wcze$niej, odpo-
wiednie oprogramowanie pozwala zautomatyzowac ten etap tworzenia kodu
komputerowego.



Rozdziat 3

Zastosowanie W ZW do
modelowania pol temperatury

Istotg wielokrotnej zasady wzajemnosci jest transformacja zagadnienia brze-
gowego, przedstawionego w formie réwnania rézniczkowego Poissona, w
brzegowe réwnanie catkowe. Uog6lniony czton Zzrédiowy w réwnaniu
Poissona reprezentuje rzeczywiste tub fikcyjne zrédta ciepta. Zastosowanie
W ZW do modelowania p6l temperatury sprowadza sie wiec do odpowied-
niego zdefiniowania cztonu Zrédtowego i wyznaczenia ciggu jego taplasjanow.
Zagadnienia te przedyskutowane zostang kolejno dla proceséw ustalonego i
nieustalonego przewodzenia ciepta.

3.1. Ustalone przewodzenie ciepta

Wyczerpujgce informacje na temat modelowania za pomocg metody ele-
mentéw brzegowych bezzrédtowych pél temperatury mozna znalezé w licz-
nych publikacjach, np. [5], [9], [12], [39]. W niniejszym podrozdziale skon-
centrujemy sie wiec na obliczaniu zrédtowych, ustalonych pdl temperatury.
Podstawiajac za uogoélniony czton zrédiowy wydajnos¢ wewnetrznych
zrodet ciepta qv, mozemy bezposrednio wykorzystaé rezultaty przedstawione
w rozdziale 2. Ograniczymy sie zatem do zaprezentowania rezultatéw obli-
czen numerycznych reprezentatywnych przyktadéw testowych.

W wiekszosci przypadkoéw testy numeryczne dotycza obszaréw o sto-
sunkowo prostych ksztattach, co podyktowane jest jedynie checig poréwna-
nia uzyskanych rezultatéw z rozwigzaniami analitycznymi. Nalezy jednak
podkresli¢, ze ksztatt obszaru moze by¢ zupeinie dowolny.

Przyktad 3.1. Przyktad referencyjny

Ten prosty przyktad zostat zaczerpniety z #9(ii) NAFEMS1Thermal Ana-
lysis Benchmarks.

’National Agency for Finite Element Methods and Standards
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Rozmiary obszaru i jego podziat numeryczny na liniowe elementy brze-
gowe pokazano na rys.3.1. Brzeg obszaru utrzymywany jest w statej tempe-
raturze réwnej zero. Wspoétczynnik przewodzenia ciepta k = 52 W/ (m-K),
a wydajnos$¢ wewnetrznego zZrédia ciepta jest stata w calym obszarze C i
wynosi qv = = 106 W/m 3. Dla takiej funkcji zrédta wszystkie laplas-
jany sa réwne zero i szereg w réwnaniu (2.16) redukuje sie do jednego wy-
razu. Temperatura w punkcie centralnym wyznaczona analitycznie wynosi
310.1°C. Stosujac WZW, otrzymano warto$s¢ 310.48°C. Wartos¢ te porow-
nano réwniez z rezultatem z innej metody transformacji catek po obszarze
w calki brzegowe, a mianowicie z wynikiem wyznaczonym za pomoca tzw.
podwoéjnej zasady wzajemnosci. PZW data wynik 314.6°C [61].

o.4m  ameee

0.6m X

Rys. 3.1. Dyskretyzacja brzegu obszaru w przyktadzie referencyjnym
Fig. 3.1. Boundary discretization in benchmark problem

Przyktad 3.2. Pole temperatury w nieskonczenie dtugim precie o przekroju
eliptycznym

Rozwaza sie ustalone przewodzenie ciepta w nieskonczenie dtugim precie
o przekroju eliptycznym. Dzielagc réwnania definiujgce zagadnienie brze-
gowe przez iloczyn wspoétczynnika przewidzenia ciepta i charakterystycznej
réznicy temperatur, mozna sprowadzi¢ je do postaci bezwymiarowej [19].
Podziat numeryczny brzegu na liniowe elementy brzegowe pokazano na
rys.3.2. Elipsa ma poétosie gtéwne o dtugosciach odpowiednio 2i 1. Zatozono,
ze bezwymiarowa wydajno$¢ wewnetrznych Zzrédet ciepta jest proporcjo-
nalna do kwadratu bezwymiarowej wspoétrzednej x. Przy zerowym warunku
brzegowym | rodzaju rozwigzanie analityczne problemu dane jest zaleznoscia

T = - (5022 - 82 + 33.6)(x2/4 + y2 - 1)/246
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Bezwymiarowa gesto$¢ strumienia ciepta na brzegu obszaru wynika z na-
stepujacego réwnania

qg = — (—50z3 —100TJ2 +4x2y + 83.2x).r/492
- (—I00z2% + iy2x +32y3 - 83.2y)j//246

Rys. 3.2. Dyskretyzacja brzegu preta eliptycznego
Fig. 3.2. lioundary discretization of elliptic cross-section

Dla przyjetej funkcji zrédta tylko laplasjany 6(0* i 6*'* sg r6zne od zera
i szereg w réwnaniu (2.16) redukuje sie do sumy skonczonej. Tablica 3.1
przedstawia poréwnanie rezultatow uzyskanych metodami WZW oraz PZW
z rozwigzaniem analitycznym, [61]. Warto podkresli¢, ze rozwigzanie metoda
PZW uzyskano, stosujgc 17 punktéw wewnetrznych, podczas gdy sformuto-
wanie WZW jest sformutowaniem czysto brzegowym.

Tablica 3.1
Bezwymiarowa temperatura i bezwymiarowa gesto$¢ strumienia ciepta w
wybranych weztach przekroju eliptycznego

Zmienna Punkt X y Rozw. WZW Rozw, analit. Itozw. PZW

1 1 2.0 0.0 0.877 0.949 0.825
2 1.706 -0.522 0.952 0.915 0.948

3 1179 -0.808 0.711 0.657 0.698

i 0.598 -0.95-1 0.308 0.343 0.339

5 00  -1.0 0.228 0.208 0.194

7 17 15 0.0 0.247 0.259 0.262
18 12 -0.35 0.217 0.220 0.220

19 06  -0-15 0.150 0.143 0.136

20 00 -045 0.113 0.103 0.092

2 0.9 0.0 0.244 0.240 0.236

22 0.3 0.0 0.163 0.151 0.142

n 0.0 0.0 0.149 0.136 0.127
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Chociaz dyskretyzacja brzegu jest bardzo zgrubna, szczegélnie w sa-
siedztwie wierzchotkéw elipsy, rezultaty obliczen numerycznych zgadzajg sie
dos¢ dobrze z rozwigzaniem analitycznym. Drobniejszy podziat numeryczny
brzegu oczywiscie wptynatby na poprawe doktadnosci rozwigzan numerycz-

nych.

Przyktad 3.3. Pole temperatury wywotane zrédtem ciepta opisanym funk-

cja trygonometryczna

Na tym przyktadzie przesledzono wptyw liczby sumowanych wyrazéw w sze-
regu (2.10) na doktadno$é rezultatébw numerycznych WZW. Podobnie jak
poprzednio zagadnienie brzegowe sformutowano w zmiennych bezwymiaro-

wych.

Rys. 3.3. Dyskretyzacjn brzegu obszaru w przyktadzie 3.3
Fig. 3.3. Boundary discretization in. Example 3.3

Rozwazymy pole temperatury w nieskonczonym precie o przekroju pros-
tokatnym i wymiarach 1x0.2. Jego dyskretyzacje przedstawiono na rys.3.3.
Krawedzie AB oraz CD sg izolowane cieplnie, tj. strumien ciepta g — 0.
Wzdtuz krawedzi AD oraz BC' zadano warunki brzegowe | rodzaju

T =0.2 wzdtuz AD

T —18 wzdtuz BC

Zatozymy, ze bezwymiarowa wydajnos¢ zrodia ciepta opisana jest na-
stepujgca funkcja trygonometryczna

= _ 0.8x2cos(iex)

Funkcja jest rézniczkowalria nieskonczong liczbe razy. dajac cigg laplasjanéw

o0 wyrazie 0og6élnym
bu) = (—1K+} 0.8 7i+2 cos(ttx)

W rezultacie rozwigzanie wyraza sie przez nieskonczony szereg catek brze-
gowych. Rozwigzanie analityczne powyzszego problemu dane jest wzorem

T = 1 — 0.8 cos(7r.r)
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Linia ciggta na rys.3.4 przedstawia rozwigzanie analityczne, podczas gdy
poszczeg6lne symbole oznaczajg rozwigzania numeryczne uzyskane metoda
WZW przy uwzglednieniu réznej liczby wyrazéw. Z rysunku wynika, ze
doktadno$¢ rozwigzania numerycznego zalezy w spos6b wyrazny od liczby
sumowanych wyrazéw szeregu (2.15). Zadowalajgca zbieznos¢ uzyskuje sie
po zsumowaniu trzech wyrazéw szeregu. Préby zageszczenia podziatu nume-
rycznego przy mniejszej liczbie wyrazéw szeregu nie prowadzity do poprawy
doktadnosci rozwigzania.

2.00

rozwigzanie analityczne
000 co rozwlgzanle WZW - 1 wyraz
o [ITh rozwlgzanle WZW - 2 wyrazy
00000 rozwlgzanle WZW - 3 wyrazy

TLLIIETp IH'H'Trril I H-rerrrl I Hrn 17T
0.40 0.60 0.80 1.00

wspobtrzedna x

Rys. 3.4. Zaleznos$¢ rozwigzania W ZW od liczby sumowanych wyrazéw sze-
regu

Fig. 3.4. Dependence of MRM solution on the number of terms in the se-
ries

Przyktad 3.4. Pole temperatury w Scianie zbiornika ci$nieniowego przy
absorpcji promieniowania jadrowego

Analizuje sie ustalone przewodzenie ciepta w Scianie stalowego zbiornika
cisnieniowego chtodzonego systemem kanatéw [4] - rys.3.5. Geometria obiek-
tu pozwala wyodrebni¢ do rozwazan powtarzalny element réwniez pokazany
na rysunku. Dyskretyzacji poddano tylko brzeg obszaru. Punkty wewne-
trzne wprowadzono jedynie celem wyznaczenia przebiegu izoterm wewnatrz
obszaru.
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Rys. 3.5. Powtarzalny element zbiornika ci$nieniowego
Fig. 3.5. Repeatable segment oj pressure vessel

Wszystkie ptaszczyzny symetrii sg powierzchniami adiabatycznymi. Na
wewnetrznej powierzchni zbiornika zatozono warunek brzegowy Il rodzaju,
tzn. znana jest gesto$¢ strumienia ciepta. W kanale, ktérym ptynie czyn-
nik chtodzgacy oraz na zewnetrznej powierzchni zbiornika, przyjeto warunek
brzegowy 11l rodzaju, tzn. konwekcyjng wymiane ciepta.

Na skutek absorpcji promieniowania jadrowego pole temperatury w $cia-
nie jest polem zrédtowym. Wydajno$¢é wewnetrznych zrédet ciepta zmienia
sie wyktadniczo wraz z odlegtoscig R od osi zbiornika [4], [36].

Rozmiary geometryczne segmentu odniesiono do promienia zewnetrzne-

go zbiornika Rz. Ponadto w obliczeniach przyjeto [4]:
wydajnos¢é wewnetrznych zrédet

ciepta 4v = 75.08- 105exp(—4
bezwymiarowy promien zewne-
trzny zbiornika Rz =1

bezwymiarowy promien wewne-
trzny zbiornika Rw = 0.6
bezwymiarowy promien otworéow
chtodzacych Rh = 0.2
bezwymiarowy promien okregu z

otworami Ra = 0.8
wspotczynnik przewodzenia cie-

pta stali k = 43.27 W/(m-K)
gestos¢ strumienia ciepta na po-

wierzchni wewnetrznej 9 = 15000 W/ (m 2-K)

wspotczynnik wnikania ciepta na
powierzchni zewnetrznej h = 50 W/(m2K)
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temperatura ptynu chtodzacego

powierzchni«; zewnetrzng =Ub
wspoétczynnik wnikania ciepta we-
whnatrz otworu chtodzgcego I, = 3000 \V/(m2 K)
temperatura ptynu w otworze
chtodzacym T = 15°C
0.00
0.30
y
0.26
4
i 0.ts
jo.10
Lo.os
1
J
u-0.00
oL —i—_L_.
0.70

Rys. 3.6. Przebieg izoterm [°C] wilrnii ncie powtarzalnym zbiornika ci$nie-
niowego

Fig. 3.6. Isothermal lines ["("] iritliin lin npialoblt sigwenl oj pressure
vessel

Rozwigzanie YVZYV uzyskano [16]. sumuja«< osiem wyrazow szeregu (2.1%).
Izotermy wraz z przestrzennym obrazem pola temperatury przedstawiono
na rys.3.6 i 3.7.

3.2. Nieustalone przewodzenie ciepta

W niniejszym podrozdziale oméwiono zastosowanie wielokrot nej zasady wza-
jemnosci do obliczania nieustalonych, bezzrédlowych po6l temperatury. Za-
gadnienia takie opisywane sg rownaniem rézniczkowym Fouriera Kirchliolfa
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gdzie: t - czas,

a = k/gc - wspétczynnikwyréwnywania temperatury,
g - gestosc¢ ciata,

c - pojemnos¢ cieplna wiasciwa.

Rys. 3.7. Przestrzenny obraz pola temperatury w elemencie powtarzalnym
zbiornika cisnieniowego

Fig. 3.7. 3-D plot of temperature field within repeatable segment of pressure
vessel

Roéwnaniu (3.1) powinny towarzyszy¢ warunki brzegowe oraz warunek
poczatkowy, len ostatni jest rozkladem temperatury wewnatrz ciata w
chwili poczatkowej /= 0

To=T (3.2)

gdzie: TO - znana funkcja potozenia.

Warunki brzegowe moga by¢ dowolnego rodzaju i dlatego nie beda tutaj
omawiane.



52 3. Zastosowanie WZ W do modelowania p6l temperatury

Zanim przystgpimy do zaprezentowania zastosowania WZW do rozwig-
zywania zagadnienia brzegowo-poczatkowego (3.1)—3.2), warto wspomnie¢,
ze transformacja w réwnanie catkowe moze by¢ dokonana przy zastosowa-
niu zaleznego od czasu lub tez niezaleznego od czasu rozwigzania podsta-
wowego. Wybor drogi transformacji zalezy od liczby Fouriera, dla ktérej
pragniemy uzyskaé rozktady temperatury [52]. Generalnie rzecz ujmujac, na
poczatku procesu nieustalonego przewodzenia ciepta rozktad temperatury
jest kontrolowany zaréwno przez warunek poczatkowy, jak i przez warunki
brzegowe. Wtedy bardziej odpowiednim sformutowaniem z punktu widzenia
efektywnosci i doktadnosci obliczen jest sformutowanie wykorzystujgce roz-
wigzanie podstawowe zalezne od czasu [12], [75]. Sformutowanie takie jest
prostym odpowiednikiem rozwigzania analitycznego wyrazonego szeregiem
catek funkcji btedu er/oraz erfc [77]. Szereg ten jest bardzo szybko zbiezny,
ale tylko dla matych liczb Fouriera. Wymagana liczba sumowanych wyrazéw
ro$nie gwaltownie w miare rozwoju procesu.

Réwnanie catkowe MEB, bedace rezultatem zastosowania rozwigzania
podstawowego zaleznego od czasu, catkuje sie numerycznie od warunku po-
czatkowego do aktualnie analizowanego czasu. Oznacza to, ze im wieksza
jest liczba Fouriera, tym mniej efektywne numerycznie staje sie sformutowa-
nie. Jego ogromng zaleta jest jednak wysoka doktadnos¢ obliczen, niezaleznie
od liczby Fouriera.

W miare rozwoju procesu, w stanach bliskich stanowi uporzagdkowanemu,
wptyw warunku poczatkowego na pole temperatury staje sie coraz stabszy.
Pole temperatury jest wowczas praktycznie kontrolowane jedynie przez wa-
runki brzegowe. Oznacza to, ze bardziej efektywne numerycznie staje sie
sformutowanie z rozwigzaniem podstawowym niezaleznym od czasu, a wiec
zdefiniowanym réwnaniami (1.2) i (1.3). Sformutowanie takie ma swoéj odpo-
wiednik w klasie rozwigzan analitycznych przedstawionych za pomoca sze-
regu funkcji wtasnych [19], [63].

W niniejszym podrozdziale przedyskutowano jedynie sformutowanie be-
dace rezultatem wykorzystania rozwigzania podstawowego niezaleznego od
czasu. Wystepujaca w nim catke po obszarze przeksztatcono w calki brze-
gowe, wykorzystujac wielokrotng zasade wzajemnosci.

ZaleznoSci przedstawione w rozdziale 2 pozostajg stuszne réwniez dla
procesu nieustalonego przewodzenia ciepta po podstawieniu w miejsce uo-
gélnionego cztonu Zréditowego 6** fikcyjnego Zrodia ciepta, a wiasciwie u-
pustu ciepta, ktérego wydajnos¢ jest proporcjonalna do czasowej pochodnej
temperatury. Z punktu widzenia WZW jest to wiec problem nieliniowy, w
ktorym wydajnos$¢ zrodet jest zalezna od rozwigzania. Zagadnienia takie
sag omowione w podrozdziale 3.3. Jednakze ze wzgledu na duze znaczenie
praktyczne problemoéw nieustalonej wymiany ciepta poswigcono im osobny
podrozdziat.

Zastosowanie zasady wzajemnosci do p6l temperatury T*<°l oraz T opisy-
wanych réwnaniem rézniczkowymi odpowiednio (1.2) i (3.1) pozwala uzys-
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ka¢ nastepujace réwnanie catkowe
iicc, Ti + 3 tA~O>7'fIT = jf 7*(0)5 - Do (3.3)

Catka po obszarze Q ma postacé

0D f T"{0)Tdn (3.4)

« Jn

gdzie: T czasowa pochodna temperatury.

Istota WZW polega na wyznaczeniu ciggu rozwigzan podstawowych
(2.25), ciagu taptasjanéw funkcji zrodta i wykonaniu catkowania przez czesci
nieskoniczong liczbe razy. Obliczajac cigg taptasjanéw funkcji zrédta, mamy
kolejno

6> = i (3.5)
bw = VvV 26@Q) = 2f = _t<L (V2T) =
a a dt

a ot (,« ) a2 Ot2 a2 v

oraz ogo6lnie
iF DT
—_ - — r— (3.7)
a1l dP+1

aJ+l dP +1

Podstawienie tych zaleznosci do réwnania (2.15) pozwala uzyska¢ [51], [56]

C=HIX" -0 W-rew) > N

Podstawienie (3.9) do (3.3) daje po prostych przeksztatceniach

kciTi + Y\ we-dyY = Vv ’_aljmw v .10)?
G o

J=o

gdzie pochodne rzedu zerowego oznaczajg same funkcje.
Nalezy zauwazyé, ze powyzsze réwnanie jest rGwnaniem catkowym ze
wzgledu na wspoétrzedne geometryczne, rézniczkowym za$ ze wzgledu na

Czas.
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3.2.1. Dyskretyzacja czasowa i przestrzenna

Przystepujac do dyskretyzacji rownania (3.10), dzielimy brzeg ' na elementy
brzegowe i wprowadzamy macierze wptywu H; i Gj. W rezultacie réwnanie’
(3.10) wyrazi sie nastepujgco

HoT + "H 1+ + -I-H2T + ... =GoQ + -G,Q + -G 2Q + ... (3.11)
a a2 a a *

Réwnanie (3.11) jest réwnowazne uktadowi réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych nieskoriczonego rzedu. Nalezy zauwazy¢, ze w réwnaniach tych wy-
stepujg pochodne czasowe obu wielkos$ci, temperatury T i strumienia ciepta
g i dlatego sformutowanie to jest zasadniczo r6zne od sformutowania PZW.
Nawet dla statych w czasie warunkéw brzegowych Dirichteta proces nieu-
stalony moze by¢ zadowalajagco modelowany. Zastosowanie PZW dla ana-
logicznego przypadku wymagatoby przyjecia punktéw wewnetrznych, tzw.
intemal poles.

Powyzszy uktad réwnan rézniczkowych mozna rozwigzywac analitycznie
tub numerycznie. W niniejszej pracy przedstawiono jedynie rozwigzanie nu-
meryczne. W tym celu przyjmiemy funkcje interpolujaca przebieg tempera-
tury pomiedzy poszczegélnymi momentami czasu. Dla najprostszej, liniowej
aproksymacji pomiedzy chwilami czasu oznaczonymi przez (m) i (m + 1)

uzyskujemy
T =@ - 0)T@mM + 0T (m+1) (3.12)
Q= (@1- 0)Q(m>+0Q (m+I> (3.13)
gdzie: 0 (0 < 0 < 1) - bezwymiarowy parametr decydujacy

o typie schematu réznicowego,
Af(m>= <m+1) — &m) - krok czasu.
Parametr O definiuje aktualny czas t wzgledem poczatku rozwazanego kroku

czasu
/ _ tiv)

0 - l—IAﬂ'mT- (3-19)
Zrézniczkowanie zaleznosci (3.12) i (3.13) wedtug czasu prowadzi do na-
stepujacych wyrazen na pochodne temperatury i strumienia ciepta

T = L_ (t2+>- T(m) (3.15)

Q = a”>) (Q(mH) - Q) (3-16)

Pochodne czasowe wyzszego rzedu sa réwne zero i uktad réwnan réznicz-
kowych (3.11) przeksztatca sie automatycznie w skoriczony system réwnan
algebraicznych

HiT(m+t) - G,Q(m+l) = - HrT (M) + GrQ((m) (3.17)
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w ktérym poszczegbélne macierze oblicza sie nastepujgco

H* = O0OH®+ -XT7r~TH " @-18)
G, = 0Go+ "W Gl (319
Hr = (I -~ H o -~ H , (3.20)
Gr = (i.ejG o-"~H . (3.21)

Poniewaz aproksymacje (3.12) i (3.13) sa funkcjami liniowymi, otrzy-
mane sformutowanie nazwano dwupunktowym sformutowaniem pierwszego
rzedu.

Przebieg temperatury w czasie moze by¢ réwniez aproksymowany wie-
lomianami wyzszego rzedu. Np. uzycie funkcji kwadratowej prowadzi do
dobrze znanego schematu tréjpunktowego [63], [75], [83]

T =i(0 - NDOT(M-D+ (L- 02T(M + ~(0+ 1)OT (m+l) (3.22)
Q =100 _1HoQ(m’')+ (1- 02)Q(m>+ 1(0 + 1)0Q<m+l> (3.23)

Parametr O jest tym razem dowolng liczbg z przedzialu < —1,1 > spetnia-
jaca réwnanie (3.14). Oczywiscie funkcje (3.22) i (3.23) lepiej oddaja zmiany
temperatury i gestosci strumienia ciepta niz liniowe aproksymacje (3.12) i
(3.13); szczegblnie kiedy parametr 0 jest rowny O (iloraz centralny).
Rézniczkowanie zaleznosci (3.22) i (3.23) wedtug czasu daje

e _ 0 + 0-5,j(m+i) 20 rp(m) i ® ~ O*rp(m-I) (3 24)

~ A< Ac*> Af<*> '

[ p— (I N (1T — R (1) — — 5T (M-1) (3.25)
(Az<m>) (A <(™) (A t'm>)

ho= 6 qrrei) — n(m>+ Q ~ 0-5cjlI"*-1) (3.26)

w A<(") W A A < ( mW [ 1

= o Q (M+1)-------- — jQ@m + -—- - 7 (3.27)
(Ai(m>) (A Zm)) (A <("*)

co prowadzi do tzw. tréjpunktowego sformutowania rzedu drugiego

H, T(ml) - G,Q(m+l) =
- HOT<m - HrIT(mM1) + GroQ<m) + G11Q (m-1) (3.28)

Poszczeg6lne macierze oblicza sie nastepujaco



4. 7.\l osouniiir WXTW' du iiiiZilrl(Hv;uii;i \>6! Icinpcnilmy

° “ » "m«(»+ DG + i 7KTG] + G > 13M >
H- * N 5 " ' ;U1
G ,n -  -e)-)Go - «~A /ln].G i - JG-_ (1.:Q)

- _ « "o, . P x
H,, 0.00(6- HHo + «AY)Llrul MY e
G,i = 0.600—I1)Gu+ —— —uG| +— - m Gi (3.31)
«<KA/I'™M1 (i/A/,m])’

Aproksymaciji,' kwadratowg temporalitry i strumienia ciepta mozna réw-
niez rozpig¢é pomiedzy dwoma poziomami czasowymi /("* oraz [56]

T =[(1-A+A0 (TCi+" -T1') +T1'1 (3.35)
Q =(-IN0+AQ0 Q<" - Q<15 +Q("> (3.36)
Parametr O ponownie nalezy do przedziatu < 0. | >. dodatkowy za$ para-
metr p jest miarg “odlegtosci" aproksymaciji (3.35) i (3.36) od aproksymacji

liniowych (3.12) i (3.13). Xa przyktad dla p = 1 zalezno$¢ (3.35) przechodzi
w zalezno$¢ (3.12). Rézniczkowanie wedtug czasu daje

T = Aen 1L (rp(m+l) T (M) J (3 37)

LI 2(1 - p) T Gi+D-_ T(m) " .J .38)
(AK"»)"

Q = 21 (Q (M+I> - Q) (3-39)

Q = ~ 4 (Q™'+,) - Q<)) (3.-10)
(Az<m>)

Podstawiajgc powyzsze do (3.11) otrzymuje sie po prostych przeksztatce-
niach ponownie zalezno$¢ (3.17). bedaca jednak dwupunktowym sformuto-
waniem rzedu drugirgo. Poszczegélne macierze wyrazaja sie nastepujgco

h7 = 0[p+01 —A]hu+ fI_\/(iti—~

+ — ~A-H, (3.41)
(0A<*m))
G, = O[p+0(1- /]G, + 20~ "~ ,+y G, +

21 -P) .,
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H, = (I- )i+ (- 7/AH, - — - H, -
2,1 < - "
(«<AZ1'™D
20 - 2730 Fp
G, = (l=o6Ral# (- L()G ., G1l~
200" Py, (3.11)

Mozliwo sa réwnic'/ aproksymacjo rzedu wyzszego niz drugi. Uzyskuje
sie¢ wéwczas nieco bardziej skomplikowane sformutowania, ale zasadniczo
podobno do zaprezentowanych.

3.2.2. Kroczenie w czasie

Zaleznie od przyjetego schematu réznicowego, rozwigzanie problemu dane
jest wyrazeniom (3.17) schemat dwupunktowy. lub (3.28) schemat troéj-
ptmktowy. Catkowanie po czasie nalezy wykona¢ dla kazdego kroku czasu.
Aby obliczy¢ temperature i gesto$¢ strumienia ciepta w chwili wy-
magana jest znajomos$¢ macierzy kolumnowych T i Q w chwili /" dla
schematu dwupunktowogo oraz dodatkowo w chwili 2"1 1* dla schematu
tréjpunktowego. Macierze to znano sg z poprzednich iteracji lub z warunku
poczatkowego danego réwnaniem (3.2). jesSli obliczenia wykonywane sg dla
pierwszego kroku czasowego. Nalezy jednak wyraznie podkresli¢, ze sfor-
mutowanie/ rozwigzaniem podstawowym niezaleznym od czasu nie pozwala
uzyska¢ doktadnych wynikéw dla poczatku procesu. Jednocze$nie istotne
jest to. ze poczatkowe niedoktadnos$ci, a czasem nawet oscylacje, szybko
zanikajg w miare kroczenia w czasie.

Biorgc powyzszo pod uwage oraz fakt. ze trudno jest zainicjowac pro-
ces itoracyjny dla schematéw tréjpunktowych, zaleca sie wykonaé¢ najpierw
kilka krokéw czasu, stosujgc sformutowanie z rozwigzaniom podstawowym
zaleznym od czasu, a nastepnie zmieni¢ sformutowanie na to, ktére zapre-
zentowano w niniejszym podrozdziale.

Prawa strona w réwnaniach (3.17) lub (3.28) po wykonaniu odpowied-
nich operacji macierzowych tworzy macierz kolumnowg R

H,T(m+) -G ,Q *i+,) = R (3.45)

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych powyzszy ukiad réwnan prze-
ksztatlcamy do postaci
AX (m+l) = f (3.46)

i rozwigzujemy klasycznymi metodami. Jesli obliczenia prowadzone sag dla
statego kroku czasu przy niezmiennym w czasie typie.warunkéw’ brzegowych,



58 3. Zastosowanie W ZW do modelowania pél temperatury

macierz gtéwna uktadu A nie zalezy od czasu. Tym samym uktad réwnan
(3.46) wystarczy sfaktoryzowac tylko raz.

Obliczenie macierzy niewiadomych X*m+l* pozwala na podstawie wa-
runkéw brzegowych znalezé zaréwno temperature, jak i strumien ciepta dla
czasu Po uaktualnieniu macierzy kolumnowych T i Q dla czasu i
ewentualnie jesli stosowany jest schemat tréjpunktowy, mozna prze-
prowadzi¢ obliczenia dla nastepnego kroku czasu.

Przyktad 3.5. Nieustalone przewodzenie ciepta

Przesledzono proces nieustalonego przewodzenia ciepta w przekroju pros-
tokatnym nieskonczenie diugiego preta. Rozmiary obszaru oraz jego dys-
kretyzacje na 30 elementéw statych pokazano na rys.3.8. Zagadnienie jest
sformutowane w postaci bezwymiarowej. Wzdtuz brzegéw .r=0 oraz j/=0
zatozono izolacje cieplna, na pozostatych zas brzegach, tj. ,r=0.5 oraz y=1.0
zatozono konwekcyjng wymiane ciepta z otoczeniem o temperaturze 0 przy
liczbie Biota Bi=0.5. Jako warunek poczatkowy przyjeto wyréwnany roz-
ktad temperatury w catym obszarze 70=1.

Rezultaty obliczen numerycznych poréwnano z rozwigzaniem analitycz-
nym i uzyskany btad bezwzgledny nieustalonego pola temperatury w dwéch
wybranych weztach przedstawiono na rys.3.9 oraz 3.10. Kwadraciki na tych
rysunkach oznaczajg rozwigzanie WZW otrzymane za pomocg dwupunk-
towego sformutowania pierwszego rzedu, romby za$ za pomocag dwupunk-
towego sformutowania drugiego rzedu. Dla poréwnania zamieszczono row-
niez btgd bezwzgledny rozwigzania uzyskanego za pomoca podwojnej zasady
wzajemnosci z jednym, centralnym punktem wewnetrznym.

Obliczenia przeprowadzono ze stosunkowo duzym, bezwymiarowym kro-
kiem czasu wynoszagcym 0.2 przy zastosowaniu parametréow 0 = 1ip = 1.2.

Nalezy doda¢, ze proba obliczenia pota temperatury dla bardzo matych
liczb Fouriera zakonczyta sie niepowodzeniem. Pojawiajace sie oscylacje spo-
wodowane byty najprawdopodobniej zbyt mata liczbg wyrazéw szeregu (re-
zultat przyjetych aproksymacji temperatury w czasie). Dlatego tez dla bar-
dzo matych liczi) Fouriera zalecane jest stosowanie sformutowania z roz-
wigzaniem podstawowym zaleznym od czasu.

3.3. Nieliniowe zagadnienia brzegowe
przewodzenia ciepta

Wielokrotng zasade wzajemnosci mozna wprost stosowaé¢ do rozwigzywania
niektérych typéw zadan nieliniowych. Przyktadem sg zagadnienia brzegowe
z nieliniowos$cig skupiong w warunkach brzegowych (konwekcja swobodna
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05 *

Rys. 3.8. Dyskretyzacja brzegu przekroju prostokgtnego na elementy brze-
gowe state

Fig. 3.8. Boundary discretization of rectangle cross-section with constant
boundary elements

[iczéa ~Fouriera

Rys. 3.9. Biad bezwzgledny rozwigzan numerycznych w wezle nr 8
Fig. 3.9. Absolute error of numerical solutions at node no 8
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tczua fouriera

Rys. 3.10. Btad bezwzgledny rozwigzann numerycznych w wezle nr 23
Fig. 3.10. Absolute error of numerical solutions at node no 23

na brzegu obszaru, promieniowanie etc.). Wymagaja one jedynie iterowa-
nia pola temperatury, az do uzgodnienia warunkéw brzegowych [6]. Nie sa
natomiast wymagane zadne zmiany w samym algorytmie metody.

Nieco inaczej przedstawia si¢ sytuacja w przypadku probleméw brzego-
wych, w ktérych wydajno$¢ wewnetrznych zZrddet ciepta zalezy od tempe-
ratury. Zastosowanie WZW pocigga wéwczas za sobg konieczno$¢ zmiany
sposobu obliczania ciggu laplasjanéw funkcji zrodta.

Dla zagadnien, w ktérych funkcja 6** jest zalezna od temperatury 7',
obliczanie kolejnych laplasjanéw wymaga rézniczkowania funkcji ztozonej.
Np. dla pierwszego laplasjanu otrzymujemy

dhl°) d2hm
b(l) = rvar + — VT eVT (3.47)

Roéwnanie to upraszcza sie istotnie w przypadku, gdy druga pochodna
funkciji zrédta wedtug temperatury znika. Dzieje sie tak wowczas, kiedy uo-
g6lnione zrdédto ciepta wyraza si¢ za pomoca liniowej funkcji lub liniowego
operatora od temperatury. Przyktadem takich zagadnien sa up. procesy
nieustalonego przewodzenia ciepta, opisane w poprzednim podrozdziale, oraz
zagadnienia, opisywane réwnaniem tlelmholtza, oméwione w rozdziale 5.
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W przypadku ogélnym réwnanie (3.47) zawiera dwa wyrazy. Wystepu-
jacy w pierwszym wyrazie laplasjan temperatury mozna na podstawie réw-
nania (1.6) zastapi¢ uog6lnionym cztonem zrédtowym. Wyraz drugi nato-
miast zawiera, ktopotliwy do obliczenia, gradient temperatury. Dlatego tez
celem uproszczenia procedury cigg funkcji 6”) j WU) oblicza sie w lokal-
nym uktadzie wspotrzednych, w ktérym rézniczkowanie rozwigzania podiug
wspoétrzednych jest bardzo proste. Nastepnie, znajac transformacje pomiedzy
globalnym i lokalnym uktadem wspoétrzednych, przelicza sie ten ciag na la-
plasjany obowigzujace w globalnym uktadzie wsp6trzednych.

Poniewaz obliczanie gradientu i laptasjanu wymaga r6zniczkowania we-
dtug dwéch zmiennych, funkcje ksztattu powinny by¢ funkcjami dwéch lo-
kalnych wspoétrzednych. W praktyce oznacza to, ze WZW wykorzystuje za-
leznos¢ temperatury T i strumienia ciepta q zaré6wno wzdtuz brzegu T, jak
i wzdtuz normalnej zewnetrznej do tego brzegu.

Rys. 3.11. Globalny i lokalny uktad wspétrzednych
Fig. 3.11. Global and local co-ordinate system

Dla elementéw liniowych stosowanych w niniejszej pracy odpowiedni
uktad wspétrzednycti lokalnych pokazany jest na rys.3.11. Lokalna wspo6t-
rzedna £ odpowiada orientacji brzegu T, lokalna wspétrzedna / zas ma kie-
runek zgodny z normalna zewnetrzna n. Zalezno$¢ pomiedzy lokalnym i
globalnym uktadem wspétrzednych zdefiniowana jest réwnaniami

2 Ti+ £ 21 L 2/1+ 272 .. to AQ\
(= +y(x jcosr+yly — "I'sin (3.48)

2 j+zjn . 2 ity2 . lo
T= -y X ZJ—ZJ.]sinv?+yI(y Y —y}l.coslp (3.49)

gdzie: tp - Kat, jaki element brzegowy tworzy z osig X.
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Dla elementu liniowego T i | zmieniaja si¢ liniowo wzdtuz elementu -
por. rys.1.4. Tym samym nastepujgce zaleznosci obowigzujg dla r) = 0

T = (3.50)
daT “ (3.51)
d( 2
daT i + oA —qi

G ey (3.52)
dn 2k 2k

Indeksy 1 and 2 odnosza sie odpowiednio do poczatku i konhca elementu
brzegowego.

Dla potrzeb WZW aproksymacje (3.51) i (3.52) sag modyfikowane przez
dodanie do kazdej z nich cztonu proporcjonalnego do  (czton ten znika na
brzegu r, dajac klasyczne aproksymacje MEB). Po prostych przeksztalce-
niach otrzymuje sie ostatecznie

= Ti+ T° w1 q+ - (3.53)
2 2 2k 2k "2 4k K
gdzie: | - diugos¢ elementu brzegowego,
/? - wartos$¢ funkcji 6** obliczona w poczatku lokalnego uktadu

wspoétrzednych, tj. w punkcie £= 7= 0.
/3= 6(0) = B> (3.54)
«=1=0 r=i(T,+T2)

Przebieg aproksymacji (3.53) jest schematycznie pokazany na rys.3.12. Jej
rézniczkowanie daje

T Ti — 2 —4i
d =N o , (3.55)
d( 2 2k
daT i+ qi 2—qi, r
arar a pr, (3.56)
dq 2k 2t s 4fc

Warto zauwazy¢, ze podczas obliczania macierzy wpltywu H i G po-
wyzsze zaleznosci uzywane sgjako funkcje ksztattu, ztym ze wéwczas /= 0.

Kolejne taplasjany funkcji Zzrédta w lokalnym uktadzie wspétrzednych
moga by¢ teraz tatwo obliczone z wykorzystaniem oprogramowania sym-
bolicznego Derive [73] czy Mathematica [80]. Wymagane jest rézniczkowa-
nie uogoélnionego cztonu Zrédtowego (znana funkcja T) poditug temperatury
T oraz rézniczkowanie zaleznosci (3.53) podtug lokalnych wspétrzednych.
Uwzgledniajgc transformacje (3.48) i (3.49), mozna zwigza¢ taplasjany V 2y
oraz odpowiednio w globalnym i lokalnym uktadzie wsp6trzednych,
nastepujaca zaleznoscia

Kvi)= @) Vi/* (359
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Rys. 3.12. Lokalne zachowanie sie rozwigzania
Fig. 3.12. Local behaviour of solution

Zaprezentowany algorytm obliczania ciagu laplasjanéw funkcji zrédta
moze by¢ tatwo zmodyfikowany w przypadku, gdy pochodna temperatury
wzdtuz elementu brzegowego jest obliczana na podstawie rozwigzania
rownania hiperosobliwego.

Macierze kolumnowe Bj i W j zawierajgce wartosci funkcji ¢J) ; WU) w
weztach brzegowych sa dla zagadnien nieliniowych zalezne od temperatury
T. W konsekwencji rozwigzanie zagadnienia brzegowego mozna uzyskac je-
dynie iteracyjnie. Zaktadajgc mianowicie wstepnie rozktad temperatury i
strumienia ciepta na brzegu ciata, oblicza sie funkcje zZrédta oraz ciag jej
laplasjanéw. Uwzgledniajac warunki brzegowe, rozwigzanie problemu spro-
wadza si¢ do rozwigzania ukfadu réwnan liniowych (1.29). Z ukiadu tego
znajduje sie macierz niewiadomych, ktéra pozwala na podstawie warun-
kéw brzegowych zaktualizowac¢ rozktad temperatury i strumienia ciepta na
brzegu ciata. Petla iteracyjna jest wykonywana az do osiggniecia kryterium
zbieznosci.

Celem zaprezentowania doktadnosci i efektywnosci WZW przy rozwigzy-
waniu zagadnien nieliniowych przeanalizowano dwa nastepujace przyktady.

Przyktad 3.6. Nieliniowe zagadnienie przewodzenia ciepta

Rozwazmy zagadnienie brzegowe opisane nastepujagcym réwnaniem Pois-
sona
V27 = nV f (3.58)
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Pola temperatury poszukiwa¢ bedziemy w przekroju prostokgtnym o wy-
miarach 1x0.2, ktérego dyskretyzacje na 24 liniowe elementy brzegowe po-
kazano na rys.3.13.

Rys. 3.13. Dyskretyzacja brzegu prostokata
Fig. 3.13. Boundary discretization of rectangle

Dla warunkéw brzegowych:

0 wzdtuz AB y=0.2
= 16 wzdiuz BC x=2.0
= 0 wzdtuz CD y=0.0
= 1 wzdtuz AD x=1.0

- o - o

rozwigzanie analityczne ma postaé

T = x4

punkty wezlowe

Rys. 3.14. Zdgzanie rozwigzania W ZW do rozwigzania analitycznego

Fig. 3.14. Convergence of MRM results to analytical solution
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Stosujgc WZW, uwzgledniono dwa wyrazy szeregu (2.15). Laplasjany
funkcji Zrédta obliczano zgodnie z algorytmem opisanym w niniejszym pod-
rozdziale. Jako punkt startowy przyjeto liniowy rozktad temperatury wzdtuz
osi x. Rys.3.14 pokazuje, jak kilka pierwszych iteracji zdgza do rozwigzania
analitycznego. Stwierdzono dobrg zbieznos$¢ i wysoka doktadnos$¢ wynikow.

Y =01
Rys. 3.15. lzotermy oraz przestrzenny obraz rozktadu temperatury dla zja-
wiska samozaptonu w przekroju eliptycznym przy 7 = 0.1

Fig. 3.15. Isothermal lines and 3-D plot of temperature distribution for
self-ignition problem in elliptic cross-section with 7 = 0.1
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Rys. 3.16. lzotermy oraz przestrzenny obraz rozktadu temperatury dla zja-
wiska samozaptonu w przekroju eliptycznym przy 7 = 0.4

Fig. 3.16. Isothermal lines and 3-D plot of temperature distribution for
self-ignition problem in elliptic cross-section with 7 = 0.4
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Przyktad 3.7. Analiza zjawisk samozaptonu

Poszukujemy ustalonego pola temperatury wywotanego reakcjg chemiczng
towarzyszgcg procesowi samozaptonu. Badajac zjawiska samozaptonu [67],
zaktada sie wyktadniczag zaleznos¢ wydajnosci wewnetrznych zrédet ciepta
od temperatury i sprowadza zagadnienie brzegowe do rozwigzania nastepu-
jacego réwnania rézniczkowego

VZT + 7exPT = 0 (3.59)

gdzie: 7 - wielko$¢ proporcjonalna do tzw. parametru Franka-
-Kamenetskiego.

Rozwigzania réwnania bedziemy poszukiwaé¢ w przekroju eliptycznym o
dtugosciach pétosi odpowiednio 2 i 1, zaktadajac na brzegu elipsy jednoro-
dny warunek brzegowy Dirichleta [67]. Wykorzystujgc symetrie zagadnienia,
dyskretyzacji poddano jedynie ¢wiartke elipsy.

Na rys.3.15 i 3.16 przedstawiono rezultaty WZW, ktére dla dwéch roz-
nych wielko$ci parametru 7 do$¢ dobrze zgadzajg sie z rozwigzaniem uzyska-
nym innymi technikami [67]. W obu przypadkach szereg (2.15) ograniczono
do 5 wyrazéw. Okazato sie, ze dla wiekszych wartosci parametru 7 uwzgle-
dni¢ nalezatoby wiecej wyrazéw szeregu.



Rozdziat 4

Zastosowanie W ZW
w zagadnieniach sprezystosci
I termosprezystosci

W poréwnaniu z zagadnieniami potencjalnymi problemy sprezystosci sa nie-
pomiernie bardziej skomplikowane. Poszukiwane pola przemieszczen sg po-
lami wektorowymi, za$ pola naprezen polami tensorowymi. W konsekwencji
juz sama notacja réwnan staje sie¢ do$¢ kilopotliwa, gdyz wymaga uwzgle-
dnienia sktadowych pola przemieszczen i naprezen w poszczegélnych kie-
runkach przyjetego uktadu wspoétrzednych. Powszechnie zatem stosowanym
sposobem zapisu réwnan sprezystosci i termosprezystosci jest konwencja
sumacyjna Einsteina, w ktérej dwukrotnie wystepujacy indeks oznacza su-
mowanie. Takg tez notacje zastosowano w niniejszej pracy.

4.1. Podstawowe zaleznos$ci teorii
sprezystosci

Rozwazania w niniejszym rozdziale ograniczone sg do statycznych zagadnien
sprezystosci przy niewielkich odksztatceniach sprezystych. Pola przemiesz-
czen, odksztatcenn i naprezeh sa wéwczas powigzane sg ze sobg nastepu-
jacymi trzema rodzajami zaleznos$ci, np. [49]:

e réwnaniami rownowagi, ktére wigza pochodne przestrzenne skiado-
wych tensora naprezen ze sktadowymi sit masowych

mi4 —0 (4.1)

gdzie: atm - skladowe tensora naprezen,
bm - skladowe sit masowych,
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* relacjami kinematycznymi, ktoére wyrazajg odksztatcenia poprzez prze-
mieszczenia

Zim < 2 (**im (~*2)
gdzie: efm - skladowe tensora odksztatcen,
um - skladowe wektora przemieszczen,

* réwnaniami konstytutywnymi, ustalajgcymi zwiazek pomiedzy napre-
zeniem i odksztatceniem. Dla zagadnien sprezystosci liniowej jest to
prawo Hooke'a

G\m — 2fI€im ‘¥« &im (4-3)
gdzie: fi - modut odksztatcenia postaciowego,
\% - wspobtczynnik Poissona,
Sim - delta Kroneckera definiowana jako
jesli i
jesli i

Modut odksztatcenia postaciowego fi moze by¢ wyrazony poprzez mo-
dut sprezystosci Younga E oraz wspdétczynnik Poissona v

" oa +u)

W dwuwymiarowych zagadnieniach sprezystosci réwnania (4.1)-(4.3)
stanowig uktad 9 réwnan z 9 nieznanymi sktadowymi. Réwnania te mozna
dalej przeksztatcaé, co prowadzi do otrzymania podstawowego réwnania te-
orii sprezystosci, réwnania Naviera

V'uhim " Um,ii 4 _ bm —0 (4.4)

-2 fi

Do jednoznacznego rozwigzania réwnania (4.4) wymagana jest znajo-
mos$¢ warunkéw brzegowych. Ustalajg one wartosci przemieszczen i sit po-
wierzchniowych odpowiednio na czesciach Ti i brzegu V

Um = Mm Wzdtuz Tl

Pm = Pm wzdtuz T2
gdzie: um - skiladowa (w kierunku m) przemieszczenia na brzegu Ti,
pm - skiladowa (w kierunku m) sity powierzchniowej na brzegu

r2.
Nalezy podkresli¢, ze podziat brzegu F na czesci F| i P2 stanowi jedynie
koncepcje obliczeniowa, jako ze w réznych kierunkach rézne typy warunku
brzegowego moga by¢ zdefiniowane w tym samym punkcie brzegu.
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4.1.1. Naprezenia termiczne

Obliczanie naprezen termicznych crfmwymaga znajomosci pola temperatury.
Zaktada sie zwykle, ze pole temperatury oddziatuje na pole naprezen, pole
naprezen za$ nie wptywa na pole temperatury. Takie tez zatozenie przyjeto
w niniejszej pracy, w konsekwencji rozprzegajgc analizowane zagadnienia
brzegowe przeptywu ciepta i sprezystosci. Pole temperatury moze by¢ po-
lem ustalonym lub nieustalonym. Zaktadajgc jednoczes$nie, ze przySpieszenia
wystepujgce w zagadnieniu sprezystosci sa niewielkie i tym samym pomi-
jajac czton bezwtadnosSciowy, rozpatruje sie zwykle ustalone pole naprezen.
Cale zagadnienie staje sie tzw. guasi-statycznym zagadnieniem termospre-
zystosci. v

Naprezenia termiczne ajm uwzglednia sie najczesciej [49], modyfikujac
rownania konstytutywne (4.3)

&im = £im “+ ~ 21 Nirn Aim (h*n)

Dla materiatéw izotropowych, o witasnosciach niezaleznych od tempera-
tury, naprezenia te wyrazajg si¢ nastepujaco

przy czym
€lm=cAT6im (4.6)

gdzie: a - wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej liniowej,
AT - nadwyzka temperatury ponad stan naturalny, w ktéorym

naprezenia i deformacje sg réwne zero.

W tym ujeciu dziatanie pota temperatury jest szczegdélnym przypad-
kiem stanu odksztatcen poczatkowych. Alternatywnie, naprezenia termiczne
mozna uwzglednia¢ przez wprowadzenie do réwnania Naviera dodatkowych
sit masowych, proporcjonalnych do gradientu temperatury [7]

m]zz\(r/\,) a T m (4-7)

4.2. RoOwnania catkowe sprezystosci
i termosprezystosci

Réwnania catkowe sprezystosci otrzymuje sie, podobnie jak w przypadku
zagadnien potencjalnych, przez zastosowanie zasady wzajemnosci do dwoch
pol; tym razem pdl przemieszczen. Pierwszym polem jest poszukiwane pole
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przemieszczen,zdefiniowane réwnaniem Naviera. Drugim jestpole u* be-
dace rozwigzaniem podstawowym réwnania (4.4). Pole u' spetniawiec na-
stepujace réwnanie rézniczkowe czgstkowe

JJ 2/ Kim + umiii+ yi¥m= 0 “-8)

gdzie: bBm - jednostkowe obcigzenie punktowe dziatajgce w kazdym z
ortogonalnych kierunkéw (okreslonych przez wektor je-
dnostkowy em)

bm=6(Yz,Ybhem (4.9)

gdzie: Yz - punkt zrodiowy,
Yb - punkt biezacy.
Sktadowe przemieszczen i sit powierzchniowych w danym Kkierunku m
sg wynikiem dziatania sktadowych jednostkowego obcigzenia punktowego.
Mamy zatem

um =
Pm =
gdzie: u*mip*m - tzw. rozwigzania podstawowe teorii sprezystosci.
Rozwigzania podstawowe teorii sprezystosci reprezentujg przemieszcze-
nia i sity powierzchniowe w kierunku m w punkcie Ybodpowiadajgce punk-

towemu obcigzeniu jednostkowemu dziatajacemu w punkcie Y: w kierunku
i. Dla zagadniendwuwymiarowych maja one postac¢, [9]; [12]

= 8%@Q- N/ {*3~4nr rgm+ r,irm ~2 (5m} ~rion

{[@Q- 2t +2r rh]£

-(l - 2u) (r,-nm - r,mlii) | (4.11)
gdzie: r odlegtosé punktéw Y, i Yb,
nm - kosinusy kierunkowe normalnej ??, zewnetrznej do brzegu

r.
Zastosowanie zasady wzajemnos$ci do pdl u oraz mt* prowadzi do nastgepu-
jacego réwnania catkowego

c,m(K) «,,(>*;) = \] u*n‘(Y,,Yt)pn‘(Yb)dr(Yt) -

-Jf rim(Ys,Ytum(Y,)dr(Yt) + J[ u-JY:,YRbmYbdil(YK (1.12)
r n
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gdzie: c¢m - wspétczynnik zalezny od ksztattu brzegu w punkcie Yz.
Jego wartos¢ wyliczyé mozna np. przez uwzglednienie wa-
runku réwnowagi dla catego ciata jako bryty sztywnej [9],
[12], [13]. Dla brzegu gtadkiego clm = 0.56lm, natomiast
dla punktéw wewnetrznych obszaru cim = 6tm.
Stosujac uproszczenie notacji, podobnie jak w rozdziale 1, réwnanie
(4.12) zapiszemy ostatecznie nastgpujgco

cmUm + | p*mumdr = | u'mpmdr + | u'mbmdfl (4.13)
Jr Jr Jn

Po znalezieniu nieznanych wielkosci brzegowych réwnanie (4.13) moze
by¢ wykorzystane do obliczania przemieszczen w punktach wewnetrznych
ciata. Naprezenia w punktach wewnetrznych sa natomiast rezultatem réz-
niczkowania réwnania (4.13) wedtug wspétrzednych geometrycznych i wy-
korzystania prawa Hooke'a

<fm = jf u‘nkm j p‘mkukd:- u‘mkM (4.14)

Stowarzyszone z rozwigzaniami podstawowymi teorii sprezystosci skia-
dowe tensoréw u'mk i p'mk majg dla zagadnien dwuwymiarowych odpowie-
dnio posta¢, [9], [12]

~imk Tl \ 2 1) (r amfiik £ 1j Gmk &im) 4"
47T - V)T
+  2r,irmrt} (4.15)
* /1 r
. A L WA oL g
Pimk }ﬂa_ U)\V% ! 27Z) lik rir,m ¥ m &k H'  &mk) H
dr
AN @ 2)Smlk  V (&ik H*Amk At 4 rsm ] 4
+ 24/ (n,rmr* + ramr,;r,*) - (1 - 4i/)n* 6im J (4.16)

Analogicznie rownania catkowe dla zagadnien termosprezysto$ci wyma-
gaja uwzglednienia zaleznosci (4.5) badz (4.7). Rozpatrujac jedynie obcigze-
nie termiczne, otrzymuje sie [7], [9], [12], [49]

Ctm 4+ J"Pim Um¢—J U-mpm¢{-
czen )Y e
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Wyrazenia na naprezenia w punktach wewnetrznych ciata wynikajg ze
zrézniczkowania réwnania (4.17). Poniewaz jednak rozwigzanie podstawowe
(4.18) zawiera osobliwos$é, jego rézniczkowanie wymaga zastosowania wzoru
Leibnitza [32]. Daje to nastepujaca zalezno$¢ catkowg na naprezenia w punk-
tach wewnetrznych [7], [9], [45]

tTim = JNMNu'imkPkdT - J~APimkukdT
~ 2 (j~ ) «[I<r~Tdn + ATS, (4.19)
gdzie:
1
imk,k S,mS(YZ,Vb) -
2(1 - *0
0-20

H) (4.20)
MA\-Vv) r2 (rrm 2m) 2(1 - 21/) *im
Zaprezentowane réwnania sg wazne dla ptaskiego stanu odksztatcenia.
Dla ptaskiego stanu naprezen wielko$s¢ u winna by¢ zastgpiona przez V,
natomiast a przez a. Zwigzek miedzy tymi wielko$ciami ujmuja nastepujace

réwnania
_ Y
V = oo
\+ v
a ( 1+ a\x
(0]

- 0 -
1+ v \1+ 2v)

4.2.1. Dyskretyzacja réwnan catkowych
sprezystosci i termosprezystosci

Réwnania catkowe sprezystosci i termosprezystosci w postaci (4.13), (4.14),
(4.17) i (4.19) zawierajg oprocz calek po brzegu obszaru réwniez catki po
catym obszarze fi. Tym samym bezposrednia ich dyskretyzacja, podobnie
jak ma to miejsce w przypadku Zrédtowych pdl temperatury, nie bytaby efek-
tywna numerycznie. Dyskretyzacji poddaje sie zatem jedynie brzeg obszaru,
catki po obszarze za$ transformuje sie w réwnowazne im catki brzegowe. W
procesie transformacji wykorzystamy ponownie wielokrotng zasade wzajem-
nosci.

Wprowadzajac macierze wptywu H i G, zdyskretyzowane réwnania
(4.13) i (4.17) zapisujemy nastepujaco

HU = GP + R (4.21)
gdzie: U - macierz przemieszczen,
P - macierz sit powierzchniowych,
R - macierz powstata przez obliczenie wartosci catek po obsza-

rze fi, wystepujacych w réwnaniach (4.13) lub (4.17).
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Sposo6b uwzgledniania warunkéw brzegowych jest analogiczny jak w przy-
padku zagadnien potencjalnych i nie wymaga osobnego omoéwienia. W efek-
cie otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych o postaci (1.29).

4.3. Transformacja catek po obszarze
w catki brzegowe

W réwnaniach catkowych sprezystosci (4.13) i (4.14) oraz termosprezystosci
(4.17) i (4.19) wystepuja cztery rodzaje catek po obszarze fi. R6znig sie one
miedzy soba postacig rozwigzania podstawowego oraz funkcja obcigzenia.
Stosujac uogdélniony zapis

£)(°) = [ u*(®) &>dii (4.22)
Jn

oraz uwzgledniajgc zalezno$ci podane w rozdziale 2, otrzymujemy nastepu-
jaca brzegowa reprezentacje catki po obszarze fi

aOL=£ /7 (~ - 6l - “"i+" iT *>)

Znaczenie poszczegélnych symboli wynika z tablicy 4.1.

Tablica 4.1
Uogdlnione rozwigzania podstawowe oraz uogélnione
obcigzenia w réownaniach catkowych sprezystosci i ter-
mosprezystosci

Réwnanie  Uog6lnione rozwigzanie Obciazenie

catkowe podstawowe uogdlnione
U*(°) nr rown. def. P>
(4.13) Uim (4.10)
(4.14) uLk (4.15) h
(4.17) Uimm (4.18) AT
(4.19) (4.20) AT

Zalezno$¢ (4.23) wymaga obliczenia ciggu kolejnych taplasjanéw obcig-
zenia oraz zdefiniowania rozwigzan podstawowych wyzszych rzedéw. Roz-
wigzania te wynikajg z nastepujacych réwnan rekurencyjnych
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2 *0+1)

o = i) (4.24)
2kt um (4.25)
2R L uan (4.26)
V En'+l) = oD (4.27)

W powyzszych réwnaniach dolne indeksy sa zwigzane z kierunkiem w
przestrzeni, rzad rozwigzania podstawowego i obcigzenia za$ wskazuje gérny
indeks.

Neves w swej pracy doktorskiej [42] poda! rozwigzanie réwnan (4.24) i
(4.25) dlaj =0

*(0) — { 3 —4t/)(Inr — )<5m -
3271 - v)fi
~  (r,irm ~ )YInr | (4.28)
dii= (" rnk
Smk + F.Thk) InT+ r,rm I\k +
dn 327T@A —u)fi
- sincex @B—4>)2Ini— 1) 4 InT + - (4.29)
(D z
1,mk 16*(1-1/)"
+ 21 - 2iN(r, Bk + rmGq - i\kSim)\nr
- rirmrk} (4.30)
du® ni
2(1 21/) (stf &mk Am oAk &kt Atm) N N ~b
dn 1671 —vV)
+ 21 -2 u)(r,i6mk 4 r mSk, - rMSim)i\i+
4 (Nt 4" Smi Skj 4~ fi/iNim)In  4¢

4" [I'ffimk 4" ~mSkt 4" Nkfiim) T.f]
- [(r.mvjc sil 4- r,ir.k8ml 4 N\,rm6Kk) - 2riir, r,, r,*}} (4.31)

oraz udowodnit, xv pozostato rozwigzania podstawowe wyzszych rzedéw dla
zagadnien sprezystosci maja nastgpujaca postac

1- 2i>

fin,n a5l —v)fi A)+tr2j+lrii(lnr - B,+1) (4.32)
1 -
4+ ™ nm 4!
dn l«( ¥ —*/< j+rr,r™ nm
(»; 4 2jir,;roni-nm)(Inr - B+l )] (1.33)

b+1> _ )C;4+11l2 E

AFF(1 - T (Llr ~ dj+" 1 +
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+ (rr,rm _ \ (Ej+l Inr - FJ+i) | (4.34)
vV omo,m 2 7/
im \-2v v 1211
dn a1l —v) "

| [2j (Inr - DJ+i) + 1]r*THGBEM+

+ [ ~r,rm - N (2 InA+ 1)r*tifc +
+ (ntrm+ nmri - 2r,rmr,*n*) Inr EJ+]
2j rknk | r,trim — |+
+ (»irm+nmr,t - 2rirmr/tHc) | FJ+l ~ (4.35)

Poszczeg6lne wspoétczynniki sg okreslone zaleznosciami rekurencyjnymi

Aj
>+ - .
(2j + )2—1
_2(2HLL
Bj+1l
- Qi+ 1)*- 1
Cjwi 4j2
£5J+i = Dj + -
2j
E'_j+i
J+ 1
AL + Ej+i)j2J j

Wartosci startowe dla powyzszych rekurencji sg nastepujace:

dla j= 0 -Ai =], B\=o0, Ci= 1,
zZ?i ~ 0, /?i =0, Mmi— —1,
dla i= 1 - F2 = 0.

4.3.1. Zagadnienia sprezystosci z obcigzeniem
sitami grawitacyjnymi i doSrodkowymi

W przypadku zagadnien sprezystosci, w ktérych wystepujg jedynie sity gra-
witacyjne i dosrodkowe, odpowiadajgce im obcigzenie uogdlnione jest state
lub zmienia, sie liniowo z potozeniem. Obliczajgc zatem cigg laplasjanéw
tego obcigzenia, otrzymujemy jedynie pierwszy wyraz ciaggu, a szereg (4.23)
redukuje sie do jednego wyrazu.
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W szczeg6lnosci dla sil grawitacyjnych mamy
&> = bm = oym (4.36)
gdzie: o - gestoscciata,

(im - skladowaprzys$pieszenia grawitacyjnego w kierunku m.

Poniewaz i/0L jest, wielkoScig stata, pochodna normalna jest réwna zero

100) = - ) (4.37)
on

Zaleznos$¢ (4.23) przeksztatca sie do postaci

fl. = J -~ d T (4.38)
n
r \]r a, . *{L)
uimk bkdvl = -Jsk~dT (4.39)

Przy obcigzeniu sitami dosrodkowymi wielko$¢ tego obcigzenia jest propor-
cjonalna do odlegtosci od osi obrotu

bM = bm = < xi (4.40)

gdzie sktadowe przyspieszenia </nmsg funkcjg sktadowych predkosci katowej
uji oraz vJm

flirn — 9 ( ic'k uJk Wi 9Jm )

Poniewaz obcigzenie jest liniowg funkcjg wspoétrzednej a-, jego pochodna
wzdtuz normalnej zewnetrznej jest stata i rowna odpowiednio
U@ = - = gtmn, (4.41)
Catki po obszarze Q wyrazaja.sie wiec nastepujgco
£ < mbmdn = -u”rw NMJ dr (4.42)

Ja<nk dsl =] (~ jf 6°) - u% u(0)j rfr (4.43)

Dyskretyzacja tych catek przebiega w standardowy dla MEB sposoéb,
zgodnie z opisem w rozdziatach 1.1.2 i 2.2.
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Przyktad 4.1. Rotacja ptyty wokét osi y

Rozwazmy zagadnienie ptaskiego stanu naprezen bedace rezultatem dziata-
nia sity dosrodkowej. Celem poréwnania rezultatdw numerycznych z roz-
wigzaniem analitycznym analizie poddamy prostokatna ptyte, obracajaca sie
woko6t osi y. Rozmiary oraz podziat ptyty na elementy brzegowe przedstawia
rys.4.1. Poréwnania dokonano w punktach lezacych na osi x.

Rys. 4.1. Dyskretyzacja ptyty

Fig. 4.1. Discretization of plate

Sktadowe obciazenia sa funkcja potozenia, i dla analizowanego przypadku
dane sa zaleznosciami

b)) = bx = pu>2x

bfl = by = 0

Rozwigzanie analityczne pozwala wyrazi¢ sktadowe przemieszczenia oraz
naprezenia nastepujacymi wzorami [43]

(L2 - x2)

W tablicy 4.2 dokonano porédwnania rezultatbw WZW 2z powyzszymi
wzorami po przyjeciu E = 10'MPa oraz i> = 0.3. Maksymalny btad nie
przekracza 1%. ldentyczne rezultaty liczbowe otrzymano, stosujgc tensor
Galerkina [42].
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Tablica 4.2
Poréwnanie rezultatow WZW z rozwigzaniem analitycznym

Numer Przemieszczenia [ni] Naprezenia [MPa]

punktu rozw. anal. rozw. WZW rozw. anal. rozw. WZW

26 .00000E+0 .OOOOO0E+O .20000E+1 .198S9E+1
29 .19983E-4 .19922E-4 .19950E+1 .19876E+1
30 .49740E-4 .49581E-4 .197S8E+1 L19611E +1
31 .97917E-4 .97586E-4 .18750E+1 .18677E+1
32 .14297E-3 .14248E-3 .17188E+1 A17129E +1
33 .18333E-3 .18273E-3 .15000E+1 .14860E+1
34 .21745E-3 .21678E-3 12175E+1  .12169E+1
35 .24375E-3 .24305E-3 .87500E+0 .87466E+0
36 .26068E-3 .25995E-3 .46875E+0 46754E+0
37 .26568E-3 .26491E-3 .19500E+0 .19481E+0
12 .26667E-3 .26595E-3 .OOOOOE+O .19889E+0

4.3.2. Ustalone zagadnienia termosprezystosci

Ustalone problemy termosprezystos$ci opisywane sg réwnaniami catkowymi
(4.17) oraz (4.19). Wystepujace w tych réwnaniach calki po obszarze wy-
razaja sie przez nastepujace szeregi catek brzegowych

db<»

©n 6(dQ = bU) _ U*@G+M ) dr (4.44)
L ul MM dn
dbw
I_a’},’? 60)</n = bu) - <$AEY A, 1 av @.as)
n
—

Rozwigzania podstawowe wyzszych rzedéw w réwnaniach (4.44) oraz
(4.45) dane sag zaleznosciami rekurencyjnymi (4.32)-(4.35).

Uogdélnione obcigzenie termiczne 6** wynika z analizy ustalonego pola
temperatury istniejacego w rozwazanym ciele. Pole to jest rozwigzaniem
réwnania rézniczkowego (1.6), Po oznaczeniu przez T nadwyzki temperatury
ponad przyjety stan naturalny otrzymujemy

/> =V 2fQ)

Vav = -j- (4.46)
-

bu) = - - n (4.47)
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Proces generowania ciggu przebiega zatem zupetnie analogicznie jak
w przypadku analizy ustalonych zrédtowych pél temperatury. Warto row-
niez zauwazy¢, ze w przypadku bezzrédtowyi h p6l temperatury funkcja T
jest harmoniczna i szeregi (4.44) oraz (4.45) redukuja sie do jednego tylko
wyrazu. Szeregi te ulegaja réwniez istotnemu uproszczeniu woéwczas, gdy
funkcja zrédta jest na tyle prosta, ze generuje skonczony ciagg laplasjanéw
(por. rozdziat 2.4).

Warto na koniec doda¢, ze wykorzystujgc tensor Galerkina. mozna uzys-
ka¢ brzegowe sformutowanie tylko takiego zadania termosprezystosci. w
ktéorym pole temperatury jest polem bezzrédtowym.

Przyktad 4.2. Naprezenia termiczne w Scianie zbiornika ci$nieniowego

Przedmiotem analizy jest ustalone zagadnienie termosprezysto$ci w powta-
rzalnym elemencie Sciany zbiornika ci$nieniowego chtodzonego systemem
kanatéw. Na podstawie zrédtowego pola temperatury wyznaczonego w przy-
ktadzie 3.4 obliczono metodg WZW pole przemieszczen i naprezen, przyj-
mujac:

modut Younga = 20.710’ \IPa.
wspo6tczynnik Poissona v = 0.3.
wspotczynnik termicznej rozsze-

rzalnosci liniowej o = }+.MO0-5I/K.

Podziat brzegu obszaru na liniowe elementy brzegowe w obliczeniach
pola przemieszczen i naprezen jest identyczny jak w obliczeniach ciepl-
nych - por. rys.3.5. Poréwnanie naprezen redukowanych er,/ (wg hipo-
tezy Uubera-Missesa) obliczconych metodg WZW z rezultatami uzyskanymi
przez bezposrednie catkowanie po wnetrzu obszaru poddanego dyskretyzacji
przedstawiono na rys.4.2. Podziat wnetrza obszaru na elementy réznicowe
podczas bezposredniego catkowania pokazany jest na rys. 1.3. Zgodnos$¢ re-
zultatow uzyskanych za pomocg obu sformutowan jest bardzo dobra, a oba
rodzaje linii na rys.4.2 praktycznie pokrywaja sie.

Warto zwréci¢ uwage na ré6znice w stopniu skomplikowania siatki nu-
merycznej pokazanej na rys.4.3 i siatki numerycznej WZW pokazanej na
rys.3.5. Nie pozostaje to bez wpiltywu na efektywno$¢ obu sformutowali.
Wiecej szczeg6tow znalezé mozna w pracach [42] i ;!(>].

4.3.3. Nieustalone zagadnienia termosprezystosci
W tzw. quasi-statycznych zagadnieniach termosprezystosci pole przemiesz-

czen pozostaje polem ustalonym, natomiast pole temperatury staje sie po-
lem niestacjonarnym. Wynika ono z rozwigzania zagadnienia (3.1). Tym
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Rys. 4.2. Poréwnanie naprezenia arei [MPa] obliczonego metodg WZW
ora; przez catkowanie po wnetrzu obszaru

Fig. 4.2. Comparison of stress aTd [MPa] calculated by MUM and by do-
main discretization

Rys. 4.3. Dyskretyzacja wnetrza obszaru
Fig. 4.3. Domain discretization
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samym cigg laplasjanéw uogélnionego obcigzenia termicznego oblicza sie
przez rézniczkowanie pola temperatury podtug czasu

&> = V2T = - -5 (4.48)
a

‘.a- - vt <*p>

Numeryczne rozwigzanie réwnania (3.1) pozwala uzyskaé¢ jedynie war-
tosci temperatury w weztach. Pochodne czasowe pola temperatury wyma-
gaja zatem wyznaczenia funkcji aproksymacyjnej i jej zr6zniczkowania. W
pracach [47] i [48] zastosowano metode najmniejszych kwadratéw do obli-
czenia wspotczynnikéw wielomianu aproksymacyjnego.

Przyktad 4.3. Naprezenia termiczne w $cianie zbiornika ci$nieniowego wy-
wotane nieustalonym polem temperatury

W obszarze jak w przykiadzie 4.2 przeanalizowano wptyw nieustalonego
pola temperatury na pole przemieszczen i naprezen. Jako warunek poczat-
kowy przyjeto wyréwnang temperature w obszarze wynoszgacg 200°C. W
chwili poczatkowej temperatura na zewnetrznej $cianie zbiornika spada do
wartosci 15°C. Na rys.4.4 przedstawione sg izotermy w kolejnych chwilach
czasu obliczone metodami MEB i MES. Na podstawie uzyskanych wartosci
temperatury wyznaczono pole przemieszczen i naprezen. Rys.4.5 przedsta-
wia poréwnanie naprezen zastepczych (hipoteza Hubera-Misesa) obliczo-
nych metodg WZW oraz bezposrednio przez catkowanie po wnetrzu obszaru.
Poréwnania dokonano dla wybranych chwil czasu. Oba rodzaje linii prak-
tycznie pokrywaja sie na przewazajacej czesci wykresu z wyjatkiem stosun-
kowo niewielkiego obszaru w "prawym dolnym narozniku”. Pojawiajgce sie
réznice sa rezultatem zbyt zgrubnego podziatlu numerycznego.
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a) b)

Rys. 4.4. Rozktad izoterm w kolejnych chwilach czasu; a)
MEB; b) rozwigzanie MES

Fig. 4.4. Isothermal lines at subsequent times; a) BEM solution; b) FEM
solution

83

rozwigzanie
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Rys. 4.5. Poréwnanie naprezenia arc,i [MPa] obliczonego metodg W2zZW
ora; pr;e; catkowanie po wnetrzu obszaru

Fig. 4.5. Comparison of stress arr,( [MPa] calculated by MUM and by do-
main discrelization



Rozdziat 5

Zastosowanie W ZW do
analizy rownania Helmholtza

5.1. Zaleznosci ogdlne

Rownanie Helmholtza jest jednym z fundamentalnych réwnan fizyki ma-
tematycznej. Do rozwigzania tego réwnania sprowadza sie miedzy innymi
rozwigzanie problemu wyznaczania funkcji wtasnych i wartosci wtasnych za-
gadnienia Sturma-Liouville’a, problemu wymiany ciepta w zebrach, analizy
drgan, problemu rozprzestrzeniania sie fal itp.

Nie precyzujac problemu fizycznego, przyjmiemy dla ustalenia uwagi, ze
rownanie Helmholtza dotyczy pola temperatury T. Réwnanie Helmholtza
przyjmie woéwczas postac

V2T + 72T = 0 (5.1)

gdzie: 7 - staly wspotczynnik.

Poréwnujac réwnania (5.1) i (1.6) stwierdzamy, ze réwnanie Helmholtza
mozna interpretowac jako réwnanie opisujgce ustalone przewodzenie ciepta
ze zrodiem, ktérego wydajnos¢ jest liniowo zalezna od temperatury. Doko-
nujac wiec nastepujacych podstawien

60 => T (5.2)

k => -2 (5.3)
7

mozemy wprost wykorzystac¢ rezultaty przedstawione w rozdziatach 1 oraz
2. W szczegélnosci mamy

, dT 1dT
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jQU = VvV 26@© = V2T = 727 (99)

*Ubh = -k~ — = -y2q (5.7)
Przeksztalcajac catke po obszarze, otrzymujemy wiec
Do = yZJ (T*w q - ?*1>I) dr + DX (5.8)

Ré6znica pomiedzy catkami D\ i Do sprowadza si¢ do innego mnoznika i
innego rzedu rozwiazania podstawowego

DI= -y 2 f T'(x)TdSI (5.9)
Jn
Kontynuujgc proces catkowania przez czesci autor rozprawy sprowadzit
catke Do po obszarze fi do nastepujgcego szeregu catek po brzegu I' [58]
[o]e] i
DO =V (-1)V (i+1) /7 (T*{j+1)g - q~+1"T) dr (5.10)
i-o Jl
Po prostych przeksztatceniach algebraicznych i uwzglednieniu réwnan
(5.10) oraz (1.9) otrzymuje sie nastepujgca brzegowa reprezentacje rownania
Helmholtza [58]

—2aTi + V (- 1 [ gb)Tdr —]1P (-1 )V J [ TnwqdT (5.11)
7 i=0 Jr i=0 Jr

Dyskretyzacje rownania (5.11) przeprowadza sie w zwykty sposéb, dzie-
lac brzeg T na elementy brzegowe i wprowadzajac macierze wptywu. W ten
spos6b réwnanie catkowe (5.11) przeksztatca sie w uktad réwnan algebra-
icznych, ktéry w zapisie macierzowym przybiera postac¢

{E (-1~ * } T={E (-1)ViG>}q (512

"Zbierajac” odpowiednio macierze wptywu Hj i Gj, mozna réwnaniu
(5.12) nada¢ nastepujaca ostatecznag forme

HT = GQ (5.13)

Warto zauwazy¢, ze w analizowanym problemie czton zZrédtowy nie ge-
neruje macierzy kolumnowej wyrazéw wolnych, lecz modyfikuje macierze
wptywu.

Wprowadzajac warunki brzegowe, réwnanie (5.13) przeksztatcamy do
postaci (1.29) i rozwigzujemy ze wzgledu na nieznane temperatury T i stru-
mienie ciepta qg.

Przedstawiong metodyke zastosujemy teraz do rozwigzania prostego przy-
ktadu.
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Przyktad 5.1. Rozwigzanie réwnania Helmholtza

Rozwigzania réwnania Helmholtza poszukiwa¢ bedziemy metodg WZW w
prostokacie o wymiarach 1x0.2, ktérego dyskretyzacje pokazano na rys.5.1.
Wzdtuz bokéw AB i CD zatozono jednorodny warunek brzegowy Il rodzaju
q = 0, za$ wzdtuz bokéw AD i BC zadano warto$¢ temperatury.

A B

D C

Rys. 5.1. Dyskretyzacja brzegu przy rozwigzywaniu réwnania Helmholtza
Fig. 5.1. Boundary discretization when solving Helmholtz equation

wspohzedna x.

Rys. 5.2. Poréwnanie wynikéw W ZW z rozwigzaniem analitycznym réwna-
nia Helmholtza

Fig. 5.2. Comparison of MRM results with analytical solution for Helm-
holtz equation

Linie ciggte na rys.5.2 reprezentujag rozwigzanie analityczne problemu
dla dwoéch réznych wartosci wspoétczynnika 7. Kéteczka i kwadraciki ozna-
czajg rezultaty obliczen numerycznych przeprowadzonych metodg WZW.
Jak wynika z rys.5.2, bardzo dobrg dokiadnos$¢ obliczen osiggnieto przy
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uwzglednieniu jedynie trzech wyrazéw szeregéw w réwnaniu (5.12). Jedno-
czednie nalezy zaznaczy¢, ze dla wigkszych wartosci wspoétczynnika 7 potrze-
bna moze by¢ drobniejsza dyskretyzacja brzegu oraz wigksza liczba wyrazéw
szeregu w roéwnaniu (5.12).

5.2. Obliczanie wartosci wtasnych

Na poczatku niniejszego rozdziatu zaktadaliSmy, ze wspoétczynnik 7 w réw-
naniu Helmholtza jest znany. Dla zadanych warunkéw brzegowych poszuki-
walismy rozktadu temperatury T i strumienia ciepta g.

Obliczanie wartosci witasnych zagadnienia brzegowego polega na poszu-
kiwaniu takich wartosci (zwykle nieskonczonego ciggu wartosci) wspoétczyn-
nika 7, ktoére pozwalaja otrzymac nietrywialne rozwigzania réwnania (5.1)
spetniajgce jednorodne warunki brzegowe.

Pierwszym krokiem analizy jest uzyskanie réwnania (5.13). Nastepnie
grupujemy oddzielnie warunki brzegowe Dirichleta i Neumanna. Warunek
brzegowy |1l rodzaju jest liniowa kombinacja dwéch poprzednich i jako
nie wnoszacy zasadniczych trudnosci nie bedzie tutaj dyskutowany.Celem
uproszczenia notacji przyjmiemy, ze warunek brzegowy Dirichleta sformuto-
wany jest na tej czesci brzegu, ktérej odpowiada pierwsza cze$¢ macierzy
kolumnowych T i Q. Warunek brzegowy Neumanna sformutowany jest na
pozostatej czesci brzegu. Woéwczas ukiad réwnan (5.13) zapisze sie schema-
tycznie w nastepujacy sposéb

(HT HJ3]1 £ J = {GT G,} | QT } (5.14)

Po prostym przeksztatceniu otrzymujemy uktad réwnan jednorodnych
AX =0 (5.15)

przy czym bloki macierzy gtéwnej A zbudowane sg z blokéw macierzy
wpltywu zgodnie ze schematem

A= {—Gt H.,} (5.16)

W sktad macierzy niewiadomych X wchodzg odpowiednio

X = { t) <5 17 >

Warunkiem koniecznym otrzymania nietrywialnych rozwigzan uktadu (5.15)
jest zerowanie sie wyznacznika gtéwnego macierzy A

detA = 0 (5.18)
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Nalezy podkresli¢, ze w przeciwienstwie do klasycznego sformutowania
brzegowego [12], w ktérym konieczne jest prowadzenie obliczen w prze-
strzeni zmiennej zespolonej, przedstawione podejscie wykorzystuje jedynie
zmienne rzeczywiste. Elementy macierzy A sg wielomianami ze wzgledu na
wspoétczynnik . Innymi stowy. ”, pojawia sie w uzyskanych réwnaniach bez-
posrednio, nie za$ jak w sformutowaniu klasycznym, wptywa na wspéiczyn-
niki macierzy A w sposéb posredni (poprzez catkowanie wzdtuz brzegu).
Wszystko to prowadzi do znacznego uproszczenia analizy i oszczednosci
czasu obliczen.

W szczegblnych wypadkach réwnanie (5.18) moze by¢ numerycznie kio-
potliwym warunkiem do poszukiwania wszystkich wartosci whasnych. W
pracach [28]. [29] i [30] zaproponowano jego modyfikacje, ktéra choé¢ nieco
bardziej rozbudowana, jest efektywna numerycznie i wcigz obowigzuje w
przestrzeni zmiennej rzeczywistej.

Przyktad 5.2. Czestotliwosci wlasno przekroju poprzecznego tunelu

Zagadnienia obliczania warto$ci wiasnych zilustrowano problemem wyzna-
czania czestotliwosci wiasnych tunelu, ktérego przekréj pokazany jest. na
rys.5.3.

Rys. 5.3. Model yiomctryczny liniflii: u) dyskntyzucjn MICH: b) dyskrety-
ziicjti MES

Fig. 5.3. Geometrie modil of llu lunni.l: n) HEM discrcliztition: b) EEM
discretizalion

Analizy dokonano, przeszukujac przedziat 0<*,<9 i stosujac jedynie 18
statych elementéw brzegowych. Ta sama analiza przeprowadzona metoda
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elementéw skonczonych wymagata 45 elementéw kwadratowych ze 158 weztami.
Na podstawie rys.5.3 wida¢ istotne oszczednos$ci na etapie generacji modelu
geometrycznego ciata. OszczednoSci te stajg sie jeszcze bardziej widoczne w
przypadku zadan tréjwymiarowych.

Tablica 5.1
Czestotliwos$ci wiasne tunelu [Hz]

Rozwigzanie WZW 22.01 25.35 36.73 41.04 4848 53.34 5555
Rozwigzanie MES  22.00 25.35 36.65 41.14 4871 53.38 55.54

Rezultaty obliczenh metodg WZW [28] przeliczono na czestotliwosci wita-
sne, przyjmujac jako predkos¢ dzwieku 343.51 m/s. Tablica 5.1 zawiera po-
réwnanie rezultatbw W ZW z rezultatami MES.



Rozdziat 6

Zastosowanie W Z W
W inzynierii jadrowej

W niniejszym rozdziale zaprezentowano zastosowanie wielokrotnej zasady
wzajemnos$ci w inzynierii jadrowej. Ta dziedzina wiedzy, operujgc réwna-
niami catkowymi oraz rézniczkowo-catkowymi, stanowi naturalne pole za-
stosowan metody elementéw brzegowych. Wystepujace tutaj catki obsza-
rowe mogg by¢ po zastosowaniu WZW przeksztatlcone w znacznie prostsze
do dyskretyzacji catki brzegowe.

Materiaterii ilustracyjnym do rozwazan sa zagadnienia krytycznosci rea-
ktora jadrowego, przy analizie ktérych nawigzano bezposrednig wspotprace
z osrodkiem japonskim w zakresie wykorzystania WZW . Cytowane arty-
kuty wykorzystujg wczesniejsze prace autora rozprawy. W przygotowaniu
natomiast sa wspoélne publikacje bedace podsumowaniem tej wspotpracy.

W niniejszym rozdziale pojawiaja si¢ symbole, ktére w poprzednich roz-
dziatach pracy byly wykorzystywane do oznaczenia innych wielkosci fizycz-
nych. Np. w poprzednich rozdziatach pracy symbolem v oznaczano wspét-
czynnik Poissona. W rozdziale 6.1 symbolu v uzyto do zapisu $redniej liczby
neutronéw rozszczepieniowych przypadajagcych na jeden akt rozszczepienia.
Podyktowane to byto checia zachowania oznaczen typowych dla danej dzie-
dziny mechaniki.

6.1. Zagadnienia krytyczno$ci reaktora
jadrowego - przyblizenie dyfuzyjne
jednogrupowe

Jednym z podstawowych zagadnien teorii reaktoréw jadrowych jest tzw. za-
gadnienie krytycznosci reaktora. Chodzi o okres$lenie warunkéw, w ktérycli
natezenie samopodtrzymujacej sie reakcji taricuchowej jest state. Podstawg
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takiej analizy jest réwnanie transportu neutronéw, ktére w ogélnym przy-
padku jest réwnaniem ré6zniczkowo-calkowym. Trudnosci obliczeniowe zwig-
zane z rozwigzaniem takiego réwnania powodujg, ze powszechnie stosuje sie
ré6znego rodzaju przyblizenia réwnania transportu neutronéw. Do$¢ czesto
stosowanym w tym celu przyblizeniem jest tzw. przyblizenie dyfuzyjne. Wa-
runek krytycznosci reaktora mozna najtatwiej wyprowadzi¢ dla jednogrupo-
wego przyblizenia dyfuzyjnego. Uzyskane w ten spos6b wyniki, cho¢ z reguty
jeszcze dos¢ dalekie od rzeczywistosci, pozwalajg jednak na wyciggniecie pe-
wnych praktycznych wnioskéw. Doktadniejsze rezultaty uzyskuje sie, stosu-
jac przyblizenia dyfuzyjne wielogrupowe. W niniejszym rozdziale przedsta-
wiono zastosowanie wielokrotnej zasady wzajemnosci do analizy krytycz-
nosci reaktora jadrowego na podstawie jedynie przyblizenia dyfuzyjnego
jednogrupowego. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze po pewnych modyfikacjach
WZW moze by¢ réwniez zastosowana do analizy przyblizen wielogrupo-
wych.

W dyfuzji jednogrupowej ustalony w czasie strumien neutronéw wynika
z nastepujacego réwnania rézniczkowego

- DV~ o+ (6.1)
Ke
gdzie: < - strumien neutronéw,
D - wspoétczynnik dyfuzji,
ke - efektywny wspétczynnik mnozenia,
- makroskopowy przekréj czynny na absorpcje neutronéw,
2/ - makroskopowy przekréj czynny na rozszczepienie neutro-
noéw,
v - $rednia liczba neutronéw rozszczepieniowych przypada-

jaca na jeden akt rozszczepienia.
Definiujac parametr materiatlowy reaktora Bm

Bl = (6-2)
sprowadzamy réwnanie (6.1) do réwnania Helmholtza
Va0 + B = 0 (6.3)

Analiza krytycznosci reaktora jadrowego sprowadza sie do obliczenia
wartosci witasnych, a doktadniej najmniejszej wartosci wtasnej, réwnania
(6.3) przy jednorodnych warunkach brzegowych na brzegu ekstrapolowa-
nym rdzenia. Jesli te najmniejsza wartos¢ wiasng nazwiemy parametrem
geometrycznym reaktora Bg, otrzymamy

VV + B]#=0 (6.4)

Warunek krytycznosci wigze wilasnosci materiatowe rdzenia z jego roz-
miarami
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B9 = B, reaktor krytyczny
B9 > B, reaktor podkrytyczny (6.5)
Bg < B, reaktor nadkrytyczny

Do obliczenia parametru geometrycznego reaktora mozna wykorzystac
wprost algorytmy opisane w rozdziale 5. Nalezy jednak zauwazy¢, ze proce-
dura ta wymaga rozwiagzania réwnania (5.18), a wiec w praktyce przeszu-
kania z zadanym krokiem przewidywanego obszaru istnienia rozwigzania. Z
tego powodu w inzynierii jadrowej dosS¢ czesto stosuje sie technike zwang
technika iterowanych zrédet rozszczepienia (ang. fission source iteration te-
chnique), ktéra polega na iteracyjnym poszukiwaniu wielkosci Bg.

Dokonajmy najpierw modyfikacji réownania (6.1) poprzez odjecie od obu
jego stron takiego samego wyrazenia

_d vV + (s. _ £) , = (1 (6.6)
gdzie: k,, - szacunkowa wartos¢ efektywnego wspoéiczynnika mnoze-
nia.

Wartos¢ ksz dobieramy zwykle w ten sposob, aby spetniona byta nieréwnos¢

i/ETf
Sa - > 0 (6.7)

*sz

W ten spos6b problem obliczania wartosci wiasnych zostat zamieniony
na problem rozwigzania réwnania Helmholtza z cztonem zrédtowym. Ponie-
waz czton ten jest zalezny od rozwigzania $>oraz od poszukiwanej wielkosci
ke, konieczna staje sie procedura iteracyjna. Dla m-tej iteracji mamy zatem

- + (za- ) A(m) = ("~pi) - (6.8)

Wprowadzajgc nastepujgce oznaczenia

Bl = ~ ~ sa (6.9)

*) = Zpdsft @D 6-10)
AmD  ffmi) s (6.11)

otrzymujemy ostatecznie

vvm+ BlJ]zA"m) + ~S (m) = 0 (6.12)
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6.1.1. Transformacja zagadnienia brzegowego
w réwnanie catkowe

Definiujgc rozwigzanie podstawowe rzedu zerowego dla réwnania Helmhol-
tza jako

VV(+ Blz + <5(H,K) = 0 (6.13)

oraz wykorzystujac zasade wzajemnosci, przeksztalcamy zagadnienie (6.12)
w nastepujace réwnanie catkowe

D a = [ J*Q<"m>dV - | J(m)rfr + / <€{0)S(m)dn (6.14)
Jr Jr Ju

gdzie: J = ~DjE - skladowa normalna gestosci pradu neutronéw.
Réwnanie to po zdyskretyzowaniu prowadzi do uktadu réwnan algebraicz-
nych o postaci macierzowej
H# = GJ + R (6.15)
Wielokrotna zasada wzajemnosci zastosowana do transformacji catki po
obszarze wystepujgcej w réwnaniu (6.14) pozwala unikngé dyskretyzacji

obszaru. Pomijajgc szczegéty przeksztatcen, zapisujemy catke po obszarze
jako [26]

l***s(ml* (nj&) z(i.">-")+

+ £ (n Jfiri,-) {1 J'u) <@ -1 (6.16)
gdzie dla kazdego m > 2 zachodzi nastepujgca rekurencja

Z(Ibm —1) = -+ - Jz(I,m -2)- i jf (6.17)
Wartoscig startowg rekurencji jest wyrazenie

z(0) - ~Wb[ {Dc™~ I r(dT}

Powyzsze zaleznoSci wymagaja znajomosci rozwigzan podstawowych az
do rzedu (m — 1) wigcznie oraz strumienia neutronéw i gestosci pradu neu-
tronéw z poprzednich (m — 1) iteracji.
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6.1.2. Rozwigzania wyzszych rzedéw
Rozwiazania wyzszych rzedéw spetniajg nastgpujace réwnanie rézniczkowe
V V 0)+ BIO"U + 6*U~l) = 0 (6.19)

Rozwigzania te wyrazajg sie, zaleznie od znaku wspoétczynnika B]z, przez
funkcje Bessela drugiego rodzaju Vj lub przez zmodyfikowane funkcje Bes-
sela Kj, [21], [22]

43 U)
4>'U)

Aj {B,.rYYi(B.r) dlaBl > 0 (6.20)
Aj(B.rY Kj(B.zr) dlaBl < 0 (6.21)

Wspotczynniki Aj spetniajg zaleznosci rekurencyjne

* - 3?( « >

Rozwigzania podstawowe wyzszych rzedéw, podobnie jak w przypadku
innych zagadnien inzynierskich, nie majg zadnych osobliwosci dla j > 0.
Tym samym ich catkowanie numeryczne nie wymaga zadnych specjalnych
technik.

6.1.3. Obliczanie parametru geometrycznego
reaktora

Po obliczeniu z ukfadu réwnan (6.15) rozktadu strumienia neutronéw <
wyznaczamy parametr geometryczny reaktora. Zgodnie z ré6wnaniem (6.4)
jest on dla danej iteracji réwny

/V V m)dfi
B] = - 6.23)

/ €m) dii
Ja

Korzystajac z twierdzenia o dywergencji, przeksztatlcamy catke w licz-
niku wyrazenia (6.23) nastepujaco

Il vy mdn = f J<m)dr (6.24)
Jn DJr
Catka w mianowniku wymaga wiekszej liczby operacji. Uwzgledniajac
réwnania (6.10) i (6.12), otrzymujemy dla kazdego m >2

L #mydn = Uw}eismdq+g’-z Jvvmadi =

vYijj
L I a i - i r (6.25)
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Tym samym catka po obszarze dla danej iteracji zostata uzalezniona od
analogicznej catki dla iteracji poprzedniej. Dla pierwszej iteracji obowigzuje

(6.26)

gdzie: Aj - pole powierzchni obszaru fi.
Po obliczeniu parametru geometrycznego reaktora dokonuje sie korekty
wielkosci ke. Mamy bowiem

(6.27)

Nowa warto$¢ ke pozwala uaktualni¢ wielko$¢ cztonu zrédtowego w réw-
naniu (6.8) i powtérzy¢ obliczenia. lteracje prowadzi sie az do spetnienia
zatozonego kryterium doktadnosci.

Stosujac opisang technike, Itagaki [26] obliczyt migedzy innymi parametr
geometryczny reaktora dla wielokatéw: tréjkata rdwnobocznego, kwadratu,
pieciokata rownobocznego, szeSciokata rownobocznego i osmiokata réwno-
bocznego. Uzyskany dla kwadratu rezultat zgadza sie bardzo dobrze z roz-
wigzaniem analitycznym.
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Zastosowanie W ZW w innych
dziedzinach mechaniki

W niniejszym rozdziale zaprezentowano ostatnie, znane z literatury MEB,
zastosowania wielokrotnej zasad}' wzajemnos$ci. Nie stanowig one osobistego
dorobku autora pracy, ale cytowane w nich artykuty wykorzystuja bezpo-
Srednio opublikowane przez niego algorytmy i poszerzajg znacznie pole za-
stosowan WZW . Materiat potraktowano bardzo skrétowo, ograniczajac sie
praktycznie do sformutowania problemu oraz podania gtéwnej idei omawia-
nych prac. Wiecej informacji zainteresowany Czytelnik bedzie mégt znalezé
w cytowanych publikacjach.

7.1. Zagadnienia optywu ciat

Jednym z podstawowych probleméw hydromechaniki jest zagadnienie o-
ptywu ciat o skomplikowanym ksztatcie przez lepki ptyn. Analiza takiego
problemu zewnetrznego wymaga rozwigzania réwnan Naviera-Stokesa. Tru-
dnos$ci matematyczne i numeryczne zwigzane z takim podej$ciem powoduja,
ze do$¢ czesto stosuje sie réznego rodzaju przyblizenia. Jednym z czesSciej
stosowanych przyblizen jest aproksymacja omawianego problemu za pomoca
réwnan Oseena [62]. Rozwigzanie Oseena jesttraktowane jako pierwsza a-
proksymacja rownan Naviera-Stokesa pozwalajgca réwniez na zbadanie pro-
blemu istnienia rozwigzania.

Rownania Oseena sg w istocie niejednorodnymi réwnaniami Stokesa i
maja nastepujacg postac

&mm — fi (T-1)
u\, = 0 (7.2)
gdzie niejednorodnos$¢ /e jest funkcjag liczby Reynoldsa Re

fi = Re (7.3)
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Sktadowe tensora naprezen zalezg od ci$nienia p, pola predkosci u oraz lep-
kosci dynamicznej p, i wyrazaja sie nastepujgco

&m — PAm 'Y P (M,m ¥ *mj) (~*4)
Catkowa reprezentacje rozwigzania problemu (7.1)-(7.3) podali Ladyzhen-
skaya [34]

uk + J qimUKmn,dv = J U?<imn, dr + jf Uffi r/fi (7.5)

gdzie Uk jest polem predkosci w rozwigzaniu podstawowym réwnania Sto-
kesa (ang. Stokeslet)

ttf(n,n) = - ~ (7.6)
o
Uwzgledniajgc réwnanie (7.3), zapiszemy catke po obszarze wystepujaca
W powyzszym réwnaniu jako

/ Uk/,d(I = Rc / Ukuu dQ =
Jei Jn
= Re [ UUfuih - tliC/f,) dn (7.7)
Jn

Po wprowadzeniu szeregu rozwigzan podstawowych wyzszego rzedu zde-
finiowanych zaleznos$cig rekurencyjna

Imm(U kU)) = = U*u-~Il) (7.8)

u-(0) = U- (7.9)

i zastosowaniu WZW, H. Power i B.F. Power [69] uzyskali catkowe, w petni
brzegowe, sformutowanie problemu wewnetrznego. Ponadto wykazali oni, ze
otrzymane w ten spos6b réwnanie jest szeregiem wyrazen Stokeslet i stanowi
"analityczne” rozwigzanie problemu Oseena.

Ci sami autorzy analizowali réwniez [68] wykorzystanie WZW do roz-
wigzania zewnetrznego zagadnienia Stokesa. Uzyskane przez nich rezultaty
obliczen numerycznych wykazujg zadowalajagcga zgodnos$¢ z wynikami obli-
czen analitycznych dla ciat o prostych ksztattach, jak np. sfera.

7.2. Drgania harmoniczne w cienkich
ptytach sprezystych

W niniejszym podrozdziale rozpatrzono drgania harmoniczne cienkich ptyt
sprezystych. Zatozono, ze materiat ptyty jest jednorodny i izotropowy, a
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ptyta jest poddana dziataniu pewnego dynamicznego obcigzenia oznaczo-
nego przez p. Réwnanie rézniczkowe opisujace ugiecie ptyty wynika z kla-
sycznej teorii matych odksztatcenn KirchhofFa [35] i ma postac¢

VAN
DpV4y + o h ™~ =p (7.10)

gdzie: vy - ugiecie piyty,

t - czas,

g - gesto$¢ materiatu,

h - grubos$¢ ptyty,

p - obcigzenie zginajgce najednostkepowierzchni,

Dv - sztywno$¢ ptyty nazginanie,wyrazona przez modut

Younga E oraz wspétczynnik Poissona v

Eh3
= E(?H YT (7-H)

W przypadku ttumienia lepkiego réwnanie (7.10) przyjmuje postac
DpV*y + eh ~ + g ~ = p (7.12)

gdzie: g - wspotczynnik ttumienia lepkiego.
Zaktadajac harmoniczne wymuszenie p( t) = p(Yb) exp(iujt), otrzymu-
jemy nastepujace réwnanie rézniczkowe wigzgce amplitude drgan harmo-
nicznych ptyty y z amplitudg wymuszenia p

DvV4dy — Ky —p (7.13)
Parametr u jest réwny
k = uj2gh —iwg; i = y/—I (7.14)
Definiujgc rozwigzania podstawowe nastgpujacymi zaleznosciami

DVV4t/40) - 6{r) (7.15)
Vay*0+1) _  y*U) (7.16)

oraz stosujac WZW, V. Sladek, J. Sladek i M. Tanaka [72] otrzymali brze-
gowe sformutowanie problemu. Godny podkres$lenia jest fakt, ze macierze
wptywu nie zalezg od czestotliwosci, co znakomicie upraszcza problem. Au-
torzy zauwazajg ponadto, ze otrzymane przez nich réwnania catkowe nie
zawieraja osobliwosci. Tym samym catkowanie wzdtuz elementéw brzego-
wych nie wymaga stosowania zadnych specjalnych procedur numerycznych.

Przeprowadzone przez autoréw obliczenia wykazaty doskonatg zgodnos$é
zaréwno obliczonych czestotliwosci, jak i amplitud drgan ptyt z rezultatami
analitycznymi.
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Podsumowanie
I wnioski koncowe

Celem rozprawy byto opracowanie w petni brzegowego sformutowania me-
tody elementéw brzegowych pozwalajgcego rozwigzywaé zagadnienia inzy-
nierskie bez dyskretyzacji wnetrza obszaru. Opracowana przez autora me-
toda, nazwana wielokrotng zasadg wzajemnosci, zachowuje zatem najcen-
niejsza zalete MEB i jest jej pierwszg, w petni brzegowa wersjg. Z punktu
widzenia uzytkownika programu komputerowego oznacza to istotne uprosz-
czenia na etapie tworzenia siatki podziatlu numerycznego. Dyskretyzacji na-
lezy podda¢ tylko brzeg obszaru.

Podstawy metody przedstawione zostaty w rozdziale 2 pracy. Z mate-
matycznego punktu widzenia WZW polega na wykonaniu catkowania przez
czesci nieskonczong liczbe razy przy wykorzystaniu tzw. rozwigzah podsta-
wowych wyzszych rzedéw. W pracy zaprezentowano rozwigzania podsta-
wowe wyzszych rzedéw' dla zagadnienn potencjalnych, zagadnien sprezystosci
i termosprezystosci oraz wskazano publikacje, w ktérych rozwigzania te sg
podane dla innych rodzajéw probleméw brzegowych. WZW jest metoda
og6lng i nowe zastosowania wymagaé¢ beda jedynie wyznaczenia nowych
rozwigzan podstawowych. Warto réwniez zauwazy¢, ze w wielu przypadkach
znalezione juz rozwigzania podstawowe moga by¢ z powodzeniem wykorzys-
tane do analizy problemu.

Wielokrotna zasada wzajemnos$ci jest metodg alternatywng do cieszacej
sie juz duzg popularnoscig podwdjnej zasady wzajemnosci. PZW wykorzy-
stujac jedynie standardowe rozwigzanie podstawowe, wymaga zwykle zna-
cznej liczby tzw. biegunéw wewnetrznych, ktérych potozenie i liczba za-
lezg od analizowanego problemu. Tak jak w WZW odpowiedni dobér liczby
wyrazow szeregu decyduje o dokitadnosci metody, tak w przypadku PZW
czynnikami tymi sg liczba i potozenie biegunéw wewnetrznych.

Komputerowa implementacja WZW jest naturalna i prostaka kody kom-
puterowe realizujgce te metode sa jedynie niewielkimi modyfikacjami stan-
dardowych programéw MEB. Poniewaz rozwigzania podstawowe wyzszych
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rzedéw sa funkcjami regularnymi (nie zawierajg punktéw osobliwych), ich
catkowanie numeryczne nie przedstawia, zadnych probleméw. Roéwniez w
spos6b bezposredni wykorzystuje sie w programach W ZW klasyczne proce-
dury uwzgledniania warunkéw brzegowych oraz rozwigzywania kohcowego
ukiadu réwnan. Staje sie wiec jasne, ze generujgc dane dla WZW, mozna
réwniez wykorzystywac¢ opracowane dla MEB preprocesory, za$ istniejace
postprocesory utatwiajg wizualizacje wynikéw obliczen.

Najpowazniejszg wada zaprezentowanej metody jest konieczno$¢ wyzna-
czenia ciggu laplasjanow funkcji Zrédta (uogdlnionego obcigzenia). Proces
ten, cho¢ nietatwy, moznajuz dzi$ zautomatyzowac, wykorzystujgc wspotcze-
sne oprogramowanie pozwalajgce na operacje symboliczne. W ten sposéb
mozna uzyskac¢ nie tylko analityczne wyrazenia dla kolejnych laplasjanéw
funkcji zrédta, ale nawet golowe procedury komputerowe.

W ZW jest metodg dos¢ efektywnag numerycznie. Najbardziej czasochton-
na operacjg jest obliczenie macierzy wptywu, ktére nastepnie mnozone przez
macierze kolumnowe daja prawg strone réwnania. Nie jest zatem wyma-
gane zadne odwracanie ani mnozenie macierzy kwadratowych. Faktoryzacji
poddawana jest tylko macierz gtéwna koncowego ukiadu réwnan.

Transformacja catek po obszarze w catki brzegowe metodg WZW nie wy-
maga przyjmowania zadnych dodatkowych zatozen upraszczajacych. Uprosz-
czenia sg dla zagadnien liniowych wprowadzane jedynie na etapie dyskrety-
zacji réwnania catkowego. W konsekwencji WZW pozwala, przy prawidtowej
dyskretyzacji, uzyskaé¢ bardzo wysoka doktadnos¢ obliczen.

Problemem nie do konhca rozwigzanym jest problem zbieznosci szeregu
WZW. W wielu sytuacjach praktycznych szereg ten redukuje sie do sumy
skonczonej i problem zbieznosci nie wystepuje. Wydaje sie jednak konieczne
bardziej formalne od strony matematycznej zbadanie zbieznos$ci szeregu i
opracowanie ogo6lnych kryteriéw tej zbieznosci. W pracy podano bowiem
jedynie ogdlne wskazéwki, jak kontrolowa¢ wymagang liczbe sumowanych
wyrazéw i pewne oszacowania reszty szeregu.

WZW byta juz z powodzeniem stosowana do rozwigzywania wielu zagad-
nien inzynierskich. We wszystkich wypadkach stwierdzono bardzo wysoka
doktadno$¢ metody. Swiadcza o niej choéby zamieszczone w pracy wybrane
przyktady obliczeniowe. Réwniez literatura MEB dostarcza dowodéw na to,
ze WZW jest metodg efektywng i doktadng. Jej przydatnos¢ jest szczegdl-
nie widoczna przy rozwigzywaniu zagadnien potencjalnych oraz w analizie
drgan. W tych ostatnich problemach uzyskane sformutowania charaktery-
zujg sie statymi, niezaleznymi od czestotliwosci macierzami wptywu.
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Dodatek A

Rozwigzania podstawowe
wyzszych rzedow dla
zagadnien potencjalnych

W niniejszym Dodatku udowodniono metoda indukcji matematycznej, ze
funkcja (2.25) jest rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego (2.11) z warun-
kiem poczatkowym rekurencji okreslonym zaleznoscig (1.3). Pokazano réw-
niez, ze dowolne stale catkowania bedace rezultatem rozwigzania réwnania
(2.11) spetniajg warunek (2.24).

Zauwazmy na poczatek, ze podstawiajgc w zaleznosci (2.25) j — 0 oraz
przyjmujac A,, — 1i Ba — 0, otrzymujemy klasyczne rozwigzanie podsta-
wowe, tj. rozwigzanie podstawowe rzedu zerowego zdefiniowane réwnaniem
(1.3). Zatézmy teraz, ze wyrazenie (2.25) jest dla pewnego j = k rozwigza-
niem roéwnania (2.11). Rozwigzanie podstawowe rzedu j = k+ 1 znajdziemy
przez catkowanie nastepujgcego réwnania rézniczkowego

Y2j»(/34) _ (A1)
Jesli poczatek ukiadu wspétrzednych umieszczony jest w punkcie dziatania

zrédta, to ze wzgledu na symetrie osiowg zagadnienia brzegowego powyzsze
réwnanie mozna zapisa¢ w nastepujacej formie

1d

( 1 2 .
- r — = —r Aklnr - Bk. A.2
rar \ dr ;? zm { ¢ >

Bezposrednie catkowanie wedtug zmiennej r daje

7oaior) 3 r2Qi-i) Ak inr — (.A k n Bk\ 1
2;r 4(fc + 1)2 \k+ 1 V 4(H1)S.
+ C,Inr + C2 (A.3)

gdzie: C\i C2 - state catkowania.
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Definiujac nastepujace wspotczynniki
A>*' = 4k + 1)> -A'4)

CA5)

otrzymujemy ostatecznie

rreeny = b r2kH) (Ai+iinr - st+o + ciinr + ¢> (a -6)

Po zrézniczkowaniu wedtug normalnej zewnetrznej daje to

- [2(k + 1)BkL - Atai]} + y } (A.7)

Rozwigzania podstawowe 7'*(*+1) oraz T*(K powinny spetnia¢ warunek
(2.24). Réwnanie to jest stuszne dla obszaru fi o dowolnym ksztatcie. Celem
wyznaczenia statych Ci oraz C2obliczenia wykonamy dla okregu o promie-
niu RO, ktérego $rodek znajduje si¢ w punkcie dziatania zrédta. Uwzgled-
niajac zaleznosci geometryczne pokazane na rys.A.l, otrzymujemy

e dla calki po obszarze

[T nwdSI = [** T {k]2xrdr =
Jn Jo

<A -8 >

e dla calki po brzegu obszaru

UMWir L5 e

QI"*(k+D
= 2wRO = 2TrCl +

dr
r=«o

. 2(k + 1)A k+1R1h+2 In RO -

- [2(k+ 1)B k¥l - Ak+i}R&k+2 =

= 2,rCl + 2(Ffl1) J1"t+2|nfio

2(t+ 1) (2(1+13}+ Bh) r=“" (A9
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Rys. A.l.

Fig. A.l.

Oznaczenia stosowane
przy wyznaczaniu statych
catkowania

Poréwnanie zaleznosci (A.8) i (A.9)
prowadzi natychmiast do wniosku,
ze

C\ —0 (A .10)
Stata catkowania C2 nie wystepuje
w réwnaniach (A.8) oraz (A.9), za-
tem jej wartos$¢ moze by¢ zupeinie
dowolna. Najwygodniej jest przyjac
ja jako zero

c2=0 (A.11)

Podstawiajgc zerowe war-

Notation adopted when tosci statych catkowania do réwna-

calculating integration co-
nstants

n'a (A.6), otrzymujemy ostatecznie

T.(*+1) = J_r*(*+D (Ak+llInr - Bk+1) (A.12)

Zir

Tym samym z zatozenia prawdziwosci réwnania (2.25) dlaj = k wykazano

jego prawdziwos¢ dla nastgpnego j

k + 1, co koriczy dowdd indukcyjny.



Dodatek B

Stosunek wspotczynnikow
liczbowych w rozwigzaniu
podstawowym

W niniejszym Dodatku przedstawiono dowéd indukcyjny zaleznosci wyraza-
jacej stosunek wspdtczynnikéw lipzbowycli Aj oraz Bj w rozwigzaniu pod-
stawowym

3 1=0
wykorzystanej w réwnaniu (2.32).
Na podstawie réwnan (2.26) i (2.27) obliczamy A\ — B\ = 0.25, co dla
poczatkowego j = 1 pozostaje w zgodzie z réwnaniem (B .l). Mamy bowiem

Zalézmy teraz, ze réwnanie (B .l) jest prawdziwe dla pewnego j = k. Zatem

Stosunek wspoétczynnikéw Bii+\ do Ak+1l wyznaczymy, dzielgc przez siebie
réwnania (2.27) i (2.26). Otrzymamy

+J - =Y -L - (BA)

N= L+ - =y J -
+ k N1+ / 1+ k 1+ 1

Ak+i Ak 1

Tym samym wykazano, ze jesli rownanie (B .l) jest spetnione dla dowolnego
j — k, to jest réwniez prawdziwe dla nastepnego j = k+ 1, co koriczy dowdd
indukcyjny.



Metoda Elementéw Brzegowych
z zastosowaniem
wielokrotnej zasady wzajemnosci

Streszczenie

W pracy zaprezentowano w peini brzegowa wersje metody elementow
brzegowych. Sformutowanie oparte na tzw. wielokrotnej zasadzie wzajem-
nosci wykorzystuje rozwigzania podstawowe wyzszych rzedéw i prowadzi do
réwnania catkowego zawierajacego tylko catki po brzegu ciata.

Przedstawiono podstawy wielokrotnej zasady wzajemnos$ci, a nastepnie
jej zastosowania do modelowania pél temperatury, p6l przemieszczen i na-
prezen, do rozwigzywania réwnania Hetrnhottza oraz w inzynierii jadrowej
do badania krytycznosci reaktora jgdrowego. Giéwny nacisk potozono na
rozwigzywanie zagadnien liniowych, cho¢ przedyskutowano réwniez zastoso-
wanie WZW do badania nieliniowych proceséw przewodzenia ciepta. Praca
zawiera liczne przykiady numeryczne $wiadczace o doktadnosci i efektyw-
nos$ci numerycznej omoéwionej techniki.

Poszerzenie pola zastosowan wielokrotnej zasady wzajemnosci wymagac
bedzie znalezienia nowych rozwigzan podstawowych wyzszych rzedéw.



Boundary Element Method
with an application of
the Multiple Reciprocity Method

Summary

The boundary only formulation of Boundary Element Method has been
presented. Approach is based on so called Multiple Reciprocity Method
and utilizes higher order fundamental solutions. Obtained integral equation
contains only boundary integrals.

Fundamentals of Multiple Reciprocity Method has been presented which
is followed by its applications to modelling temperature fields, displacements
and stresses, solving Helmholtz equation and criticality safety problems of
nuclear engineering. The emphasis is on solving linear problems, although
discussion on application of MRM to analyse nonlinear heat conduction is
also included. Number of numerical examples demonstrate accuracy and
efficiency of above technique.

New applications require the new higher order fundamental solutions to
be found.



Methode der Randelemente
mit Anwendung
der Methode der merhfachen Reziprozitat

Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Variante der Randelementmethode
vorgestellt in der die Gleichungen ausschliellich auf dem Rand formuliert
sind. Die Formulierung basiert auf der sogennanten Methode der mehrfa-
chen Reziprozitat und verwendet Fundamentallésungen héher Ordnung. Die
resultierende Integralgleichung enthéalt nur Integrale auf dem Rand des be-
trachteten Gebiets.

Die Grundlagen der Methode der mehrfachen Reziprozitat wurden er-
ortert. Die Methode wurde fur die Modellierung der Temperatur-, Ver-
schiebungs-, und Spannungsfelder sowie auch zur Ldésung der Helmholtz-
Gleichung und zur Untersuchung der Kritikalitat in der Kernenergietechnik
verwendet. Obwohl die in der Arbeit behandelten Probleme Uberwiegend
linear sind, ist die Anwendung der MMR in der nichtlinearen, instationaren
Warmeleitung ebeso beschrieben worden. Zahlreiche nummerische Beispiele
fur den Einsatz des entwickelten Vehrfahrens zeigen die Genauigkeit und
Effektivitat der vorgeschlagenen Methode.

Um den Anwendungsbereich der MMR zu erweitern, missen neue Fun-
damentallésungen hdherer Ordnung gefunden werden.






