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MATEMATYCZNE MODELOWANIE SAMOWZBUDNYCH DRGAŃ 
W UKŁADZIE NAPĘDOWYM LOKOMOTYWY

Streszczenie. W  artykule został zaprezentow any m atem atyczny m odel 
asym etrycznego układu napędow ego lokom otyw y uw zględniający zjaw iska 
tow arzyszące toczeniu się sztywnych kół po w zdłużnie sprężyście odkształcalnym  
podłożu. T akie sform ułow anie opisu m atem atycznego układu napędow ego pozw ala na 
badanie drgań obrotow ych koła spow odow anych siłą  tarcia pow stającą w obszarze styku 
koła z  szyną. W  rozpatryw anym  układzie koło -  szyna przyjęto, że w ykres zw iązku 
m iędzy w spółczynnikiem  tarcia a p rędkością poślizgu m a charakter opadający co, 
oznacza, że siła tarcia m aleje w raz z prędkością  poślizgu.

MATHEMATICAL MODELLING OF SELF-EXCITED VIBRATION IN 
LOKOMOTIVE POWER TRANSMISSION SYSTEM

Sum m ary. This paper presents sim ple m athem atical m odel asym etrical lokom otive 
pow er transm ission system , w hich are destinated for describing o f  self-excited, 
rotational vibrations during pow er transm ittion to elastically, torsionally deform able 
w heelset. A dditonally  is presented sim ple m athem atical m odel describing non -  
stationary developm ent o f  the traction force betw een rigid w heel and tangential 
deform able substrate, w ith falling friction force characteristics.

1. W STĘP

W  niniejszym  artykule zostanie przedstaw iony m atem atyczny m odel asym etrycznej 
struk tu iy  układu napędow ego lokom otyw y, służący zbadaniu sam ow zbudnych drgań 
skrętnych zestaw u kół tow arzyszących toczeniu się kół po sprężyście, w zdłużnie 
odkształcalnym  podłożu. Jako m odel napędu przyjęto układ m echaniczny w  postaci 
um ożliw iającej uw ydatnienie istoty rozpatryw anych zjaw isk. W  m odelu m atem atycznym  
przyjęto szereg  założeń upraszczających, z których najistotniejsze są  założenie o wzdłużnej 
sprężystej odkształcalności podłoża (szyny) i o poruszaniu się kó ł jezdnych ruchem  
prostoliniow ym  w jednej płaszczyźnie.
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2. M A T EM A T Y C Z N Y  M O D EL U K ŁA D U  N A PĘ D O W E G O  LO K O M O TY W Y

Struktura m echaniczna obiektu reprezentow ana je s t przez dyskretny m odel obliczeniow y o 
czterech stopniach sw obody. E lem enty składow e oraz w spółrzędne uogólnione m odelu 
pokazano na ry s .l.

J 3 ,M 3 ,q>3

Rys. 1. Schem at asym etrycznego układu napędow ego 
F ig .l . Schém a o f  asym m etrical pow er transm ission system

Do opisu ruchu przyjęto następujący zestaw  w spółrzędnych:

X = [cp,, <p2, <p3, x f  (1)

gdzie: <pj -  kąt obrotu lew ego koła zestaw u kół,

tp2  -  kąt obrotu praw ego kola zestaw u kół,

<f>2 -  kąt obrotu w irn ika silnika,

x -  przem ieszczenie środka m asy zestaw u kół.

Równania ruchu układu opisuje układ czterech rów nań  różniczkow ych zw yczajnych 2 rzędu: 
J|tPi + k ] tpj — k 2<P2 =  ~ T jR i (2)

J 2ćp2 - k j t p ] + ^ k j + - ^ j ( p 2 = - T2R2 (3)

 ~ < P 2  + k 2 ( p 3  = M 3 ( t )  ( 4 )1
m x = T , + T , - F op(x ) (5)

gdzie: k i, k2 -  odpow iednio  sztyw ności skrętne zestaw u kól i sprzęgła,
R i, R2 -  prom ienie toczenia odpow iednio  1 i 2 kola w zestaw ie kół,
M 3(t) -  m om ent napędow y silnika elektrycznego,
F op, T], T2 -  odpow iednio siła oporów  ruchu oraz siły tarcia suchego odpow iednio 

na 1 i 2 kole w zestaw ie kół.

U kład rów nań (2) - (5) je s t rozw iązyw alny pod w arunkiem  uzupełnienia go opisem  sił
tarcia suchego T] i T2. O pis sił tarcia stanow i oddzielne zagadnienie, które zostanie
przedstaw ione w  rozdziale 3.
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W  ogólności przedstaw ione rów nania w zapisie m acierzow ym  m ają postać:

M X + K X + H T = F
gdzie:

K =

T  =  [T„ T2]t ,

(6)

X =  [<Pl, 92 93- *] r , M  = d iag(j i , J 2 , J 3,m ) (7)

k. — k, 0 0 'i

- k i v k? k l +  TT - h . 0
, H  =

R |,  0 -

o, r 2

0

1
k 2 
i

1

k 2 0 0, 0 

- 1 ,  - 1

(8)

0 0 0 0
1 ) *_

F = [0, 0, M 3(t), - F op(x ) |r (9)

3. M O D EL C IE R N E J W SPÓ ŁPR A C Y  K O LA  Z PO D ŁO ŻEM

W  celu w yznaczenia sił tarcia zostanie rozpatrzony m odel koła toczącego się po szynie 
przedstaw iony w  pracach [1], [3], Isto tną cechą tego m odelu je s t punktow y styk koła z  szyną 
oraz w zdłużna odkształcalność szyny. N a rysunku 3 przedstaw ione zostało koło toczące się po 
odkszlałcalnym  w raz z zaznaczonym i charakterystycznym i prędkościam i punktów  koła i 
szyny.

Rys. 2. Sztyw ne koło toczące się po w zdłużnie sprężyście odkształcalnym  podłożu i 
prędkości w  sąsiedztw ie punktu styku koła z podłożem  

Fig.2. R igid w heel rolling on tangential deform able substrate and velocities in contiguity 
o f  contact point

gdzie: ś := R (p -x  - prędkość ślizgania punktu należącego do koła,
Vszyn - prędkość punktu zw iązanego z  odkształcalnym  podłożem  (szyną).

P rędkość punktu podłoża zgodnie z założeniem  o jego  w zdłużnej sprężystej 
odkształcalności w yrażona je s t w  zależności od siły tarcia i pochodnej siły tarcia [1], [3], [4],

v szyn= a |x |T  +  p f  (10)

gdzie: a ,  (3 - param etry charakteryzujące odkształcalność szyny.
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Dla określenia siły tarcia skorzystam y z bilansu prędkości sztyw nego kola po
odkształcalnym  podłożu oraz zależności m iędzy siłą  tarcia a prędkością  ślizgania.

vpoś = ś ~ v «yn ( U )

Prędkość poślizgu ko ła  po szynie je s t rów na różnicy prędkości punktów  koła  i szyny, tzn.
(11). Po uw zględnieniu tego zw iązku w e w zorze (10) otrzym ujem y rów nanie (12)

p f  +  a |x |T  +  Vpoi= ś  (12)

i
(vpoś, T )e  a  (13)

Pom iędzy s iłą  tarcia T a prędkością  poślizgu vp0ś w ystępuje zw iązek [2], który je s t 
określony w ykresem  pokazanym  na rys. 3. W artości To i Toi zaznaczone na wykresie 
w yznaczają graniczne w artości siły tarcia. W  niniejszych rozw ażaniach siła tarcia zależy od 
prędkości poślizgu i m a charakter opadający, co oznacza, że je j w artość zm niejsza się w raz ze 
w zrostem  prędkości poślizgu.

Rys. 3. Z w iązek pom iędzy siłą  tarcia T  i p rędkością  poślizgu Vp^
Fig. 3. Relation betw een friction force T  and sliding velocity  vpocc

R ów nania (2), (3), (4), (5) oraz (12) w raz z  re lac ją  (13) stanow ią pełny opis m odelu, 
służącego do badania drgań sam ow zbudnych układu napędow ego lokom otywy.
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4. PR ZY K ŁA D O W E  W Y NIK I OBLICZEŃ  U ZY SK A N E DLA PREZENTO W AN EGO  
M O D ELU

ruchu ruchu
Fig. 4. Engine torque and resistive force Fig. 5. Torsional angle o f  w heelset axle

Rys. 6. Przyspieszenie postępow e Rys. 7. Siły trakcyjne na
środka m asy zestaw u poszczególnych kołach zestawu kół

Fig. 6. L inear acceleration o f  w heelset Fig. 7. T raction forces on both wheels
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Rys. 8. R óżnica sil trakcyjnych m iędzy 
kolam i zestaw u kół 

Fig. 8. D ifference o f  traction forces 
betw een w heels o f  w hcelset

5. W N IO SK I

Zaprezentow ane w artykule przykładow e w yniki obliczeń dow odzą istnienia silnych 
zaburzeń sił tarcia rozw ijanych w  obszarze styku koła i szyny. D odatkow o uw zględnienie 
skrętnej odkształcalności zestaw u kół pokazuje w pływ  gw ałtow nych zm ian rozw ijanych sił 
trakcyjnych (rys.7) na skręcanie zestaw u kół (rys.5) oraz na  zaburzenia jeg o  ruchu w zdłuż toru 
(rys.6). Ponadto, zaobserw ow ane w  takim  przypadku bardzo znaczące różnice sił trakcyjnych 
rozw ijanych w  tej sam ej chw ili na obydw u kołach zestaw u (rys. 8) pozw alają  stw ierdzić 
negatyw ny wpływ' na trakcyjną spraw ność napędu oraz po tencjalną jego  trw ałość oraz duże 
praw dopodobieństw o zm niejszenia zapasu bezpieczeństw a ruchu pojazdu jak o  takiego.
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A bstract

This paper presents sim ple m athem atical m odel asym ctrical lokom otive pow er 
transm ission system , w hich are destinated for describing o f  self-excitcd, rotational vibrations
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during pow er transm ission to elastically, torsionally deform able w heclset. A dditonally is 
presented sim ple m athem atical m odel describing non -  stationary developm ent o f  the traction 
force betw een rigid w heel and tangential deform able substrate, w ith falling friction force 
characteristics. Such a m odel allow s on analysis o f  the creep phenom enon w hich is appearing 
in rolling contact. T his non classical friction m odel has been applied to m odel o f  torsionally 
deform able w heelset w hich cause m ore deep m echanical research o f  self-excited rotational 
vibrations during pow er transm ission. Exam ple calculation results present inform ation about 
possible low er traction efficiency, potential durability and reserve o f  m otion safety o f  
locom otive and its pow er transm ission system.


