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WPŁYW DYSKRETYZACJI MES NA BŁĄD OBLICZEŃ NAPRĘŻEŃ  

KONTAKTOW YCH W  PROGRAM IE MSC.MARC

S treszczen ie . W  arty k u le  p rzed staw io n o  po ró w n an ie  nap rężeń  k o n tak tow ych  
po liczonych  m e to d ą  a n a lity c z n ą  w g  teo rii H ertza  o raz  za  p o m o c ą  M E S w y k o rzy stu jąc  
program  M S C .M A R C .

THE IMPACT OF THE FEM DISCRETIZATION ON THE DEVIATION 
OF CONTACT STRESSES CALCULATION IN THE MSC MARC 
PROGRAMME

Sum m ary. T he p a p e r  p resen ts  con tac t stresses ana ly sed  b y  the help  o f  H erz  
T heory  by  co m p ariso n  w ith  the stresses, ca lcu la ted  n u m erica lly  u sin g  F E M  in 
M SC .M A R C .

1. W ST ĘP

W  m odelow an iu  p rzy  użyc iu  m etody  e lem en tów  sk o ń czo n y ch  is to tnym  

elem entem  je s t  o d p o w ied n ie  dobran ie  gęstości sia tk i, p o n iew aż  je j gęsto ść  m a 

znaczący  w pływ  n a  d o k ład n o ść  ob liczeń .

O szacow anie b łęd u  ob liczeń  num erycznych  nap rężeń  k o n tak to w y ch  dla 

n ieskom plikow anych  p rzy p ad k ó w , tak ich  ja k  np. d w a d o c isk an e  w alce , je s t  

stosunkow o p roste , gdyż m o żn a  p o rów nać  w yn ik i o trzym ane  w  M E S  z ob liczen iam i 

analitycznym i. Jednak  g d y  m am y  do czyn ien ia  z b a rd zo  sk o m p lik o w an y m  m odelem , 

jak im  je s t np. k on tak t k o ła  z szyną, w yznaczen ie  b łęd u  ob liczeń  n u m ery czn y ch  je s t  

prak tyczn ie  n iem ożliw e.

W  celu  ro zw iązan ia  zag ad n ien ia  kon tak tow ego  p o m ięd zy  k o łem  a sz y n ą  w 

p ierw szym  etap ie  p racy  zbudow ano  m odel tes tow y  w  postac i d w ó ch  dociskanych  

w alców , na  p rzyk ładz ie  k tó reg o  zosta ła  dobrana  gęstość  sia tk i i w za jem n e  po ło żen ie  

w ęzłów  w kontakcie.
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W  artyku le  p rzed s taw io n o  p o rów nan ie  nap rężeń  k o n tak to w y ch  p o liczo n y ch  

m e to d ą  an a lity czn ą  w g  teo rii H ertza  i po liczonych  za  p o m o c ą  M E S  w y korzystu jąc  

program  M S C .M A R C .

2. O B L IC Z E N IA  A N A L IT Y C Z N E  W G  T E O R II H E R T Z A

O bliczen ia  an a lity czn e  w y k o n an o  dla dw óch  d o c iskanych  w alców  o n astęp u jący ch  

p aram etrach  (rys. 1): r =  0,5 [m ], d ługości 1 =  10 [m ]; s iła  docisku  P = l e 8 [N ]; m ateria ł 

stal; m oduł Y ounga  E = 2 e n  [Pa]; s ta ła  Po issona 0,32.

W alce w y konane  s ą  z tak ich  sam ych  m ateria łów  i p o m ięd zy  n im i n ie  w y stęp u je  

siła tarcia.

P

Rys. 1. Model analityczny 

Fig. 1. Analytical model

N ap rężen ia  d o c isk o w e  w g  teo rii H ertza, d la  p rzy p ad k u  dw óch  s ty k a jący ch  się  

w alców  o je d n ak o w y ch  p ro m ien iach  o raz  w ykonanych  z ty ch  sam ych  m ateria łów , 

ob liczono w g  w zo ru  [1]:

I P E
o™ , = 0 ,5 6 4 2   r -  (1)

y Ir ( l - v  ) W

Po p o d staw ien iu  d an y ch  o trzy m u jem y  m ak sy m aln e  n ap rężen ie  k o n tak tow e 

a max= 1,191 e i0 [Pa],
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3. O B L IC Z E N IA  N U M E R Y C Z N E

D o w ykonan ia  n u m ery czn eg o  m odelu  dw óch  dociskanych  w alców  w ykorzystano  

program  M S C .v isu a lN A S T R A N  fo r W indow s, w  k tó rym  za łożono  p łask i stan 

naprężeń „p lan  s tra in ” , o raz  w y k o n an o  sia tką e lem en tów  skończonych . D la 

up roszczen ia  m odelu  ro zp a try w an o  d w a iden tyczne pó łw alce , k tó re  po d z ie lo n o  na  trzy  

strefy w celu  m o żliw o śc i z ag ęszczan ia  siatk i e lem en tów  skończonych  w  okreś lonym  

m iejscu m odelu  (rys. 2).

Rys. 2. Podział elementu na strefy 

Fig. 2. Zonation o f  the elem ent

N astępn ie  tak  p rzy g o to w an y  m odel w yekspo rtow ano  do p rog ram u  M S C .M A R C , 

gdzie zadano  w arunk i b rzeg o w e  o raz  w ykonano  ob liczen ia  nap rężeń  kon tak tow ych . 

N a rys. 3 p rzed staw io n o  m o d e l zb u d o w an y  w  M S C .M A R C .

Rys. 3. Model w MSC. M A RC

Fig. 3. Model generated in MSC. M ARC
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B adan ia  tes tow e n ap rężeń  k o n tak tow ych  w ykonano  d la  cz te rech  m odeli w alców  o 

różnej liczb ie  p a r w ęz łó w  (o d  5 do  9) w  kon takc ie  p o  obciążen iu . P oczą tkow o  

założono, że w ęz ły  w  k o n tak c ie  po m ięd zy  górnym  i do lnym  w a lcem  p o k ry w a ją  się 

(num er testu  1,3), a n as tęp n ie  p o liczo n o  te sam e m odele  dokonu jąc  m o dyfikac ji sia tk i 

w  dolnym  w alcu  zw ięk sza jąc  ilo ść  e lem en tów  tak , że  w ęz ły  w  k o n tak c ie  n ie  

p okryw ały  s ię  (n u m er tes tu  2 ,4). W yn ik i tych  ob liczeń  p rzed s taw io n o  w  tabeli 1.

T ab e la  1

W yniki ob liczeń  d la  ró żn y ch  g ęsto śc i sia tek  o raz  różnego  p o ło żen ia  w ęz łó w  w
kon takcie

Numer
testu

Liczba 
elementów w 

strefie 1

Liczba węzłów w 
kontakcie po 
obciążeniu

Odległość 
węzła od 

środka [m]

Węzłowa sita 
kontaktowa [N]

Maksymalne 
naprężenie a yy 

[Pa]

Btąd obliczeń 
[%]

0 l,639e7 1,214e9
0,00135 ],588e7 I,176e9

1 128 7 0,0027 1,442e7 l,068e9 5,13
0,00405 l,150e7 8,519e8
0,0054 0 0

0 l,7152e7 l,2705e9
0,00135 l,6604e7 1,2299e9

128 7 0,0027 1,8273e7 1,3536c9 19,025
0,00405 6,5353e6 4,8410e8

2 0,0054 0
0,000635 1,6198e7 l,2754e9

153
0,001905 I,5267e7 1,2021e9

26,543
0,003175 l,8522e7 l,4584e9
0,004445 0 0

0 l,304e7 l,207e9
0,00108 l,277e7 1,182e9

3 200
0,00216 1,196e7 l,107e9

3,57
0,00324 1,056e7 9,778e8
0,00432 8,182e6 7,576e8
0,0054 0 0

0 l,3368e7 l,2378e9
0,00108 l,3640e7 l,2630e9

200 9 0,00216 1,2404e7 l,1485e9
15,414

0,00324 I,3285e7 1,2301 e9
0,00432 4,4492e6 4,1196e8

4 0,0054 0 0
0,000515 l,2753e7 l,2382e9
0,001545 1,2402c7 1,2041e9

231 8 0,002575 l,1448e7 1,1115 e9 19,182
0,003605 l,3379e7 1,2989e9
0,004635 0 0
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B łąd  ob liczeń  o szaco w an o  n a  podstaw ie  ró żn icy  pó l pow ie rzch n i rozk ładów  

naprężeń w ed ług  w zo ru  [2]

\ \ ° -  y ( X) \ lx
5  =  x 100%\ (2)

J <yyy{x)dx
-b

gdzie: a yy -  n ap rężen ie  n o rm a ln e  [Pa], y(x) -  od leg łość  [m].

O bliczen ia  tych  b łęd ó w  w y k o n an o  w  p rog ram ie  M athC A D , gdzie  n a ry sow ano  

rozk łady  nap rężeń  d la  p o szczeg ó ln y ch  eksperym en tów . N a  ry su n k u  4 p rzed s taw io n o  

rozk ład  naprężeń  d la  m o d e lu  1 ze  zgodnym i sia tkam i o raz  d la  m odelu  2 z sia tkam i 

n iezgodnym i, tzn . p rzesu n ię ty m i w zg lęd em  siebie, 

a b

-0.00541 x ,x l,x 3 ,x 5 0 00541

Rys. 4. Rozkład naprężeń kontaktow ych dla policzonych modeli w porów naniu z rozkładem 
Hertza:
a) rozkład dla siatek uzgodnionych,
b) rozkład dla siatek nieuzgodnionych

Fig. 4. D istribution o f  contact stresses for calculated models, in com parison w ith Herz 
Theory:
a) distribution towards com patible mesh,
b) distribution towards non-com patible mesh
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Z p rzep ro w ad zo n eg o  ek sp e ry m en tu  m ożna w yw n io sk o w ać , że b łąd  ob liczeń  

zm niejsza s ię  ze  w zro stem  lic zb y  e lem en tów  w  stre fie  kon tak tu . B łąd  ob liczeń  

naprężeń  kon tak to w y ch  d la  M E S  w  porów nan iu  do  ob liczeń  an a litycznych  w yn iósł d la  

badanych  m odeli p rzy  sia tk ach  zgodnych  5 ,13%  d la  m odelu  z p ię c io m a  param i 

w ęzłów  w  kon takc ie  po  o b c iążen iu  o raz  3 ,57 %  d la  m odelu  z  sied m io m a p aram i 

w ęzłów  w  k o n tak c ie  po  o b c iążen iu , na tom ias t d la  s ia tek  p rzesu n ię ty ch  b łąd  ten  

w ynosił odpow iedn io  15 ,414%  i 26 ,543% .

N ależy  je sz c z e  zw ró c ić  u w a g ę  n a  fakt, że rozk ład  nap rężeń  d la  gó rnego  i do lnego  

w alca przy  sia tkach  n ieu zg o d n io n y ch  nie je s t  jed n ak o w y . W  p rzy p ad k u  badaych  

m odeli m ak sy m aln e  n a p rężen ia  n ie  w y stęp u ją  w  środku  s tre fy  kon tak tu , tak  ja k  to  

w yn ika  z teo rii H ertza . D la teg o  w  ocen ie  stanu  n ap rężeń  n ie  m o żn a  rozp a try w ać  

w yłączn ie  n ap rężeń  m ak sy m aln y ch , lecz  trzeba ró w n ież  zw rócić  uw ag ę  n a  ro zk ład  

tych  naprężeń . W ynik i tego  ek sperym en tu  pozw o liły  na  op raco w an ie  m eto d y k i doboru  

siatki M E S p rzy  m o d e lo w an ia  ko n tak tu  pom iędzy  ko łem  a sz y n ą  o raz  o szaco w an ie  

b łędu  ob liczeń  nu m ery czn y ch .

N a rysunku  5 p rzed s taw io n o  m odel nu m ery czn y  ko n tak tu  no w eg o  k o ła  

lokom otyw y e lek trycznej E U 07  o p ro filu  tocznym  28U IC 140  z  n o w ą  sz y n ą  typu  S49 

w  środkow ym  po ło żen iu  zestaw u  ko łow ego  na  to rze . N a to m ias t na  ry su n k u  6 

p rzedstaw iono  rozk ład  n o rm aln y ch  sił kon tak tow ych  d la  koła.

Rys. 5. Model num eryczny kontaktu koła i szyny 

Fig. 5. Numerical m odel o f  w heel -  rail contact
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Rys. 6. Rozkład norm alnych sił kontaktowych dla koła 

Fig. 6. D istribution o f  normal forces o f  the wheel

L iczba  p a r  w ęz łó w  w  k o n tak c ie  po  obciążen iu  w yn iosła  8, a  m ak sy m aln e  

naprężen ie  d la  b ad an eg o  m o d elu  w yn iosło  l ,6 9 5 e 8 [Pa], za tem  z p rzep ro w ad zo n y ch  

w cześniej ob liczeń  na  m o d e lach  tes tow ych  m ożna w yw nioskow ać , że  b łąd  ob liczeń  

naprężeń  k o n tak to w y ch  d la  tego  p rzy p ad k u  je s t  w  g ran icy  5%  (tab e la  1).

4. W N IO SK I

O góln ie  z  p rzep ro w ad zo n y ch  b ad ań  m ożna  w yw nioskow ać , że  n a  b łąd  ob liczeń  

naprężeń  k o n tak to w y ch  m a  w p ływ  w ie le  czynn ików , tak ich  ja k : liczb a  e lem en tó w  w

strefie kon tak tu , liczb a  w ęz łó w  w kon takcie  po obciążen iu , w za jem n e  p o ło żen ie  

w ęzłów  w  k o n tak c ie  po  o b c iążen iu  s tyka jących  s ię  ciał.

D obór w ie lkości sia tk i e lem en tó w  skończonych  m a is to tny  w pływ  na  dok ładność

obliczeń. R ozw aża jąc  ten  p ro b lem  po d  w zg lędem  liczb y  w ęzłów  w  k o n tak c ie  ko ło  -  

szyna, m ożna zau w aży ć , że  im  w ięk sza  liczba  ty ch  w ęz łów , ty m  dok ład n ie jszy  w yn ik  

obliczeń nap rężeń  ko n tak to w y ch . Jed n ak  n a jis to tn ie jszą  rz e c z ą  p rzy  m odelo w an iu  

zagadnień  k o n tak to w y ch  je s t  w za jem n e  po łożen ie  w ęz łów  s ty k a jący ch  się  ciał. Jeżeli 

w ęzły  w tych  c ia łach  b ę d ą  p rzesu n ię te , to  w artośc i nap rężeń  kon tak to w y ch  b ę d ą  

obarczone znacznym  b łędem .
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A bstract

A ccuracy  o f  the ca lc u la tio n  in  FE M  p rogram m es is dep en d ed  upon  d iffe ren t 

factor, for instance: m esh  d en sity  and  m utual position  o f  nodes in the co n tac t o f  tw o 

elem ents.

T he p ap e r p resen ts  co n tac t stresses analysed  b y  th e  h e lp  o f  H erz  T h eo ry  by  

com parison  w ith  th e  stre sses , ca lcu la ted  num erica lly  u sin g  F E M  in  M S C .M A R C .


