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MODYFIKACJA MODELU WEBSTERA PRZEZ ZASTOSOWANIE
MODELU M/G/I

Streszczenie. W artykule omoéwiono model Webstera (1958). Scharakteryzowano
poszczegblne sktadniki formuly Webstera. Dokonano modyfikacji tej formuly przez
zastosowanie modelu kolejkowego M/G/I. Przedstawiono réwniez dokiadny opis modelu
M/G/l. Zaproponowana formuta pozwala wyznacza¢ straty czasu w przypadku duzego
zréznicowania czaséw obstugi (dowolny rozktad czaséw obstugi).

WEBSTER’S MODEL REVISION BY USED M/G/l| QUEUEING MODEL

Summary. The article includes a review of the Webster’s model (1958). Each element of
Webster’s formula was described. This formula was modificated by used M/G/I queueing
model. Queueing model M/G/I was described too. Proposed formula allows to estimate time
delay in case of large service times variations (general distribution of service time).

1. WPROWADZENIE

Prawie pot wieku temu Francis Vernon Webster (1958) opracowat jeden z pierwszych
powszechnie stosowanych modeli ruchu na skrzyzowaniach z sygnalizacjq Swietlng. Webster
jest takze tworcg algorytmu optymalizujacego dtugos¢ cyklu dla sygnalizacji statoczasowych.

Formuta Webstera stuzaca do wyznaczania $rednich strat czasu zawiera elementy
modelu deterministycznego, modelu kolejkowego M/D/lI oraz poprawke uzyskang na
podstawie wynikow przeprowadzonych symulacji [10, 11].

W artykule zostanie zaprezentowana modyfikacja modelu Webstera poprzez
zatozenie, iz czas obstugi nie jest staly. Model M/D/I zastagpiono modelem M/G/I, ktory
charakteryzuje dowolny rozkfad czasu obstugi.

Poniewaz zachodzi konflikt terminologii stosowanej przy opisie modeli kolejkowych z
okresleniami uzywanymi w metodach obliczania przepustowosci, w artykule dodatkowy czas,
jaki kierowca musi przeznaczy¢ na przejazd odcinka drogi obejmujgcego skrzyzowanie w
poréwnaniu z czasem przejazdu takiego samego obcinka drogi bez skrzyzowania, nazwano
stratami czasu (a nie op6znieniem). W pozostatych przypadkach uzyto oznaczen z teorii
kolejek, jak to pokazuje tabl. 1
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Tablica 1
Ujednolicenie oznaczen stosowanych w artykule
Teoria kolejek Znaczenie Webster
p intensywnos¢ ruchu «> stopien obcigzenia X
X intensywno$¢ zgtoszeri«-»natezenie 4
p intensywno$¢ obstugi <* przepustowo$é¢ AS=—-5
Tc

Zrodio: opracowanie wiasne

2. MODEL WEBSTERA

Francis Vernon Webster potraktowal opdznienie jako sume dwoéch skladnikéw
podstawowych: czesci statej (zaczerpnietej z modelu deterministycznego [4, 9]), oraz sktad-
nika losowego (w tym przypadku opartego na modelu masowej obstugi M/D/I). Sktadniki te
omowiono w podrozdziatach 2.1 i 2.2. Dodatkowo po przeprowadzeniu szeregu symulacji
wielko$¢ wyrazenia pomniejszyt o poprawke. Wzor okreslajacy Srednie straty czasu na
skrzyzowaniach z sygnalizacjg $wietlng, zwany rowniez formulg Webstera, wyglada
nastepujgco (w zapisie teoriokolejkowym):

0, 6 5 - 0)

gdzie:
d - $rednia strata czasu na pojazd [s/P],
77 - dhugosé cyklu sygnalizacji [s],
g —efektywny czas zielony [s],
p —intensywno$¢ ruchu,
A- intensywno$¢ zgtoszen [P/h],
/l-intensywno$¢ obstugi [P/h].

Model Webstera reprezentuje modele tak zwanego stanu ustalonego (,,steady-state”).
Modele te majg zastosowanie, gdy system jest w rownowadze, tzn. intensywno$¢ ruchu jest
mniejsza od jednosci (2). Whasnie w takich przypadkach do opisu ruchu na skrzyzowaniach
mozna stosowa¢ modele kolejkowe.

>= -M< !, )

gdzie:
p - intensywno$¢ ruchu,
A- intensywno$¢ zgtoszen,
p —intensywnos¢ obstugi.
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Na rysunku 1 przedstawiono krzywe odpowiadajgce stratom czasu na cykl w zalezno-
ci od intensywnosci ruchu. Krzywe reprezentujg odpowiednio: straty czasu bedace stalg skia-
dowga formuty Webstera, sume statej i losowej sktadowej, oraz petng formute uwzgledniajacy
korekte na podstawie symulacji.

Rys. 1 Model Webstera - ilustracja graficzna poszczeg6lnych sktadnikéw modelu
Fig. 1 Webster’s model - graphic illustration of seperate components

2.1. Model deterministyczny w zapisie teorii kolejek

W modelu deterministycznym zaktadano brak losowosci. Pojazdy zgtaszajg sie ze sta-
ta intensywnoscig. W przypadku uzycia sygnalizacji $wietlnej na skrzyzowaniu maksymalna
dtugosc¢ kolejki Qmax wystepuje w chwili wyswietlenia sygnatu zielonego. Pojazdy sg obstugi-
wane ze statym czasem obstugi (réwnym odwrotnosci intensywnosci obstugi). Rysunek 2
przedstawia schemat zgtoszen i obstugi, a takze wielko$¢ kolejki w poszczegélnych chwilach
obstugi dla modelu deterministycznego. Po roztadowaniu kolejki oczekujacych pojazdow
kolejne zgtoszenia obstugiwane sg bez czekania, az do zakonczenia nadawania sygnatu
zielonego.

Catkowity czas czekania w cyklu (3) mozna wyznaczy¢ przez obliczenie réwnan
prostych i punktu ich przeciecia oraz czasu roztadowania kolejki.

A-(Tc-g)
T €

8

W=\-1-(Tc-g) Ce-g) +
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Wtedy $redni czas czekania na pojazd to:

I'm-e(Tj-9)2 -k
w = g ¢ @
rot \ X7 (T .
2-"M J5--x < 2Tce A 2 i-x .3
I 5 ) roi I Tc )

Jak widaé, Sredni czas czekania z modelu deterministycznego stanowi pierwszy
sktadnik wzoru Webstera (1).

Rys. 2.Model deterministyczny
Fig. 2. Deterministic model

2.2. Model M/D/I

W modelu kolejkowym M/D/I:
liczba zgtoszen, jakie przybywajg do ukfadu obstugi w czasie t, jest zgodna z rozktadem

Poissona o parametrze X, postaci:

W =*
Pni) n\ ' 'n=0,12,.... (5)

- odstepy czasu miedzy kolejnymi zgtoszeniami sg zgodne z rozktadem wyktadniczym o
parametrze X (rozumianym jako warto$¢ oczekiwana), ktory okresla funkcja gestosci
postaci:
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f{t)- Ae» t>0 6)
i dystrybuancie rozktadu réwnej:
F{t) =\-e~»\ ©)
czas obstugi jest staty;
pojedynczy kanat obstugi.
Podstawowe mierniki wydajnosci i efektywnosci dla modelu kolejkowego M/DI/I

majga postac:
$rednia liczba klientow w systemie - L

L= — oo — phil ®

Srednia liczba klientow w kolejce - Lg

L =
T 2M-ifi-Z) ©

Sredni czas oczekiwania w systemie - W

W=-+- == e N oo ; (10)
P 2-p{p-X) n 2fiQ-p)

Sredni czas oczekiwania w kolejce - Wq

W = = emmeee- " AN e (12)
t 2/z-(1-p) 2-A-0~P)

Drugi sktadnik wzoru Webstera (1)stanowi ,dodatek” zuwagi na losowg nature
przyby¢. Jest to tzw. ,losowe opdznienie” uwzgledniajace rozktad Poissona zgtoszen
pojazdéw oraz stalg przepustowos$é. Webster zastosowat tutaj wyrazenie stanowiace $redni
czas oczekiwania w kolejce z modelu M/D/I (11).

3. MODEL M/G/I
Model kolejkowy M/G/I charakteryzuje - podobnie jak w przypadku M/D/I -
poissonowski proces zgtoszen (5), wyktadnicze odstepy miedzy zgtoszeniami (6), oraz jeden
kanat obstugi; natomiast czasy obstugi posiadajg dowolny rozktad. Rozktad czaséw obstugi
jest okreslany za pomoca dwoch wielkosci:
warto$¢ oczekiwana (Srednia) - m
m = E{X) =Jjxr P(x,)- (12)

wariancja- ct

J =V(X) =E(X2)-(E(X))2=X *2mP (x,)-m2 ((13)
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M/G/I nalezy do systemdéw niemarkowskich, co utrudnia analize modelu. tancuch
Markowa - najogo6lniej definiujac - jest to taincuch jednorodny, w ktérym prawdopodobien-
stwa przejs$¢ Pij(t.s) nie zalezg od t, lecz jedynie od przyrostu czasu s [3, 5]. To zbi6r wartosci
losowych, w ktérym prawdopodobinstwo, iz nastepna wielkoS$cig bedzie x,,+i, zalezy jedynie
od aktualnej wielkosci x, i nie zalezy od stanéw poprzednich. Do badania proceséw
niemarkowskich stosuje sie gtownie aproksymacje przez model markowski. Jedng z takich
metod jest tzw. metoda whudowanych tancuchéw Markowa [6, 12].

W tym celu nalezy obserwowaé zachowanie systemu w wybranych dyskretnych
momentach - w chwilach, gdy kolejne pojazdy opuszczajg system. Sgto momenty zakoncze-
nia obstugi. Niech 4 stanowi liczbe pojazdéw w systemie w chwili zakorczenia obstugi przez
k-ty pojazd, a Xk niech oznacza liczbe pojazdéw, jakie przybyty w czasie trwania obstugi
pojazdu k-tego. Mozna zauwazy¢ dwa przypadki (14):

- w chwili zakorczenia obstugi poprzedniego pojazdu k-1 kolejka byta zerowa (brak
oczekujacych pojazdow) - 4-/ = 0;
- w chwili zakoniczenia obstugi poprzedniego pojazdu k-1 istniata kolejka - 4-/ > 0;

(14)

Zapis (14) mozna zastgpi¢ wzorem (15) definiujac dodatkowg zmienng losowg U, ktéra
przyjmuje warto$¢ 0, gdy h-i =0, aw przypadku gdy 4-/ >0, U= 1

(15)
Przedstawiony proces wystepujacy w systemie M/G/I nie jest procesem Markowa —
niewyktadnicze czasy obstugi. Natomiast sekwencja wartosci 4 jest juz procesem Markowa.
tancuch utworzony w ten sposéb nazywa sie wbudowanym fancuchem Markowa.

Teraz wykonujac szereg przeksztatcen (najpierw podniesienie obu stron réwnania (15) do
kwadratu, nastepnie zastgpienie wartosci rzeczywistych wartosciami $rednimi):

I\ =Ll +2mktmXk- 2mk xeU(Lt,)+X R -2-Xk-U(LK )+ (t/(4*_,))2

oraz przyjmujac wystepowanie rownowagi statystycznej, czyli:

i dodatkowo

U(LKT) = (U(Lk1))2 ; Xk=U(Lkt) ; Lkr U(Lkt) = Lk,
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otrzymuje sie:

0=2-Lt,®Xk-2+ +XI-2 Xt-U(Lkt)+U(Lk )

0=2 Lkr Xk-2-V, +*1-2-Xk-Xk+Xk

Warto$¢-Y2w tym modelu przyjmuje postac [6, 12]:

W2= J(I r+122)dFT(t) =A- \tdF T{t) + A2m\r dFr(t) =
0 0 0

A +A2et2=p +A2m 2 +p2
Nastepnie uogoélniajac Lk | - L, atakze przyrownujac A'do intensywnosci ruchu p
0=2-Lp-2-L +p +A2-a2+p2-2p 2+p
otrzymuje sie wzor bedacy formutg Pollaczka-Khintchina [5]:

p2+A2m 2
1 =p +2t2t(,[_—p )r (16)

Stosujgc formute (16) oraz wykorzystujagc wzory Little’a (17)

L=AW- L=Lg+~; Lg=A-Wq-  W=fg+ - an
P p

mozna uzyskaé¢ poszczeg6lne mierniki wydajnosci i efektywnosci dla modelu kolejkowego
M/G/I:
- S$rednia liczba klientdw w systemie - L

L ALIP-W)  pl(i+-p-);
2-(1-p) P 2 (1-17) 1

$rednia liczba klientow w kolejce - Lq

A2-(p2+<r2) p2-Q-tcr2 p2)
2-(l-p) 2-(l-p) - }

$redni czas oczekiwania w systemie - W

1| /1-(p-2+<r2) 1| p2-(l+cr2-p2)

20
P 2-0-p) P 2-A-0-p)’ 20

Sredni czas oczekiwania w kolejce - Wq
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A-(/lU2+g2) p2-(\+cr2 p2)
2(1-p) 2 A(l-p)

4. ZMODYFIKOWANY MODEL STRAT CZASU

Webster zakfadat, iz czasy obstugi sg state. Jest to zatozenie zbyt uogolniajgce. W
przypadku przejazdow jadacych na wprost oraz dla relacji bezkolizyjnego skretu w prawo iw
lewo rdéznice w czasach obstugi na danym wlocie sg niewielkie, spowodowane gtéwnie:

rodzajem pojazdu;

stanem technicznym pojazdu;

umiejetnosciami i zachowaniami kierowcy.
Natomiast w przypadku relacji kolizyjnego skretu w lewo do czasu obstugi nalezy doliczy¢
dodatkowgq ,,kolizyjng” strate czasu [7, 8]. Pojazd, po otrzymaniu sygnatu zezwalajgcego,
wjezdza na skrzyzowanie (rozpoczyna sie obstuga tego pojazdu przez skrzyzowanie). Jezeli
jest to pojazd z relacji podporzadkowanej, musi on oczekiwa¢ na powstanie luki w potoku
nadrzednym, a dopiero po jej znalezieniu, badZ gdy potok nadrzedny zostaje ,,wstrzymany”,
pojazd moze zjecha¢ ze skrzyzowania (koniec czasu obstugi).

Zmodyfikowany model zostat zbudowany z dwéch sktadnikow:

pierwszy sktadnik to: $redni czas czekania z modelu deterministycznego (4), wykorzy-
stany w modelu Webstera;
drugi sktadnik to: $redni czas oczekiwania w kolejce z modelu kolejkowego M/G/I.

Nowy model ma postac:

\2
T- Jr'- ,
d= a E| gll-l-crz R 22
© VR A ) ) (22)
2-1-X.p

Przy zastosowaniu takiego modelu mozna uwzgledni¢ wahania czaséw obstugi -
poprzez wariancje czaséw obstugi - a2 Na rysunku 3 przedstawiono zastawienie trzech
krzywych strat czasu —wyrazonych za pomocg nowego modelu —odpowiadajacych kolejno
przypadkom:

gdy 02= 0, co oznacza model M/D/I;

gdy als=s —1 co oznacza model M/M/I;
gdy 02 = 10, dla przyktadowego empirycznego przypadku (duza wariancja wynika z
duzego zréznicowania czaséw obstugi dla pojazdéw skrecajacych w lewo).

5. PODSUMOWANIE

Zastosowanie zmodyfikowanego modelu strat czasu umozliwia uogélnienie procesu
obstugi do rozktadu dowolnego. Takie podejscie ma uzasadnienie w przypadkach znacznego
zroznicowania czas6w obstugi na danym skrzyzowaniu z sygnalizacjg $wietlna.

Zaproponowany model wymaga weryfikacji na podstawie wynikéw obserwacji
wykonanych na rzeczywistych skrzyzowaniach. W dalszych badaniach rozwazane jest uzycie
w modelu zlepionych procesdw kolejek zaproponowanych przez prof. Wocha [12].
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Rys. 3.Zmodyfikowany model - straty czasu dla trzech warto$ci wariancji <t
Fig. 3. Modified model - time delay for three values of variance a2
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