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ifM, - funkoJonal 
2II .|| - kwadrat noray funkcji właanyoh

(•)T - symbol transponowanla aa o 1 er *7

- nadkrtiluln oimoions traaafornaty funkoji.

Indeks "k" dotyoay aaatryoaaj rzfdu pochodnej, indeka »1 » numeru tranafor- 
■nty dla metod aaalityoanyoh lab «fila ałatki rótaloowej dla aatod nuae- 
ryoznyoh, n i  indaka "p* powierzobal lub punktu, w którym zaaaa Jest ter
miczna odpowiada układu.

*

1, WSTĘP. CEL I 2AKHKS PRACY

Calaa rozprawy Jeat opracowanie aatod? rozwiązywania zagadnień ustalo
nego i nieustalonego przewodzenia olepla aa podatawie obserwacji tsapera- 
tary lub gęstośoi etrumlenla oiapla w pcwnyoh wybranych punktach ciała. 
Liczba obserwowaoyoh punktów oraz ioh usytuowanie aą ckrailoiae przaz za
stosowaną metodę i rozpatrywany problaa. Dla problemów nieustalonych Jeat 
to obaerwaoja bieląon, tzn. wyznaczenie rozkładu temperatury w danym mo- 
aenoie ozaaowya nie wymaga znajomości historii prooeau, a więc np. warun
ku początkowego. Dla atanów uatalonyoh metoda nie wyaaga znajomości uie- 
któryoh warunków brzegowych. Zatem zagadnienia pomazane w tej praoy aogą 
być zakwalifikowane do tzw. odwrotnych zadań przewodzenia ciepła.

Bardzo ogólna definicja zadań odwrotnyob podana przez TICHOJKWA [36]mó
wi, le przez tego typu zagadnienia rozuaie clę takie problemy, w któryob 
poazaklwany osi, osy określona wielkość aą niedoatępne bezpośrednia bada
niom i wnioski dotyczące ich charakterystyk wyoiąga się na podatawie po- 
średaloh pomiarów wielkoiol, które aą przez poazukiwane wielkości bezpo
średnio spowodowane*^. Klasyozaie sformułowane problemy początkowe -brze
gowe nieustalonego przewodzenia elepła wymagają zaajoaiośoi a. la. równania 
ró&nlozkowego, warunku początkowego oraz warunków brzegowych. Jednakie, o 
ile nie wolna załolyć wyrównanej teaperatury w chwili początkowej, aote 
okazać się nieaotllwe sforaułowaaie warunku początkowego. 'Trudno bowiea 
sobie wyobrazić sposób, w Jaki mo*na by zaierzyć rozkład teaperaturyw ca
łej objętości ciała. V innyoh przypadkach (w tya takie dla pól ustalowcb) 
aogą wystąpić trudności w określenia warunków brzegowyoh. Tego typa pro
blemy molna rozwiązywać, jalell dysponujeay pewnyai informacjami o polu 
temperatury, nazywaayai teraiozaą odpowiedzią układu.

Odwrotne zagadaienla przewodzenia oiepła doozekały się Jat bardzo ob
szernej bibliografii i aą przedmiotem zainteresowania licznej grapy bada
czy. Uzyskiwana rezultaty są coraz powszechniej stosowane w praktyoe. Do
ty ozy to zarówno badań podstawowyoh z zakresu przepływu elepła (np. pla
nowanie eksperymentu), jak te* zastosowań przeaysłowycb. Metody rozwiązy
wania zagadnień odwrotnych aogą słulyć do opracowywania układów aparatury

*•* Znane są inne definioj9 zadań odwrotnych np. "zadania odwrotne przewo
dzenia oiepła określają przyczyny ze skutków" [20] . V niniejszej praoy 
autor rozuaie przez zadania odwrotne takie probleay, w któryob nie są 
znane wszystkie przyczyny, natomiast znane są niektóre skutki,przy ozya 
celem rozwiązania Jest określeale wszystkioh skutków, a niekoniecznie 
olosnanyoh przyczyn.
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kontrolno-pomiarowej lub diagnostyoso«J przy badaniach proceców cieplny oh, 
eksploatacji maszyn oleplnych itp. Obszerny przegląd tych zastosowań zna
leźć »o*Q» w &] , [5] , [*9j . W ninieJasaj pracy przedstawiono tabSe orygi- 
■alny przykład wykorzystania odwrotnego zadania astaloisogo przewodzenia 
oiepla (punkt 7.8).

Zadania odwrotne mogą być umownie podzielone na trzy grupy:
1) identyfIkaoJa pola temperatury,
2 ) identyfikaoja współczynników określająoyob właśolwośoi fizyczno olała,
3) identyfikaoja wydajności oraz rozkłada wewnętrznych źródeł oiepla.
Niniejszą pracę aotna zakwalifikować do grupy pierwszej,

Zdeoydowana większość 
autorów, zajmujących się 
identyfikaoja pola tempera
tury, rozwiązuje tmw. gra
niczne zadania odwrotne pól 
nieustalonyoh. V tego typu 
zagadnieniaoh zakłada się 
znajomość równania rót- 
nlozkowego przewodzenia cie
pła w rozpatrywanym obsza
rze V, termicznej odpowie
dzi układu wzdłut pewnego 
konturu S1 6 V (por. rys. i), 
a takte warunku początko
wego.
Problem polega na ekstrapo
lacji rozwiązania poza kon-

-2 L *3Fo V  '
T * ̂ "o(7) dla h ' 0

x £ V  

T - Fo) cKo X*-£ S,

Rys. 1. Przykładowy problem granioznego zada
nia odwrotnego

tur S
ciała objętym kontur«

1 * gdy*
do rozwiązania pozostaje klasyozne

obszarze
zagadnie

nie poozątkowo-brzegowe. Rezultaty najozęśoiej spotykane w literaturze do
tyczą problemów Jednowymiarowych, a rzadziej dwuwymiarowych. Rozwiązanie 
uzyskuje się zarówno metodami analitycznymi, Jak 1 nuasryoznymi.

V niniejszej praoy zadanie formułuje się troobę inaczej. Zakłada się 
mianowioie, te nie jest znany warunek poozątkowy, natomiast ni«' zawsze bę-, 
dzie możliwa ekstrapolaoja rozwiązania poza kontur, wzdłut którego mie
rzono odpowiedź termiczną układu*^. Dotyczy to przede wszystkim zadać wie
lowymiarowych. V tym mlejsou należy Jednak stwierdzić, te w takich przy
padkach dostępna jest bietąeej obserwacji praktycznie tylko powierzchnia 
zewnętrzna olała. Prezentowana metoda mote znaleźć zastosowanie zarówno 
dla problemów sformułowanych analltyoanie, jak i numerycznie.Mote znaleźć

“ •^ITłaśoiwle ekstrapolao Ja taka teoretyoznle zawaze będzie motliwa, ale u- 
zyskane rezultaty będą praktycznie bezwartościowe.
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zastosowanie takte do rozwiązywania problemów ustalonego przewodzenia cie
pła. V tym ostatnim przypadku wyznaczanie pola temperatury nie będzie wy
magało określenia niektórych warunków brzegowyoh.

Rozważania dotyozyć będą problemów, opisywanych Jednorodnym równaniem 
przewodzenia olepła. Nie Jest to zbyt ostre ograniozenie, gdyż bardzo czę
sto równania z ozłonem źródłowym lub konwekoyJnynt można w prosty sposób 
sprowadzić do postaci jednorodnej [i2] . Dla problemów sformułowanych nu
merycznie metoda dopuszoza przypadki, w których współczynniki opisujące 
właściwości substancji są funkcjami współrzędnyoh lub temperatury. Rozwa
żania ograniozono do olał o skońozonych rozmiarach.

t



2. PRZEGLĄD LITERATURY

Odwrotna zagadnienia nieustalonego przewodzenia olepią doczekały się 
bardzo obszernej bibliografii, obooiaż problematyka ta stała się przedmio
tem zainteresowania stosunkowo niedawno. Pierweze prace z tej dziedziny, 
pomijając nleliozne wyjątki, ukazały się w połowie lat sześćdziesiątych. 
Bardzo obszerny przegląd literatury zamieszczono w [3] , [j6] , £17] f (20],[27j. 
V niniejszym rozdziale opisano tylko te praoe, które bezpośrednio związa
ne są z problemami sformułowanymi w zakończeniu rozdziału 1 , tzn. identy
fikacji nleuetalonego pola temperatury przy braku informacji o warunku 
poozątkowym.

W tej dziedzinie znalećć nożna wiele opracowań (np. [i] , [8] , [19] ). Wy
daje się Jednak, że sformułowania zadania odwrotnego w tych pracaob nie 
pozwalają na ioh praktyczne wykorzystanie. Zakłada się tam, te nie Jest 
znany warunek początkowy, ale Jest znany rozkład temperatury w całej ob- 
Jętośol olała w pewnym momenole dzasowym Z * > 0. Trudno sobie wyobra
zić sposób, w Jakim można by te informaoje uzyskać. Podobnie sformułowano 
problem w [28] , przy czym tu zastosowano do rozwiązania metody numeryczne.

Batomlast rezultaty bardzo zblIZone do tyob, 
jakie m.in. zostaną przedstawione w niniejszej 
praoy, uzyskał BUROGRAF [10] . V swej praoy roz
waża przypadek Jednowymiarowego nieustalonego 
przewodzenia oiepła (por. rys. 2). Po rozwiąza
nia zadania wykorzystał pewne oałkl równania 
Fourlera-Kirohhoffa, zawierające pochodne tempe
ratury i poobodne gradientu temperatury wzglę
dem czasu, zamieszozone w [i 1] .

Uzyskane przez niego rozwiązanie ma następu
jącą postać:

T (je ,? )  = 2  (*fk x̂ *x 1 )T i k ^(? ) + Vk ( x , x ,  ) ą ^ ( t ) ]  , 
ksO

(a.i)

1 (e'/f4|(<) - temperatura 1 gęstość strumienia oiepła w punkcie o współ
rzędnej x * Xj ,

Rys. 2. Geometria ob
szaru Jad nowymi ar owego

gdzie:
1 - ozas,
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/k(x,x.| ) ) - znane funkcje, zależne od geometrii.

Przez ( . }vk’ oznaozono różniczkowanie według ozasu.
Rozwiązanie to wymaga zatem znajomości przebiegu temperatury i gęsto- 

śoi strumienia oiepła w dowolnym (ale tym samym) pankoie, nie wymaga zaś 
informaojl o warunku początkowym.

V szczególnym przypadku pola symetryoznego, Jeżeli pomiar temperatury 
odbywa się w osi symetrii, rozwiązanie upraszcza się do postaoi:

T(x, V) • 2  4(*,0)Tjk)(?)a). (2.2)
koO

V tym mlejson należy stwierdzić, t« opublikowanie tego artykułu wywoła
ło ożywioną polemikę. Zarzucano autorowi, te tytuł praoy ”Exaot solution 
..." sugeruje rozwiązanie dokładne, podczas gdy w. wyniku niedokładności 
pomiarów temperatura T,, a już tym bardziej poobodne tej temperatury o- 
barczone będą poważnym błędem. Hoże to spowodować, że wyniki będą prakty- 
oznle bezwartościowe. Autor replikował, że zastosowanie metody najmniej- 
szyoh kwadratów do szacowania wartości poobodnyob, umożliwia eliminację tej 
niekorzystnej właściwości. Ba tym polemika zakończyła się, oboolaż jak się 
okaże w dalszej ozęśol tej pracy, wniosek ten nie zawszę jest słuszny.

Bardzo podobną postać wyników uzyskał TIOMSIH [35] . Rozważał on jedno
wymiarowe pola temperatury, ale przy znanym Jednorodnym warunku poozątko
wym (granlozne zagadnienie odwrotne). Do rozwiązania zadaaia wykorzysta! 
transformację Laplaee'a. Wyznaczenie pola temperatury wymaga informacji o 
odpowiedzi tesmloznej w dwóch punktach dla pól nlesyaetryoznyoh lub w je
dnym punkcie dla pól symetrycznych. Odpowiedzią termiczną może być albo 
temperatura w danym paakele, albo gęstość strumienia ciepła. Ble rozpatru
je się zagadnień mieszanych. Przykładowa postać rozwiązania dla pola syme
trycznego wygląda naatępnjąeo:

T(x,{T) . 2  jVk(*,*,)T(k)(Z) ♦ ¥’k(xtx 1 ,P)T(,l)(0)] . (2.3)
k«0

Z porównania (2.2) i (2.3) wynika, że ale są to rozwiązani« tożsane. 
Bajprawdopodobniej wynika to stąd, że BUSOGHAF ale podał, Jaki« warunki 
musi spełniać termiozaa odpowiedi okłada. Varanki te zestaw« sformułowań« 
w rozdziale 3. Zar«*no w praoy [<<*] . J1»* i [js] aastoacwan© afitody anali
tyczne.

rozwiązania przyjęto, że oś symetrii określona Jeet współrzędną x s O.
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Podobna rezultaty, tzn. rozwiązania w poataol szeregów zawierająoyoh 
poOhodne termloznej odpowiedzi układu, uzyskano w wielu inyoh pracach, 
dotyczących granioznyoh zagadnień odwrotnyoh, oytowanyob w [3] , [jój, [17] , 
[27] .

¥ wielu praoaob można znaleźć także zastosowanie metod numerycznych 
(np. [2] ,[9] , [21] ). W tej ostatniej niezbędna Jest znajomość warunku po
czątkowego tylko dla obszaru [o,aĉ ] (por. rys. 2), zaś poza warunek
ten mole być nieznany. Umożliwia to wyznaozenie w punkcie x f takie gęs
tości strumienia oiepła. W ten sposób zadanie zostaje sformułowane podob
nie Jak u BURGGRAFA, Zarówno w [9] , Jak i [2i] wykorzystuje się następnie 
pewne właśoiwośol macierzy, powstałej przy różnloowym zapisie problemu 
przewodzenia oiepła, zaś w [2] zastosowano rachunek wariaoyjny.

Natomiast prawie nie spotyka alę w literaturze publikaojl, związanych 
z rozwiązywaniem odwrotnyoh zadań ustalonego przewodzenia ciepła. W [ó] 
wysmolono w sposób przybliżony ustalone pole temperatury tak, aby uzys
kać wynik w skończonej poataol, a nie w postaci azeregu. Zastosowana me
toda jent bardzo zbliżona do metody opisanej w rozdziale 7 niniejszej pra
oy, ohooiaż została wykorzystana w zupełnie innym oelu 1 przy lnnyob da
ny ch.

Przykładem rozwiązywania odwrotnego zadania ustalonego przewodzenia oie
pła, Jeżeli problem Jeat sformułowany numerycznie, może być praoa [30]. Roz
waża alę tam pole dwuwymiarowe, gdy na ozęśoi brzegu temperatura Jest nie
znana. Temperaturę aproksymuje alę wielomianami, a wapółozynnlkl tyoh wie
lomianów wyznaoza alę za poaooą specjalnego algorytmu.

Przedatawiono powyżej bardzo akrótowy przegląd literatury. Cytowano w 
nim tylko te przykładowe publikaoje, w których albo apoaób formułowania 
zagadnień, albo poatać uzyakanyoh wyników Jeat zbliżona do problemów lub 
wyników, opisywanych w niniejszej praoy.

3. TERMICZNA ODPOWIEDŹ UKŁADU

Rozwiązywanie zagadnień przewodzenia oiepła, przy braku informacji o 
warunku początkowym lub o warunkach brzegowyoh, Jeat możliwe, o ile dyspo
nujemy pewnymi infornaojaml o polu temperatury lub mówląo lnaozej, znamy 
rozwiązanie zadania w pewnyoh punktach olała. Te informaoj« nazywane aą 
termiczną odpowiedzią układu [ló] . Dla pól nieuatalonyoh Jejt to funkoja, 
podająoa przebieg w ozaaie temperatury T lub gęstośoi atrumlenia oiepła 
q") dla punktu, leżąoego na konturze Sj (por. rys. i), opisywanego wek
torem — promieni«» wodzącym Xj

rdTj,?) =
T(x1 fsr) 

qGT,,«;)
x,e s , (3-0

Funkoja T powinna apełniać równanie nieustalonego przewodzenia ciepła 
także dla £-*■ O, tzn.

s a V 2T dla x e v, Г— O (3.2 )

Dodatkowo narzuca elę następujące warunki na funkcję 1 poohodne funkcji 
F(x‘ł,t) względem osaau

s akr(x} ,t)/ó гк <«>, к m 0,1 ,2,... (3.3)

dla
O < t < »

Kontur Sj może w skrajnym przypadku pokrywać się a powierzchnią zewnę
trzną ciała.

Termiczna odpowiedź układu dla pól uatalonyoh oznaoaać będzie funkcję, 
podającą rozkład temperatury olała lub gęstości atramieniu ciepła na po
wierzchni, określonej prze* ustaloną Jedną wepółrsędną

F(y,z) m
T (x1 (y,z) 

i (x1 fy,z)
“ 'Przez q rozumie eię tutaj składową normalną do powlerzohni wektora gę

stości strumienia oiepła. Vektor ten związany Jeat z temperaturą prawem 
przewodzenia ciepła Fouriera.
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gdzie x1 овааоаа ustaloną »»spólraędną. Temperatura T powinna spełniać 
równanie przewodzenia ciepła, ląccmie z brzegami

V 8 T Ш 0 .

Najprościej pojęoie to motna wyjaśnić na przykładzie pola dwuwysiarowego 
(rys. 3).

Temiozną odpowiedzi« okłada nole być fan
ko ja podająca rozkład temperatury T łub 
gęstości strualenia ciepła q wariłul np. 
współrzędnej у dla ustalonej współrzęd
nej ж я at,

F(y)
)J

(з.*)

Funkcja T apełnia równania przewodzenia 
oiepła włącznie z brzegami у ж 0 i у ж b

Rys. 3. Geometria obazaru 
dwuwymiarowego а2т . аи эт . э*т _T + —r~ "t; ♦ — я = O, Эх* * Эх 0уЯ (3.5)

gdzie rx1 dla płyty, r=2 dla waloa.
Dodatkowo narzuoa aię warunki aa funkcję i pochodne funkojl F(y) wzglę
dem у

F^k)(y) Л dkF(y)/dyk< ee , к a 0,1,*,... (3.«)

takte dla
7 * 0  i у a b.

■ałotenie, *e funkcja T(x, t) lub T(x,y) apełnia równanie przewodzenia 
ciepła takie na granioaoh, atanewi Jedyne ograniczenie w atosunku do me
tody TIOHCDU.

Powytaze warunki mają Jednak tylko znaczenie teoretyozae. V rzeczywis
tości nie będzie znana postać analityczna funkcji F, a zatem nie będzie 
aotllwe sprawdzenie równali (3.2) 1 (3.3). Dobrze Jest zatem podać inter
pretację fizyczną termioznej odpowiedzi układu. Przez działanie zewnętrz- 
nyoh bodioów aotna wywołać w układnie flzyoznym rozmaite procesy, np. pro- 
oes nieustalonego przewodzenia ciepła. Wielkości, które są przsz te bodś- 
oe powodowano, mogą być wykorzystane jako taraiozna odpowiedź układu.Uty- 
waJą« zatem nazewnictwa a teorii układów dynamleznyoh, odpowiedź okłada
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nie mole być "wejśoieca sterującym''. V tej sytuacji temperatura powierz
chni olała (i warunek brzegowy) nie mole być tą odpowiedzią, o Ile jej 
zalany są wyłączną przyczyną stanu nieustalonego 1 nic zaletą od pola tn> 
porotnry olała. V Innych praypadkaoh temperatura ta może być wykorayatana.

?arto także zauważyć, te wymagania stawiane funkcji F są bardziej 
ostre ni* wymagania stawiane warunkom brzegowym i poozątkowya w klasycz
nych zagadnieniach przewodzenia ciepła. Między innymi zaobowana powinna 
być oiągłość między warunkiem poozątkowym a brzegowy». Prezentowana aeto- 
da nie poswala aatea na rekonstrnkoJę warunku poozątkowego, który tyoh z»> 
iotoń nie spełnia. Motna jednak przyjąć, te po dowolnie aałya odoloku cza
su ciągłość tcaperatury olała z warunklea brzegowya zostanie osiągnięta. 
Poza tya aoment czasowy, od którego reapoozyna się obserwację tcaperatury, 
jest nieistotny, gdyt aetoda nie wymaga formułowania warunku poozątkowego. 
Podobne uwagi dotyozą zagadnień dla stanu ustalonego.

Termiosaą odpowiedzią układu mogą być rówalot Inne wielkości, jak np. 
naprętenia teralozne. Takie zadania nie będą Jednak w tej pracy rozwatane.



4, OGÓLNY OPIS ZASTOSOWANEJ W PRACY METODY ROZWIĄZYWANIA 
PROBLEMÓW ODWROTNYCH

Przedstawiona w niniejszej pracy Metoda sprowadza aię do wykorzystania 
pewnyoh właśolwośoi rozwiązania układu rół-sań różnlozkowyoh zwyozajayoh w 
postaoi:

Lp

+ 2  Fp(s)V
p=1

gdzie:
C - nieosobliwa maoierz kwadratowa o znanych stałyob elementaoh,
Bp - macierze kolumnowe o znanyoh stałych elementach,
Fp(s) - znane funkcje spełniające warunki

Fpk \a) = dk Fp(s)/Jsk < oo , k = 0,1,2,...

Z - maoierz kolumnowa, której elementami są poszukiwane funkcje.
Opisywana w niniejszej praoy metoda mo£e zatem znaleźć zastosowanie do 

zadań, które można sprowadzić do postaoi (4.l).
Metody numeryozne stosowane do zagadnień nieustalonego przewodzenia oie- 

pła prowadzą wprost do układu równań typu (4.1 ), o ile tylko nie zachodzi
potrzeba dyskretyzaoji poohodnej temperatury względem ozasu (por. roz
dział 6). Maoierz Z zawiera wÓwozas temperaturę w węzłach siatki róż
nicowej, s - oznaoza ozas, Fp - termiczną odpowiedź układu, Lp - liczbę 
węzłów, w któryoh dana Jest termiozna odpowiedź układu, C l Bp zawierają 
współczynniki układu równań.

Przy numeryoznym rozwiązywaniu zagadnień ustalonego przewodzenia a le
pią zadanie można sprowadzić do postaoi (4.l) gL*przypardku, gdy nie zacho
dzi potrzeba dyskrętyzaoJi wszystkloh pochodnych oząstkowyoh (por. punkt 
7.8). Zmienna s oznaoza wtedy współrzędną geometryczną, Lp - liczbę po- 
wierzobni, które nie zostały zdyskrętyzowane, a znaozenie pozostałych wieŁ- 
kośoi nie ulega zalanie. W praoy nie rozpatruje się problemów, w któryoh 
wymagana jest dyskretyzao ja wszystkloh poohodnyoh dla problemów ustalonyoh 
lub poohodnej względem czasu dla problemów nleustalonyoh.

W metodach analitycznyoh, dla skońozonych rozmiarów ciała, układ rów
nań w postaoi (4.1 ) uzyskuje się dzięki zastosowaniu transformacji całko
wej (por. rozdz. 5 1 7). Maoierz Z zawiera wówczas transformaty tempera
tury, asienna a oznaoza ozas dla problemów nieuatalonyoh lub współrzęd-
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ną geometryozną dla uatalonyob, zaś Lp oznaoza liozbę powierzohnl, na 
któryoh znana jest termiozna odpowiedź układu.

Rozwiązanie układu (4.1) Jest znane i przy znanyoh wartośoiaoh Z dla 
s = O ma postać)

L
Cs Cs . -Cu

Z = e ZQ + e ^  ^ Fp(u)e Bpdu, (4.2)
psi 0

gdzie:
Z = ZQ dla 8 = 0 .

Rozwiązanie (4.2) można zmodyfikować, oałkująo przez ozęśol oałkę nieskoń
czoną liozbę rasy

« .  • 2  s i  ± K . A k)< «- <*■*>
ksO psi ksO p=1

gdzie:
= - (C-1 )k+1 B . (4.4)k,P P

Łatwo zauważyć, że macierze kolumnowe .spełniają oiąg rekurenoyJnych*> P
zależności

C *0,p ł Bp = 0
.............................................. (4.5)

9 *k,p = ^k-i.p*

Rozwiązanie w postaoi (4.3) Jest o tyle dogodne, że w przypadku gdy Fp(s)
Jeat teralozną odpowiedzią układu i spełnia warunki podane w rozdziale 3,
to saohodzi równośćt ^

* o = 2 2  0k,pr£k)(o)- (k-6)
k=0 p= 1

Rozwiązanie układu równań typu (4.l) będzie miało zatem postać[24j:
L_

F ^ f a )  (4.7)
k=0 pil

Szczegółową analizę zbieżności szeregów, jakie pojawiły aię w (4.3) prze
prowadzono w [353 . TIOMKIN uzyakal podobne azeregi przy wyznaozaniu całki 
splotu, jaka pojawiła się w wyniku zaatosowania tranaformaoJi Laplaoe’a. 
Szeregi te są zbieżne dla bardzo szerokiej klasy funkoji.
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Vy kor *y stanie warunku (4.6) powala ssanie ja zy  6 niaubędną ilość inf or
ano Ji w stosunku do Uaijrenjrob aa dań poosątkowo-braegowyoh lub granlos- 
nyoh zadań odwrotnych, Dla aaeadniań nieustalonych vykorcy3i aci« warunku 
(4.6) poawala wyeliminować a warunków jodooaosoanoóci roswiąsanla warunek 
poosątkowy, natoaiaat lioit» warunków brzegowy oh a is ulega nalanie. Zkadaet 
warunku poosątkowago wykorzystuje ai.ę icforsiao j« o poohodnyoh teraiosnej 
odpowiedzi układu. Ola anaiityoanie lab analityoano-nagjery osnle uf crrralo- 
waaych zagadnień uatalonych wykorzystanie warunku (4.6) uaotliwia wyeliaŁ» 
nowaoie warunków braegowyoh na dwóch powiersobnlaoh, określonych prwam ata- 
lą wartość taj saaej współrsędnej.
Saosególowo cwówlono te pi-obleay w roadmlalo 11.

5. SIEUSTALOKS PRZEYODZEflE CZEPI.A

5 .1 .  Sforaułowanle łanadnlenta

Roapatrywany problem polega na wyaaaosenlu pala t«aparatury, opisywane
go beawyalarowya równaniaa Fouriera-Kirohhoffa [f.4] , [38j >

§ k « V 2 T f (5 .1 )

> warunkaai braegowyal (por. rym. 4) dla obaaaru wewnątrs si 1 sa

T  *  T A(X ,  T o ) dla X «8,, (5.8)

- U  - «ł/f.Fo) dla I * S,. (5.3)

V równaniach tych wprowadzono aaetępująoe aalenne baawyalarowe:
Fo > at /1* - lleaba Fouriera,

T u (t-tB)/At - «redukowana teaperatura,

X a 2/1 © - «redukowany wektor - prosień wods^ey patolr

Q b q l0/(^At) - aredukowasm gpatość atraaienla oiepla,

H * n/l# - zredukowana wspólraędaa w kleruttka wh-wIbub do po-
nri«ra«fani,

Rys. 4. Warunki braegowe dla aadania nleuatalo- 
nago praewcdaenia ciepła
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gdzie:

a - współczynnik wyrównywaniu temperatury,
V - ozas,
1© - charakterystyczny wymiar liniowy,
*„»At- umownie przyjęta temperatura odniesienia i umowna różnioa tem- 

peratur ,
q - składowa normalna do powierzohni wektora gęstośol strumienia cto-

pła,
- współczynnik przewodzenia oiepła.

Funkcje TA i QA spełniają postulaty stawiane termicznej odpowiedzi 
układu. W azozególnym przypadku można rozpatrywać zagadnienia, w któryob 
na oałej powierzohni jest określony warunek (5.2 ) lub (5 .3).

5.2. Rozwiązanie ogólne zagadnienia

Do rozwiązania problemu (5.1) - (5.3) została wykorzystana metoda opi
sana w rozdziale 4. Po zastosowaniu do równania (5.1) skończonej transfor
macji całkowej ( [ta] , [l4] ) otrzymuje się:

" i  2« f  Svi f
dJ7 = * J TA W  dS " J QA vi dS’ i - 1,*..... (5.4)

S1 S2

gdzie oraz oznaozają wartości i funkoje własne zagadnienia Stur-
ma-Lioirrille ’a

v 2  vi + ̂ i vi = °* (5.5)

v± m O dla X t (5.6 )
0 y
-5^  = O dla X € S2. (5.7 )

Nadkreśleniem oznaozono transformaty funkcji.

IDTemperatura zredukowana w ogólności jest ułamkiem, którego licznik jesf 
różnloą temperatur, zawierającą temperaturę t, a mianownik charaktery
styczną dla danego zjawiska różnicą temperatur, a Jeżeli takiej nie ma, 
inną wielkośoią lub zespołem wislkośoi, mająoym wymiar temperatury.Spo
sób tworzenia zredukowanej temperatury Jest podyktowany dążeniem do Jak 
najprostszego zapisu kryterialnej postaoi równania różniczkowego i wa
runków brzegowych i zależy od konkretnego zagadnienia brzegowego (por.
D 1*] )•
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Z porównania układu równań (5.4) i (4.1) wynika, że macierz C jest ma
cierzą diagonalną o elementach na przekątnej głównej równyoh - ̂ , macierz 
kolumnowa Bf ma elementy równe - 0vt/t)N, macierz kolumnowa B2 ma ele
menty równe - vit zaś elementami macierzy kolumnowej Z są kolejne tran
sformaty temperatury. F1 jest w tym przypadku równe TA , a F2 równe QA> 
Układ równań (5.4) może być zapisany w postaoi:

<3T
diro = C T ♦ j  n, TA dS + JT, dS + \ B2 Q2 dS. (5.8)

Równanie układu (5.8) może byt' przedstawione w postaoi (4.7), jeżeli 
tylko słuszny jest warunek (4.6)

T(Fo) = 2  i J *k,1 T^k)(x,Fo)dS + J 0kf2QAk)'*’Fo)dS|* l5*9) 
k=0 S. ’ S, -1

gdzie:
*• k,p

k+1
(c-1) Bp, p = 1,2, (5.10)

(c -1)k+1 = (- i ) k+1
l / f f +2. °*

o, l/^2k+3 (5.11)

Dowód na poprawność warunku (4.6) przedstawiono w Dodatku A,
Ostatecznie, po retransformaoji, rozwiązanie zadania (5.0  - (5.3) no4- 

oa zapisać:

V. (5.1 2 )T(X,Fo) = 2  T<k)(X,Fo)dS ♦ | # k*2 Q<k)(?,Fo)dS
k=0 *-Ŝ S2

2 2gdzie macierz kolumnowa V zawiera slomenty równe v±/ |jwŁ|| , |fvt|| oznt- 
oza kwadrat normy funkcji własnych v^, a (.)^ jest symbolem transponowa- 
nia maoierzy kolumnowej.

Jak można zauważyć, rozwiązanie problemu nieustalonego przewodzenia cie
pła w postaoi (5.12) nie wymaga sformułowania warunku pooząlko»rsgo.W dal
szej ozęśoi pracy rozpatrzono roaswisłzaniB szczegółowe dla typowych przy
padków.
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5,3‘ Jgd.oo'»7Biarowe pole nleeymetryołpe - dana przobie«! t»aparatur?

i X2 (por. rys

V rozpatrywanym poniżej przypadku termiczna odpowiedź okładu dana Jest
w po-.tao i warunku (5.2), n i  kontur S. redukuje się do dw6oh punktów X.
, . ,--------- 3)< i

Jetell betwymlarowa współrzędna geoma- 
tryozna zostanie zdefiniowana jako ( l  b o )O

x B x/o,

to r6wnanie «pisująco pole temperatury mo- 
Se być zapisane w poataot:

„2. r-t 0T 
X 2x> (5.13)

gdzie r*1 dla nieskońoienie rozleglej 
płyty, rs2 dla nieakońozenie rozległego 
waloa, r«3 dla koli, »au waronek (5.2 ) 
przy Jan je postać:

Rys. 5« Geometria jednowymta- 
rowego pola nlesymetryoznego

T,(Fo) b T(X1 fFo), 

Ta(Fo) b t(X2,Fo).
(5. 1**)

Rozwiązanie zagadnienia (5.13) - (5.14) przedstawia równanie (5.12)

T(X,Fo) b ^  >̂ky i Tjte)(Fo) + ^kT2T^k)(Fo)]v (5.15)
k=0 * ’

Dla zadali jodnowymiarowyoh motna w prosty sposób wysnaozyć war to jol suny
V tym oela amlaty *• transfomowaó zaletnośol (5.10), definlująoe

nader ze kolumnowe ^g^p* v wynik» retransformaoJ1 wektory te przekształ
cają się w funkcję V k , której ugnentasi są: współrzędna X oraz i
Xg• Ostatecznie otrzymuje się:

T(X,Fo) =
»

■ 2 |Vk(x,X1,X2)T5lt)(Fo) ♦ V k(X,X2 ,X1 )T^k)(ro)]. (5.I6)
kmO
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Łatwo zauważy6, te fonkoje V k(X,P,R},<̂ spełniają następujący oląg równań 
rótniozkowyob zwyozajnyoh 1 warunków brzegowyoh

♦ -̂7- -yę- b 0, VQ b 1 dla X b P, (5.17)
“  Vn ■ 0 dla X > R,

d2Vk + r- 1 dVk
^ 3 -  + -r--3T- k- 1 '

Vk
o
o

dla
dla

X .. P, 
X ■ R.

(5.18)

Poprawność tego rozumowania motna sprawdzić przez stransformowanie zagad
nień brzegowych (5.17) i (5.18). Otrzymuje się w wyniku maolsrze kolumnę- 
we p.

Ponieważ w zaletnośol (5.16) udało się wyeliminować funkoje własne 
zagadnienia brzegowego, to istnieje motllwość ekstrapolacji rozwiązania 
poza przedział X^ <* X <  X2 , w którym fonkoje własne zostały zdsfinlowaae. 
Jest ono poprawne dla oałego obszaru, w którym obowiązujs równanie (5.13). 
Punkty Xj i X2 mogą być zatem przyjmowane zupełnie dowolnie, a w szcze
gólnym przypadku mogą takie znajdować się na powierzohnl zewnętrznej ola
ła, Jetell tylko temperatura tej powierzohnl spełnia postulaty atawiaze 
termicznej odpowiedzi układu. V tym mlejsou należy podkreślić, te Jetell 
punkty X^ i Xj znajdują się na powierzohnl zewnętrznej olała, tonie Jest 
.to równoznaozne z rozwiązywaniem klasycznego zagadnienia z warunkiem brze
gowym I rodzaju, gdyt rozwiązanie (5.16) nie wymaga sformułowania waruzkw 
początkowego**^. Dowód na motliwość ekstrapolaoji rozwiązania (5.16) przed
stawiono w Dodatku B.

Wyznaczenie Jednowymiarowego niesymetrycznego pela temperatury, przy 
braku informacji o warunku początkowym, wymaga zatem znajomośoi przebiegu 
temperatury olała w dwóoh dowolnie wybranych ponktaoh. Mówiąc inaozej,wy
znaczenie tego pola w danym momencie czasowym, określonym przez liczbę 
Fouriera, wymaga informacji o temperaturze i Jej poohodnyob względem eza- 
su w tym saarym momencie ozasowym dla dwóoh punktów olała. Z tym te dla 
określenia tyoh poohodnyob niezbędna Jest znajomość tej temperatury takte 
dla kilku innych momentów ozaaowyoh.

Podobne funkoje N>k uzyskał TIOHKIH [35] i nazwał Je wielomianami ra
dialnymi.

Przez P i R oznaczono współrzędne punktów, w których znana Jest tem
peratura (lub gęstość strumienia olepła). Symbol P dotyczy tego pun
ktu, dla którego termlozna odpowiedź układu 1 jej pochodne są mnotone 
przez odpowiednie funkcje V k w rozwiązaniu.

" }W dalszej części praoy takie zadanie zostanie «ueewnie nazwane zagadnie
niem wewnętrznym.
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Poniżej przedstawiono przykład rozwiązania zadania dla nieskończenie rozległej płyty.
Przykład: nieskończenie rozległa płyta.
Funhcje V|t(X,P,R) określone są równaniami

V x . p , . >  - 2  L  j
n=0 [ &(k-n) + t] I n [2(k-n) J f j ’ 19)

gdzie:

AQ = lAi, B0 = R/Ax, Ai = P-R, P f R,

(-l)k+1 vn f P2(k- ° ) ł 1 - p2 (k-0 hl  p2(k-n)_R2(k-n)]
k ‘ AX nto l  “ &(k-n) ♦ 1] . ° C2(k-n3 « J

= ( - 1 ) 4 2  (-i)° *n p2(k~°)ł1 - 2 (-l)n Bn ~ ~ n)< 1
[n=0 “ [2(k-n)*l] I nf Q “ [*(k-nfl ! J

( 5.20 )

Poprawność tyoh formuł można łatwo sprawdzić metodą indukcji. Wystar
czy zauważyć, że skoro

d2vk+i 
“1 ? "  = Vk

to

Y = T (  i)nfi X2(k~n)ł3 x2(k-n)+2 1
k+1 nto { ° ¥(k-n)ł3J ■ " B" &Tk'-n)ł2] ,} * °'X  ̂°»' <*’2’>

i podstawić w miejsce i wyrażenia na Ak+1 i ^k+l’ Z drugiej stro
ny łatwo sprawdzić, że V k+1 spełnia warunki brzegowe (5.18). Wystarczy 
podstawić (5.21) do (5 .18) i jeszoze raz obliozyć C 1 i Cg,

5.4. Jednowymiarowe pole niesyaetryczne - dane przebiegi gęatośoi stru
mienia ciepła

Przypadek ten ze względu na swoją specyfikę i małą praktyozną przydat
ność nie będzie tu szczegółowo analizowany. Specyfika tego przypadku po
lega na tym, te dla zagadnień z warunkami brzegowymi II rodzaju w postaci
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= Q 1 (Fo) dla X = X,

(5.22)
- -|| = Q2(Fo) dla X = X2

pierwsza wartość własna ^  = 0, 00 powoduj«, że macierz C staje się o- 
sobliwa. Nie jest zatem możliwe jej odwróoenie i wyznaczenie macierzy ko
lumnowych <f>. . Aby wyeliminować tę niekorzystną właśoiwość, należy Je-

f /szosę raz powrócić do układu równań w postaoi (5.4) i najpierw niezależ
nie rozwiązywać pierwsze równanie, odpowiadające zerowej wartości własnej.
Macierze kolumnowe <#. będą natomiast związane ze zmodyfikowaną macie- K»Przą C, pomniejszoną o pierwszy zerowy wiersz. Jak łatwo zauważyć, takie 
postępowanie pozwala wyznaozyć rozwiązanie z dokładnośoią do stałej, gdyż 
z oałkowania równania odpowiadającego wartości własnej ^  = 0 pozostaje 
stała C równa

X„

- f ,
X 1

(x) ▼1(̂ i1,X)dX.

Podobnie wygląda ten problem w klasyoznycb zagadnleniaob poozątkowo- 
brzegowyoh z warunkami brzegowymi II rodzaju. Nie wystarcza tam lnforma- 
oja tylko o strumieniach oiepła. Niezbędne aą także dane o temperaturze, 
które w tym przypadku mają postać warunku poomątkowego.

Najłatwiej jest uzyskać rozwiązanie dla nieskońozenie rozleglej płyty, 
gdyż równanie (5.1 3) może być zapisane także dla gęstośoi strumienia ole- 
pła

5T§ -

Rozwiązanie można zatem przedstawić w postaci (przy zalanie znaku Qj):

<ł(x ,Fo) = 2 B >k(X,X1 ,X2 )Q;k)(Fo) ♦ Yk(X,X2,Xt)<4k)(ro)] , (5.24)
k=0

gdzie funkoje V k(X,P,R) są określone równaniami (5.19) - (5.20). Tempe
raturę T (z dokładnośoią do stałej) można teraz uzyskać przez scałkowa- 
nie zależnośoi (5.24).

5.5. Jednowymiarowe pole nlesymetryoasne - warunki mieszane
Rozpatrzono poniżej zadanie wyznaozenia pola temperatury, opisywanego 

równaniem (5.1 2) z następująoymi warunkami:

TA(Fo) = T{X1 f*o), (5.25)
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Qa(Fo) = - aT (X 8 ,F o )/ O X  = Q(X2,Fo)“ ).

V oeln rozwiązania zagadnienia prseprowadaa aię antlogiota* rozunonala 
Jak w punkcie 5.3. Oatateoznie otranoje aię:

T(X,F«) = 2  1 \ (x -x ,*X2)t a ')(Fo) + V x .x2 .x 1)«ik)(»‘o)J (5.*6)ksO
Funkcja V k spełniają następujący oląg rćwnań:

K

. dV— =£ + _ 2  nax2 * x 5T" * °* 1 dla X « Xt (5.87)

a O dla X *s XgdVo

d2Vk t „v
• ! t - ; h s - V , .  v » - o  « •  x . , ,dX

dVk33T ■ 0 d1“ X c X j

d20o d0_
“asr * t - sir * °> * 0 dla x * (5.8 9)

d0o
-j j  ■ 1 dla X n Xg

p _ ,  ditk
dX2 * ~  " . \  * O dla X = X,

aK-ar = o dla X . X2.

(5.30)

Rozwiązanie (5.26) charakteryzuje ai*> analogloznyal właiolwoćolaai Jak
(5.16), tan. punkty I, i Xj aogą być dobrana dowolnie oraa rozwiązanie
(5.*6) aota być akatrapolowane poza przedział X^ < X < X2, MoZna twkte przyjnować X, 3 X2.

"^Warunek tan notę «lać praktyozna ttnaezenie tylko w przypadku, gdy punkt 
Xj połotony Jaat na powlerzohnl zewnętrznaJ olała lub w oal ryaetril.
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V ty« przypadku otrzyauje a 1 ę rezultat analoglozny Jak u BURGGRAFA [jÓ] 
(por. równanie (2.1 )). Dowód na aluaznoćć tyob wniosków a o t n  przeprowa
dzić podobnie- Jak w Dodatku B.
Przykład: nieekoćozenie rozległa płyta.
Dla nieakońozenie rozległej płyty otrzymuje aię:

k g2(k-n)+1 x2(k-n)
*nnaO

gdzie:

'«i r Tf2(k-n)+1 „2(k-n)
0.(XtP,R) s X  U_ T  T -  + Br, -T t—  •

Ć *  [2(k-n)+l]! ° [2(k-n)]lJ’

1, Bn = - R,

k- 1

kk • - 2  [*,
,2 (k-n) p2(k-n) -1

+ B,
p2iK-o;-i n
[*(k-n)-lj I *„*0 &(k-»)]l " [*'

^  r „2 (k-n) ♦I _2(k-n)
•‘ ■ - 2  & . -f c ; —  • - f a r ] - *»

(5.31)

(5.32)

Vapólozynniki V k mają analogiczną poatać jak 0^, tylko a tą r6ftnloą,*e

0, Be » 1. (5.33)

5.6. Jednowylarowe pole eyetryozne

Jednowymiarowe pole ayaetryozoe jeat azozególnyai przypadkiem zagadnień 
rozpatrywanyoh w punktaob S.k 1 5.5. Yyatarozy zauważyć, Za w oal ayaa- 
trii gęatoić atrtaaianla ciepła Jeat rćwna zero. Poniftej przedatawion© 
azczagólcwe rozwiązania dla trzeob typowyob przykładów, JeZell dany jeat 
przebieg temperatury w ozaaie dla Jednego panktu

Ta (Fo ) > T(X,,Fo). (5.3*0

V rozwiązaniach tyob przyjęto, te płaazozyzna ayaetrii Jeat określono 
wapó2r*ędoą X z 0« Ogólna ioh pemt*6 o«itępająo«:

o* f .
T(x,Fo) a 2  ♦*(*,*,)»*(»»)• 

kaO
(5.3?)
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Wyznaczanie pola temperatury wymaga Informacji o przebiegu temperatury 
tylko w jednym punkcie , Punkt ten noże być obrany zupełnie dowolnie. 
Możliwa Jest takie ekstrapolacja rozwiązania poza przedział 0 < X < X.j. 
W szczególnym przypadku = 0 otrzymuje się rezultat analogiczny Jak u
BURGGRAFA [lOjj (por. równanie (2.2)).

Rozwiązanie szczegółowe:
płyta: 0O = 1

x2k k"1 X2(k-n)
* kU.z, > . n n r  - 2  „a , ! <5- « )

waleo:0 = O

„2k k ( k—n+1 )

-  2  ; a a 0- ' x ’ x' > (5 - 37)

kula: 0O m 1

2k k~* ^(k-n)
k u ,x ') s t£ : o 7 "  2  T t -k - n M ] . ^-38)n=0

5.7. Pole dwuwymiarowe na przykładzie symetryozne.1 płyty

Rozpatrywanie poszozególnyob przypadków pól wielowymiarowyob Jeat nie- 
oelowe z uwagi na iota różnorodność. Ogólne rozwiązanie tego typu zadań mo

ta być przedstawione równaniem (5.1 2).
V rozwiązaniu tym nie jest motllwe wy-. Tznaozenie sumy <p V. Dlatego tet, z kf P
uwagi na obeoność fuńkoji własnych,nie 
Jest praktyoznie motliwa ekstrapolaoJa 
poza kontur, wzdłuż którego dokonywano 
pomiaru termicznej odpowiedzi układu. 
Tego typ« zadania zostały amownie naz
wane w punkoie 5.3 nadaniami wewnętrz
nymi. Warto przypomnieć, te nadania we
wnętrzne nie są równonnaozne z rozwią
zywaniem klasyoznyoh zagadnień poozą(- 
kowo—brzegowyob z warunkiem braegowym I 
rode«Ja, gdyt równanie (5.12) nie wy- 

Rys. 6. Geometria płyty dwuwy- maga znajomości poozątlcewego rozkładu 
miarowej temperatury. Są one zgodne z oelem t*J

praoy określonym w rozdziale 1 .
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Wyznaozanie dwuwymiarowego nieustalonego pola temperatury zostało po- 
nitej zilustrowane na przykładzie aymetryozuej płyty (rys. 6).

Równanie Fouriera-Kirobhoffa dla tego przypadku ma postać następująoą:

3T o2t . 82t
S7Ô 0x

(5.39)

gdzie:
X b i/o, Y s y/o

Symetrię pola temperatury opisują warunki:

ST n 8Tdla X s 0, = 0 dla T b 0 (i.hO)

TemrtCzną odpowiedź układu stanowi informacja o przebiegu temperatury 
wz<Jłut powierzchni X = 1 i f *■ B m b/o, (lQ = o)

T,(ï,Fo) b T(X,Y,Fo) 

TB(X,Fo) b T(X,Y,Ft)

Xsl

YbB

(5.41)

Dwukrotne zastosowanie skończonej transformaoJi oałkowej prowadzi do ukła
du równań

d T
dFo

dv,

Xb 1
ri,i - dT- B.m

YbB

i 9 № S 1 9 2 9 e # t (5.42)

Wartośol własne i oraz funkojs własne vt, są rozwiązaniami
zagadnień brzegowyoh

d2v
0,

* 0 dla Y * B, ( 5. **3)

dvi-ji m O dla Y = O



Ml ją on« postać
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d2w
i  ♦ Ą  wt = O.

"i *

dX

0 dla X = 1,

—yy * 0 dla X u 0.

^  ♦ (1 - 1 JST, wA k ooa ^jX,

Przez T, l oraa f,

* V B* Ti * °°* i*l Y

j)B Ożnaozono transformaty warunków brzegowyoh
B 1

TlifFo) ■ J  (t ,Fo )t 1 dT, TB - (Fo) . j TgU.FoJw^dl

Romlątani« układu równać (5.42) » obaaaraa tranaforaat Jeat dana 
noóolą (5.9)

k*0

Yapólozynnikl ora« wyanaoza aię ■ równań

^ 1  + ̂  f 0,l,. ‘ 1 T
dw

0,
X*1

-  (u2 W 2 ) 0 -'rt + ■ ' O, 1, ■ d?^ 0,
T d

♦ *2)

(5.44)

(5.45) 

(5.**6)

(5.47) 

zależ-

(5.48) 

(5.49}

(5.50)

Retranef onaaoja rozwiązania (5.48) prowadzi do aaeregu potrójnego. Aby 
tego uniknąć, wyataroay zauważyć, *e nożna łatwo wyznaczyć suwy:

vkfl(x,i,̂) - 2 ?k,i.« V  K (5.5 1)

oraa

* k,.(T’B’'>.) - 2 \,i,« V  llrill 2-
i=i

gdzie kwadraty norny funkojl właanyoh wynoszą:

llrill2 - 1 B ♦ ¥ 7 7  -ln 2 ^i B*

(5.52)

llwil|2 ■ ł  ♦ WJ“ mia 2 V

Funkoje V fc ^(Z,P,^) aą rozwiązaniami następującyoh problemów brzegowych:

d2V,
^ - ^ ^ o . i “ 0' ^ 0,1 - 1 dl* z “ p

dVO 1 = O dla Z * 0,OŁ (5.53)

dV,k.l = 0 dla Z s 0.

Poniżej podano wzory na plerwaae oztery funkoje i!

V i (z’p’*i) - oh (Ji*)/«^^»).
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y,,. ■ ’..i'-'» If® - * r’' ' *?'’

“ j ï * ^ * ^ ï " $  ( 5 ' 5 , , >

gdzie;
Fl(z,p,^l) = z •b(£tZ)/[2£i f

^1P = F/ P»P»|i;#

Rozwiązanie zadania (5.39) - (5.4l) dana Jest zatem wzorem:

, . s  ^ r v k 1 (X,1f̂ ) T (kJ(Fo)-<r1 (Y)
T(X,Y,Fo) = y   ■■-■■ V ----- ----  ♦

kt> Ćt KIT

, ] (j k )

Ponieważ równanie (5.55) zawiera fanko Je własne zagadnienia brzegowego, 
nie jest możliwa jego ekstrapolacja poza kontur X = 1, Y = B. W rozdzia
le 1 niniejszej pracy wspomniano, że taka możliwość teoretycznie istnieje. 
V tym oelu należy obliczyć wartość całek (5.47). Wykonując oałkowanie 
przez ozęśoi nieakońozoną liczbę razy na przykład pierwszej z niob,otrzy
muje się:

} , X (-1)1 - 1 -V (-l)1T,(2l)(B,Fo)
i t ,  (y . fo J t ,  dY x L 1 L -  2  ----- — L-gT----------->
o 1*0 Ci

gdzie
(1), x »^(Y.Fo) T;i;(B,Fo) =  i-T----
1 or1 Y=B

Pojawiające się teraz sumy ^  mogą być zapisane w postaci funkoji
i^x»Y>x i»Y 1 ^» * "““o rozwiązanie

T(X,Y,Fo) = 2 2  [v|Cfl(XfY,X1 ,Y1 )T^2l)(lt)(Y1 ,Fo) + 
k=0 1=0 * 1

+ V k(l(Y,X,Y1 ,X1 ) T ^ l)(k)(X1 ,Fo)J , (5.56)
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gdzie np.:

ik 021T_(x,Fo)
*1 1 8Fo 0X21 x=x1

TB(X,Fo) = T(X,Y1tFo)

Współrzędne Xj, Yj mogą być wybrane dowolnie. FunkoJe V k j wymagają roz
wiązań ia odwrotnego zadania, sformułowanego podobnie jak dla stanu usta
lonego, np. :

8 \ . q ( x ,y ^ , y , )  » V 0(][. M | , y 1) ( 5 57)

8X3 a Y2

Y 0f0 ■ 1 dl* X = Xf  V0f0 = o dl. Y s Y,,

0V n 8V-
ÿÿ = 0 dla X m 0, 1 = 0 dla Y = 0.

Jednakże równanie (5.56) jest praktyoznie bezwartościowe, gdyż dwukrot
ne różniczkowanie funkoji powoduje, że uzyskane wartości liczbowe są bar
dzo słabo stabilne i bardzo ałabo zbieżne. Zbliżony rezultat, tzn. szere
gi, gdzie występują różniozkowanie funkoji według dwóob współrzędnyob,uzy
skano w [26] .

EkstrapolaoJa rozwiązania Jsst jednak możliwa wzdłuż jednej wapółrzęd-
nej dla pewnyoh azozególnyoh przypadków. Dotyczy to np. zadania, w którym
rozwiązanie klasycznego zagadnienia poozątkowo-brzegowego można przedsta
wić w postaci iloozynowej, tzn. w przypadku, gdy wszystkie warunki brze
gowe są Jednorodne [12J .
Przykładowo

T(x,Y,Fo) = Tx (X,Fo )Ty (Y,Fo ) (5.58)

|I = 0 dla X = 0, || + Bi^T = 0  dla X = 1 (5.59)

^  > O dla Y = 0, §| + B1YT = 0 dla Y = B (5.60)

przy ozym powinny być znane warunki brzegowe dla Jednej ze zmiennych, tzn. 
(5.59) lab (5.60).

I
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Funkcja Tj(xtFo) dane jest wzorem:

gdzie;
= cos ^ lX, t g ^  = BI (5.6 1)

Ty (Y,Fo) * ^  - T  <f TT(T»°>Ti ", (5.62)
1=1 Irul o

gdzie:

▼t = oo. ^  Y, ji± t g ^  B = Biy

Niech znany jest początkowy rozkład temperatury dla I = Xj.
Wtedy

iY(i,o)=|,T!x 1 (y(o)( (5.63)

gdzie
jTb Tx (xt,o)

Jeat nieznaną liozbą.
Równanie (5.62) aotna teraz przedstawić w postaoi:

**> y ^ 1,2 p
TT (T,Fo) 2  - i j (  Ttlj.T.oK dT), 1 s i F (T,Fo). (5.64)

1=1 INI 0 *

Gdyby f unito Ja Ty(Y,Fo) była znana, to problem sprowadziłby się do roz
wiązania Jednowymiarowego zadania odwrotnego. Z uwagi na to, te rozpatry
wane pole jest polem symetrycznym, wystarczałaby informacja o przebiega 
funkoji Tx(X,Fo) dla Jednego dowolnie wybranego punktu o współrzędnych
xi V
Funkoja odpowiada jąoa termioznej odpowiedzi układu mote być zapisana w po
staoi:

T(X1 ,YJ,Fo) <'T(x1 ,Y1 ,Fo)
tax(xi»Fo) * T ^ Y 1(S M  = - T rTY y,to) s *Fx(x 1*F°). (3*65)
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Rozwiązanie jednowymiarowego symetryoznego zadania odwrotnego dane jest 
równaniem (5.35)

Tx(X,Fo) * 2 (jt1,F#) = * 2fit(x.xl)I‘ik)(X1*F<,) (5.66)
ksO  kssO

Podstawiając (5.64) i (5.66) do (5.58), otrzymuje się:

C O  f  »

T(X,Y,Fo) = Tx(x,Fo)Ty(Y,Fo) a Fy(Y,Fo) 2 0k(x,X,)F^k;(x,,Fo) (5-67)
ksO

W rozwiązaniu (5.67) uprościła się nieznana liosba Rozwiązanie to 
wymaga zatem lnformaoji o poozątkowym rozkładzie temperatury wzdłot dowoL- 
nie przyjętej współrzędnej X a X, (tmo, funkoji Tfl^T,®)), o Jednoro
dny oh warunkaoh brzegowych dla Y = 0 i Y = B oraz informacji o prze
biegu temperatury dla punktu o współrzędnych X )t Yf, tzn. funkoji 
T(Xj ,Y|,Fo). Ha podstawie tyoh lnformaoji wyznacza się funkoję

«o v B _a2Fo
Fy(Y,Fo) m 2  Ły ( f T(x. ,Y,0)v. dY)e 1 , (5.68)

1=1 M T  0

a następnie
T(X,,Tt,Fo) 

f x ( x 1 ( f o )  = „f y T . - .T - r

i wreszoie temperaturę T(x,Y,Fo), określoną równaniem (5.67).
Inny przypadek,takte związany z ekstrapolacją wzdłut jednej tylko współ

rzędnej wynika bezpośrednio z równania (5.55). Jeteli w równaniu tym przy
jąć, Se jedna z występujących taa temperatur (np. jeat równa zero, to 
rozwiązanie przyjmie postać:

TjfX,Y,Fo) « 2 2  -  ■«" ... -----------------  ----  * (5’69)
k=0 1=1 Ir iii

Funkcje \  Ł określone są zależnościami (5.54) po przyjęoiuP « X f, 
0 < X 1 <1. Molua wykazać w sposób analogiczny Jak w Dodatku B, 4« rozwiąza
nie (5.69) mote być ekstrapolowano pozs przedział [0,X ^  . Do przypadku te« 
go motne sprowadzić zagadnienie opisane równaniami (5.39) - (5.4?) przez 
zastosowanie zasady superpozycji, przyjmując, te:

*I(X,Y,Fo) » T(X,Y,Fo) - 'tIZ(x,r,ro),

T1 x (Ttro) m T(XlrY,Fo) - TjjU, ,Y,Fo).



Funkcja TXI Jest rozwiąnnlM problemu opisanego równaniem (5.39), wa
runkami (5.**0) i spełnia Jednorodny warunek poozątkowy oraz

TI3:(X Y,Fo) = TB(X,Fo) dla Y = B,

Tl;l(X,Y,Fo) = 0 dla X = 1.

Dla innych przypadków pól wielowymiarowyoh (np. niesymetryczne, inna geo
metria oiała) solna uzyskiwać rozwiązanie w sposób analogiczny jak dla za
dań opisanych w tym punkcie.
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5.8. Uwagi o rozwiązywaniu problemów nielinlowyoh

Za pomocą opisanej w tym rozdziale metody motna rozwiązywać każde za
gadnienie, które dopaszoza stosowane tu przekształcenia. Można Jednak w 
sposób przybliżony rozwiązywać problemy nieliniowe, dla których współczyn
niki określająoe właściwości substanoji są funkojami temperatury. Ponie
waż metoda nie wymaga formułowania warunku początkowego, to każdy moment 
ozasowy może być uważany za poozątek procesu nieustalonego. Wyatarozy za
tem podzielić rozpatrywany przedział ozaau na dowolnie małe podprzedziały, 
w któryob odwrotne zadanie Jest niezależnie rozwiązywane. V każdym z ta
kich podprzedziałów należy uśrednić wartości tych współczynników.

6. ROZWIĄZYWANIE ZADAŃ NIEUSTALONEGO PRZEWODZENIA CIEPŁA 
SF0RMUłX>WANYCH NUMERYCZNIE

Numeryczno sformułowanie zadań nieustalonego przewodzenia ciepła pro
wadzi wprost do układu równań typu (4. i), którego rozwiązanie można przed
stawić w postaci (4.7). Liczba poszukiwanych wartośoi temperatury w wę
złach powinna być równa liozbie równań różnicowych. Po dokładniejszej ana
lizie okazuje się jednak, że nie jest to warunek wystarczająoy. Problem 
ten postał poniżej opisany na przykładaoh kilku typowyoh zadań.

Dlą wygody opisu węzły podziału różnicowego podzielono w niniejszym 
rozdaiale umownie na trzy grupy: węzły powierzchniowe, brzegowe i wewnę
trznej Węzłami powierzchniowymi nazwano takie, dla któryoh przyjmuje aię 
pojemność cieplną równą zero, a opór przewodzenia oiepła między riimi Jako 
nieskończenie wielki. Węzłami brzegowymi nazwano takie, dla któryoh ele
ment różni oowy, którego reprezentantem jest węzeł brzegowy,kontaktuje się 
z powierzchnią zewnętrzną oiała. Pozostałe węzły nazwano wewnętrznymi.

Roapatrywane tu zadania można podzielić na dwie grupy: zagadnienia wew
nętrzne i problemy ekstrapolaoji rozwiązania. Każda z tyob grup charakte
ryzuje się swoją specyfiką. W zadaniach tych zakłada się, 2e elementy lea
derzy A, zawierająoej współczynniki równań różnioowyoh nie zależą od 
temperatury, natomiast mogą zależeć od miejsca. Rozpatrywane będą wyląc»* 
nie takie problemy, w któryoh nie zachodzi potrzeba dyskrętyzaojl pocho
dnej temperatury względem czasu.

6.1. Jednowymiarowe pole nieustalone - problem ekstrapolacji rozwiąza
nia

Jak wynika z rozważań rozdziału 5, rozwiązanie odwrotnego zagadnienia 
dla pola jednowymiarowego wymaga informacji albo o przebiegu temperatury 
dla dwóch punktów (węzłów) ciała, albo o przebiegu temperatury i gęstości 
strumienia oiepła. W tym ostatnim przypadku informacje te mogą dotyotfyć 
tego samego punktu. Dla pól symstryoznyoh wystarcza znajomość przebiegu
temperatury w jednym punkcie.

Ekstrapolacja rozwiązania jest możliwa wtedy, gdy każde równaniu róż
niczkowe, w którym występuje termiczna odpowiedź układu zawiera tylko je
dną nieznaną temperaturę, przy czym nic może to być teoipe-pature tego wę*ł«, 
dla którego równanie to sporządzono. Oznacza to, że muszą być dane prze
biegi temperatury dla dwóoh kolejnych węzłów lub lnaoz*-j musi Ryć znany
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w da Dym punkcie przebieg temperatury i gęstośol strumienia ciepła,npw tem
peratura węzła brzegowego przy znanym warunku brzegowym, temperatura wę
zła położonego w osi symetrii ltp.

Jak widać z powyższyoh rozważań, prablem powinien być tfbrmułowany ana
logicznie jak w analitycznej metodzie BTRGGRArA [lo] . Przy spełnieniu po
wyższych warunków nie rozwiązuje się układu równań różniozkowyoh, gdyż z 
każdego rćwnania można wprost wyznaozyć poszukiwane funkcje. Nie występu
je tu też problem sformułowania warunku poozątkowego.Poniżęj przedstawio
no przykłady wyznaozania pola temperatury w płyole symetryoznej i niesy
metrycznej.

Przykład 1 : płyta symetryczna

Rya. 7. Podział różnloowy płyty symetryoznej

Dla płyty przedstawionej na rys. 7 powierzchnia xsO Jeat płaszczyzną 
symetrii. Węzły od 1 do M-1 są węzłami wewnętrznymi, węzeł N - brzego
wym, N+1 - powierzchniowym. Pole temperatury opisane Jest następującym 
układem równań różniozkowyoh:

dTt
dT" = A1 , 1 T 1 * A1,2 T2»

  (6.1)

" i
dV~ * Al,i- 1 T l- 1 + Ai,i T i + Ai,i+1 Tl+1

i = 2# 3*•••jN,
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gdzie [j}2] :

*1,2 Al,
-! i . . ?1

1,1
- A 1,2 '

A*.

Ai,i-1 = ~Sx, Ax, “ » Ai,i+1 = Al, .
(T 7  * " q ! 7 )oi *i Axi (~57 + “^ 7 7 )0i ? i Axi

L,i = “ ^Ai,i- 1 + Ai,i+1 ^ i = 2 ,3,...,N-1 , ( 6 . 2 )

N 'N_1 " r A xn a A ’

2Si
N,N+1 “ A 2 „ , ’

AxK N ?N
Ŝl.N = ■ ^ , N - 1  + AN,N+1^‘

V równaniach tych c^, oznaczają odpowiednio pojemność oieplną wła
ściwą, gęstość i współczynnik przewodzenia oiepła dla materiału wypełnia
jącego i-ty element różnloowy.

Jeżeli dany Jest przebieg temperatury dla węzła położonego w osi
symetrii, to, Jak łatwo zauważyć, w każdym równaniu układu (6.O  występu
je tylko jedna nieznana funkcja. I tak z pierwszego równania można wyzna
ozyć temperaturę Tg, z drugiego Tj itd. z N-tego " TN+1* Nie występuje 
tu zatem potrzeba rozwiązywania układu równań różniczkowych, stąd nie wy
stępuje też problem sformułowania warunku początkowego.

Ostateoznie, Jeżeli tylko m = const, temperaturę w węzłach można
przedstawić zależnośoią:

N
Tt(*) = 2  ^ k(i Tjk)(y). (6.3)

k=0

Współczynniki <Pk i wyznaoza się z równać:

(6.4)
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*0,i+1 = - (Ai,i *0 ,1 + Ai,i- 1 *0,1_ 1 )/Ai(i+1 -

l = 2,3,....N,

*k,, = o.

* k ,2 = '*k-1 , 1 “ A 1 , 1 *k,1 )ZA 1 ,2 ' 

.................................  (6.5)

*k,i+1 = (*k-l,i " Ai,l *k,i " Ai,l- 1 *k,i-1 /̂Ai,l+i,

k s 1 j 2 ? , , , f
i = 2,3,

Łatwo zauważyć, że współczynniki te spełniają okład równań algebraioznych,
którego macierz zbudowana Jeat z współczynników A. .i,ra

A1,1 *0,1 + A1,2 *0,2 = °*

  (6.6)
Ai,i- 1 *0,1 - 1 + Ai,i *0 ,1 * Ai,i+1 *0,1+1 = ° ’

i = 2,3,...,N

oraz
*0,1 = 1 (wapółozynnik odpowiada jąoy znanej temperaturze),

A 1 , 1 *k ,1 + A 1 ,2 *k ,2 * *k-1 ,1 *
..................................  (6.7)

Ai,i- 1 *k,i-i + Ai,i *k,i + Ai,i+l *k,l+1 = *k-l,i'

k = 1 ,2 ,...,N, 
i = 2,3 N,

oraz
0k(1 = 0 dla k = 1 ,2 ,...

f

Jeżeli współczynniki A, _ aą zmienne z temperaturą, to można poału-X i BI
żyć się metodą iteracji tak, jak w klaayoznyoh problemach różnicowych lub 
podzielić rozpatrywany przedział ozasu na podprzedziały tak, jak to opi
sano w punkoie 5.8. 1

Podobny rezultat uzyskano w [j2l] , z tym że tam również pochodne dT^/d? 
przedstawiono w postaci ilorazu różnicowego. V związku z tym w oatateoz- 
nym rozwiązaniu występują ilorazy różnicowe wyższyoh rzędów, chooiaż au
tor nie pisze o tym wyraźnie.

Przykład 2: płyta niesymetryczna
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Rys. 8. Podział różnicowy płyty niesymetrycznej

Dla płyty przedstawionej na rys. 8 węzły 0 i N+1 są węzłami powierz
chniowymi, 1 i N - brzegowymi, a pozostałe wewnętrznymi. Pole temperatury 
opisane jest następująoym układem równań:

d T 1
dT = A1,0 T0 + A1,1 T 1 + A1,2 T2’ 

  (6.8)

dTl
T7" - Ai, 1 - 1 Ti- 1  + Ai, 1 T1 + Ai, i+1 T i+1

i = 2, 3i •. . ,H

gdzie:
2\

= A t 2 ‘ i-2 ®^ 1  °1«l (t ; + ~ 4 )ci ?i **i

A1,1 = “ Â1,0 * A1,2 ̂ 1



- 42 -

a pozostałe współozynnlkl są opisywane zależnościami analogleśnymi Jak w 
prmykładzis 1 (równania (6.2)).

V szczególnym przypadku temperatury TQ i TN+1 mogą oznaczać temperatu
rę otoozenla, a nie temperaturę w węzłach powierzchniowych (modyfikacji 
ulegną tylko współczynniki Aj 0 1 AN H+1 M

Jak jut wspomniano, ekstrapolaoJa rozwiązania jest możliwa, Jeżeli zna
na jest temperatura w dwóob kolejnyoh węzłach, op. TQ i T 1. V ten sposób 
w każdym równaniu (6.8) występuje jedna nieznana funkcja. Rozwiązanie zaś
ootaa przedstawić w postaci (przy A. s oonst):x,m

Tt(?) » 2  [?k,i Ti ° (Z) + r k,i T,(k)(K)]. (6.9)
kaO

Wielkości ^   ̂i  ̂ można przedstawić w ogólny sposób za pomocą współ
czynników Y k j, opisanych zależnościami:

V0,i«-1 x " Âi,i-1 V 0,i-1 + Ai,i V0,l^Ai,i*t

i a 1,2,....5,

  (6.10)
Vk,i+1 = V̂ k-1,i “ Ai,*-1 Vk,i-1 " Ai,l Vk,i^Ai,l+1

k = 1,2 N,
i = 1,2f«•0#Nf

przy ozyn

po przyjtoiu

K , i 5 vk,i

^e,0 = V0,0 = 1 * ^0,1 “ '•’o,! * °* ^kf1 - \ ti = °* k * 1,2,... (6.11)

^k.i = Vk,i*
po przyjęciu

0̂,0 = 0̂,0 = °* 0̂,1 * \ l  - 1> k̂.l = Vk,1 ~ °' k - 1.2,...(6.12)

6.2. Jednowymiarowe pole nieustalone - problem wewnętrzny*'̂
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Rozwiązanie jednowymiarowego problemu wewnętrznego wymaga informaoji o 
temperaturze w dwóoh węzłach powierzchniowych dla pól niesymetrycznych lub 
w Jednym węźle dla pól symetryoznyoh, Można też rozpatrywać zagadnienia 
mieszane (znana temperatura w Jednym i gęstość strumienia ciepła w dru
gim węźle). Rozwiązanie układu równań różniczkowych przyjmuje wtedy pos
tać (4.7). Współozynnlkl wyznaoza się z układu równań algebraioz-l » łP
nych typu (4.5). V tym miejscu należy jednak stwierdzić, Ze od pewnej war- 
tośoi k, układ ten staje się słabo uwarunkowany. Ogranicza to liezbę wy
razów szeregu (4.7).

PoniZej przedstawiono przykłady wyznaozania temperatury w płycie syme
trycznej i niesymetrycznej.

Przykład 1: płyta symetryozna
Rozpatrzono poniżej problem wyznaczania pola tem|»«ratury w płycie,

przedstawionej na rysunku 7 (przykład 1 w punkcie 6.l). Ronriązanie zagad
nienia wymaga informaoji o temperaturze w Jednym węźle. JeZeli dany prze
bieg temperatury (węzeł powierzchniowy), to ostateczne rozwiązanie
można przedstawić zależnością:

T i(K) ■ 2 *k,i Tik!(sr)* (6-13)
ksO

gdzie współczynniki 0k  ̂ są rozwiązaniami układów równań algebraioznych 
analogicznyoh Jak (6.6) i (6.7) « tą różnioą, że w tym przypadku

* o , » * i  = 1 1 V n+ i = 0 d l*  k = 1' 2 . (6 ’ 1ił)

ożyli wartość 1 ma zawsze zerowy współczynnik, stojący przy współczynni
ku A. , związanym ze znaną temperaturą T , a wartość 0 wszystkie k-te i ,m «
współozynnlkl, związane z Ai .

Rozwiązanie (6.13) Jest poprawne, Jeżeli tylko spełniony jest warunek 
(4.6), Łatwo można tego dowieść. Wystarozy zauważyć, że współczynniki </>k t 
są wynikiem różnioowego rozwiązania zadania typu (5.27) i (5.28). Inny do
wód zamieszozono w Dodatku C.

Można też rozpatrywać zagadnienia złożone, polegające n« równoczesnej 
ekstrapolacji i rozwiązywaniu zadań wewnętrznych. Dla Jednowymiarowych pól 
symetryoznyoh przypadek taki ma miejsce wtedy, gdy znana jest temperatura 
w dowolnym węźle wewnętrznym, nr>. Ty (por, rys. 7). Przy tak sformułowa
nym problemie najpierw rozwiązuje d.ę zagadnienie wewnętrzne, traktując vę- 
zeł J-ty tak, jak węzeł powierzchniowy, tzn. układ równań (6,l) ograni

*^Pojęcie "problem wewnętrzny" objaśniono w punkoie 5.3.
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cza się do równarf od 1 do J-1. Następnie po wyznaozenlu temperatury Tj 
można przeprowadzić ekstrapolaoJę rozwiązania do TK+1 .wykorzystując rów
nania J,J+1,...,N.

Przykład 2: płyta niesymetryczna
Di* płyty przedstawionej na rys, 8 znana Jest temperatura w węzłach O 

i N+1 (węzły powlerzobniowe)* . Rozwiązanie zagadnienia przedstawia za
leżno ić:

Ti<*> = 2 k,i ̂ k)(?) ♦ Vk i (Z)] (6.15)
k=0

Wielkości 0 ^ ^  1 “o4“* przedstawić za pomocą współozynników Vk if
spełniaJąoycb układ równań: ’

Ai,i- 1  V0,i- 1 * Ai,i V0,i + Ai,i+1 V0,i+1 * 0 (6.16)

Ai,i- 1  V k,i- 1 + Ai,i Vk,i + Ai,i+i Vk,i+i = vk_i,i (6.17)

te s 1 f •« «|
= i > 2j # # • jN|

prsy o syn

po prsyjfoiu

0k,i * Vk,i»

^0,0 = V0,0 = ’• ^0,*+1 = yo,»♦1 = 0

>k,o '  Vkf0 = 0kflI+1 *  vk ir+t = o

*k,i * ^.1-

(6.1 8)

po prayjęoiu

^OjN+l * V0,W+1 s 1 * '’o,O * *0,0 * 0 (6.19)

^k.O = V k, 0 = ̂ k ,*+1 * Vk ,»+1 * 0

“ ;T0 i Tn+ 1 ni* ■<»** tu ozoaozać temperatury otoczenia, gdyż nie spełnia 
ona postulatów stawianych termicznej odpowiedzi układu, amć własności 
tarmioznej odpowiedzi układu są wykorzystana w wykazaniu słuszności warunku (4.6).
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Dowód, Se w tym przypadku spełniony Jest warunek (4.6) można przepro
wadzić analogloznie Jak w przykładzie poprzednia.

Jeżeli dana Jest temperatura dla dwóch węzłów wewnętrznych,to najpierw 
rozwiązuje się zagadnienie wewnętrzne między tymi węzłami, a następnie z 
każdej strony ekstrapoluje się rozwiązanie aż do węzłóa powierzchniowych.

6.3. Nieustalone pole dwuwymiarowe

Przy wyznaczaniu dwuwymiarowego pola temperatury także nożna mówić o 
zagadnieniu wewnętrznym i o ekstrapolacji rozwiązania. Zagadnienie wew - 
nętrzne występuje wówozas, gdy węzły, w których temperatura Jest znana, 
tworzą -zamknięty kontur (traktuje się Je jak powierzchniowe). Vewnątrz te
go konturu znajdują się wyłąosnie węzły brzegowe lub wewnętrzne. V szcze
gólnym przypadku tym konturem może być powierzchnia zewnętrzna olała.

Ekstrapolacja rozwiązania możliwa Jest wówczas, gdy w każdym równaniu 
różniozkowynt, które zawiera termiczną odpowiedź układu, występuje tylko 
jedna nieznana funkcja, przy ozym nie może to być temperatura tego węzła, 
dla którego równanie to sporządzono. Istnieją tu jednak dalsze ogranicza
nia w doborze punktów, dla któryoh snane są przebiegi temperatury. Waru
nek, aby llozba niewiadomych była równa liczbie równań nie jest w tym przy
padku warunkiem wystarosającym i ale w każdej sytuacji możliwe jest wyzna-
ozenie wszystkich niewiadomy oh. Podobny problem zasygnalizowano w j j ł i ]  .  

Ograniozenla te zilustrowano w dalszej ozęśoi pracy przykładem dwuwymia?<v 
wego pola symetrycznego.

Rozwiązanie zadania, polegającego na wyznaczeniu pola temperatury, da
ne Jest równaniem (4.7). Poniżej przedstawiono go w trochę innej postaci. 
Obejmuje ona także przypadki omówione w punktach 6.1 i 6.2.

Wprowadza się następujące oznaczenia:
N - liozba węzłów wewnętrznych lub brzegowyoh,
L - liozfca węzłów powierzchniot/y oh,
Lp - liozba węzłów, w któryoh znana Jest temperatura, przy ozym Lp - L,

przy czym indeksy węzłów wewnętrznych lub brzegowych przybierają wartości 
1,2,...,N, zaś węzłów powierzchniowych N+1, Nf2,..., N+L.

J - macierz kolumnowa L-elemestowa, zawierająca indeksy węz*iw,dla któ
ry oh temperatura jest znana,

T - maoierz kolumnowa N-elementowa, zawierająca temperatury w węałaoh 
brzegowych lub wewnętrznych,

R - maoierz kolumnowa K-ełe«antowa, zawierająca toaporatury we wszyst
kich węzłach, przy ozym Ej s  T,, i = 1,2,...,N,

A - maoierz N x M- elementowa, saw terając a współczynniki układu ró»t~
nań różnicowych.
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Pola temperatury mo£e by6 opisane układem równań:

~5 = A H, (6.20)

Dla zapisu rozwiązania wprowadza się maoierz H  o wymiarach MxM,ukła
dającą się z podmaoierzy A 1 podmaoierzy D

( 6.21)

Maoierz D o wymiaraob L z M zawiera w ka&dym wierszu Jeden nieze- 
rowy element równy Jedności, występujący kolejno w kolumnach o indeksaoh 
odpowiadających indeksom węzłów o znanej temperaturze, tzn.:

D1 m = 1 dlu “ = Jl' 1 s 1,2,...,L,
m = 1 ,2 M (6.22)

DjłB ~ O dla m ^ J^, i = 1 ,2 ,»..,L,
m S 1 , 2 , ,  M.

Przez V.  (p a 1,2. ...,L_) oznaczono macierze kolumnowe M-elemento- **ł P Pwe, aawierająoe współozynnlkl rozwiązania zadania odwrotnego, a przez
_ macierze kolumnowe M-elementowe, przy czym macierze P_ zawiera-o# pJą elementy zerowe z wyjątkiem elementn N + p, który Jest równy 1, ma4 

dla maoierzy p (k > O), pierwszyoh N elementów równyob Jest kolejno
pierwszym N elementom maoierzy V k-1 p, a pozostałe są równe zero, tzn.

V k,P ‘ [Vk,p,1> \,p,2» Vk,p,i***-»V k,p,M] , <6-23)

k,p = [Pk,p,1* Pk,p,2.....  Pk,p,i"” >Pk,p,M] ' (6.24)V?

priy 0 17a
P0,p,i = 0 dl* 1 t H+p> p = 1<2 Lp' (6,25)

i = 1,2 M
P0,p,p+ir = 1* p =  1 ,2*--*>Lp»

Pk,p,i * "^k-l ,p,i dla 1 * 1 ,2,...,*,

\Tl.J oznaoza operaoję traosponowaaia.
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Pk „ ł = 0 k,p,i dla i = H+1, N+2,...,M,

dla p ■ 1 ,2,...,Lp 

k s 1 ,2 ,...

Rozwiązanie zagadnienia mote być przedstawione zaletnoioią (przy warunku 
koniecznym N = H - L)

T(ł)
k=0
2  2  V p TiI)(r)' (6.2 6)

gdzie maoierze kolumnowe f̂k p spełniają układy równań algebraicznych

H Yk,p = Pk,p- 0,1,2,..., P = ^,2,...,Ł* (6.27)

Badająo rząd maoierzy B, motna stwierdzić, ozy istnieje rozwiązanie 
problesu.

Dla zadania ekstrapolao Jl wskaźnik K = N (dla k > N  macierze V k p=®^ 
Zadanie to zilustrowano przykładem dwuwymiarowego pola symetryoznego.

Przykład 1 : dwuwymiarowe pole symetryozne
Dla płyty przedstawionej na rys. 9 

węzły 5,1 ,2 ,3,8 le£ą w oei symetrii,C O węzły od 1 do 4 są węzłami wewnętrzny
mi (lub brzegowymi), a od 5 do 8 -
powierzchniowymi. V przykładzie zatem 
N = 4, L = 4 i M = 8. Motna zapisać 
H = 4 równania rótniozkowe w postaol:

OT,
TT m An  T1 + *12 T2 +

♦ Al4 t4 + Ai5 T5*
Rys. 9. Symetryczna płyta dwuwy

miarowa (6.28)
" 2
aT" = A21 T 1 + A22 T2 + A23 T 3’

dT-
d? = A32 T2 + A33 T3 + A34 T4 + A38 T8*

dT4
a7~ = a41 T1 + a43 T3 + A44 t4 * A46 T6 + A47 T7
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lab w zapisie macierzowym

f  = AR

Hieeh dana jest temperatura w węzłach 5,1 ,2,3. Liczba niewiadomych Jejt 
równa liozbie nównań, ale Jak łatwo zauważyć, nie Jest możliwe wyznacze
nie wsaystkioh temperatur.

Można obliczyć a pierwszego równania Tjj, z trzeciego Tg, ale pozos
tają Tg i Ty. Przy większej liozbic węzłów okazałoby się, że przy tak za
danych wielkościach nie Jest możliwe wyznaczenie temperatury dla węzłów 
leżąoyob poza prostą, łąoząoą skrajne węzły powierzchniowe (tu: 5 i 8),
Wynika to stąd, że na przykład w drugim równaniu układu (6.28) występują 
wyłąoznie wielkości dane i tym samym jest ono nieprzydatne. Poza tym w 
ozwartym równaniu występują dwa węzły powierzchniowe.

Zadanie to może być natomiast rozwiązane, jeżeli dane są np. T, , T„ 
Tj, Tg. Tak sformułowane zadanie przypomina problem opisywany 
5.7 (skstrapolaoJa wzdłuż jednej współrzędnej).

Na podstawie powyższych rozważań można stwierdzić, że ekstrapolacja roz
wiązania wymaga znajomości temperatury w pewnej liozbie węzłów powierz
chniowych (tu: w połowie). Nie może też wystąpić w jednym równaniu więoej 
niż Jedna nieznana temperatura w węźle powierzchniowym, W ogólnym przypad
ku należy badać raąd macierzy H((6.2t)).

np.
w

1 » *2' 
punk oie

Dla povządku zostaną zapisane Jeszoze macierze kolumnowe 9, T, R, P
oraz aaolarze A I D  (dla danyoh T1• T2 ’ T,):

fc.P

JT = [i, 2, 5, 6] ,

TT *  [T t , Tg, T3, T j ,

® = Ct, , T2, T j , Tu, . . . s T^, TgJ

(6.29)

(6.30) 

(6.31)

a =

A X
A1f . .. , A1g

*41. •••» *48

'1. 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
o, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0
o, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0

0, o o o o 0

( 6. 32 )

(6.33)
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p j^  = [o, O, O, O, 1 , O, O, o]
(6.34)

po,4 “ t°* °* 0...... °> ^

C,1 = t^k-1,1,1* V k-1,1,2...... y k-tf1,4> 0 ....... °]

k ,4 * Efk-1 ,4,1* Vk-1,4,2> V k-1,4,4* 0......°J *

Ostateoznle np.:
4 4

* 2  2  vk,p,4Ti ^ ^ '
k=0 p=1

(6.35)

(6.3 6)

Rozwiązanie zadania wewnętrznego przedstawia równanie (4.7)*'1. Można Je 
także przedstawić zależnośoią (6.26), m tym że teraz K-<*. Zilustrowano 
Je przykładem pola symetryoznego.

Przykład 2 : dwuwymiarowe pole symetryczne.
W przykładzie tym wykorzystano oznaczenia z przypadku 1 tego punktu 

(por. rys. 9). Dla zagadnienia wewnętrznego dane są temperatury Tj, Tg,T7 , 
Tg, t*n.

N s 4, L = 4, M = 8,

3T = 6 , 6, 7, 8] .

Macierz B przedstawia się następująco:

O, O, O, O, 1, o, o, o
O, O, O, O, O, 1, O, o

D =
O, O, 0 ,  O, 0 ,  O, 1, o
O, O, O, O, O, O, O, 1

*>Prwr ograniczeniach związanych z rozwiązywaniem układów (4.5) - P°r<
punkt 6.2.
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Macior» A aa postać analogiczną jak (6.32), Moierze kolumnowo T  jafc 
(6.30), JR - (6.3l), - (6.3**), Pjj p - (6.35), a przykładowa temperatu
ra Tjj(?) - (6.36), z tym te k-»«o.

Poprawność warunku (*1.6) motna wykazać w sposób analogiczny Jak dla po
la jednowymiarowego, tzn. najpierw ekatrapolaoJa (przykład i), a potera za
danie wewnętrzne (przykład 2). Przedstawiono ten sposób w Dodatku C.

7 . USTALONE PRZEWODZENIE CIEPŁA

7.1. Sformułowanie zagadnienia

Rozpatrywany w tym rozdziale problem polega na wyznaczeniu ustalonego 
dwuwymiarowego pola temperatury, opisywanego równaniem Laplaoe'a

s2t ^ r- 1  ot s2t _ n
^  ♦ TT 0S ♦ s? ° ’

gdzie r = 1 dla płyty i r = 2 dla walca* \
Równanie (7.l) rozwiązuje się przy warunkach brzegowych

F,(Y) = TA(XłtY) = T(X,Y) dla X = X,

F2(y ) . TA(X2,Y) X T(X,Y) dla X = X2

(7.1)

(7.2)

lub
rt(r) = TA(Xr Y) = T(X,Y) dla X « X,,

F2(Y) > Q2(X2,Y) «= - 8T/BX dla X * X2
(7.3)

Zmienne bezwymiarowe T, Q, X i Y są zdefiniowane tak, Jak w punkcie 5.1 
1 5.7 (por. rys. 6). Funkcje TA 1 QA spełniają postulaty stawiane ter
micznej odpowiedzi układu.

Nie będą natomiast szczegółowo r#zpatrywane przypadki, gdy dana Jest 
termiozna odpowiedź wzdłuż osi X, tzn. F^(x) (p = 1,2).

7.2. Rozwiązanie ogólne zagadnienia

Do rozwiązania problemu (7.1 ), (7.2) lub (7.3) wykorzystano metody opi
sane w rozdziale U (por. [22] ).

Analizę ograniczono do pól dwuwymiarowych, ohoclat motna Ją uogólnić na 
pola trójwymiarowe. Dla walca współrzędna X oznacza współrzędną pro
mieniową.
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V ty» salw aaltnky aastosować do równani« (7.1 ) skończoną transformatoJę 
całkową. Otrzymuje alf

d2f
— ji ł , . -  ( X - 1 w1 |f)

2 , dv.
♦ ( X "  T 33-) (7.4)

1 ■ 1,2,...

Wartaóol własne ^  i foskoje właaoa aą rozwiązaniami zagadnienia
Storma - Liowwille'a

 1 d /_r-1 dTl\ . „2
35 (x a r 0 *

m 0 dla X ■ Xff

0, (7.5)

(7.6)

dla waraoków (7.2 )

0 dla I » Ij

v. = 0 dla X s X,
(7.7)

a r  - -o " »  x - *2

dla warunków (7.3).
Wprowadza Jąo aatlcri kolumnową 1, zdefiniowaną

“ 21 -1

dft
Z21 “ ST'

otrijnmjeiŁ; okład równań (7.1*) * paataol (ł.l) 

^  »  C *  + 8 , 7 , ( y )  + B j F j ( r ) ,

(7.8)

(7.9)

gdale przez BjFjfT) * BjFjCł) oaoasaano 87wbeliomnie prawą stronę okładu 
(7.4).

łfaolera C aot* być aaplsaaa Ba paaosą poditaleri} C^, o wymiarach 
2 z 2, położonych aa głównej prwkftatj, tan.

(7.10)
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Sdale:
0, 1 

0
(7.11)

Macierze kolumnowe B, 1 Bj można także przedstawić aa ponoć% dwualsmen- 
towyoh podmaclerzy kolumnowyoh w postaci

B P.r 0

B p »
®P,2• • • O

’
P= 1,2 , -P,i-

P * 1»2,
_ p, 1. 1 * 1,2,...

(7.12)

gdzie szczegółowa postać Bp Ł zależy od rodnaJa warunków brzegowyeh.
Rózwiązanle układu równań (7.9) może być przedstawiane w pastael (U.7 ), 

Jeżeli tylko słuszny Jest warunek (4.6).

*(t) " 2  ̂ k,i Fik)(r) ♦ 4>k 2 F^k)(T)] ,
k>0 *•* 2

f ^ ( t )  s ak r /ark.
gdzie

(7.13)

Maolerze kolumnowe _ można także przedstawić aa pomooą dwuelemento-t£ f p
wyob podmaolerzy kolumnowych

ht.p
^k,p,1 ^k.P.l

S ♦k,p,l *
^k,p,2 — • • • _ *k,p,l

(7.1^)

Z uwagi na to, że poszukiwane są funkcje Tj, a zatem Z , Interesu» 
jąoe aą tylko współozynnlki pfi*^» 21 *
Macierze <f. apełnlają układy równań (*(.5). Łatwo zauważyć, * 0 skoro K »P

r-(2k*l).

,-2k

0,

'/A*-

0,

1/^ik+2

(7.15)

’ // l*

" ’współozynnlki łY _ 4 związane są z pochodnymi df./dy.K»F»1 Ł
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to

^2k+1 p,i 3 p = ^  ̂= »•

Transformaty są n t e a  funkojami tyllco parzystych pochodnych fun
kcji Fp.

Z powyższych rozważań wynika, że rozwiązania zagadnienia nie wymaga 
sformułowania warunków brzegowych na powlerzohniaoh Y s O l  Y = D = b/c
(por. rys.6).

Podobnie Jak dla Jednowymiarowego pola nieustalonego saożna wyznaczyć 
sumy

<tT V, (7.17)k,p

gdzie macierz kolumnowa V  zawiera unormowane funkcje własne.
V dalszej ozęóol pracy rozpatrzono rozwiązania szczegółowe dla typo

wych przypadków.

7.3. Patalone pole nleaymetryozne - dane rozkłady temperatury

V rozpatrywanym poniżej przypadku termlozoa odpowiedź układu dana Jest 
w postaci warunków (7.8). Elementy macierzy kolumnowych B p mają postać:

B, t ■ - Xr_1 dTj/dl dla X * X,,

B2 ± b - Xr_1 dr1/dX dla X * Xj.

¥ wyniku retransformacjl samy (7.17) elemanty <t>. . przekształcają się
Kf P* 1w ciąg funkcji Y ki której argumentami są współmzędae X,X.,,X2. Oatatecz- 

nle rozwiązanie otrzymuje alf w poataol:

T(X,Y) - 2  [V2k(X,X,,X8)F52,t)(Y) ♦ (7.18)
kmO

Funkoje Y k(X,P,R) spełniają następujący oląg równań różnlozkowyoh zwyczaj
ny oh 1 warunków brzegowyoh:

T T T  S (xT”1 aST* * °. V 0 (X,P,R) = 1 dla X ■ P,
Y0(x,P,H) . 0  dla X = R, 

.........................   (7.19)
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<SV
_J  5_(x1'-1 TET* + V2k-2 = °’ Y2k(x,P,R) = 0  dla X = P,
Xr"1 dX " (7.20)

Y#k(x,PtR) = 0  dla X = R.

PoniewaZ w rozwiązaniu (7.18) nie występują już funkoje własne zagad
nienia brzegowego, to może być ono ekstrapolowane poza przedział X ^  X<X^ 
i obowiązuje dla całej objętoóol ciała, gdzie słuszne jest równanie (7.1). 
Punkty X. i X2 mogą być przyjmowane dowolnie, a w szczególnym przypadku 
mogą znajdować się takte na powierzchni zewnętrznej olała (zagadnienie wew
nętrzne), jeżeli tylko temperatura tej powierzchni spełnia postulaty sta
wiane termicznej odpowiedzi układu. Jeżeli punkty X( 1 Xj leżą na po
wierzchni zewnętrznej, to nie jest to równoważne rozwiązywaniu klasyozne- 
go zagadnienia brzegowego z warunkami brzegowymi I rodzaju, gdyż równanie
(7.18) nie wymaga sformułowania warunków brzegowych na powlerzohniaoh Y=0 
i Y=B, Dowód na możliwość ekstrapolaoJ1 rozwiązania prowadzi się analogi
cznie, Jak dowód na możliwość ekstrapolaoJi rozwiązania dla Jednowymiaro
wego pola nieustalonego (por. Dodatek B),

Wyznaczenie dwuwymiarowego pola niesyiaetryoznego wymaga zatem informa
cji o rozkładzie temperatzry wzdłuż współrzędnej Y dla dowolnie ustalo- 
nyoh dwóch współrzędnyoh X( i Xg.
Mówiąc Inaczej, jeżeli poszukuje się rozkładu temperatury wzdłuż obranej 
prostej I t t|, tzn. T(X,Yj), to wystarcza informaoja o uartośoi tempe
ratury i Jej pochodnych względem Y dla dwóob dowolnie wybranych punktów
(x^t) 1 (x2,y1).

Poqiżej przedstawiono przykład rozwiązania zadania dla płyty,
Przykład: płyta nlesymetryozBa

Funkoje Yk(X,P,R) określone są równaniami:

t „ f Tr2(k-n)+1 „2(k-n) 'j
Y2k(x,p,R) = (-i)k y  (-1)“ J a Ł  —  b  r—l  ,
2lt .fo | D [2(k-n)+lJ ! ° fe(k-nll IJ

(7.21)

gdzie:

Ak = “

Aq * 1/AX, BQ = R/AX, AX = P - R,

■i)*»1 k̂ \  .sn [. - R2U-n) + 1 p2(k-n), H2(lc-n)]
” 1^ 0  1 ° &(k-n)+l] I n [2 (k-nU I J

(7.S

J 4 ( . d - a p2(k-o)-1 y t ^  ń * ż L l
| n? 0  “ &̂ -n)+l] I nc0 ° [2(k-o)] ljBk . (-1)
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Poprawność formuł (7.21 ) i (7222) można wykazać metodą lndukoji mate- 
matyoznej (por. punkt 5.3). Poprawność warunku (4.6) wykazano w Dodatku D,

7.4. Ustalone pole nloaymetryozne - warunki mieszano

Rozpatrzono poniżej zadanie wyznaczenia pola temperatury z warunkami v 
poataol (7.3). Celem uzyskania rozwiązania przeprowadza się analogiozne 
rozonowanie, Jak w punkoie 7.3.
Ostateoanle otrzymuje się:

T(X,T) » 2 [v2k(X,X1fX2)F52k)(Y) + 02k(X,X2,X1)Fj2lt)(Y)] (7.23)
ksO

Funkoje V2k(x ,x l ,X2 ) spełniają o ląg równali

d2vo . r-1 dV0
dX2 + X dX = °* 0̂ = 1 dlB X = X1 >

dV0• -jj = 0 dla X = X2
(7.24)

ffi2* + £zi -jjr + V2k 2 = O, V2k . 0  dla X a X, (7.25)
dX X

dVftIr
1 <̂ "11 ss 0 <31© X a Xg,

aać funkcje <t>2k(x,x2,x^)

d*<Pn . d<p
* T T  d5T * $ 0  = 0 dla x = X1 (7.26)OA

«<P0
-3? = 1 dl* x - x*

d »2k ; r^1 d<̂ 2k
+ ~7nr * 02k-2 “ ° ’ ^2k 0 0  dl* x s x, (7.27)

d̂ )2k = 0  dla X « X2
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Rozwiązanie (7.23) charakteryzuje się analogicznymi właściwościami, Jak
(7.18), tzn. punkty Xj i X2 mogą być wybrane dowolnie oraz rozwiązanie 
■ols być ekstrapolowane poza przedział Xf < X < X2. V tym przypadku aot- 
na takie przyjmować X, = Xj. Poniżej przedstawiono przykład rozwiązania 
sadania dla płyty.

Przykład: płyta niesymetryozna
Funkoje Vk(x,P,R) dane są zależnościami:

(7.28)
JL . f v2(k-n)+1 2{k-n)

V2 k(x,p,R) = 2  (-1) HA„ 7 - 7  T T - + Bo T 7  vT~2k " 0 L2(k-n) + lj I 0 [2(k-n)J !

gdzie:

A0 * °* B0 = ’•

Ak * 2 ( - o kłn-
nsO

1 L  R_a ( k - p ) _  , D  H a ( t e - n ) - 1 1  ( 7  2 0 )

n k(k-n)] I ° [2(k-n)-{] ij
I

B = y (_0 k+n-1 JA P2(k-°)ł1 , „ P2(k-°) 1 A p
k « 0  \  " 6(k-»)+0 I ° [2(k-o)]lJ k

■aś funkoje $2k(x,P.R) wyrażają się tymi samymi zależnościami, z tym że 
należy przyjąć

A0 » 1, B0 = - R. (7.30)

7.5. Ustalone pole dwnwymiarowe symetryozne względem osi Y

Ustalone pole symetryozne względem osi Y jest szczególnym przypadkiem 
zadania rozpatrywanego w punkoie 7.4. Jeżeli oś symetrii określona Jest 
«spólrzędną X m 0, to Q(0,Y) = O 1 rozwiązanie przyjmuje postać:

T(X,Y) x 2  V 2k(X«X1)F12k)(Y)' (7.31)
ksO

gdzie

F,(y) - T(X 1 fY).
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Wyznaczenie pola temperatury wymaga zatem informacji o rozkładzie tempe
ratury wzdłuż osi Y dla Jednego wybranego punktu X » X f. Pukt ten noże 
być wybrany dowolnie i możliwa Jest także ekstrapolaoja rozwiązania poza 
przedział O O  (

Rozwiązania szczegółowe:
p ł y t a  VQ = 1

V2k(x ,j ,) = (-1)* {*2k k-’ X2(k-n)
r _ 7 T  - 2  (- l)D

nsO [2(k-n)J I 2n
(7.32)

waleo Y0 = 1

V2k(x,x
[ 22.42... (2k)'

k-1
-

nsO

x2(k-n)

22.42... f2(k-n)j 8 Van

(7.33)

7.6. Uwagi o przypadkach, dla któryob elementy macierzy C nie są 
stałe

Jeżeli teraiozna odpowiedź układu jest sformułowana w postaci warunków 
(7.2) lub (7.3), to elementy maolerzy C ((7.10)), powstałej w wyniku 
stransformowania równania (7.l) są stałe. V rezultacie wyznaozenie współ
czynników <t>. nie nastręoza żadnych trudnośoi. Inaczej przedstawia się 1 k, pproblem, gdy zadana jest termiczna odpowiedz układu wzdłuż osi X dla geo
metrii walcowej.

Transformując równanie (7.l) względem współrzędnej Y» otrzymuje się 
maolerz C, której elementy aą funkojami X. Układ równali różniozkowych 
(7.9) zawiera zmienne współozynnikl i jego rozwiązanie, choć możliwe, stwa
rza duże trudności raohunkowe.

Przy warunkaob (7.2) lub (7.3) i po podatawienlaoh (7.8) otrzymuje się 
następującą postać tego układu

= C* + + B2r 2( x ) . (7.J4)

Macierz C noże być przedstawiona jako

C s
c,. 0 , o,
0 , C., ®, (7.35)

- .'9 -

gdzie
0,

(7.36)
f f  -’A

a macierze kolumnowe B, 1 B„ mają poetać analogicsną jak (7.12). Rozwią
zanie układu (7.34) nie może być przedstawione za pomocą formuły (4.2). 
Można je natomiast Zapisać jako

X
z  «  e ( x , x 0 ) * 0 ♦ j* e ( x ,u )  [ b ^ M  ♦ b 2f2(u )] du, (7.37) 

xo
gdzie maolerz 8(X,X0 ) Jest rozwiązaniem układa równarf różalozkowyob

d e(x,x0 )
— 35- 2- « c e(x,x0 ), '7.38)

prasy oz?n

8(X0, XQ ) . I, (7.39)

gdzie X Jest maoiersą jednostkową
Problem sprowadza się teraz do rozwiązywania równań układu (7-38), któ

re są równaniami Bessela. Przedstawiając

• a
• ®łt o» ...

o , e •, ...

otrzymuje się:

® i(x.x0) « i r

■- * Ko^Jii^iZo)] ,

-Io W x)Ko W xo ) + *o<rixK (rixo)

- A  l?i (̂ ix)Ki V  - Ki {/iix)li w v l

- n  &1 W l)Ko(A V  + *1 W x)lo W xo>l - 

w0 = "^1 ( 5 o W X0''K1 ̂ i X0^ +

gdzie I0,K0 ,I1,K1 są aaodyfikowanyml funkcjami Basesla.

“ ^Kolejne wiersze przedstawiają następujące elementy maoierzy
•t:(l,l)(l,2)(2fl)(2,2).
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C i U o m n l t  t « r u  równania (7.37)» oboolaż teoretycznie możliwe, pra
ktycznie z uwagi na skomplikowaną postać rozwiązania czyni ten rezultat 
bezwartościowym.
Najrozsądniejszym rozwiązaniem wydaje się w takiej sytnaoji nuoeryoin« 
sfor Miłowanie problem prasa dyskretyzao ję poohodnej S*T/ 8Y2. Przykład 
rozwiązania problem w ten sposób zdyskretyzowsnego przedstawiono w punk
oie 7.8.

7.7. Rozwiązanie zadań ustalonego przewodzenia olepla sformułowanych 
numeryoanle

Zadania dla ustalonego pola temperatury, sformułowane numerycznie, no
gą być rozwiązywane przy wykorzystaniu metody opisanej w rozdziale k. W 
szczególnym przypadku, gdy wystarozy dyakretyzaoJa tylko jednej poobodnsj, 
można wprost zaadaptować metody opisane w rozdziale 6. Dlatego nie będą 
one przedmiotem azozegółowyoh rozważać w tej praoy. Przykład takiego roz
wiązania przedstawiono w punkoie 7.8. Nieliniowe zadania astalonego prze
wodzenia oiepla, w przypadku gdy współczynnik przewodzenia olepla Jest 
funkeją temperatury, można sprowadzić do zagadnień liniowyoh przez zasto- 
sowanle przekształoen&a Klrohhoffa

u m J X(t )dt
*n

Katoda opisana w rozdziale <ł wymaga, by przynajmniej jedna nalsnna by
ła traktowana jako zmienna olągła. Ponadto rozwiązanie zadania wymaga in
formacji o odpowiedniej liozbie dyakretnyoh wartości tej zmiennej, apro- 
ksymowanyoh następnie funkcją eląglą. Zadania, w których wymagana jest dy- 
skretyzaoja wszystkich poohodnyoh wymagają odmiennego podejśoia. Można tu 
wykorzystać pewne elementy metody opleanej w [ai] . Z uwagi na tę odmien
ność, nie aą te zadania przedmiotem rozważań w niniejszej praoy.

i
7.8. Vyznaozaale przebiegu Izoterm w trzonie wielkiego pleoa .lako roz

wiązanie — dania odwrotnego

Obliozenia cieplne trzonów wlelkloh pieoów były przedmiotem lioznyoh 
prao badawozyoh, prowadzonyoh w Instytuoie Teohnlkl Cieplnej Pollteohnlkl. 
Śląskiej (por. praoe oytowane w [25] ). Obliozenia te polegały na wyznaoze- 
nln przebiegu izoterm w wyłożeniu węglowym trzonu przy zadanej konstruk- 
oji wyłożenia oraz zadanym syatemie ohłodzenla. Mimo założeń upraszozają- 
oyoh, uzyskane wyniki dość dobrze zgadzały alf z wynikami pomiarów tempe
ratury w wybranyoh punktaoh wyłożenia. Obllomenia te pozwalały w apoaób 
optymalny dobrać kształt kotliny pierwotnej, akład waratw materiałowych
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itp. Jednakże w okresie eksploataoji pleoa pojawiają się oddziaływania, 
których nie można było uwzględnić w modelu teoretycznym. Przede wszystkim 
w czasie spustu następują silne zawirowania surówki w garzs, nie tylko zmie
niające warunki wymiany olepla, ale także powodująoe meohaniozne wypłuki
wanie warstw wyłożenia. Pogarszają się również warunki oblodzenia zewnę
trznego wskutek powstawania osadów. Wszystko to powoduje, że istnieje po
trzeba bleżąoej kontroli stanu wykładziny, gdyż stan ten w poważnym stop
niu determinuje długość okresu praoy pieca między kolojnyml remontami.Zwy
kle kontrolę tę przeprowadza się w ten sposób, że w dowolny na ogół dość 
przypadkowy sposób rozmieszcza się wewnątrz wyłożenia termoelementy i ob
serwuje ich wskazania. Obserwacje te dają Jedynie przybliżony obraz stanu 
wykładziny. W oparoiu o rozwiązanie odwrotnego zagadnienia przewodzenia 
ciepła istnieje możliwość bardziej precyzyjnego określenia pola temperatu
ry. Wulżej przedstawiono taką konoepoję.

Załbżone, że pole temperatury w wyłożeniu jest polem ustalonym (00 rze
czywiście ma miejsce w dłuższych okresaob ozasu) oraz osiowo-symetryoznym, 
gdzie osią symetrii Jest oś trzonu. Postulat ten w pewnej odległości od 
dna trzonu i od osi otworu spustowego Jest spełniony. Można zresztą uogól
nić metodę na przypadek braku symetrii. Natomiast pole temperatury Jest 
niesymetryczne względem osi otworów spustowych. Rozwiązanie zadania od
wrotnego wymaga zatem lnformaoji o termloanej odpowiedzi układu w dwóob 
plaszozyznaoh prostopadłyoh do osi trzonu. Mogą to być informtaoje o tem
peraturach bądź o strumieniach otępia. Ze względów teohnologloznyob (umie
szczenie termoelementów) płaszczyzny te powinny znajdować się blisko sie
bie i najlepiej w obrębie pierwszej warstwy bloków wyłożenia. W dalszej 
ozęśoi -przyjęto, że znana jest temperatura na dwóoh płaszczyznach, odpo- 
wiadająoyoh kolejnym warstwom podziału różnioowego trzonu.

Przebieg izoterm w wyłożeniu upoważnia także do przyjęcia założenia, 
że w równaniu przewodzenia oiepła niezbędna Jest dyskrstyzaoJa tylko jed
nej poobodnej cząstkowej, o ile poszukuje się rozkładu temperatury tylko 
w samym wyłożeniu, aż do momentu pojawienia się ciekłej surówki. ObsKZr ten 
zaznaosono na rys. 10. Postępowanie to Jest uzasadnione także tym, ż« wy
znaczenie Izoterm w ciekłej surówce wobec występowania ruchów konwekcyj
ny oh, Jest praktycznie nieoelowe.

Wyłożenie węglowe trzonu podzielono płaszczyznami prostopadłymi do osi 
trzonu, otrzymująo układ waratw, odpowiadających podziałowi różnicowemu. 
BIa każdej warstwy można sporządzić bilans energii, co przy uwzględnieniu 
ostatniego z przyjętych założeń daje układ równań w postaci:

i ~ ? , 3,»». >
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os irzo nu

Sya. 10. G*OMtria trzonu wielkiego pieoa

gdzie: A Ay
Ai fM “ * / ( \ t  * 5̂®))» ■ * 4-i,i+if

* 1 .1 " Âl,i-1 + *1,1+1

„2 _ « S  A 1 " i
v T l“ 1 7  + * * r -

P r w i  Xyl oznaczono współczynnik przewodzenia ciepła i-tej wara tiry w 
kierunku proaieniowys, a - « kierunku oalowya. Zgodnie z przy jętymi 
nłotoaiaai wepółozynnikl ts saohowują stałą «artoii w obrębi« Jednej w 
warstwy, wy s na o s o d ą dla óredniej taaiparatnry waratwy. Ponadto

OT,
dla (7.41)

Jofteli dane aą teaparatury dl# dw6oh pierwazyob waratw różnioowyoh,tan. 
Tf(z) i Tg(x), to rozwiązanie okładu równań (7.40) aote by6 prnedatawione 
w poataeit I-I

T i ( x )  -  2  ^ 2 k , l  + V 2 k ,l  V 8l^r2U ) ,  (7 .4 8 )
k*0
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gdzie:
V° T * T,

V 2k T * v a(v2k“aT), k . 2,3,...,

*0,1  *  * '  ^0,2 B ° »  *2k,1 ■ ° *  02k,2 ■ °*

^0,1+1 ■ " W , i - 1  ^0,i-1 * Al,i ^ 0 , i ^ Alfl+1.

^2k,l+1 " “^2k-2,i + Ai,i ^2k,i + Ai,i-1 ^2k,i-1)/Alfl+1

V0 , l  *  ° t  Yo,2  *  1* V2k,1 *  ° *  V2k,2 “  °*

k 8 1t2|•••|
i = 2,3,...,N-1,

zad V 0 Ł+1 i V2k t+, wyznaoza alf ze wzorów analogioznyob, jak $

1 $2k,i+1*

Poataó rozwiązania (7.42) wynika z rozważań podobnyob do tyob, 
przeprowadzono w punkoie 6.1. dla zadania akatrapolaoji.

0 ,1+1 * 

jakie
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8. UWAGI O PROBLEMACH OBLICZENIOWYCH

Do podstawowych problemów, jakie napotyka się przy obliczeńiaoh licz- 
bowyoh opartyoh na wzoraoh opiaanyoh w poprzednich rozdziałach należą: 
obliozanie pochodnych 1 całkowanie termicznej odpowiedzi układu. Informa- 
oja o przebiegu temperatury lub gęstośoi strumienia ciepła w wybranyoh pun
ktach olała dana Jest w postaci dyskretnyoh wartośoi, dodatkowo obarczo- 
nyoh błędami wyników pomiaru. Przedstawione poniżej metody mają tylko cha
rakter pewnych propozyojl i należy podkreślić, Ze nie są to metody opty
malne w każdym przypadku.

8.1. Obliozanie poohodnyoh  termlozne.1 odpowiedzi układu

W literaturze znaleźć można rozmaite propozycje obliczania poohodnyoh 
funkoji zadanyoh dyskretnie. Problem Jest o tyle istotny, że różniczko
wanie funkcji obarozonej błędami daje na ogól niestabilne wyniki llozbowe. 
Poniżej opisano niektóre z tyoh metod.

8.1.1. Wykorzystanie wielomianów algebraicznych
Najbardziej uniwersalną jest metoda polegająoa na aproksymaoji zbioru 

danyob wielomianem, a następnie różnlozkowaniu tego wielomianu. V najpro
stszym przypadku mogą to być wielomiany algebralozne. Dodatkowo przyjętp, 
że krok próbkowania, tzo. przedział ozasowy między kolejnymi informacjami 
o termicznej odpowiedzi układu dla stanów nieustalonych lub kolejnymi put>> 
ktami dla stanów ustalonyoh jest stały. Przyjęto zatem, że dane zbiera 
się dla

a^-2h, S j - h ,  s,j, "j+h, Sj+2h, ..., (8,1)

gdzie e . odpowiada wybranemu momentowi oaasowemu dla zadań nieustalo-Jery oh lub punktowi Y dla zadań ustalonyoh.
Przy rozwiązywaniu nieustalonych zadań przewodzenia ciepła z każdym no

wym momentem o zasowym dochodzi nowa informaoja. Oznaoza to, że z każdym mo
mentem czasowym należy wyznaozyć nowy wielomiap, a właśo iwie Jego współ
czynniki. Poza tym jest istotne, aby dla rozpatrywanego momentu ozasowe- 
go j wykorzystywać do konstrukcji wielomianu informaoja o termicznej od
powiedzi układu dla momentów poprzedzająoyoh, tj.

J, J—1, j"2, •••» J*^fi (8.2 )

przy czym wartość 1^ powinna być tak dobrana, aby otrzymany wielomian raj 
lepiej aprokaymovał zbiór punktów. Nie powinno Lp przyjmować zbyt du
żych wartośoi, gdyż wpływ daleko od j odległyoh punktów Jest już na 
kształt wielomianu znikomy. Zatem dla stanów nieustalonych oharakterysty- 
ozne Jest "kroczenie" wielomianu wraz z kolejnymi momentami czasowymi. 
Przedstawiono to na rys. 11. Na rys. 11 1,2... oznaczają kolejne momenty 
czasowe, a w^, w^,... wielomiany aproksymująoe zbiór punktów, oparte w 
tym przypadku na Lj.. = 4 punktaoh. Jeżeli przyjąć warunek (8.2), to wy zna
czenie pola temperatury Jest możliwe dopiero od J >Lp.

Podobne "kroozenle" występuje także dla stanów ustalonyoh. Wynika to 
stąd, że wielomian najlepiej aproksymuje zbiór punktów w okolicy central
nego węzła aproksymacji. Stąd tak powinno się go dobierać, aby rozpatrywać 
ny punkt Yj był punktem oentralnym.

u*
Hi

Ul

/ 2 3 4 5 6 7 8 ••• j osc/osu

Rys. 11. Konstruowanie wielomianu dla stanów nieustalonyoh
•
Obliozanie współocynnlków wielomianu, wyznaozonyoh przy użyolu metody 

najmniejszyoh kwadratów, prowadzi do rozwiązywania układu równań algebra- 
ioznyoh. Jeżeli następuJfe^wspomiany wyżej efekt "kroozenia”, to dla każ
dej nowej wartośoi J należałoby rozwiązywać układ równań. Można tego u- 
niknąć przez przyjęcie wielomianu w szozególnej postaci

2
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Jak łatwo wykazać (por. &5] ) współozynniki ajj są Holową kombinacją 
wartośoi funkcji F(s)*^ w punktaoh (8.1 ) i mogą być »spisana w postaol:

W i
ak = 2 _ ]  Bkfl F(d ♦ 1 - L, - 1), (8.5)

1=1
gdzie oznaozooo

F(j) 5

eaś dane zbiera się dla punkt6w

(8.6)
Pr*y przyjęoiu wielomianu w postaol (8.3) ora* repreaentaoJ1 wepółozyi*- 

olków w postaol (8.5 ) *!'położy i ^ spełniają aaatępująoe układy
równań:

*1 B1 “ Pl* 1 - 1 . * ....  L, ♦ Ł, ♦ 1,

gdzie eleaenty maoisrzy Aj można przedstawić w postaol:

L1+L2+1
A1 m 1 = y .  (a-L.j-1),,”,. * c 1.2,... Qł+1

(S .7 )

Qs1
Lj +Lj+1 QT+n-1

k
r  1 +SB-1

M y  (o-Ł.-l) . ® = 2,3....Qł+1tqL+i.i 1№  1
(8.8)

An,»,l E \»-1,me1,l»   ^
os ss

macierze kolumnowo

B1 “ CB1,1» B2,l'*'*» BQl+1 ,l] ’ <P" 9)

macierze kolumnowe

PX-f^tP1,l« P2,l'* ** ,PQ? >1,1J (8.10)

* ^Wielomian g(s) aproksymuje zadaną dyskretni* funkoję F(s) 
**^Dla stanów nieustalonych, przy warunku (5.2) Lj = O.
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przy czym

P, j  * 1, (8.11)

Pk,l ■ (l “ Ł, - l)k~ \  h = 2,3....,Ql  ♦ 1,

a Qł  Jest stopniem wielomianu.
Ostateoznle

L^Uj+1
F(k^(j)ai g(k)(j) = y -1 Bk+, jF^+l - L,-l), k = 0,1...,Kh \ J *

1 (8.12)

gdzie
K ^ L

Postać (8.12) Jest o tyle dogodna, że w odróżnieniu od klasyoznej me
tody najmnlejszyob kwadratów, współczynniki B^ nie zależą od wartości 
funkoji 1 przy ustalonym Lj 1 L,, wystarczy tylko raz rozwiązać układy 
równań (8.7).

Przedstawiona powyżej metoda obliczania poohodnyoh ma, Jak Już wspom
niano, tylko charakter propozyojl. Jest ona dość uniwersalna, ale charak
teryzuje się wieloma ograniozenlami dotyoząoymi mp. minimalnej wartości h, 
maksymalnej wartośoi QL oraz L| 1 L2. Są to wielkości determinowane 
m.ln. stabilnością rozwiązań układu równań (8.7 ). W szozególnyoh przypad
kach obliozanie poobodnyoh musi być dokonywane w inny sposób, np. para*« 
przyjęcie innej bazy wielomianów lub wręoz innej postaol funkoji aporoksy- 
mującej zbiór punktów. Wielomiany algebralozne są stosowane najczęściej, 
ponieważ zgodnie ze znanym twierdzeniem Welerstrassa, każda funkcja cią
gła może być w otoozeniu punktu olągłości takim wielomianem aproksymowana. 
Głównymi jej zaletami to uniwersalność i prostota. Przy stałyob werto- 
śoiaoh Lj i Lg współozynnlki Bk  ̂wymagają tylko Jednokrotnego rozwią
zania układu równań. Obliczanie poohodnyoh trwa bardzo krótko i nie wyma
ga dużej pamięci komputera. Jej wadą Jest często występująca niestabilność 
wyników liczbowych przy różnlozkowaniu funkoji obarozonej błędami, »»ła
szo za dla małych kroków h. Wymaga zatem pewnej dodatkowej obróbki wyni
ków. Jeden z takich sposobów przedstawiono w rozdziale 9.

8.1.2. Wykorzystanie funkoji sklejanyoh
W wielu przypadkach efektywniejszą od tradyoy Joycb Jeat mit od a polega- 

jąoa na wykorzystaniu funkoji sklejanych stopnia trzeolego. Ha możliwość 
taką zwróoono już uwagę w [34] .
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Jeżeli * prudiltlo [tfb] oai a laduit Jeat «latka r&lnloowa a s  a0 
<aj<... <8jj m b, w węzłach której Badane aą wartośoi Fj funkoji F(a), 

to Interpolująoą fuokoją aklejaną tneolego atopnla g(a) nazywa aię fun
koję apełniająoą naetępująoe warunki:

a) g(a) Jaat oiągła w przedziale [a,bj wraz ze swymi pochodnymi do drugie
go rzędu włąoznie,

b) w węzłach alatki zaobodsl równość

g(fij) * F j = 0,1,

o) apełniona aą pewne warunki na brzegach przedziału,
d) w każdym z pod przedziałów g(a) jeat wielomianem atopnla trzeolego.

Najkorzystniejsze właściwości z uwagi na różniczkowanie poaiada funk
cja sklejana wtedy, gdy na brzegaoh przedziału przyjmie się warunki (wa
runki (o))i

g«(a) = g"(b) . 0, (8.1 3)

Ponieważ przy wyznaczaniu nieustalonego pola temperatury zaobodzi po
trzeba wyznaozanla poohodnyoh na brzegu przedziału (por. punkt 8.1.1), to 
warunki (8.13) nie mogą być wykorzyatane. Przyjęto zatem inne, a mianowi
cie:

gm(aJ + 0) * g ^ B j  - 0), j = 1, N—1 (por. [>9] ). (8.14)

Ostatecznie funkoja sklejana dana jest zależnością

(■j - a)3 (a - a. .)*
j-i — tr,—  ♦ -j — nr:—  ♦.(-) —  _ ^

m . . h^ a. - a *. a • a. ,
♦ (FJ-1 - ♦ (TJ - -AT A) --" h ^ 1 -

gdiie:
hj  = “j  "  " j- i *

u g* (aj).
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Współczynniki »j wyznaoza się z układu równań, który otrzymuje się z wy
korzystania warunków (a) - (o). Układ ten można zapisać w postaol:

A 9 a= m r, (8.16)

gdzie A Jeat maoierzą M x M elementową (M 3 N - 1), przy czym: 

h2 + Sl^bj + 2h§ h2 " h1
*1,1“ 5h^ ' A1,2 “ “ 5h^ ’

“ i . h-1 + h.1+1 . “J*1
Aj , j- i  = o * Ai,i 3 ’ Aj,j+ i = “ JT--

j = 2,3,...,M-1,

bM ” hM+1 . 2hM + 3hM hMł1 * hM+1
AM,M-1 E 5ĥ J • &M,M = "55^ ’

maolerz kolumnowa P zawiera M elementów

FT = L®1 » *2» “n-i] *

maoierz B  jeat maoierzą Mx(N+l) elementową, przy ozym

HJ»J h j ’ JiJ*1 hj  bJ+1 ' J*J+2 hj+1

j = 1,..«,M,

a maolerz kolumnowa F zawiera N+1 elementów

FT a [Fo« F , ,  . . .  1 F j j ].

Z rozwiązania układu (8.16) otrzymuje alę wapółozynnlkl m^ (j * 1,2,..., 
...,N-l), a naatępnle z warunkAw (8.14) oblicza alę

h,
■o = - h^ “2 + (l ♦ h^)B1 '

. ^N . **»__ „
" »  "  (1 + ^  ^ 2'
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Szozególne właściwości funkoji aklejanyob przejawiają się tym, że Jeżeli 
interpolowana funkcja F(a) należ? do klasy (rk  ̂ [®.b] (k = °»1»2f3,lł), 
to zaobodzl warunek [28] :

oaz I (a) - g ^ ( a ) l  <C hk““, k >  n, (8.17)
a <. a < b

gdzie С Jeat nieujemną stałą, kt6ra nie zależy od aiatki różnicoweJ,zaś

b s Bal |а^ - sj_1|
1 < J < N

Oazaoowanie (8.17) Jeat dość zgrubne i w literaturze można znaleźć oceny 
dokładniejsze, w tym także dla warunków (8.14) (por. [39] ).

Gdyby narzuoić warunki (8.13), to funkoja aklejana minimalizuje funk- 
ko JonaJt

b
Л  (u) = jj [u*(a)] 2 dx, 

gdzie funkoja u(a) należy do klaay C2 Fa,b]f
Różniczkowanie funkcji sklejanej pozwala zatem uzyakiwać stabilne warto
śoi pocbodnyoh do drugiego rzędu włąoznie. Na tę właściwość zwrócono uwa
gę w [3*] , ohociaż tam do wyznaozenla współczynników wykorzystano wa
runki:

g'(a) = gw(b) = 0 (8.18)

Warunki te wymagają interpolacji funkoji w oałym rozpatrywanym przedziale 
ozaau, tj. od atanu początkowego do nowego atanu uatalonego. Z punktu wi
dzenia poatulatów sformułowanych w punkole 8.1.1 ("kroczenie” wielomianu) 
są one nieprzydatne.

Jeżeli wartośoi funkoji Fj obarczone są błędami, to w miejsce inter
polacji lepiej Jest stosować aproksymaoję funkcjami sklejanymi. Analizowa
no przydatność minimalizaoJi funkcjonału o postaol

b N
A  (g) = |[g"(«)]2 da + 2  ?j1[*<"j> - ?jl2 (8*19)

a J=0

w klasie funkoji sklejanyob stopnia trzeoiego. Przez Fj oznaczono przy
bliżone wartości funkoji F(s), a ę, - pewne nieujemne liosby. Funkoja 
g(a) ma poatać określoną równaniem (8.15), przy czym w mlejaoe wartości F̂  
należy watawić g^ = g(»j). Wapółozynnikl mj uzyskuje aię z rozwiązania 
układa równań (8.16), z tym że elementami macierzy F aą wartośoi B y
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Minimalizacja funkojonału (8.19) względem g(ij) prowadzi do układu rów 
nań:

[a ♦ J H  Q (A-1 H)T (e + €T )J P = HF, (8.20)

gdzie maolerz <) jeat (N+l) x (К+l) elementową o poataol

^jj B j c 0,1,...,N,

maolerz kolumowa F zawiera wartości g(aQ), g(a1) ,.. . ,g(*N) , s»aś ma- 
oierz С M x M elementów, przy ozym

h,.2 h« b, h, h4 + h2
3i,i ■ (l ♦ e ;5 4  * (l + h ^  "5 + “

2 2 h„ hf „ bf b.
С 2 “1 2 “1
1,2 * T  " 3b 2 1 1 \ 

" 5  ь, + hj*2 " 2

h . + b .

J = 2,...,M-1

.2
hM Siłi 2 Si+i /. h...

1,M-1 = Z 3hM “ 3 bj, U  hj,(1 + -£±i),
•'"M - "M

2
С (1 + V i )  + (1 + ^ H )  ! v ±  + Щ а .’ hM 3 hn 3 3

h? Ą
C2,2 s C2,2 + „.2’ CM-1,M-1 = CM-1,M-1 * TT5

2 JDM-1

Wapółozynnikl ^  dobierano iteraoyjnie, wykorzystując metodę podaną #[39]. 
V tym celu oblicza się K+1 elementową maolerz kolumnową B z zależności

B = (A-1 H)T (C + CT )F, (8.21)

a naatępnie dla n+1 iteracji

,9^|Bj( gdy |Bj| > 0,0001,{0,9#|b 0 gdy |Bj| < 0,0001,
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gdzie $ Joat wartością odohylonla standardowego funkcji ‘, przy ozym
«,,0 = °> wartośoi *(aj) w plerwazej iteracji pr«iy Jau je się równe F̂ ,,

Podatawową wadą «otody opartoj na różniczkowaniu funkcji sklejanych 
jaat koniaozaość rozwiązywania okładu równań w każdym momencie caaaonrjra, 
a w przypadku apraksyaaoji - wielokrotnego rozwiązywania układu równań.Po
za tym nie zoatał rozwiązany problem zbleżnośol procedury iteraoyjnej. Me
toda ta oaożliwia obliczanie poobodnyoh do trzeoiego rzędu wSijoznte**'.

8.1.3. Różnlozkowanle funkcji przez rozwiązywanie równania oałkowego

Odwrotne zagadnienia przewodzenia ciepło. należą do »adań źle uwarunko
wanych Q)<6j , tzn. aa la niedokładność wielkośoi danyoh aote powodować dułą 
niedokładność wielkośoi wynikowyoh. Problea ten rozważono obszerniejw roz
dziale 9. Bezpośrednią przyozyną złego uwarunkowania rozwiązań prxedsta- 
wionyoh w poprzednich rozdziałaob jeat różniczkowanie funkoji. Praktyoz - 
nie jedyną aetodą usunięcia tej niekorzystnej właśoiwośoi zagadnień odwro
tnych jeat metoda regularyzaoji TICHOKOYA [37] . Sprowadzenia zadania róż- 
niozkowania funkoji do rozwiązywania równania całkowego umożliwia opraco
wanie regularyzowanyoh algorytaów obliczania pochodnych, a Batem uzyskiwa
nie stabilnych wyników liozbowyoh.

Można wykazać, te poohodna
dkF(s)

2 =  C— *ds
jeat rozwiązaniem równania oałkowago Volterry I rodzaju o postaoi:

\k- 1
| * <*(•) (8.22)

gdzie:

G(s) = F(a) - ^  
DsO
k' 1 (. - .„)" d-F(-)

(8.23)

Równanie (8.22) jest oczywlśeia źle uwarunkowane, ale istnieje wiele al
gorytaów regularyzowanyoh bądź atabillzowanyoh dla Jego rozwiązania.

* ^Odchylenia standardowe S jeat związane z błędaai pomiarowymi powata- 
Jąoyal przy wyznaczeniu wartośoi fi i w praktyoe 5 oo^aia się na pod
stawie inforaaoji o dokładności zastoeowanyoh przyrządów poaiaroayeh i 
wy korzy atywanyoh aetod paaAarowyob.

"■“ ^Poohodne wyższych rzędów aożna obliczać jako pochodna pochodnych.
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Jedną z takioh metod przedstawiono w [j1j . Polega ona na tya, te w alej- 
soe równania oałkowago

8
| K(a-j) Z(i£)d? = G(a)
*0

rozwiązuje się równanie 

8

^ K(s-f + tf)Zj(?)d? = 0(s), (8.24)
*0

gdzie f > 0  — paraaetr llozbowy, Ẑ . - wartość Z przy danya^ . Równania 
(8.24) aoźna Już rozwiązywać klaayoznyml aetodaai, tzn. bądź przez opro
wadzenie do równania oałkowago Toltorry IZ rodzaju, bądź aetodą kwadratur. 
Odpowiednie algorytmy aaaleazozono w M .

Inny aposób opisano w [26] . Wykorzystano taa metodę regularyzao ji TT- 
CH0N0WA, 00 sprowadza rozwiązywanie równania całkowego do alniaalizaoji 
funkcjonału

JUz) = lk,(z) - g||? + ifllzll 2, —  ain, (8.25)
2 W2

gdzie: , ^
ef (z) = f ~ z^ ) d?
1 J (k-1) I

O

■jt' > 0 - paraaetr regularyzao ji,
2 iU .11 - kwadraty noray w przeatrzeni Lj 1 klasie Vg.

Przaatrzeń funkoji Lg i klasę V* definiuje alę w opooób klasyczny (por. 
np. Cl3]). MinlaallzaoJa funkojonału (8.25) prowadzi do równania oałkowo- 
różniozkowego o po»tao 1 [26] :

2 (2) * i( Z - ~jr) = c. , (8.26)
* da

gdzio:

<£2(Z) . J Kk(a,^,sK )z(^)d? - I Kk(a,1,a)z(<[)a'l,

•o 'o
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k-1 . ,\k+l■ T trfrr  2 <4't- .
1=0

fKJ (?- s)k-1G(^)d^Ck “

przy ozym s e [» Sjf] .0» “K-l

Rozwiązanie równania (8.26) wymaga określenia warunków brzegowyoh dla 
funkoji Z na granicach przedziału w postaoi:

Z = Z- dla s 3 an
(8.27)Z s Zjj dla s = »K

Pochodne oblicza się w kolejności wzrastająoyoh rzędów. Równanie (8.26) 
praktycznie rozwiązuje się metodą różnio skończonych, oo sprowadza zagad
nienie do rozwiązania układu równań algebraioznyoh. Również warunki brze
gowe (8,27.' wyznaoza się na podstawie obliozonej k-1 pochodnej metodami 
różnioowymi, np. przy obliozanlu pierwszej pochodnej Z = dF/ds do wyzna- 
ozenla wartośoi ZQ 1 ^  wystarcza znajomość wartośoi funkoji i przykła
dowa aproksymaoja pochodnej notę mleć postać:

Z0 = (~n  Fo + 18 F) - 9f2 + 2V  (8*28)

lub Z^ i
h = s,

“o = tk  ("25 Fo ł W F r  36 f2 + 16 F3 - 3V

’1 “o “ ”2 “ °1 “ •••

Podobnie przy obliozanlu drugiej pochodnej wystarcza znajomość wartości 
plerwazej pochodnej.

Ważnym problemem dla obydwu opisanyoh metod jest dobór parametru ̂ .któ
ry powinien być optymalny. Wiąż» się to z koniecznością lteraoyjnego obi i- 
ozanla poohodnyoh. Istnieje wiele metod doboru wielkości i . Opisano Je 
m.in. [15] , [27] , b7\ • Jeżeli znane Jest Schylenie standardów© ^  prawej 
strony równania (8,22), to najozęćoiej zaleoaną metodą jeat asetoda odchy
łek.
Dla równania (8.24) ma ona postać jjji] :

rJ
2  - ] K(»J -^♦ł)Z^(?)d?] 2 3 £2 (8.29)
J *0

Jak widać z powyższego równania, dobieranie wartośoi f polega na ronif* 
zanlu uwikłanego równania w postaoi Y7 (i) e J2.
Jeżeli jednak wielkość S nie jeat znana, to saleoa się metodę quaei-op- 
tymalnego wyboru i [27] , [31] , Przyjmuje się pewną dużą wartość £*1 następ
nie kolejne wartośoi z równania &1 (0<ji<1, 1 = 0,1 ...), Opty
malna wartość £ wynika z warunku:
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"i“ 2  " V i (‘j^* {8' 30)

lob
■ln aax [z (a .) - Z (•«)] . (S-3 1)
1 j L (l 3 <1-1 3 J

Podstawową wadą powyższych metod jest Łoh złożoność, kompllkaoje w wybo
rze wartośoi ^ , konleozność wielokrotnego rozwiązywania układu równań w 
każdym monie no i o czasowym. Również rząd poohodnyoh jest tu ograniczony, bo 
dla koleJnyoh poohodnyoh nakładają się nledokładnośoi wyznaczania prawych 
stron równania (8.22).

8.2. Całkowanie termloznej odpowiedzi układu

Przy wy maczaniu nieustalonego pola temperatury dla pola wielowymiaro
wego zaohodzi potrzeba wyznaozania oałek termloznej Odpowiedzi układa (por. 
(5.47)), której wartośoi zadane są w dyskretnych punktach. Istnieją wiele

algorytmów oałkowania numeryczne
go. V przykładaoh rachunkowych, 
oplsanyoh w rozdziale 10 zrealizo
wano Je w trochę odmienny sposób, 
który pozwala ogranlozyć niezbęd
ną liozbę tyob punktów.

Dyskretne wartośoi termloznej 
odpowiedzi układu aproksymowano 
za pomooą llnlowyoh fanko JI kształ
tu, znanyoh z metody elementu skoń- 
ozonego (por. rys. 1 2), tzn.

Rys. 12. Liniowa fankoJa kaztałtu F(x) 3 ^  Ht(x) F(xt),
lal

(8.32)

gdzie N oznaoza liczbę punktów, w któryoh znana Jeat wartość F(x).
Po podstawieniu (8.32) do oałek występująoych w równaniu (5.47), dalej 

całkowanie prowadzono analltyoznie.

Przykład: dwuwymiarowa płyta aymetryozna

Przy wyznaozania dwuwymiarowego pola temperatury w płycie symetryczna J 
aohodzi potrzeba obliczania oałek typu (por. (5.47))

V 3  ̂ T o o s d X . (8.33)
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Nieoh

**1 “ Xi - Xi-1* 

Funkcje kształtu są zdefiniowane następująco:

Ht ( x )  = -

X - Xi-1
AX.

t dla X1_1 < X <  Xi,

Xi,1 - X 
AXi+1

, dla Xt ^ X < X1+1,

, dla X < Xt lub X > X t ..

Wartość całki (8.33) aołna przedstawić jako

¥ - 2  Cpi Ti ♦ « i  Ti J .

gdzie:
1*2

sin ^
pi - - 7 —  + - r - ■ ■ (o°" ? xl - 00.-^xi_i).<r p  AXt

Q* (oos^ Xi-i " oov xi) f

(a.jk)

(8.35)

9. ZASTOSOWANIE RACHUNKU WYRÓWNAWCZEGO 
W ROZWIĄZYWANIU ODWROTNYCH ZADA# PRZEWODZENIA CIEPŁA

Jak już wspomniano odwrotne zadania przewodzenia oiepła należą do gru
py zadań źle uwarunkowanych [jfi] . Oznaoza to, że mała niedokładność wiel
kości danyoh może powodować duśą niedokładność wleltcośoi wynikowych. Wła- 
śoiwość ta jeat oczywiście nienależna od przyjętej metody rozwiązywania i 
różne1«ą tylko jej bezpośrednie przejawy. Dl« metody transformacji Lapla- 
oe’a tid ogół nie istnieje retransformata rozwiązaula. W takiej sytuaoji 
rozwiązanie w obszarze transformaty aprokeymuje się funkcją, dla której 
istnieje retransforiaata, ale operaoja ta jest bardzo nleatabllna.

W innej metodzie, polegającej na sprowadzeniu zadania odwrotnego do rów
nania osikowego, układ równań algebraicznych, powstający przy numery o znyiss 
rozwiązywaniu tego równania, Jest źle uwarunkowany. Dla metody opisanej w 
tej pracy złe uwarunkowanie rozwiązania przejawia się przy obliczaniu po
ohodnyoh termicznej odpowiedzi układu. Co prawda zarówno w [ioj , jak i w 
[35] dowodzi się, że zastosowanie metody najmniejazyoh kwadratów do apro- 
ksymaoji poohodnyoh pozwala usunąć tę niekorzystną właśolwość, ale prze
prowadzone obliozenla nie zawsze tę tezę potwierdzają.

Istfaieją różna sposoby łagodzenla wpływu tej właściwości na Jakość u*> 
skiwanyoh rezultatów, m.in. metoda najmniejszych kwadratów. Taką propor
cję odniesioną do aetody równań całkowych przedstawiono w jjsj.

Jednak Jedynym sposobem, pozwalającym całkowlole usunąć złe uwarunkowa
nie wyników, jeat wspomniana już metoda regularyzao ji [37] . Polega 00* na 
pewnej modyfikacji operatora równania różniczkowego przewodzenia oiepła 
przez wprowadzenie dodatkowego członu 1 związanego z nim tzw, par«netro 
regularyzaoji. Pozwala w efekcie uzyakiwać atabllne wyniki, ale prcwadzi 
zwykle do złożonych problemów optymalizacyjnych.

W niniejszej pracy proponuje się wykorzystanie rachunku wyrównawczego 
[23J . Do rozwiązywania rozmaitych zagadnień cieplny oh został on wprowadzo
ny przez SZARGUTA [33] • Ponieważ przy źle uwarunkowanych sadMi&ołi wała 
niedokładność wielkości danych może powodować dużą niedokładność wyników, 
to można domniemywać, żs małe poprawki wielkości danych mogą spowodować 
pewną poprawę wyników.

Metoda ta wymaga bardzo proatyoh obliczeń i nio wnosi ładnych komplikn. 
oji rachunkowych (w przeciwieństwie do metody regularyzacji) . Należy Jo- 
dnak podkreślić, że łagodzi ona Jedynie wpływ złego uwarunkowania na wy-
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n l k l  obliczeń ( a le  usuwając go oałkowicie), stąd taft ale iswaie Jest sku
te o zna .

Zastosowanie rachunku wyrów nawo a* go Jest możliwe, o 11« dysponujmy po» 
wnyml dodatkowymi informacjami o polu temperatury. Można Je ująć w posta
ci tzw. równali warunków

Gu( ^.^2..... £ m ) s 0 ' u=1,2,...,R (9.1)

Te dodatkowe tnfonaoje mogą dotyozyć temperatury w pewnyoh punktaob lub 
warunków brzegowyoh na powierzobniacb zewnętrznych dala. Warunki (9.1) 
są przydatne dla potrzeb raohunk* wyrównawozego tylko wówczas, gdy obowią
zują dla każdego momentu ozasowsgo dla zadań nieustalonych lub dla każdej 
wartośoi współrzędnej Y (oznaozenie Jak w rozdziale 7) dla stanów usta
lonych.

Lista wialkośoi '% n może obejmować różne wielkości, m.in. temperatury 
wielkości opisujące przepływ oiepła itp. , które w dalszym oiągu mogą być 
przedmiotem uzgodnienia. Ponieważ bezpośrednim źródłem niestabilności wy
ników Jest wyznaozanio pochodnych, to lista ta powinna tak*« obejmować 
poohodne termicznej odpowiedzi układu. V związku z tym raohunek wyrównaw
czy pełni tutaj trochę inną funkcję niż w klasyoznyoh zastosowaniach.Poz
wala on bowiem nałożyć na źle uwarunkowane rozwiązanie pewne dodatkowe 
niezależne ograniczenia, lagodząoe wpływ złego uwarunkowania*^.

Podstawieni« do równań warunków (9.1 ) wielkości zmierzonyoh bądź
obliozonyoh w oparoiu 6 dane pomiarowe umożliwia obliczenie niezgodnośoi 
równań VQ, związanyoh z niedokładnościami wyników pomiaru.

°u(£i'k V - - v  o = 1’2 R (9*2)

Zgodnie z zasadami raohunku wyrównawozego wprowadza się poprawki 
PQ(n x 1,2,...,M) dla wialkośoi ^ Q, występujących w równaniaob (9.2).War
tości tyoh poprawek oblioza się z warunku minimum ważonej sumy kwadratów 
poprawek PQ

N 2
2  t! ■ Bin> (9.3)
n=1 n

gdzie przez &Q oznaozono odchylenie standardowa wialkośoi
Minimum (9.3) z warunkiem (9.2) prowadzi do układu równań, z którego moż
na wyznaozyć poszukiwane poprawki PQ.

aD------------Złe uwarunkowanie rozwiązania znika, Jeżeli llozba informacji jeat doa- 
tateozna, tzn. dla atanów nleustalonyob znany Jeat warunek poozątkowy i 
warunki brzegowe, a dla atanów ustalonych wszystkie warunki brzegowe. 
Pozostaje wtedy do rozwiązania klasyczny, dobrze uwarunkowany, problem 
początkowo-brzegowy lnb brzegowy.
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Układ ten po linearyzaojl równań (9.l) ma postać następująoą (33] :

M
2 * „ , n Pn = Vu' U “ ł’2 H (9’k)Dal

pn R
n

gdzie:
Si 0.12 a L n a: 1.2.• • • sMfUfD n »»•••»•

OG
a _ =u,n * (9.5)

a L są tzw. korelataml Lagrange'a, wynikającymi z zaatoaowanla metodyU
mnożników Lagrange'a do rozwiązania problemu (9.3), (9.2). V szczególnych 
przypadkach, jeżeli R=1, to

Pn a1,n L 1* n = 1 '2.....M '

gdzie

Li = T T —  ----  (9.6)

Dla Rs2 przy oznaozeniaeh

B * 2 * , , n«2,n^. C = 2 * 2 , „ &  (9*7)
n=1

V,C - v 2b v 2a - l^B
Li > ------j--> hl ~ -----3 — •AC-B* AC—B^

otrzymuje się

P„ ■ 61 n1>n L, + £2 a2>B L2, n = 1,2, ...,M. (9.8)

Zastosowanie raohunku wyrównawczego zoatanie zilustrowane kllkoaa ty
powymi przykładami.
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Prsyklad 1 ; symetryczna płyta (por. rys. 2), pole nieustalone.
Pole temperatury w symetrycznej płyolu opisywane Jeat równaniem (5.35)

T(x,Fo) = ^  (9.9)
k=1

gdzie:

^k^X,X1) “ 3nane funkoje współrzędnych,

TA(Fo) = T(xifFo),

T^k ̂ (Fo) = dk TA/d Fofe.

¥ praktycznych obllozeniaoh szereg (9.9) ogranioza się do K wyrazów.
Dodatkową informaoją może być np. informacja o wa runka brzegowym na po» 

wierzchni X=1, o ile nie został on wykorzystany w rozwiązaniu (9.9). Mo
le to być warunek brzegowy III rodzaju w postaoi

G1 = ÏÏ3? + B1T - B1 TP = 0 dla x = 1* (9.10)

gdzie:
Bi - liczba Biota,
Tp - zredukowana temperatura otoozenia.

Równanie (9.10) powinno być spełnione w każdym momenole ozasowym Foj» 
Ponieważ jednak dla każdego momentu ozasowego konstruuje się nowy wielo
mian (por. punkt 8. i), to także dla każdego FOj należy ponownie zasto
sować rachunek wyrównawczy.

Lista wielkośoi ^  może obejmować wartośoi K poohodnyoh obliczo
nych dla rozpatrywanego FOy występująoyoh w równaniu (9.9) oraz np. Bi, 
Tp itp. Podstawiająo (9.9) do (9.10), otrzymuje się

i  a, a 1
G1 = 2  L gj + ^K+2 $k_., ( 1 .*t )] -

k=1
(9.11)

gdzie oznaazono

^k S TA C"l)(FoJ)’ k = 1,2 K,

^K+2 $K+1 « “ V
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Odchylenie standardowe temperatury Tp wynika z przyjętej dokładnośoi po
miarów, niedokładność w szacowaniu liczby Biota może być wyznaozona zwy
kłymi metodami wyznaozania błędów wialkośoi złożonyoh, zaś niedokładność 
w szacowaniu pochodnych funkoji TA zależy od sposobu ich wyznaozania i 
na przykład może być oszacowana na podstawie równania (8.12). Jeżeli od
chylenie standardowe pomiaru temperatury można uważać za stałe i równe <S>T, 
to w przybliżeniu

Li+L2+1

^ k)(FOj) < * T Ï i  ^  lBk,ll * (9-12)
“ 1=1

V przykładzie tym R=1 , a poza tym

d<Pk-i(l'x 1) c. j ,
a1,k * ■ 3T~ + £k+2 ^k-1 1,X1 ’ k

a1 ,K+1 = " ̂ K+2»

K

a1,K+2 = 2  ^ k - / 1,X1̂  £k ~ £k+1* 
k=1

zaś rozwiązanie zadania przedstawiają zależnośoi (9.6), gdzie N = K+2,

Przykład 2 : jednowymiarowe pole niesymetryozne (por. rys. 5 ).
Pole temperatury opisuje równanie (5.16)

K
T(X,Fo) = 2  E?k-1(X'X1’X2 )T1k"l)(Fo) + V k_1(x,X2,X1)T^k_l)(Fo)J . 

k=1

V tym przypadku mogą, ale nie muszą wystąpić dwa równania warunku w posta
ci:

G, 5 _ b ^ T  + Bi1Tp1 = 0  dla X = 0,

G2 = + Bi2T - Bi2Tp2. = 0 dla X = 1.

Rozwiązanie zadania przebiega analogicznie, Jak w przykładzie 1 i przed
stawiają go równania (9.7) 1 (9.8).
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Przykład 3: nieustalone i symetryczne pole dwuwymiarowe (por. rys. 6).
Pole temperatury opisuje równanie (5.55)

% ^  P k - 1  i(*.ł.J‘i)Til'll)(»o)'rl(T)
T(X,Y,Fo) = 2 2  \_m  —  i--- +

k=1 i=1 J-rjjf

JNT J
Mogą być dana na przykład następujące dwa równania warunków:

G, s + Bi,T - Bi1Tp1 = 0 ,  dla X = 1, (9.1*t)

G2 a |1 + Bi2T - BigTpjj = 0, dla Y  * B. (9.15)

Jak łatwo zauważyć G, pozostaje funkoją Y, a Gj funkcją X. Zatem tak- 
te poprawki Pn byłyby funkojami współrzędnyoh. Aby tego uniknąć,wystar
czy pomnożyć równanie (9.14) przez funkcję własną v ł(y), zaś (9.1 5 )przeas 
wt(x) i «całkować w granicach odpowiednio [o,b] i (O, f]

B
G, t j (|| ♦ Bi, T - Bi, Tp1)vŁ(Y)dY, dla X = 1, (9.16)

0

1
52fi = j (|| + Bi2T - BigT^) N f i ( x )d x ,  dla Y = B. (9.1 7 ) 

0

PodstawiaJąo (9.13) do (9.16) i (9.17) otrzymuje się

5 . | [ . Bl, ? * _ , , , ( . , . . * ) > £ ” <•»> - 
kml

" Bt1 TP1,i " °* Ł - 1.» J.

Ö2,i * 2 l ~ ^ ^ B,B,- -)' * B12 V . ti(l,B-,l )] Ą kX )(*0)

1 = 1,2 J,
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B _ 1
W  * j  TP1 Vi dY* W  ” J Tp2 -i « •

Zagadnienie sprowadza się zatem do ciągu 2xJ zagadnień typu (9.6) (i = 
8 1,2,...,j).

Przykład 4 : jednowymiarowe pole symetryczne (płyta), sformułowanie nume- 
ryozne (por. rys. 7).

Pole temperatury opisuje równanie (6.3) lub (6.13)
K

Tt(t) n 2  t1IC-1)(2).
k*t

Równanie warunku not« mieć postać:

_ TW ” T*+1 TM+1 ■ TD n°i ÏC-----------p~ ■***' * °,T*,W+1 TI»1,P

gdmle:

1
"».»♦i * 3TJ' *»+1,? “

af - współczynnik wnikania ciepła.
Rozwiązanie przebłaga analogloznie, jak w przykładzie 1.

V powyższych przykładaoh jako równanie warunku wykorzystywano tylko wa
runek brzegowy XXX rodzaju. V ogólnym przypadku może to być każdy ins? wa
runek. Vaine jest tylko, aby obowiązywał w każdym rozpatrywanym moaerui« 
ozasowym. Zupełnie podobnie możne wykorzystać rachunek wyrównawozy dla za» 
dań ustalonego przewodzenia oiepła. V porównanie z regularyzowanyml algo
rytmami obliczenia poohodnyoh, metoda ta charakteryzuje się dużą prostotą 
oraz przy pewnych ograniezaniaeh, zadawalaJąeą efektywnością. Me&e być 
także wykorzystywana przy stasowaniu algorytmów regularyzewauyob dla «zy
skania wyników bardziej prawdopodobnych.-

gdzie:



10. WTSTK1 OBIjICZEŃ i wioski

Cel eta przeanalizowania wlaśalwości rozwiązań, uzyskanych w poprzednich 
rozdzlałaoh, wykonano wiola obllozeń liczbowych. Rozwiązania uzyskana w 
rozdziałach 5,6 i 7 są matematyoznie ścisłe. Sprawdzania wymaga natomiaat 
zbieżność stteregów, wpływ błędów pomiarowyoh ltp. Obliozania te mają tak
ie wakaz&ć na ograniczenia w stosowania tyob rozwiązań, np. zakresy zaleo- 
nyoh i wielkości charakteryzująoyoh przepływ oiepła.

10.1. Obliozania llozbowe

Analiza możliwie największej liczby przypadków sotliwa Jest przy zasto
sowaniu tzw. ekaperysrantu numerycznego. Rozwiązania klasyoznyoh problemów 
poozątkowo-brzegowyoh i brzegowyoh posłużyły jako teralozna odpowiedź u- 
kładu, z ty« *e wartośoi liozbowe tyob rozwiązań ograniczono do 3-4 oyfr 
snaoząoyoh. Do wyznaozania wartośoi poohodnyoh otyto głównie Metody opi
sanej w pankole 8.1.1. Stopień wlelomiana nie był przedmiotem optymaliza- 
ojl i na ogół przyjmowano go jako atały. Dla pól nleuatalonyoh przyjnowa- 
no zwykle 3-4 atopień, dla uatalonyoh - wyżazy. Obliozania bowiem wykaza
ły, ta powlniaa on być wyżazy o 1 - 2  od liozby poohodnyoh, uwzględnianych 
w rozwiązania. Przy zbyt wysokim stopniu mogą pojawić alę tradnośoi w sta
bilnym wyznaozania współozynnlków wielomianu, a przy zbyt nlakia - pogar
sza alę jakość aproksymaoJi. Dobór stopnia wielomianu jeat zreaztą proble
mem teorii aproksymacji i dlatego nla był przedmiotem azozegółowej anali
zy.
Liczba węzłów aprokaymacJi była uzależniona ad stopnia wielomianu i od Ja
kość i danych 1 zwykła nla przekraczała 10. Liczba ta nie powinna być zbyt 
daża, oo atwierdzomo jat w pankole 8.1.1. Przykładowo wyniki obliczeń 
przedatawiono na ryannkaoh 1 tabelach.

№  rys. 1 3 przedatawiono temperaturę w oai symetrii Tg płyty nieakoń- 
ozanlo rozległej na podatawie informacji o temperaturze powierzchni Tg 
(zadanie wewnętrzne). Rozwiązania zagadnienia pooaątkowo-brzegowego przed
stawia linia olągła. Taranek poosątkowy T# 1 warunki brzegowe, określa- 
jąoe prooaa nleuatalonego przewodzenia oiepła, opiaano takie na rysunku. 
De rozwiązania zadania wewnętrznego wykorzystano równanie (5.35),« którym

TA(Fo) = t (1,Fo).
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Vynikl liozbowe tego rozwiązania przedstawiono na rysunku

Rys. 13. Temperatura w osi symetrii płyty na podatawie temperatury po
wierzchni

a<*40 T0« }-*?

14. Temperatura powierzchni płyty symetrycznej na podstawie 
tury w gal symetrii

kółeozkaml.

Rys. tempera-
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*■ ry"« I1* przedstawiono rozwiązanie zadania ekstrapolaojl dla nieskoń
czenie rozleglej symetrycznej płyty. Na podstawie temperatury w osi ayme- 
trli wyznaczono temperaturę powierzchni ciała przy wykorzystaniu równania
(5.35), w który* teras

TA(Fo) a T(0,Fo).

¥ tablicy 1 przedstawiono wpływ wyboru punktów pomiaru temperatury na 
wyniki zadania ekstrapolacji dla niesymetrycznej płyty nieograniczonej. 
Pole temperatury determinują warunki:

poozątkewy T a To, dla Fo = 0
brzegowe 3T/BX = 0, dla X = 0,

ÔT/0X ł Bi T  s Bi Tot, dla X = 1.

Tablloa 1

Wpływ wyboru punktów pomiarowych dla płyty niesymetrycznej 
na wyniki obliozeń

Bi = 0,5

Fo TB
T przy X, = 0 oraz

X;j « 0,1 X2 » 0,5 Xjj = 0,8

T„ = 1 .0

Tot * 0

1.5
2.0
3.0

0,448
0,362
0,236

0,448
0,360
0,234

0,448
0,362
0,234

0,448
0,362
0,236

1IIOH 1,5 0,308 0,304 0,308 0,308
2,0 0,248 0,247 0,248 0,248

Tot = 0 3,0 0,162 0,162 0,162 0,162

t 0 = x2 1.5 0,141 0,140 0,141 0,141
Tot = 0 2,0 0 ,1 13 0,113 0,113 0,113

3,0 0,074 0,074 0,074 0,074
T k 0 0 1.5 0,443 0,448 0,444 0,445

2,0 0,466 0,466 0,466 0,467
Tot = •‘■(|*Fo) 3,0 0,152 0,158 0,152 0,151

Zatem połowa płyty symetrycznej została potraktowana jako płyta niesyme
tryczna. Na podstawie danych o temperaturze w punktaoh X, i Xg wyznaczono 
temperaturę w punkcie X=1. W tablicy tej Tg oznacza temperaturę powierz
chni olała, uzyskaną z rozwiązania problosiu poozątkowo—brzegowego. Rozwią—
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zanie zadania odwrotnego przedstawia równanie (5.I6). Współrzędne X, = 0, 
zaś X2 = 0.1 , 0.5 , 0.8 (por. rys. 5).

Tablloa 2 ilustruje zbieżność szeregów, jakie występują w rozwiązaniach. 
Przedstawiono w niej wyniki dotyozą nieustalonego pola temperatury w sy
metrycznym nieskończenie rozległym walou. W tablioy tej TB 1 TS przedsta
wiają wyniki rozwiązania problemu początkowo-brzegowego, a T - odwrotne
go (równanie (5.35)). Pokazano temperaturę w osi symetrii na podstawia in
formât) Ji o temperaturze powierzohnl i temperaturę powlerzohni na podsta
wie temperatury w osi symetrii. Przez N oznaozono liozbę wyrazów szere
gu (5.35). Pole temperatury determinują warunki:

T = 1 dla Fo = 0,

|î = 0 dla X a 0,

+ 0,5 T = O dla X = 1.

Tablloa 2

Zbieżność szeregu « rozwiązaniu dla symetryczbego walca

Fo
Temperatura w osi symetrii Temperatura powierzohnl

TS T TB T
Ns2 N*3 N=4 Ns2 N=3 N=4

0,80 0,548 0,5300 0,5463 0,5477 0,434 0,4273 0,4334 0,4337
0,95 0,481 0,4641 0,4781 0,4802 0,380 0,3743 0,3801 0,3800
1,10 0,421 0,4064 0,4187 0,4205 0,333 0,3278 0,3329 0,3328
1,25 0,369 0,3559 0,3666 0,3682 0,291 0,2870 0,2915 0,2914
1,50 0,295 0,2852 0,2939 0,2951 0,234 0,2301 0,2337 0,2336
2,0 0,190 0,1832 0,1888 0,1896 0,150 0,1478 0,1501 0,1501

2,5 0,122 0,1177 0,1213 0,1218 0,096 0,0950 0,0965 0,0964
3,0 0,078 0,0756 0,0779 0,0782 0,062 0,0610 0,0620 0,0619

Charakterystyczną właśolwośoią uzyskiwanyoh rozwiązań jest pogarszanie 
się zbleżnośoi szeregów, począwszy od pewnej liozby wyrazów. Są to więo 
właśoiwośoi podobne do właśolwośoi szeregów asymptotyoznyoh. Są one zwią
zane z pogarszająoą się stabilnością obliozania poobodnyoh zbyt wysokie
go rzędu (dla N=4 zjawisko to jeszoze w tym przypadku nie występuje).

Tabllo* 3 Ilustruje wpływ długości kroku próbkowania AFo na zbieżność 
szeregów. Przedstawione w niej wyniki dotyozą nieustalonego pola tempera
tury w symetrycznej plyole. W tablicy tej Tg przedstawia wyniki rozwią
zania problemu poozątkowo-brzegowego, a T - odwrotnego (równanie (5.35)).
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Tablica 3

Wpływ długośoi kroku próbkowania AFo za abiażność szeregów

Fo TB T
5s2 H=3 Ms4

AFo e 0,005

1,045 0,544 0,537 0,509 0,410
1,095 0,533 0,523 0,422 0,045
1,145 0,521 0,513 0,425 0,067

AFo b 0,025

1,225 0,504 0,500 0,506 0,506
1,475 0,453 0,448 0,447 0,44?
1,725 0,407 0,404 0,407 0,406

Pokazano temperaturę na powierzohnl płyty na podstawie itifcrzmoji o tem
peraturze w osi symetrii. Przez K oznaozono liozbę wyrazów szeregu
(5.35). Pola temperatury determinują warunki:

T b 1 dla Fo b 0,

0 dla X a 0,

+ 0,5 T b 0 dla X B 1.

Dla bardzo małyoh AFo wyższe poohodna są wyraźnie nieetabilae, 00 z m 
aza do ograniozania llozby wyrazów szaregu. W ogólnym przypadku spowodują 
to, że nie zostanie osiągnięta pożądana zbieżność. Dla dłuższyoh  kroków 
czasowyoh liczba wyrazów azeregu może być powiększona.

Ba kolejnym ryaunku (rya. 15) przedatawiono wpływ nledokładnośol da
ny oh na wyniki rozwiązania zadania odwrotnego. W tym oelu wyniki lleżbowe 
uzyakane z zagadnienia poozątkowo-brzegowego w sposób losowy obarozono 
błędem o maksymalnej wartośoi ST. Losowano zarówno znak, jak 1 wartość 
błędu, wykorzystując gsnerator llozb pseudoloeowyoh o rozkładzie równo
miernym. Pierwsza llozba pseudolosowa pŁ określa znak, a druga wartość 
równą Generator tan powodował, że rezkład błędów był gorszy niż
to bywa w rzeozywistośol, bowiem zdarzało się, że prawie wszystkie miały 
ten sam znak, a tylko kilka ostatnich przeciwny. Ma to niewielki wpływ na 
wartość fankoJt, a duży aa wartości pochodnych.

0.5 0.7 W  3p 50 7.0 fg

Rys. 15. Wpływ niedokładnośol danych na wyniki rozwiązania zadania odwrot-
nego _

Bi'0.5 , N - g  , ST* 0 0 0 5 . T0 »cQ5fx

Rys. 16. Temperatura w osi symetrii płyty dla zadania sformułowanego nume
rycznie
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Na rys. 15 przedstawiono przebieg temperatury w osi symetrii płyty sy- 
metryoznej, nieskończenie rozleglej, na podstawie temperatury powierzchni. 
Linią oiągłą przedstawiono wyniki zadania poozątkowo—brzegowego, a krzyźyu 
kami - zadania odwrotnego (równanie (5.35)) dla danyoh obarczonych błęda
mi. Kóleozkami przedstawiono wyniki, uzyskane po zastosowaniu raohunku wy
równawczego. Jako równanie warunku wykorzystano warunek brzegowy na po
wierzchni X=1 (por. przykład 1 rozdziału 9).

Podobny problem pola temperatury w płyoie symetryozneJ, ale dla zada
nia sformułowanego numerycznie, przedstawiono na rys. 16. Temperatura w 
osi symetrii płyty została wyznaczona na podstawie równania (6.13). Płyta 
została podzielona na N=6 elementów rótnioowyoh, Jako równanie warunku 
wykorzystano warunek brzegowy zapisany róftnioowo na powierzchni Xn 1 (por. 
przykład 4 rozdziału 9).

Tablica 4

Wpływ niedokładnoćoi danyoh na wyniki liozbowe przy wykorzystaniu rachun
ku wyrównawozego

Bi * 0,5

Fo TS Vplyw £Bi, ST = 0,005 Wpływ £r
$31=0,05 6fcl=0,1 &Bi=0,25 £r=o,oi ÓT=0,05

0II0

1.5 
2,0
2.5 
3,0

0,564
0,456
0,368
0,298

0,570
0,454
0,369
0,291

0,580 
0,449 
0,3 66 
0,305

0,558
0,433
0,376
0,269

0,581
0,476
0,369
0,298

0,534
0,468
0,350
0,303

T = 1-X2 0

1.5 
2,0
2.5 
3,0

0,387
0,313
0,253
0,204

0,368
0,323
0,263
0,187

0,371
0,309
0,260
0,190

0,355
0,314
0,246
0,188

0,355
0,284
0,239
0,207

0,356
0,331
0,251
0,236

_ ST v To=ooa ^  X

1 .5  
2,0
2.5 
3,0

0,371
0,299
0,244
0,195

0,363
0,297
0,250
0,189

0,366
0,294
0,241
0,188

0,387
0,306
0,247
0,193

0,371
0,296
0,228
0,202

0,348
0,274
0,266
0,196

0 11 1»

1 .5  
2,0
2.5 
3,0

0,177
0,143
0,116
0,093

0,178 
0,152 
0,113 
0,104

0,165
0,136
0,124
0,105

0,193 
0,138 
0,114 
0,094

0,170
0,155
0,135
0,106

0,148
0,154
0,023
0,126

V tablioy 4 porównano wyniki obliczeń z zastosowaniem rachunku wyrów
nawozego dla symetryoznej płyty, przy r&ftnyoh symulowanych niedokładno
ściach w szaoowaniu liczby Biota w równaniu warunku i róftnyoh <ST, dla roz-

maityoh warunków pooząfckowyoh T . Wykorzystnae równanie warunku aa pos
tać:

Ü  + Bi T = 0 dla X = 1.

Obliczono temperaturę w osi symetrii.
V tablicy tej Tg oznaoza wyniki zadania poozątkowo-brzegowego.
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Rys. 17. Temperatur« w punkcie (o,o) dla płyty dwuwymiarowej

Rysunek 17 przed*tawia rozwiązaai» dla dwuwymiarowaj płyty zyisfsirye*». 
nsj, opisane w punkcie 5.7. Linia ciągła prsodafcawi* przebieg t«Hpa*atn~ 
ry w punkcie (0,0) jako wynik problemu poessątfcowo-brssegeweg«, k ó ł A o z k n  -
- wyniki z równania (5.55) dla danych nie obarczonych bSędrai, a ferayftyfel
— dla danyoh o b a r c z o n y c h  b ł ę d a m i  b e s  z a s t o s o w a n i a  ra«Jaa*i&o w y ró w n a w cze g ® <

V rozwiązaniu zadania w e w s t ę t r z n e g e  wykorzystano Ł a f o r m o j ę  « p r z ® H i « g e  

temperatury w 5 p u a k ta o S s  m u n M to a e tty a S i n a  r y a n a k u .  Całki (5.^7) o b l i c z o t s o  

m e t o d ą  opisaną w p a n f c o i©  8 , g „  J a k  w i d a ć  i i o s b ®  paakfcfi* a »»# *  S y ć w t y s s s  p r z y 

p a d k u  dość ograaiosoati, 0 0  zresatą p sra a d sę tsw ie a « *  w tablioy 5 .

V tablioy tej N oaraaosa l i o w b e  polt^tiw n o  je4*e.)
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Tablioa 5

Wpływ liczby punktów pomiarowych na wyniki obiiozeń dla 
symatryoznej płyty dwuwymiarowej
B1x * BS  = °'5 Tc = 1,0

Fo TS
T

*=3 N=5 N»7

1,3 0,378 0,373 0,376 0,376
1,6 0,292 0,290 0,291 0,292
1.9 0,226 0,224 0,225 0,226
2,2 0,175 0,174 0,175 0,175
2,5 0,136 0,134 0,135 0,135

Charakterystyczną osoba, tego rozwiązania Jest ta* stosunkowo mniejszy 
wpływ niedokładnośol danyoh na wyniki obliczeń,oo w wialu przypadkaoh ozy- 
ni zbędnym zastosowanie raohunku wyrównawczego. Dotyczy to tak*« więksayoh 
niedokładności ni* ta, jakie przyjęto w obliozeniaoh przedstawionych na 
ryaunku 17. Przykładowe wartości temperatury w punkcie (0,0) dla innych 
niedokładności zawiera tablioa 6. Dodać tylko należy, 4© wyników zawartych 
w tej tablloy (podobnie jak w tablloy 4) nie można bezpośrednio porówny
wać z uwagi na losowy oharakter błędów. Można tylko obserwować pewne ten- 
denoje w kształtowaniu się tych wartośoi.

Tablioa 6

Wpływ niedokładności danyek na wyniki obliczeń dla syme- 
tryoznej płyty dwuwymiarowej
B1x “ B1y = °'5 To * 1»°___________________________ '_____ I___________

Fo TA
T

£T=0,005 ,ST=0,01 £T=0,02

1.* 0,347 0,341 0,336 0,337
1,8 0,246 0,244 0,239 0,254
2,2 0,175 0,175 0,160 0,175

Z kolei na rys. 18 przedstawiono teaiperaturę w narożu płyty, dla szeze- 
gólnego przypadku omówionego w punkole 5.7 (równanie (5.67)). W zadaniu 
•ilustrowanym rys. 18 przyjęto, że dany Jest warunek brzegowy na powlerz- 
obnl Ys1 oraz temperatura w obwili początkowej w 3 pnnktaob zaznaozo
ny oh na rysunku, a następnie temperatura w punkole (0,0). Całkę występw- 
jąoą w równania (5.68) obliozono metodą opisaną w punkole 8.2. Linia elą- 
gła przedstawia wyniki Badania poozątkowo-brzegowego, kółeozka - wyniki z

-  9 3  -

» Bi y • 0,5 Tg - 1 -Y Z S T ’ o o o s

I

V  *
'I— r 31 ■L EL :Ł.0 , * 0  

|5.o ,i-o

jjjr i 
ST - n -A

A

X X

Oj x

y
av " r 17*1

0,3 0,5 0,7 1,0 3,0 5,0 7,0 fi)
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równania (5.67) dla danych nie obarczonych błędami, krzyżyki dla danych 
obarozonyoh błędami bez zastosowania rachunku wyrównawozego. V przeci
wieństwie do poprzednioh przykładów wpływ niedokładności (zwłaszcza dla 
małyoh Po) jest tu dość znaozny.

8j *0,05

S  'Z  B i -0 .5  6T* 0,005

Kolejne rysunki przed
stawiają wyniki obliczeń 
dla pola ustalonego w dwu
wymiarowej płycie, syme
trycznej względem osi Y 
(równanie 7.31).Rysunek 19 
przedstawia temperaturę w 
osi symetrii płyty na pod
stawia lnformaoji o tempe
raturze na powierzohol X*1. 
Rysunek 20 przedstawia tem
peraturę dla powlerzohni 
X=0 na podstawie informa
cji o temperaturze i gęs
tości strumienia otępia na 
powierzchni X=1 (równanie 
(7.23)).

Rysunki 21 i 22 przed
stawiają wpływ niedokładno
ści danych na wyniki roz
wiązania zadania odwrotne
go, przy ozyn na rys. 21 
pokazano temperaturę na po
wierzchni zewnętrznej, o- 
bliozoną na podstawie tem
peratury w osi symetrii, 
zaś na rys. 22 temperaturę 
w osi symetrii płyty na pod
stawie lnformaoji o tempe
raturze na powierzohnl X=1. 
Krzyżykami oznaozono wyni
ki dla danyoh obarozonyoh 
błędami bez zastosowania 
raohunku wyrównawozego, a 
^kółeozkami - z zastosowa
niem. Jako równanie warun
ku wykorzystano warunek 
brzegowy III rodzaju na po
wierzohnl X=1.Na rysunkach
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0,4 0,8 16

tyoh (jak i poprzednioh) 
linią oiągłą przedstawiono 
rozwiązanie zadania brze
gowego.

Przeprowadzono także o- 
bliszenia przy wykorzysta
niu metod opisanych w pun
kcie 8.1.2 i 8.1.3. Wyniki 
te oharakteryzuJą się w 
w wielu przypadkaoh podob
nymi właśoiwośoiami, z tym 
że obserwuje się na ogół 
wyraźną poprawę stabilno
ści wartości llozbowych. 
Dla niektóryoh przypadków 
prooes iteraoyjny opisAiiy 
w punkcie 8.1.2 okazał się 
rozbieżny. Przykładowe wy
niki obliozeń przedsta» t̂ - 
no w punkole 10.2,

Rysunki 23, 24 i i 5 
przedstawiają wyniki oUli- 
ozeń liczbowych dla ztsda

nia wyznaczenia rozkładu izoterm w trzonie wielkiego pieca, w oporoIr o 
rozwiązanie przedstawione w punkole 7.8.

Dla wyznaczenia wartośoi pochodnych wykorzystano metodę opisaną v punk- 
ole 8.1.1. Informacje o termioznej odpowiedzi układu uzyskano z obliczeń 
dla klasyoznyoh zagadnień brzegowyoh, przy założonyoh wszystkioh warun
kach brzegowyoh. Symulowana punkty pomiarowe umleszozone były w obrębie 
pierwszej warstwy bloków wyłożenia, która może być traktowana Jako warstwa 
pomiarowa. Na rysunkach tyoh t^ oznaoza temperaturę uzyskaną z rozwią
zania zadania brzegowego, a t - temperaturę uzyskaną na podstawie infor
macji o temperaturach w zaznaozonyoh punktaob.

Na rysunku 23 przedstawiono temperaturę w wybranyoh punktach wyłożenia 
trzonu z chłodnicą podtrzonową. Rysunek 24 przedstawia ten sam przy pa-' ?k, 
ale zwiększono rozstaw punktów pomiarowyoh. Z uwagi na łagodny przebieg 
izoterm nie pogorszyło to jakości aproksymacji.

Na rys. 25 przedstawiono temperaturę w wybranyoh punktach wyłożenia 
trzonu bez chłodzenia podtrzonowego. Z uwagi na symetrię osiową pun’cty 
pomiarowe nie muszą leżeć Jeden nad drugim, a mogą być rozaleszesone w róż
nych miejsoacb płaszczyzny pomiarowej. Mimo iż nie zastosowano tu raohun
ku wyrównawozego, uzyskano wystarczającą zgodność wyników.

Rys. 22. Temperatura w osi symetrii płyty 
(stan ustalony)
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10,2. Przykłady oparte na wynlkaoh eksperymentu

PonlteJ zaprezentowano wyniki obliozeń wykonanych dla danyoh uzyskanych 
z eksperyaentu dla wybranyoh przykładowych zagadnień przewodzenia ciepła.

Pierwszy przykład dotyczy ohłodzenia próbki w kształcie waloa*^. Ponie
waż próbka Jest chłodzona w wodzie bardzo intensywnie, to temperatura brze. 
gu tB jest praktycznie stała i równa temperaturze wody tot« Na podsta
wie informaojl o przebiegu temperatury w osi symetrii tB , wyznaczono te» 
peraturę tB w oparciu o równanie (5.35). Zaznaozono ją na rysunku 26 krzy 
tykami. Kółeozkaml zaznaozono wyniki uzyskane po zastosowaniu raohunku wy»

7 9 n O » V  W
Rys. 26. Temperatura u« powierzchni chłodzonego walca

"^Stanowisko wykonane w ramach pracy dyplomowej E. Krawozaka, wykonanej w 
ITC Pol.Sl. w 1979 roku.
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równawczego. Walety jednak podkreślić, że przy tak dużej liozble Biota,wa
runek brzegowy (wykorzystany jako równanie warunku) praktycznie determinu
je temperaturę tg 1 stąd wynika taka idealna zgodność tyoh wyników.

Modelem dla drugiego przykładu, pokazanego na rya. 27, może być płyta 
jednostronnie zaizelowana, ogrzewana stałym strumieniem ciepła*^. V rze- 
ozywistośei Izelaeja nie była idealna oraz strumień otępia nieznacznie 
zmieniał się w ozasle. Również dokładność odozytów temperatury była doś4 
przeoiętna ( <ft = 0.2K). Warunki takie wybrano świadomie, aby sprawdzić 
wpływ błędów. Mierzone temperaturę powierzchni zaizolowanej ta i ogrze
wanej tg (lisie ciągłe na rysunku).

A F0 *001777 ‘U “ 15(6 ^  * - 0 ,2 «

Na podstawie informaoJi o temperaturze tg obliozono temperaturę tB w 
oparciu o równanie (5.35). Wyniki ebllezeń zaznaczono krzyżykami. Kółecz-

*

"^Stanowisko wykonane w ramaoh praey naukowo-badawczej NB-117/RMB-3/78, 
kierowanej przez dr. inż. J. Wadziakiewioza, wykonanej w ITC Pol. śl. w 
1978 roku.
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kami zaznaczono wyniki uzyskane po zastosowaniu rachunku wyrównawczego. 
Równaniem warunku był warunek brzegowy XI rodzaju ;.;e powierzohnl xs £, Po
chodne występająoe w równaniu (5.35) wyznaczano w oparciu o metodę opisa
ną w punkole 8.1.1.

W tablioy 7 przedstawiono wybrane wyniki obliczeń dla ostatniego przy
kładu, uzyskane przy wykorzystaniu metody funkcji sklejanych do wyznacza
nia pochodnych (punkt 8.1.2). Wyniki te pozwalają prześledzić proces ite- 
racyjny 1 stabilizowanie się wartości liczbowych. ¥ tablioy 7 przez 1 o- 
znaczono numer kolejnej iteracji, tfl - zmierzoną temperaturę powierzohnl 
ogrzewanej, t - temperaturę obllozoną, przy czym N oznacza liozbę wyra
zów szeregu w rozwiązaniu (5.35). Przypadek 1 = 1 odpowiada Interpola- 
oji. W tym przykładzie uzyskano dobrą zbieżność procesu Iteracyjnego i zu
pełnie poprawne wyniki. Należy Jednak dodać, że dla niektórych innych przy
kładów proces iteraoyjoy okazał się rozbieżny albo wyniki odbiegały od po» 
prawnych 1 powinny być poddane dalszej obróbce, na przykład przez zasto
sowanie rachunku wyrównawczego.

Tablioa 7

Wyniki obliozeń przebiegu temperatury w płyoie uzyskane przy wykorzysta
niu funkojl sklejanyoh

t_ t °CB 1=1 1=3 1=5
c N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4

31,5 37,2 3,8 -209,4 33,5 37,4 28,3 32,0 33,2 32,9
32,3 31,3 5,6 19,9 34,5 36,2 32,0 32,5 33,6 33,3
33,0 35,0 92,3 248,0 35,3 36,7 36,2 33,1 34,0 33,7
33,8 36,8 -8,2 -200,1 35,7 34,1 28,6 33,6 34,3 34,0
34,6 37,1 80,7 247,0 35,6 32,6 29,7 34,1 34,7 34,4
35,3 36,8 -12,5 -189,8 35,3 32,4 32,5 34,5 35,0 34,7
36,5 37,6 10,4 190,5 38,7 46,5 44,1 35,4 35,5 35,5

W tablioy 8 przedstawiono wybrane wyniki obliozeń dla tego samego przy
kładu, uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu wyznaczania pochodnych, opi
sanego w punkole 8.1.3 (równanie (8,24)). Parametr i dobierano iteracyj- 
nie w oparolu o warunek (8,30). Mimo iż zastosowano wyjątkowo prostą me
todę obliozania całki (metodę prostokątów), uzyskano zupełnie poprawne wy
niki. Wartość poohodnej dla t= t = O (por. równanie (8.24)) aproksymowa- 
no wyrażeniami (8.28). W tablioy tej (podobnie Jak w tablicy 7) tg ozne- 
oza zmierzoną temperaturę powierzohnl ogrzewanej, a t - temperaturę obll
ozoną, zaś N oznaoza liczbę wyrazów szeregu w rozwiązaniu (5.35). W tym 
przykładzie otrzymano także dobrą zbieżność i stabilność uzyskanyoh wynl-



- 102 -

ków. Ola nlektóryoh przykładów obserwuje el? dobrą stabilność wartośoi po
chodnych, ale gonią iblełDoić, Zbieżność ta pogarsu się wrał ze sanieJ— 
szaniem się kroku próbkowania 1 ze wzrostem błędów pomiarowyoh. Takie w 
tym przypadku zastosowanie raohunku wyrównawozego pozwala uzyskać wyniki 
JakoSolowo lepsze,

Tablloa 8

Wyniki obllozeń przebiegu temperatury w płycie 
uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu opisane

go w punkcie 8.1.3

*B
°c

t °C
N=2 H=4

26,4 26,7 26,8
27,5 29,8 29,8
28,4 27,2 27,3
29,4 30,3 30,3
30,3 27,7 27,8
31,9 34,2 34,2
32,6 31,7 31,7

10.3. Wnioski

Przedstawione powyżej przykłady stanowią w miarę reprezentatywną prób
kę przeprowadzonyob obllozeń. Obliczenia te wykonywano dla różnych warun
ków brzegowych (na ogół Jednak III rodzaju przy liozbaob Biota zmienia
nych od 0,05 do 5,0) 1 dla różnyoh warunków początkowych dla stanów nie
ustalonych (wyrównanyoh, parabolloznyoh, ooslnusoidalnyob ltp.). Na pod
stawie przeprowadzonych oblio.zqń można wyoiągnąć wiele wniosków, dotyozą- 
oych głównie ograniczeń w stosowaniu prezentowanej metody.

Ogranlozenia te związane są przede wszystkim ze sposobem wyznaozanla 
poohodnyoh (punkt 8.1). Obliczenia przeprowadzone na szerokiej klasie fu d -  

koji elementarnych (typu sin, oos, ezp, ln ltp.) wykazały. Ze nawet przy 
dokładnyoh danych można oozekiwać poprawnyob wyników tylko wtedy, Jeżeli 
rząd pochodnej nie przekraoza 4-5. Stanowi to istotne ogranlozenle llozby 
wyrazów szeregu, zwłaszoza dla stanów ustalonych. Prezentowana metoda wy
znaozanla pola temperatury może być zatem stosowana) w tyob przypadkach, 
gdy gradienty temperatury wewnątrz olała nie są zbyt date, Duże gradien
ty temperatury obserwować aoZna ozęato dla poozątkowego okresu nieustalo- 
nego przewodzenia olepła. Ponadto dla tego okresu temperatura wewnątrz cia- 
olała żalenia się nleznaoznie 1 o wartośoiaoh llozbowyoh rozwiązania de
cydują poohodne wyższy oh rzędów, które wyznaczone są z mniejszą dokładno-
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śoią. Duże gradienty temperatury obserwuje się takie dla dużyoh liozb Bio
ta.

Jeżeli dane są niedokładne, to przy korzystaniu z algorytmu opisanego 
w punkcie 8.1.1 mogą pojawić się niestabilnojol w wyznaczania pochodnych, 
zwłaszoza dla małyoh kroków próbkowania. Zjawisko to można zaobserwować 
przykładowo na rysunku 18 dla Fo <  1,0. Przy wykorzystaniu lnnyoh algo
rytmów obliczania poohodnyob może okazać się, że dla dużych niedokładno
ści lub siały oh kroków próbkowania prooes iteracyjny staje się rozbieżny, 
lub wyniki są mało dokładne. Konieozne może okazać się wtedy zastosowanie 
raohunku wyrównawozego. W [35̂  proponuje się, aby liozbę wyrazów szeregu 
ograniozyć do takiej, dla której spełniony Jest warunek:

«fr^tFOj) <  |T^(rOj)| .

Ogranlozenle związane z minimalnym krokiem próbkowania wynika także z wa
runków stabilnośoi wyznaozanla współczynników wielomianu (dla metod opi
sanych w punktach 8.1.1 i 8.1.2) lub rozwiązywania równania oałkowego ozy 
różniozkowo-oałkowego (punkt 8.1.3). W analizowanych przykładaoh nieusta
lonego przewodzenia oiepła okazało się, że AFo nie powinno być mniejsze 
od 0,03 - 0,05, co przy ok. 10 węzłaoh aproksymacji 1 przyjęoiu zasady 
(8.2) pozwala osiągać wyniki dla Fo > 0,3 - 0,5. Oznacza to, że prooes 
nie może przebiegać zbyt szybko, aby przy takim AFó była w ogóle możli
wa dobra aproksyaaoja termicznej odpowiedzi układu. Szybkość procesu tak
że związana Jest np. z liczbą Biota. Ola mnlejszyoh liozb Fouriera możli
we jest uzyskiwanie wyników llozbowyoh po odrzuoenlu zasady (8.2),ale ob
serwuje się pogarszanie ioh jakośol. Im większe są nledokładnośoi,tym bar
dziej należy wydłużyć krok próbkowania. Przy dużyob niedokładnościach 
stwierdzono, np. że dość stabilne rezultaty uzyskuje się dla AFo * 0,1.Po
dobne uwagi dotyczą zagadnień dla stanu ustalonego.

W podsumowaniu tej ozęśoi wniosków można stwierdzić, że prezentowana 
metoda wyznaczania pola temperatury Jest skuteczna, o ile warunki brzego
we determlnuJąoe przepływ ciepła są dość umiarkowane, tzn. na przykład 11- 
ozba Biota nie powinna przyjmować zbyt dużyob wartości (najlepiej Bi<5,0). 
Występ«Je tu także pewna minimalna wartość kroku próbkowania** .

Kolejne wnioski wynikają wprost z przykładów prezentowanyob w punkcie 
10.1 :
a) Wyniki jakośoiowo są tym lepsze, im większy wpływ na termiczną odpo

wiedź układu aa poszukiwano pole temperatury oraz im mniejszy wpływ ma-' 
Ją warunki brzegowe i warunek poozątkowy.

por. tablloa 3.
‘>0 takim AFo . wspominają także i inni autorzy, stosuJąoy inne meto
dy (por. [3] )?tn
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b) Dla pól symetryczny oh azeregi aą tym lepiej zbieżne, im bliżej oai ey- 
matrii leży punkt pomiaru temperatury (por. tab, 2).

o) Dla pól nieaymetryoznyoh położenie punktów pomiarowych nie wpływa w 
istotny sposób n» wyniki (por. tablloa 1).

d) Zastosowanie raohunku wyrównawozego nie usuwa przyozyn złegc warunko
wania zadań odwrotnych, ale w znaoznym stopniu ogranioza Jego skutki, 
nie komplikuje raohunkowo problemu, pozwala takie zwiększyć liczbę wy
razów szeregu.

e) Jeżeli równaniem warunku jeat warunek brzegowy III rodzaju, to niedo~ 
kładność w szacowaniu liozby Biota nie wpływa w sposób zaeadniosy na 
wyniki uzgadniania (por. tablica 4 - tan niedokładność dochodzi do 
50$). Większy wpływ na niedokładność w szacowaniu gęstości strumienie 
oiepła dla warunku brzegowego II rodzaju.

f) Dla układów wtelowyniarowyob liozba punktów pomiarowych może być bar
dzo ograoiozona (por. tablloa j).

g) V związku ze złym uwarunkowaniem rozwiązań pomiary powinny być dokony
wane z jak największą dokładnością (zwłaszoza dla stanu ustalonego).

11. UWAGI KOŃCOWE

Celem rozprawy było opracowanie netody wyznaczania pola temperatury w 
oiałaoh stalyoh, na podstawie obserwaoji temperatury lub gęstośoi stru
mienia oiepła w pewnyoh wybranyob punktach olała. Uzyskane rozwiązania ta
ką możliwość stwarzają. Wyniki tej obserwaoji nazwano termiczną odpowie
dzią układu. Od strony matematycznej stanowią one rozwiązanie zadania w 
tych wybrapych punktach i ich wartośoi powinny zależeć od oałego pola tem
peratury. W szczególnym przypadku punkty mogą być położone na powierzchni 
zewnętrznej olała, ohoolaż nie jest to równoznaczne z rozwiązywaniem za
dania z dowolnym warunkiem brzegowym I lub II rodzaju. Jeżeli olało zanu
rzone Jest w płynie, z którym wymienia oiepło przy dużyoh wartoaoiaoh li
ozby Biota, to temperatura powierzobnl zdeterminowana jest praktyoznie 
przez warunek brzegowy i nie może być wykorzystywana Jako odpowiedź ter- 
miozna układu. Szczegółowo problem ten omówiono w rozdziale 3.

Niezbędna ilość infornaoji wynika bezpośrednio z opisanej metody.W naj- 
ozęśoiej spotykanych w literaturze tzw. granioznyoh zadaniach odwrotnyoh 
nieustalonego przewodzenia oiepła liozba niezbędnych warunków jednoznaoz- 
nośoi Jest taka sama, jak w zadaniach poozątkowo-brzegowyoh. Wymagany jest 
zatem warunek poozątkowy i umowne warunki brzegowe, sformułowane Jednak 
nie dla powierzchni zewnętrznej, a dla pewnego konturu wewnątrz olała 
(por. rys. 1 ).
W prezentowanej metodzie, dzięki narzuceniu dodatkowego warunku na termi
czną odpowiedź układu (warunek (3.2)), można było wyeliminować z warunków 
jednoznaoznośoi rozwiązania warunek poozątkowy. Stało się to jednak kosz
tem ograniczenia możliwości ekstrapolacji rozwiązania poza kontur, wzdłuż 
którego mierzono termiozną odpowiedź układu. EkstrapolaoJa stała się mo
żliwa tylko wzdłuż jednej współrzędnej, a zatem pełna ekstrapolaoJa roz
wiązania możliwa jest tylko dla pola Jednowymiarowego. Dla zagadnień sfor- 
mułowanyoh analitycznie liozba niezbędnych warunków jeat równa ltozble po
wierzchni ograniozająoyoh otalo, np. dla olał Jednowymiarowyoh - dwa wa
runki: informaoja o termicznej odpowiedzi układu dla dwóoh punktów, któ
rych położenie może być dowolne (wewnątrz olała lub na powierzchni), dla 
olał dwuwymiarowych - cztery warunki: informaoja o termioznej odpowiedzi 
układu wzdłuż oztereoh powierzchni, przy ozym przynajmniej dwie powinny 
pokrywać aię z powierzchniami zewnętrznymi olała (lub z powierzchnią ay- 
metrii), określonymi przez atałą wartość tej aanej współrzędnej. Jeżeli 
termiozną odpowiedź układu atanowią warunki różnyoh typów, np. tenperatu-
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pa 1 gęstość strumienia oiepła, to dotyozyć one mogą tego oatsogo punktu 
lub tej samej powierzchni, o ile nie Jeat to Jedna ze wapomniauyoh powie- 
rzotani pokrywających się z brzegiem olała.

Dla zadań sformułowanyoh numeryoznle czasami trudno jeat mówić o po
wierzchniach ograniczaJąoyoh. Poprawność doboru liozby i rozmieszozenia 
punktów pomiarowych można ooenić badając rząd nadarzy układu równań (por. 
rozdział 6).

Rozwiązanie zagadnienia wymaga informacji nie tylko o wartościach li
czbowych termicznej odpowiedzi układu, ale także o wartościach poohodnyoh 
tej funkoji. Dodatkowe warunki, jeżeli tylko obowiązują dla każdego momen
tu ozasowego, mogą być wykorzystane dla potrzeb raohunku wyrównawczego. Z 
uwagi na otrzymaną postać rozwiązania dla tyoh potrzeb nieprzydatny Jest 
warunek poozątkowy, gdyż nie występuje on w rozwiązaniu (por. roodz. 9).

V podobny sposób można określić niezbędną ilość informacji dla Zagad
nień ustalonego przewodzenia ciepła. Dla pól dwuwymiarowych, dzięki narsu- 
oeniu warunku (3.5) na termiozną odpowiedź układu, można było wyelimino
wać z warunków Jednoznaoznośoi rozwiązania warunki brzegowe na dwóoh po
wierzchniach, określonych przez stałą wartość tej samej współrzędnej. Do 
rozwiązania wystarczą zatem dwa warunki: informaoja o termicznej odpowie
dzi układu i Jej poohodnyoh wzdłuż jednej współrzędnej dla dowolnie usta
lony oh dwóoh wartości drugiej współrzędnej lub przy różnyoh warunkaoh dla 
jednej wartośoi drugiej współrzędnej. Dodatkowe warunki mogą być wykorzy
stywane dla potrzeb raohunku wyrównawozego, przy czym z analogicznyoh po
wodów jak warunek poozątkowy, nieprzydatne tu są te dwa wurunki brzegowe, 
które wyeliminowano z rozwiązania.

Ograniocenia w stosowaniu prezentowanej metody opisano ssosagółowo w 
punkoie 10.3. Dotyozą one przede wszystkim minimalnego kroku próbkowania, 
dokladnośoi pomiarów, gradientu temperatury wewnątrz olała, szybkości 
zmian temperatury dla pól nieuatalonyoh ltp. Ograniozenia te spotyka się 
także dla lnnyoh metod rozwiązywania zagadnień odwrotnyoh.

BECK [7] w swej praoy podał kryteria, według któryoh można scharaktery
zować metody rozwiązywania zadań odwrotnyoh. Poniżej podano je za [17] wraz 
z uwagami dotyoząoyml metody opisanej w poprzednich rozdzlałaoh. Kryteria 
te mogą posłużyć do uogólnienia wniosków dotyoząoyoh jej wad 1 zalet:
1. Identyfikowane temperatury 1 strumienie oiepła winny być dokładne. Je

żeli dane pomiarowe są dokładne.
2. Metoda powinna być mało ozuła na błędy pomiarowe.
3. Metoda powinna być stabilna dla małyoh czasów.
4. Metoda powinna dopuszozać wykorzystanie pomiarów z większej liozby ter- 

moelementówt
5. Metoda powinna dopuszozać skokowo-zmicnną w czasie temperaturę powierz

chni.
6. Nie powinna być wymagana informaoja o preoyzyjnym ozasle rozpoozęcia 

procesu.

-  1 0 7  -

7. Metoda nie powinna być ograniozona do ustalonej liozby obserwacji
8. Dozwolone powinny być olała o złożonej strukturze.
9. Yspółozynnlki mogą być zmienne z temperaturą.
10. Grzanie kontaktowe nie powinno być wykluczone.
11. Metoda powinna być łatwa do weryfikacji numerycznej.
12. Koszt obliozeń numerycznych powinien być umiarkowany.
13. Użytkownik metody nie musi znać zaawansowanych metod matematyoznyoh w 

celu Jej wykorzystania.
11«. Metoda powinna dać się stosować w różnyoh układach współrzędnyoh.
15. Metoda powinna dopuszczać rozszerzenie Jej no więoej powierzohni.
16. Metoda powinna mieć bazę statystyczną.
Prezentowana metoda spełnia postulaty 4-15. W szozególnośol pomiary więk
szej liozby termoelementów umożliwiają wykorzystanie raohunku wyrównawcze
go. Zastosowany aparat matematyozny jest wyjątkowo prosty (sumowanie sze
regów, metoda naJmniejszyob kwadratów, równania różniozkowe zwyczajne dru
giego rzędu ltp.). Postulat 16 Jest spełniony^o tyle, o ile bazę statya- 
tyosną aa metoda najmniejszyoh kwadratów. Postulat 5 Jest natomiast dysku
syjny, bo nieuzasadniony fizykalnie.

Największe zastrzeżenia do prezentowanej metody można mieć przy rozpa
trywaniu pierwszyoh trzech postulatów. Z nimi związane są najważniejsze
ograalozenia w jej zastosowaniu. Omówiono je szozegółowo w punkoie 10.3.
V miarę rozwoju teohniki pomiarowej (por. np. [i 31 ) 1 metod numeryoznyoh 
postulaty te ooraz łatwiej spełnić.

Jak widać z powyższych rozważań prezentowana metoda spełnia lepiej lub 
gorzej przedatawione kryteria, 00 może przesądzać o Jej praktycznej przy- 
datnośol.
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Dodatek A

SPRAWDZENIE WARUNKU (I*.6)
DLA ZADANIA NIEUSTALONEGO PRZEWODZENIA CIEPf-A

W punkoie 5.2 przedstawiono rozwiązanie (5.9) zadania nieustalonego 
przewodzenia oiepła sformułowanego analitycznie. W równaniu tym założono, 
że spełniony jest warunek (k.6). Dla rozpatrywanego przypadku warunek tan 
może być zapisany w postaci:

łQ = 5 [ t  0 k(1Tjk)(X,Fo)dS + | <jSk<2Qj[k)(5r,Fo)dsj, (A.l)
k=0 o* Sj

dla Fo — 0.

Elementami macierzy kolumnowej TQ są kolejne transformaty T  ̂ warunku
początkowego To(x). Transformaty te wyznaoza się z zależności:

fo,i = J To(50vi dV- (A*2)
V

gdzie V oznacza objętość oiała.
Z równania określającego funkoje własne (5.5) wynika:

V* vt. (A.3)
1 ’ 71

Ponadto, zgodnie z założeniem (3.2) (rozdział 3), temperatura T^ spełnia 
równanie przewodzenia oiepła także dla Fo —» 0, tzn.

T q(7) = Ta (5T,Fo ) dla Fo— 0,

5|X = v*T , (A .l.)

gdzie: TA(X,Fo) = T(x )f o ) dla
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PodstawiaJąo (A.3) do (a.2) i wykorzystując drugą tożsamość Greena oraz 
warunki (A.l»), otrzymuje się:

*o.i = - T 7  I To V S    Jr f TA-sł dS - - p  J QA vi dS -r i v n  s, « i  S
(A.5)

- h  J vi  v2t dV = - - r  5TA T B  dS - 7  I  qa Ti dS - 7  t t s  f T vi dV*
K  4 fi s, s2 A  V

dla Fo —  0.

Przekształcając dalej całkę objętościową, uzyskuje się ostatecznie:

T0>1 = 2  (-l)k + 1 T E T l f J  TAk)(x’,Fo) ^  dS ♦ J T t  Qj;k)(X,Fo)ds] (A.6)
k=0 ^i 4, S2

dla Fo — 0,

lub inaozej (por. równanie ( 5 . 1 0 ) ) t

T,c = 2  f J - (C_1)k+1 B1Tjk)(x,Fo)dS ♦ J - (C“1)k+1 B2qJk)(x,Fo)dsJ,
k=0 LS1 S2

Uwzględniając zależnośoi (4.5), że

K , p - - (e' 1)k+1 v
otrzymuje się w końcu warunek (A.l).

dla Fo— 0. (A.7)

P = 1,2,



Dodatek B

SPRAWDZENIE MOŻLIWOŚCI EKSTRAPOLACJI ROZWIĄZANIA JEDNOWYMIAROWEGO 
NIEUSTAŁONEGO PRZEWODZENIA CIEPŁA

W punkoie 5.3 przedstawiono rozwiązanie odwrotnego zadania nieustalone
go przewodzenia ciepła dla pola j e d n o w y m i a r o w e g o  w pos(;aoi (równanie (5.16)):

T(x, Fo) = 2  [\(X,X1,X2)T1(k)(Fo) ♦ V k(X,X2,X1)T^k)(Fo)] (B.l)
k=0

Jeżeli punkty i położone są na brzegu ciała, to równanie to spel-
nia warunek (4.6) (por. Dodatek A), a takie równanie (5.13) i warunki 
v5*l4). Obowiązuje zatem w całej objętości olała i może być zapisane w po- 
staoi:

T(X,Fo) = 2  [vk(XfO,l)F1(k)(Fo) + V k(X,1,0)F^k)(Fo}] , (b .2)
k=0

gdzie:
Ft(Fo) = T(o,Fo),
F2(Fo) = T(1,Fo).

Można zatem obliozyć temperaturę w dwóoh dowolnyoh punktach X1 i X2, wy
korzystując (B. 2 )

<ac
Tt(Fo) — t(x, ,Fo) = 2 ^ k (X1'0'l)F1k)(Fo) + V k(x1,1,0)F^k)(Fo)j ,

k=0
(b .3)

T2(Fo) = T(X2,Fo) = 2|vk(x2,0,1 )F^k^(Fo) + Vk(X2,1,0)F^k (̂Fo)] .
k=0

Można teraz wykazać, że podstawiająo (B.3) do (B.l), uzyskuje się rozwią
zanie tożsame z (B.2), które jak wspomniano obowiązuje w całej objętości 
ciała.
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Po podstawieniu otrzymuje się:

T ( x , F o )  =  2  [ v k ( X , X 1 t X 2 ) T 5k ) ( F o )  + V k ( x , X 2 , X 1 ) T ^ k ) ( F o ) ]  =

= 2
k=0

k=0

k
f J ^ F o ) [ 2  VI5(X,X1,X2)Vk_n(x i , 0 , l )  + Vn(X,X2,X1)Vk_n(X2,0 ,l)J  +

n=0

4 k)( F o ) [ 2  V n(x’xi’x2 > W JCi*1'o) + V n(x,x2,x1)vk.n(x2,i,o)]
n=0

Jeżeli (B.4) sna być tożsame ż (B.2), to muszą być spełnione warunki:

k ,

01,k(X) 5 2  [ V X’X1'X2)V , , (X1’<>'1) ł V X 'X2-X1)Vk-n(X2-0’O J =
n=0

= Y k(x,o,i) ( b . 5  )

k
02 ,k(x) 5 2  [vn(x.x1.x2)Vk.n(x1,i,o) ♦ V n(x,x2,x1)Vk.n(x2,i,o)J =

o=0

= y. (x,i,o). (B.6)

Słuszność tych warunków można sprawdzić metodą indukcji, przy czym dowód 
dla warunku (B.5) przebiega analogicznie, jak dla (B.6), stąd analiza zo
stanie ograniozona do (B.5).

Dla k=0 lewa i prawa strona warunku spełnia to samo równanie różnicz
kowe (5.17)

d2V0(x,o,i) r_, dy0(x,o,i)
dX dX

d2 W x) r-1 d01'°(X) -
------   + “   dX-“ 0dX

(B.7)

Jeżeli lewa i prawa strona spełnia równanie (5.l8)r to Jak łatwo wyka- 
za6 spełnia także to równanie dla k = k + 1•
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Należy teraz sprawdzić warunki brzegowe.
Dla k=0 funkcja V k( x , P , R )  spełnia warunki ( 5. 17 )

V0(X,P,R) = 1 dla X = P
(B. 8)

V0(X,P,R) = 0 dla X = R

Dla X = lewa strona warunku (B.5) Jest rćwna:

(b .9)
czyli równa prawej stronie.
Podobnie dla X=Xj lewa strona warunku (B.6) jest równa:

^2 , 0^X2 ̂ = + ̂ o^Xj fXg, « 2  f 1»0) =

= V 0(Xa,1,0), (b .i o)

czyli równa prawej stronie.
Zatem dla k=0 lewa 1 prawa strona warunku (B.5) spełnia to aano rów

nanie różnlozkowe zwyczajne rzędu drugiego 1 takie same dwa warunki (z któ
rych można wyznaczyć dwie stałe oałkowania, występujące w oałoe ogólnej 
równania). Z warunków Jednoznaczności rozwiązania równania różniczkowego 
rzędu drugiego wynika, że lewa i prawa strona warunku (B.5 ) reprezentują 
tę samą funkoję. Stosująo dla k > 0 metodę lndukoji, można wykazać, że 
rozwiązania równania typu (5 .1 8 ) będą miały taką samą całkę ogólną i taką 
samą oałkę szczególną, bo prawe strony równania (5.18 ) są identyozne 
(01 k_j(x ) = Vk.1(x,0,l)). Ponieważ spełniają takie same warunki brzegowe,
to

V k (x) £ Yk(x,o,i).

Sprawdzenie warunków brzegowych dla k > 0 przebiega analogioznle jak 
dla k = O.

Dodatek C

SPRAWDZENIE WARUNKU ( 4 . 6 )  DLA ZADAŃ NIEUSTALONYCH 
SFORMUŁOWANYCH NUMERYCZNI 1C

W rozdziale 6 przedstawiono rozwiązanie odwrotnego zadania nieustalone
go przewodzenia oiepła dla problemów sformułowanych numerycznie. Rozróż
niono zadanie wewnętrzne 1 zadanie ekstrapolaoJi rozwiązania. To ostatnie 
nie wymaga sformułowania warunku poozątkowego, Gdyż H przypadku ekstrapo
lacji nie rozwiązuje się układu równań różniczkowych. Może zatom posłużyć 
do weryfikaoji warunku ( 4 . 6 )  dla zadań wewnętrznyoh. Weryfikacja ta zos
tanie przeprowadzona najpierw dla symetrycznego pola Jednowymiarowego, a 
następnie uogólniona. Zostaną wykorzystane oznaczenia używane w punkcie
6.3.

Symetryczne pole temperatury w płycie (por. rys. 7) opisane Jest ukła
dem równań różnicowych (6. i). Jeżeli dana jest temperatura w osi symetrii,
to możliwa Jest ekstrapolaoja rozwiązania a ż  do węzła powierzchniowego.Na

podstawie (6.3) otrzymuje się

T i « )  = 2  V i  T! k )(s f)- ( c * °
k=0

Współczynniki $k Ł są rozwiązaniami układu równań ( 6 . 6 )  i ( 6 . 7 ) .  Rozwią
zanie (C.l) Jest słuszne w oałej objętości ciała i Jako wynik ekstrapola- 
oji nie wymaga warunku początkowego.

Jeżeli dana Jest temperatura węzła powierzchniowego, to możliwe jest 
rozwiązanie zadania wewnętrznego, które przyjmuje postać ( 6 . 1 3 )

T * ( « )  = 2  V i  i i ' * 1* ( c ' 2)
k=0

Można teraz obliozyć T„+1 z (c.l) i podstawić do (C.2). Uzyskrny wynik
powinien być tożsamy z (C.l), tzn. skoro

T Ł(*) = 2  T\k (1) i 0k-n,N+1'
n *1k=0 n=0

*̂ W równaniu tym przyjęto, że wskaźnik n także dąży do nieskończoności. 
Jest oczywiste, że współczynniki 0N+1ii. $u+2,i ••• s* równe zero.
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to

^k,i = 2 ^0 ,1 ^k-n,N+1 * 1 =
o=0

k = 0,1,...

,N+1 (C.k)

lub w postaci M o l * r 2o*eJ

= 2  ^k-n.H+l’
osO

(c .5 )

Aby udowodnić (C.5), wprowadza się dwie macierze q 1 S M x M elemento
we (m = W + L - s i m m  węzłów wewnętrznych i powierzobnlowyoh, tu: L = 1 
por. pkt. 6.3), takie że

D

a zatem naolerz H  (por. (6.2l)) jest r6wna

(c .6 ;

Macierz D jest w ty« przypadku maolerzą wierszową, której ostatni ele
ment jest równy jeden, a pozostałe zero. Vspółezynnikl yk spełniają ukła
dy równań (6.27)

H  Vk - V k = 0,1, (O.7 )

gdzie macierz kolumnowa ma tylko jeden ostatni element niezerowy (Ni
= N + i) równy jedynce. A zatem macierz D i maoierze kolumnowe Pfc odpo
wiadają zadaniu wewnętrznemu, a macierz A Jeat taka sama dla zadania we
wnętrznego i ekstrapolacji.
Łatwo zauważyć, Ze

oraz (por. (6.6))

* * po rl (C.8)

(C.9)

Łatwo'też sprawdzić pozostałe związki (por. (6.7))

k tk ■ k = 1,2,... (C.10)

gdzie M elementowa macierz kolumnowa ma ogólną postać

Uk = t?k-1,1' ^k-1,2, ^k-1,N'°» °* °]  ̂ (C. 11)

oraz (por. (6.17) przy (6.1 h))

(J Yk = Pk , k = 0,1, ... (C.12)

Dowód warunku (c.5) można przeprowadzić metodę indukcji. Dla ksO nale
ży wykazać, że

*0*0, N+1 = ^0* (c.1 3)

V tym oelu wystarczy obustronnie pomnożyć (c.13) przez maoierz H = Q + S
Lewa strona równa się:

0 Of N + 1( *  + s )  * 0  ■  V h +1 * 0 »  ( m  p o d » 4* * 1«  ( C . 1 2 ) ,

zaś prawa strona

(« + S) *0 = « i>0 + S0O = 0 + P0 P* i>0 = P0 0OfH+1*

Jak łatwo zauważyć, jeżeli słuszny jest warunek (C.13), to słuszne Jest 
także równanie

pi <>o ,n+i = 0i* (C*1I,)

gdzie ogólnie

Pk = Efk-1,1’ '^k-l^*'**» Y k-1,H' °* •**» °J
Jeżeli ksl, to warunek (C.5 ) przyjmuje poatać:

*0 ^1,N+1 * V, ^o,H+1 m ^1 (C.15)

Mnożąo obustronnie przez H, otrzymuje się: 
lewa strona:

(s + S)t0 ^I.K+l + ^  + S>Vi ^0,N+1 = P0 ^I.N+I + P1 <̂0,jr+1'’
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31 ̂W tym przypadku tylko Jeden M = N+1 element zerowy.
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prawa strona

(« ♦ *)♦, PQ 0 1jN+1.

Uwzględniają« (c.14), lewa strona równa Jest prawej. Ponadto skoro słusz
ny jest warunek (C.15), to można też zapisać:

P 1 ®1,N+1 + P2 ̂ 0,N+1 = V2' (C. 16)

k
2  Vn ^k-n,N+1 = ^k (C.17)
□=0

k
2  *„♦, 0 k-n,N+1 = Vk+1 * (c.18 )

Niech zatem

n=0

Powinno być
k+1

2  Vn ^k+ 1-n,N+1 = ^k+ 1 * fC.19'
nsO

Mnożąo obie strony przez H, otrzymuje się: 
lewa strona:

к
<« + s)v0 \ +i,N+1 + 2  + S)V„+1 *k-o,N+i =

n=0

k

= P0 ^k+1 ,N+1 ♦ 2 Pn+1 ^k-n.N+1 * 
a=0

prawa strona:

($ + S )^k+1 = < ^ k +1 + * ^ k +1 = ®k+1 + P0 ^k+ 1 ,N+1 ’

00 przy wykorzystaniu warunku (C.18) kończy dowód.
V analogiczny sposób przebiega weryfikacja warunku (4.6) dla pól wielo

wymiarowych. W dowodzie tym wykorzystane zostaną oznaozenia przyjęte w 
punkoie 6.3 oraz w rozważaniach niniejszego Dodatku, dotyczącyoh pola je
dnowymiarowego.
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Najważniejsze zostaną poniżej przypomniane:
L - liozba węzłów powierzchniowych równa liczbie węzłów Lp, w których

znana Jest temperatura,
N - liczba węzłów brzegowych i wewnętrznyoh (M = L+N),
J - maoierz kolumnowa L elementowa zawierająca indeksy węzłów, dla

któryoh znana Jest temperatura dla zadania ekstrapolaoJi,
I - maoierz kolumnowa L elementowa zawierająoa indeksy węzłów, dla

któryoh znana Jest temperatura dla zadania wewnętrznego,
f> - maoierze kolumnowe M elementowe zawlerająoe współczynniki roz-* / \ , wiązania zadania ekstrapolaoji \j = 1,2,,,.,L;y
V. . - maoierze kolumnowe M elementowe zawierająoe współczynniki roz-

J / \wiązania zadania wewnętrznego (j s 1,2,.#.,L;,
P — maoierze kolumnowe opisane równania (6.2*0 i (6.25) dla zadaniak, j

wewnętrznego, czyli

* 4 , j  = pk,j (c*20)

T  - macierz kolumnowa M elementowa zawierająca temperatury w węzłach
dla zadania wewnętrznego*^, przy czym Tj,T2,... «Т„, temperatury w 
węzłach wewnętrznyoh lub brzegowyoh, Т^+ ,̂ Tjj+j ,.. . - tempe
ratury w węzłaoh powierzchniowych,

W - macierz kolumnowa M elementowa zawierająca temperatury w węzłaoh
dla zadania ekstrapolacji o numeracji jak w T.

Jeżeli węzły określone przez maoierz J zostały dobrane prawidłowo,to 
możliwe Jest rozwiązanie zadania ekstrapolaoji, które jak wiadomo,nie wy
maga znajomości warunku poozątkowego, gdyż nie wymaga rozwiązania układu
równań różniczkowych (6.20). Zatem

90 L
»(Г) = 2  2  Фк#л Tjk)(*r). (C. 21 )

k=0 j=1 ’ J

gdzie T T (j = 1 , 2  L) oznaoza dane temperatury, a dla wygody przyjęto
J(podobnie jak poprzednio), że k—  oo .

Rozwiązanie zadania wewnętrznego dane jeat wzorem:

t w  = 2  2  vkfi 4 k)(2r)* (c*22)
k=0 1=1 ’ 1

*^Tu występuje różnica w definicji T  w stosunku do równania (6.20)
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Podstawiając niezbędne temperatury z (C.2l) do (C.22) otrzymuje się:

к L
т ( »  ,  2 2#>«> 2 S".,!.!.

k=0 j=1 J n=0 i=1 1
(C.23)

i uzyskany wynik powinien być toZeamy z (C.2l). Powinno być zatem

k L
2  2  
n=0 1=1^ k.J ^  ^  ^k-n,i (C.2U)

Dalej dowćd przebiega analogioznie, Jak dla pola Jednowymiarowego.Wpro
wadza się w tym oelu maoierze M * M elementowe ę 1 S, takie Ze

S =

H = ą + s,

gdzie maoierze A I D  są określone równaniami (6.20) i (6.22), przy ozyui 
maoierz A jest taka sama dla zadania wewnętrznego i ekstrapolaoJi,a ma
oierz D dotyozy zadania wewnętrznego.

Maoierz S moZna przedstawić w postaoi sumy

* «= 2  «i.
1=1

gdzie Jak łatwo zauwaZyć

0,1 0,i

Dla k=0 wykorzystuje się zaleZnośol:
L

«♦o.J “ *' S*°.i = 2 po,i V j , V
1=1

(C .25)

(C.26)

(« + S) v 0(j = P 0fJ.
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Dla k=0 warunek (C.24) przyjmuje postać:

* 0 . 1 - 2 * . V.,. " • " >
1=1

MnoZąo obie strony przez <j + S, otrzymuje się: 
z lewej strony

L
(<ł + S) ^0,J = 2  P0,i V j . I  > 

1=1

z prawej strony
L
2  ^O.J.lJ4 * $) V0,i = 2  ^0,J,I po,i- 
1 = 1  1  1 = 1

Dla k > 0 dowód prowadzi się tak, jak dla pola Jednowymiarowego, wy- 
korzystująo metodę indukojl.



Dodatek D

SPRAWDZENIE WARUNKU (4.6) DLA USTALONEGO POLA DWUWYMIAROWEGO

Sprawdzenie warunku (4.6) dla ustalonego pola dwuwymiarowego przebiega 
analogicznie, jak dla pola nieustalonego. Warunek ten można zapisać w po
staci (por. (7.13))

* ( ° )  = 2  [♦ k .l F jk ) (0 ) + t>k 2 F^k ,(o )] , (D.1)
k=0

przy ozym
Z2i_/°) = TjY), dla Y = 0

dT.(Y)
Z2i'°) = — d?—  > dla Y = °'

(D.2)

(D.3)

Zatem T^(Y) dla Y=0 są kolejnymi transformatami warunku brzegowego 
dla Y=0, wyznaozanymi z zależności

fl(°) = f Xr"1 T(X,0)vi dX. (D.4)

Wykorzystując (podobnie jak w Dodatku a ) własności funkojl własnych 
oraz termicznej odpowiedzi układu, która spełnia równanie przewodzenia oie
pła także dla Y —»-0, można przez wielokrotne obliczenie przez części cał
ki (D.4) sprawdzić poprawność warunku (d .1):

V ° > ---- 1 f  XP-1T(X,Y)
Xt

. . dv.
i -  -A (x r - i  _ £ ) dx =

A
&r_1 ^ T (x -Y)]  -  [* r ' 1 v i  - % I } ]

Xr_1 t (x ,Y)v 1 dX, dla Y— 0 (n.3)
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Kontynuując oałkowanie można sprawdzić poprawność warunku (D.l) dla nie
parzystych elementów wektora 2. Ppdobnie można postąpić dla elementów pa 
rzystyoh lub taż sprawdzić warunek (D. 1) dla elementów nieparssystyoh na 
powierzohni Y = 6.



WYZNACZANIE POLA TEMPERATURY W CIAŁACH STAŁYCH 
NA PODSTAWIE OBSERWACJI TEMPERATURY LUB GĘSTOŚCI STRUMIENIA CIEPŁA 

W WYBRANYCH PUNKTACH CIAŁA

S t r e .  s z o z e n i e

W pracy przedstawiono metodę rozwiązywania różnyoh zadań przewodzenia 
oiepła w przypadku, gdy warunek poozątkowy (dla stanów nieustalonyoh) lub 
niektóre warunki brzegowe (dla stanów ustalonyoh) nie są znane. Metoda wy
maga informacji o rozwiązaniu zadania w pewnyoh punktach olała, nazywanej 
termiozną odpowiedzią układu. Termiozną odpowiedź układu stanowi przebieg 
bądź temperatury, bądź strumienia oiepła. Przedstawiono szczegółowe roz
wiązania jedno- i dwuwymiarowych zadań nieustalonego przewodzenia oiepła 
i dwuwymiarowych zadań ustalonego przewodzenia oiepła. Zadania te mogą 
być sformułowane analitycznie lub numeryoznie. Rozwiązania mają postać 
szeregów, zawierająoyoh poohodne termicznej odpowiedzi układu. W pracy 
przedstawiono różne propozycje obliozania tyoh poohodnyoh. Celem zmniej
szenia niestabilności wyników llozbowyoh przeanalizowano przydatność ra
ohunku wyrównawozego.

Praoa zawiera liczne przykłady obliczeń raohunkowych, wykorzystująoyob 
dane z symulowanych eksperymentów oraz z obiektów rzeozywistyoh. Ha pod
stawie uzyskanyoh rezultatów podano ograniozenia metody oraz opisano jej 
wady i zalety. Obllozenia te potwierdziły także korzystny wpływ raohunku 
wyrównawozego na stabilność i dokładność wyników llozbowyoh.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ 
ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ИНФОРМАЦИЙ О ТЕМПЕРАТУРЕ 

ИЛИ ПЛОТНОСТИ ТЕПЛОВОГО ПОТОКА В НЕКОТОРЫХ ТОЧКАХ ТЕЛА

Р в • в м в

В работе представлен метод режения различных задач теплопроводности, ко
гда начальное условие {цхя нестационарных проблем) и л е  некоторые граничные 
условия (для стационарных проблем.) неизвестные. Метод требует информаций о 
решении задачи в некоторых точках тела, называемых термическим ответом.Тер
мический ответ это протекание температуры или плотности теплового потока* 
Представлены подробно ренення одно- я двухмерных задач нестационарной теп
лопроводности я двухмерных задач стационарной теплопроводности, в виде ана
литической и численной постановки. Решения представлены в виде рядов, в ко
торых выступают производные термического ответа. Описано различные методы 
вычисления зтих производных. Для улучшения результатов анализирована при
годность метода наименьших квадратов.

В работе приводится много результатов расчетов для численных и действи
тельных экспериментов. Описаны ограничения метода, его достоинства и недо
статки, Было подтверждено полезное влияние метода наименьших квадратов не 
корректность результатов.



DETERMINING TEMPERATURE FIELD IN SOLIDS KNOWING 
TEMPERATURE OR HEAT FLUX IN SOME CHOSEN POINTS

S u m m a r y

A method of solving various heat oonduotion problems, when the Initial 
condition (for the unsteady-state problems) or so«« boundary conditions 
(for the steady-state problems) are unknown, is presented. The solution in 
some ohosen points, oalled thermal response, being a variation of tempe
rature or a variation of heat flux is demanded. Solutions of one- and two- 
-dimensional non-steady heat oonduotion problems and two-dimensional atea- 
dy-state heat oonduction problemsiare presented in detail. These problems 
are formulated analytioally or numerioally. The solutions are presented 
in terms of series containing the derivatives of the thermal response.Va
rious methods of determining these derivatives are described. In order to 
diminish the non-stability of the numerioal results, applying of the least 
square method has been analysed.

Many results of numerical and real experiments are inoluded. Based on 
these results advantages, disadvantages and limitations of the presented 
method are described. The oarrled out computations oonflrmed the effecti
veness of the least square method as a method of Improving stability and 
aoouraoy of the numerioal results.



WYDAWNICTWA NAUKOWE I DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI ŚLĄSK 
MOŻNA NABYĆ W NASTĘPUJĄCYCH PLACÓWKACH:

. ' ■ ' • Щ
44-100 Gliwice — Księgarnia nr 096, ul. Konstytucji 14 b 
44-100 Gliwice — Spółdzielnia Studencka, uL Wrocławska 4 a 
40-950 Katowice — Księgarnia nr 015, ul. Żwirki i Wigury 33
40-096 Katowice — Księgarnia nr 005, ul. 3 Maja 12
41-900 Bytom — Księgarnia nr 048, PI. Kościuszki 10 
41-500 Chorzów — Księgarnia nr 063, ul. Wolności 22 
41-300 Dąbrowa Górnicza — Księgarnia nr 081, ul. ZBoWiD-u 2 
47-400 Racibórz — Księgarnia nr 148, ul. Odrzańska 1 
44-200 Rybnik — Księgarnia nr 162, Rynek 1 
41-200 Sosnowiec — Księgarnia nr 181, ul. Zwycięstwa 7 
41-800 Zabrze — Księgarnia nr 230, ul. Wolności 288

00-901 Warszawa — Ośrodek Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN —
Pałac Kultury i Nauki

Wszystkie wydawnictwa naukowe i dydaktyczne zamawiać moana poprzez Składnicę 
Księgarską w Warszawie, ul. Mazowiecka 9.


