
Z E S Z Y T Y
N A U K O W E
POLITECHNIKI
Ś L Ą S K I E J

FRANCISZEK MARECKI

MODELE MATEMATYCZNE I ALGORYTMY 
ALOKACII O PERA CJI  I ZASORÓW 
NA U N II  MONTAŻOWEJ

AUTO M ATYKA

Z. 8 2
GLIW ICE
1986

. ?



POLITECHNIKA ŚLĄSKA

ZESZYTY NAUKOWE

Nr 868

FRANCISZEK MARECKI

f i  M 1g £

MODELE MATEMATYCZNE I ALGORYTMY 

ALOKACJI OPERACJI I ZASOBÓW 

NA LINO MONTAŻOWEJ

G L I W I C E 19  8 6



O PIN IO D AW CY:

Prof. zw. dr inż. Henryk Górecki 

Prof. dr hab. inż. Jan- Węglarz

KOLEGIUM  REDAKCYJNE

RED AKTO R NAC ZELN Y — Prof. dr hab. inż. Wiesław Gabzdyl

RED AKTO R D Z IAŁU  — Dr inż. Anna Skrzywan-Kosek

SEKRETARZ REDAKCJI — Mgr Elżbieta Stinzing

CZŁO NKO W IE KOLEGIUM  — Prof. dr hab. inż. Adolf Maciejny

— Prof. dr inż. Stanisław Malzacher

— Prof. dr hab. inż. Bronisław Skinderowicz

O PRACO W ANIE  REDAKCYJNE 

Mgr Anna Błażkiewicz

Wydano za zgodą Rektora 

Politechniki Śląskiej

P L  ISSN 0434-0760

Praca była częściowo finansowana przez R. P. I. 02 

„Teoria sterowania i optymalizacji ciągłych układów dynamicznych 
i procesów dyskretnych” oraz CPBR 7.4 

„Mechanizacja i automatyzacja procesów montażu” .

Dział Wydawnictw Politechniki Śląskiej 
ul. Kujawska 3, 44-100 G liw ice

N * k l .  170+85 A r k .  w y d .  19,5 A r k .  d ru k  15.126 P a p ie r  o f f s e t ,  k l II I 78x160, 70 g 
Oddano d o  d ru k u  16.12.85 P o d p is ,  d o  d ru k u  8.04.86 D ru k  u k o ń c z , w  c z e r w c u  1888 
Z im .  1269/85 K-23 C en a  z l  233,—

Skład, fotokopie, druk i oprawę
wykonano w  Zakładzie Graficznym Politechniki Śląskiej w  Gliwicach

Moirr. Rodzicom



SPIS TREŚCI

Str.
SPIS OZNACZEŃ................................ .......................  19

1. WPROWAOZENIE......................................................  23
1.1. Wstęp  ..... 23
1.2. Opis linii i procesu montażu  ..... .......... . 26
1.3. Charakterystyka podstawowych problemów .................... 29

Problem B L M ............... ........................... ......  31
'' 1.4.1. Klasyczny problem BUM  .... ......... ............ . 32

1.4.2. Algorytmy B U M ....................................... 34
1.5J Metoda programowania wieloetapowego  ................. . 35

2. BUM METODĄ PROGRAMOWANIA WIEUOETAPOWEGO .................. ......  39

2.1. Wstęp  ............... ..................... .......... . 39
2.2. Podstawowe określenia  ........ .......... ..........  39
2.3. Reguły eliminacji stanów nieperspektywlcznych ............. 42
2.4. Algorytmy programowania wieloetapowego  ................. . 46

2.4.1. Algorytm binarny  ......  46
2.4.2. Algorytm szeregowania ...................... . 47
2.4.3. Algorytm przydziału  ...... .......................  47
2.4.4. Algorytm harmonogramowania  ............... 48

2.5. Przykłady........ ..... ......................... ....... . 49
2.5.1. Testy komputerowe  .... ................  60

2.6. Analiza algorytmów  ........... ......................... 67
2.6.1. Efektywność algorytmów  .........................  67
2.6.2. Rozwiązanie przybliżone........ .................... 70
2.6.3. Wybór algorytmu  ...................... . 72

3. UOGÓUNIONE MODEUE BUM  .................. . 73
3.1. W s t ę p ........ ......................... . 73
3.2. Dodatkowe parametry operacji .............. ...........  73

3.2.1. Model matematyczny ...........i.,............ 74
=r-. 3.2.2. Algorytm.................. ..........................  75
3.3. Enklawy operacji  ...................   ........... 76

3.3.1. Model matematyczny  ........................ 77
3.3.2. Algorytm dla enklaw podzlelnych ............ .......  79
3.3.3. Algorytm dla enklaw niepodzielnych  ..........  81



*  6  -

Str.

3.4. Montaż przestrzenny - fronty pracy ........................ 82
3.4.1. Model matematyczny........     33
3.4.2. Algoryto ..........................       84

3.5. Koszt montażu.........     86
3.5.1. Model matematyczny  .... .........  87
3.5.2. Algorytm  ......     87
3.5.3. Eliminowanie stanów nieperspektywicznych ........... 91

4. ALOKACJA OPERACOI. SZEREGOWE STANOWISKA P R A C Y ..................  97

4.1. Wstęp .................          97
4.2.j Ograniczenie pozycyjne  ...........     98

4.2.1. Model matematyczny  .................    98
4.2.2. Algorytm ..............................................  100

4.3. Ograniczenia czasowe ...  ......   105
4.3.1. Model matematyczny   105
4.3.2. Algorytm ............................................   106

4. 4.'s Ograniczenia zakresowe  .....     109
4.4.1. Model matematyczny..................    109
4.4.2. Algorytm ......    111

4.5. Linia asymetryczna ..........       116
4.5.1. Model matematyczny ....... .......................   116
4.5.2. Algorytm ................................    118

5. 'ALOKACDA OPERACOI. RÓWNOLEGŁE STANOWISKA P R A C Y .............  122

5.1. W s t ę p .....................       122
5.2. Model podstawowy.........      122

5.2.1. Model matematyczny.....................     122
5.2.2. Algorytm .............................................. 125
5.2.3. Eliminowanie stanów nieperspektywicznych  ......... 129

5.3. Relacja wykluczania operacji .......................    135
5.3.1. Model matematyczny ................................   135
5.3.2. Algorytm ...................................    136

5.4. Relacja synchronizacji operacji .....................   138
5.4.1. Model matematyczny  ......................    138
5.4.2. Algorytm .............................................. 139

6. ALOKACOA OPERACOI I ZASOBÓW.......     144
6.1. Wstęp ..............       144
6.2. Alokacja operacji i kontenerów ........................   145

6.2.1. Model matematyczny......... ...........   145
6.2.2. Algorytm ...........................     147
6.2.3. Eliminowanie stanów nieperspektywicznych ........... 150
6.2.4. Polioptymallzacja  .......   156

Str.

6.3. Alokacja operacji i narzędzi  ....................   158
6.3.1. Model «ateoatyczny ..................................  158
6.3.2. Algorytm............................................. 159

6.4. Alokacja operacji i monterów ...............................  164
6.4.1. Model natematyczny ..................................  164
6.4.2. Algorytm ................... .........................  165

7. ZAKOŃCZENIE ......................................................  171

DODATEK - Modele matematyczne i algorytmy sterowania montażem dyna­
micznym ................................................. 175

SPIS OZNACZEŃ ........................................................  175
1. WPROWADZENIE............... ............. ............. . 1/8

2. ZAŁOŻENIA .........................................................  179
3. PODSTAWOWE OKREŚLENIA ............................................  180

3.1. Stan procesu montażu ................. ....................... 180
3.2. Sterowanie procesem montażu .................................  183

4. RÓWNANIA STANU  ..................................................  185
5. PROBABILISTYCZNY MODEL MONTAŻU..................................  190
6. MODEL MONTAŻU I ZAPASÓW DETALI  .......................  194

7. STEROWANIE MONTAŻEM OEDNOWERSYDNYM  ........................... 1991
7.1. Sterowanie statyczne................................. . 200
7.2. Sterowanie pseudostatyczne ................................  201
7.3. Sterowanie pseudodynamiczne ...............................  203
7.4. Sterowanie dynamiczne  ................. ...... . 205

8. MODEL MONTAŻU WIELOWERSYONEGO  .............. ..... .... ...... 207
9. STEROWANIE OYNAMICZNE MONTAŻEM WIELOWERSYONYM  .....  210

10. ZAKOŃCZENIE ....................................................... 213
STRESZCZENIA DODATKU ..... ..........................................  214
LITERATURA ........................... ......... ...................... 216

STRESZCZENIA ROZPRAWIĆ  ................ ....... 232



SPIS RYSUNKÓW W PRACY

Rys. 1.1

Rys. 1.2 

Rys. 1.3 

Rye. 2.1

Rye. 2.2 

Rys. 2.3 
Rys. 2.4 

Rys. 2.5 
Rys. 2.6

Rys. D.l 

Rys. D.2

Rys. 0.3

Rys. D.4 

Rys. 0.5

Tabela

. Linia montażowa: 1 - transporter główny, 2 - Kontowany obiekt 
wchodzący na pierwszy stację linii (chassis montowanego obiek­
tu), 3 - zmontowany kompletnie obiekt echodzęcy z oetatniej 
stacji linii, 4 - montowany obiekt wchodZęcy na k-tę stację,
5 - pola dla narzędzi i kontenerów z detalami, 6 - k-ta stacja : montażowa -

. Charakterystyka ekonomiczna linii montażowej 

. Charakterystyka atatyczns linii montażowej

. Diagram bezpośrednich poprzedników i następników (numery opera­
cji zapisano wewnętrz węzłów, natomiast czasy operacji na ze­wnętrz)

. Sieć stanów algorytmu binarnego

. Sieć stanów algorytmu szeregowania

. Sieć stanów algorytmu przydziału

. Sieć stanów algorytmu harmonogramowania

. Schemat blokowy algorytmu 8LM z regułę wyboru FIFO

SPIS RYSUNKÓW W DODATKU

. Schemat blokowy obliczeń dla funkcji logicznej h

. Ogólny schemat blokowy obliczeń dla deterministycznego procesu montażu

. Schemat blokowy obliczeń dla funkcji logicznej hu 
(R - generator liczb pseudolosowych) *

. Schemat blokowy obliczeń dla funkcji logicznej h^

. Schemat blokowy obliczeń czasów cykli c^ oraz chwil T* uru­
chamiania transportera głównego

SPIS TABEL

.1. Porównanie sieci 3tanów w algorytmach z regułę dominacji sta­
nów oraz bez dominacji stanów

Tabela 2.2. Porównanie obliczeń komputerowych bez dominacji stBnów oraz 
z dominację stanów

СОДЕРЖАНИЕ

Стр.
С Ш С О К  ОБОЗНАЧЕНИЙ  ........... ............. ........................  19

1. ВВЕДЕНИЕ  ................................................ 23
1.1. Вступление  ............ ............... ...... ...............  23
1.2. Описание линии и процесса сборки  ..................... . 26
1.3. Характеристика основных проблем  ....................... . 29
1.4. Проблема балансирования сборочной линией (БСЛ)................ 31

1.4.1. Классическая, проблема БСЛ  ........ . 32
1.4.2. Алгоритм БСЛ  ................ ...................  34

1.5. Метод многоэтапного программирования  ......  |......  35

2. БСЛ МЕТОДОМ МНОГОЭТАПНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ  .............. . 39
2.1. Вступление  ................................................  39
2.2. Основные определения:  ........................... 39
2.3. Правила исключения, неперспективных состояний ................. 42
2.4. Алгоритм многоэтапного программирования  .......... . 46

2.4.1. Бинарный алгоритм  ..... .........................  46
2.4.2. Алгоритм упорядочения  ....................... 4?
2.4.3. Алгоритм ] приписания......... ................. .......  47
2.4.4. Алгоритм календарного планирования ..................  48

2.5. Примеры  .............. ................ ...................... 49
2.5.1. Компьютерные тесты  ..........................  60

Е.6. Анализ алгоритмов  ............................. ...............  67
2.6.1. Эффективность алгоритмов  ............... .......  6?
2.6.2. Приближенное решение  ................  70
2.6.3. Выбор алгоритма  ........ .......................... 72

3. ОБОБЩЁННЫЕ МОДЕЛИ БСЛ  ................. 73
3.1. Вступление  .............................. ......... . 73
3.2. Добавочные параметры операций ............ ...................  73

3.2.1. Математическая модель  ......  74
3.2.2. Алгоритм  ...... ................... ........ . 75

3.3. Энклавы операций   ............................. 76
3.1.1. Математическая модель  ........................ 77
3.2.2. Алгоритм для. делимых энклав }....................... . 79
3.3.3. Алгоритм для. неделимых э н к л а в ....... .................  81



:<./■■■ C*P.
3.4. Пространственная сборка - фронты работ  .....   82

3.4.1. Математическая модель  .............     83
3.4.2,. Алгоритм  .....     84

3.5. Стоимость сборки «........   .......................   86
3.5.1. Математическая модель  ........    87
3.5.2. Алгоритм  ............      87
3.5.3. Исключение неперспективных состояний ................ 91

4. АЛЛОКАЦИЯ ОПЕРАЦИЙ. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ РАБОЧИЕ МЕСТА ..............  97
4.1. Вступление  ..........         97
4.2. Позиционные ограничения ..........      98

4.2.1. Математическая модель  ....................     98
4.2.2. Алгоритм  .....................     100

4.3. Временные ограничения  ...........     105
4.3.1. Математическая модель  ......      105
4.3.2. Алгоритм  ......       106

4.4. Диапазонные ограничения  ...............    109
4.4.1 Математическая м о д е л ь .........      109
4.4.2. Алгоритм .........................   111

4.5. Асимметрическая линия  ..............        116
4.5.1. Математическая модель ...........     116
4.5.2. Алгоритм ...........................................   118

5. АЛЛОКАЦИЯ ОПЕРАЦИЙ. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ РАБОЧИЕ МЕСТА ...................  122
5.1. Вступление .....      122
5.2. Основная модель ....................     122

5.2.1. Математическая модель ....................     122
5.2.2. Алгоритм  .........................      125
5.2.3. Исключение неперспективных состояний ................ 129

5.3. Отношение исключения операций  .....................   135
5.3.1. Математическая модель  .....   135
5.3.2. Алгоритм ...........         136

5.4. Отношение синхронизации операций  ......   138
5.4.1. Математическая модель ................................... 138
5.4.2. Алгоритм  .......      139

6. АЛЛОКАЦИЯ ОПЕРАЦИИ И РЕСУРСОВ ....................    144
6.1. Вступление  .....        144
6.2. Аллокация операций в контейнеров  .........  145

6.2.1. Математическая модель  .................  145
6.2.2. Алгоритм  ......     147
6.2.3. Исключение неперспективных состояний   150
6.2.4. Полиоптимализация  .....     156

- 11 *

Стр.

6.3. Аллокация операций и инструментов  ........................  158
6.3.1. Математическая модель  .......     158
6.3.2. Алгоритм ..........................      159

6.4. Аллокация операций и монтёров .......   164
6.4.1. Математическая модель   164
6.4.2. Алгоритм...........       165

7. ОКОНЧАНИЕ ............     171

ДОПОЛНЕНИЕ - Математические модели и алгоритмы управления динами­
ческой сборкой .....      175

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИИ ........     175

1. ВВЕДЕНИЕ .........................................    17С

2. ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ....................................................  179
3. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ...........................    180

3.1. Состояние сборочного процесса  .......     180
3.2. Управление сборочным процессом .............................. 183

4. УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ .........................................   185

5. ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ СБОРКИ ...........   190

6. МОДЕЛЬ СБОРКИ И ЗАПАСОВ ДЕТАЛЕЙ ...............................   194
7. УПРАВЛЕНИЕ 0ДН0ВЁРСИ0НН0И СБОРКОЙ ................................ 198

7.1. Статическое управление ......................................  200
7.2. Псевдостатическое управление .............      201
7.3. Псевдодинамическое управление ............................... 208
7.4. Аинамическое управление  ..................................  205

8. МОДЕЛЬ ЫНОГОВЕРСИОННОИ СБОРКИ ..........................   207
9. ДИНАМИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ МН0Г0ВЕРСИ0НН0Й СБОРКОЙ .................  210

10. ОКОНЧАНИЕ ................................   213
РЕЗШЕ ДОПОЛНЕНИЯ ..................      214

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ .........     216
РЕЗККЕ РАБОТЫ ......................    232



- 12 -

С ШСОК РИСУНКОВ

Рио, 1.1. Сборочная линия 1 - главный конвейер, 2 - собираемый объект, 
входящий на первую станцию линии (шасси собираемого объекта),
3 - полностью собранный объект выходящий с последней станции,
4 - собираемый объект входящий на к-тую станцию, 5 - место для 
инструментов и контейнеров с деталями, б - к-тая сборочная стан­ция

Рис. 1.2. Экономическая характеристика сборочной линии 
Рис. 1.3, Статическая характеристика сборочной линии
Рис. 2.1. Диаграмма непосредственных предшественников и наследников (номе­

ра операций записаны внутри узлов, времена операций - снаружи)
Рис. 2.2. Сеть состояний бинарного алгоритма
Рис. 2.3. Сеть состояний алгоритма упорядочения
Рис. 2.4. Сеть состояний алгоритма приписания
Рис. 2.5. Сеть состояний алгоритма календарного планирования
Рис. 2.6. Блок-схема алгоритма БСЛ с правилом выбора FIFO

С Ш С О К  РИСУНКОВ К ДОПОЛНЕНИЮ

Рис. Д.1. Блок-схема расчёта логической функции И
Рис. Д.2. Общая блок-схема расчёта детерминистического сборочного процесса
Рис. Д.З. Блок-схема расчёта логической функции ^-генератор псевдослу­

чайных чисел)
Рис. Д.4. Блок-схема расчёта логической функции
Рис. Д.5. Илок-схема расчёта времён циклов с1 и моментов пуска глав­

ного конвейера

СПИСОК ТАБЛИЦ

Таблица 2.1. Сравнение сети состояний в алгоритмах с правилом домьшации 
состояний и без доминации состояний

Таблица 2.2. Сравнение компьютерных расчётов без домкнации состояний и 
с доминацией состояний

CONTENTS

Page

LIST OF SYMBOLS............. ........................................  19

1. INTRODUCTION........... ................   .. 23

1.1. Preface ....................................................... 23
1.2. Description of a line and an assenbly process.............  26
1.3. Characterization of fundamental problems  ..... ...... 29
1.4. ALB problem.................................................. 31

1.4.1. The standard ALB problem .............................. 32
1.4.2. Algorithms for the ALB problem ...................... 34

1.5. Method of multi-stage programming ....................... . 35

2. ALB BY THE MULTI-STAGE PROGRAMMING METHOD  ........... ..... ..... 39

2.1. Introduction.................................................  39
2.2. Basic definitions ...................................... . 39
2.3. Rules of unperspective states elimination .................  42
2.4. Algorithms of the multi-stage programming..... ...........  46

2.4.1. Binary algorithm .................................... . 46
2.4.2. Sequencing algorithm ................................. 47
2.4.3. Allocation algorithm ................................. 47
2.4.4. Scheduling algorithm ................................. 48

2.5. Examples .....................................................  <9
2.5.1. Computational tests .................................. 60

2.6. Analysis of ths algorithms ........................ .........  67
2.6.1. Efficiency of the algorithms ........................ 67
2.6.2. Approximate solution  .......................... . 70
2.6.3. Selection of algorithm.................. ...........  72

3. GENERALIZED ALB MODELS  ............... .................... ..... 73
3.1. Introduction ........................... .....................  73
3.2. Additional parameters of operations  ............... . 73

3.2.1. Mathematical model ............................. . 74
3.2.2. Algorithm  ............... >.....................  75

3.3. Enclaves of operation®  .................... ..........  76
3.3.1. Mathematical model  ............................  77
3.3.2. Algorithm for divisible enclaves .............. . 79
3.3.3. Algorithm for indivisible enclaves................. 81



Page
3.4. Spacial assembly - work fronts  .......................... 82

3.4.1. Mathematical m o d e l ..........    83
3.4.2. Algorithm  ............        84

3.5. Cost of assembly...........    86
3.5.1. Mathematical model ..........   ..................  87
3.5.2. Algorithm.......       87
3.5.3. Elimination of unperspective states  .............. 91

4. ALLOCATION OF OPERATIONS. SEQUENTIAL WORK STATIONS ...............  97

4.1. Introduction......................... ................ .......  97
4.2. Positional constraints ....................................... 98

4.2.1. Mathematical model ................   98
4.2.2. Algorithm .............     100

4.3. Time constraints ................     105
4.3.1. Mathematical model ..........................   105
4.3.2. Algorithm .............................................  106

4.4. Range constraints ......................................... 109
4.4.1. Mathematical model .............................    109
4.4.2. Algorithm ............................................  m

4.5. Asymmetric line ..............................................  116

4.5.1. Mathematical model ...............................   116
4.5.2. Algorithm .................     118

5. ALLOCATION OF OPERATIONS. PARALLEL WORK STATIONS .................  122

5.1. Introduction .................................................. 122
5.2. Basic m o d e l .........   ..........   122

5.2.1. Mathematical model .....................  122
5.2.2. Algorithm .............................................  125
5.2.3. Elimination of unperspective states ............   129

5.3. Exclusion relation of operations ......     135
5.3.1. Mathematical model ............    135
5.3.2. Algorithm  .....     136

5.4. Synchronization relation of operations ..................... 138
5.4.1. Mathematical model ..............     138
5.4.2. Algorithm...................... ......................  139

6. RESOURCE AND OPERATION ALLOCATION....................     144

6.1. Introduction...........      144
6.2. Container and operation allocation............   145

6.2.1. Mathematical model ................................. 145
6.2.2. Algorithm......    147
6.2.3. (Elimination of unperspective states ................ 150
6.2.4. Multi-criterion optimization ....................... 156

- 14 «

Page*
6.3. Tool and operation allocation  ...................   158

6.3.1. Mathematical model  ..................   158
6.3.2. Algorithm..............     159

6.4. Assembler and operation allocation  .............   164
6.4.1. Mathematical m o d e l   ......      164
6.4.2. Algorithm ........      165

7. FINAL REMARKS.....          171

APPENDIX. Mathematical models and algorithms for control of dyna­
mic assembly  ...............    175

SYMBOLS  .................      175
1. INTRODUCTION  .............       178

2. ASSUMPTIONS ..........     179

3. BASIC DEFINITIONS .............................................   180
3.1. State of assembly process  ...................    180
3.2. Control of assembly process  .......      183

4. STATE EQUATIONS.....   185
5. PROBABILISTIC MODEL OF ASSEMBLY  ...............     190
6. MODEL OF ASSEMBLY PROCESS AND ASSEMBLY ELEMENTS SUPPLY.......   194

7. CONTROL OF SINGLE VERSION ASSEMBLY .............................. 199
7.1. Static control  ...........................................   200
7.2. Peeudostatic control  ..........     201
7.3. Pseudodynamic control .......................................  203
7.4. Dynamic control  ........    2°5

8. MODEL OF MULTI-VERSION ASSEMBLY  ..............    207

9. DYNAMIC CONTROL OF MULTI-VERSION ASSEMBLY  ...............   210

10. FINAL REMARKS  ...................................................  213
SUMMARY OF THE APPENDIX  ...........................................  214

REFERENCES................      216
SUMMARIES OF THE DISSERTATION  .....................................  232

- 15 -



16 -

Fig. 1.

Fig. l. 
Fig. 1. 

Fig. 2. 

Fig. 2. 

Fig. 2. 

Fig. 2. 

Fig. 2. 

Fig. 2.

Fig. D. 

Fig. D.

Fig. D.

Fig. D. 

Fig. D.1

Table 2 

Table 2,

FIGURES IN DISSERTATION

,1. Assembly line (l - main conveyor, 2 - assembled object entering 
the first line station (chassis), 3 - complete assembled object 
leaving the last line station, 4 - assembled object entering 
the k-th line station, 5 - places for tools and containers with 
assembly elements, 6-k-th assembly station)

,2. An economic characteristic of assembly line
3. A static characteristic of assembly line

1. Diagram of immediate predecessors and successors
2. Network of states for binary algorithm

3. Network of states for sequencing algorithm

4. Network of states for allocation algorithm

5. Network of states for scheduling algorithm

6. Block diagram of algorithm for ALB with selection rule FIFO

FIGURES IN APPENDIX

1. Block diagram for computation of the logical function h

2. General block diagram of computation for deterministic assemblyprocess

3. Block diagram for computation of the logical function hv,
(R - pseudorandom numbers generator) O

4. Block diagram for computation of the logical function h^

5. Block diagram for computation of the cycle-time c^ and the
moment Tl to start main conveyor

TABLES

,1. Comparison of state networks for algorithms with and without 
state domination rules

,2. Comparison of computations with and without state domination

OD AUTORA

Zagadnienia przedstawione w niniejszej dysertacji wywodzę się z do­
świadczeń zebranych przez autora w latach 1973-1985 w pracach naukowo-ba­
dawczych prowadzonych przez Zakład Automatyzacji Dyskretnych Procesów 
Przemysłowych w Instytucie Automatyki Politechniki Śliskiej w Gliwicach, 
Prace te dotyczyły podstaw teoretycznych procesów dyskretnych oraz za­
stosowań - głównie w przemyśle motoryzacyjnym.

Od momentu ogłoszenia przez M.E. Salvssona w roku 1955 pracy pt.:
"The Assembly Line 8alancing Problem" liczba publikacji na temat proce8U 
montażu stale rośnie. Aktualność tej problematyki przejawia się duża róż­
norodnością rozważanych modeli oraz algorytmów.

Zamierzeniem autora było wprowadzenie klasyfikacji podstawowych proble­
mów sterowania montażem oraz przedstawienie jednolitej metody rozwiązania 
tych problemów. Z tego względu w dysertacji wyróżniono: standardowy pro­
blem balansowania linii montażowej, uogólnione modele balansowania linii 
montażowej, alokację operacji na linii o szeregowych 1 równoległych sta­
nowiskach pracy oraz alokację operacji 1 zasobów. Wszystkie algorytmy 
rozwięzania tych problemów oparto na metodzie programowania wieloetapowe­
go.

W dysertacji zamieszczono również obszerny dodatek opisujęcy dynemikę 
procesu montażu. Wprowadzone w tym dodatku równania stanu montażu twSrzę 
pewne analogie pomiędzy procesami cięgłymi i dyskretnymi. Z teoretiyczi'fgo 
punktu widzenia udało się tym sposobem pokezać, że problemy rozważane * 
części zasadniczej dysertacji należę do sterowania statycznego montażem. 
Przedstawione modele i algorytmy sterowanis dynamicznego montażem nabie­
raj? znaczenie w zwlęzku z wprowadzaniem na linie montażowe robotów prze­
mysłowych.

Ukończenie pracy nie byłoby możliwe bez ustawicznej zachęty 1 inspira­
cji Prof, dra inż. H. Kowalewskiego, dlatego poczuwam się do miłego obo- 
więzku złożenia Mu tę drogę podziękowań. Ostatecznę postać pracy zawdzię­
czam w dużej mierze Jej opiniodawcom Prof. drowi inż. H. Góreckiemu i 
Prof. drowi hab. inż. 0. Węglarzowi. Składam Im za to goręce podziękowa­
nia. Trud przygotowania maszynopisu pracy wzięła na siebie moja koleżan­
ka mgr inż. E. Król, której również składam wyrazy podziękowania.

Franciszek Marecki



SPIS OZNACZEŃ

zbiór operacji montażowych

operacja Montażowa
liczba stacji na linii montażowej
liczba 3tanowlsk pracy n8 linii nontażowej (lub liczba typów do­
datkowych zasobów) 

liczba operacji 
numer stacji montażowej (k » 

numer stanowiska pracy (m » 
numer operacji montażowej (n » 

horyzont procesu montażu 
cykl (rytm lub takt) montażu
numer etapu decyzyjnego ( ̂  « i  N)
numer stanu w ramach etapu decyzyjnego 

1-ty stan-^-tego etapu
dopuszczalna liczba stanów tego etapu 

stan początkowy 
stan końcowy
stan aktywny wybrany do generowania dalszych stanów

aktualnie najlepszy stan końcowy

stan lokalnie optymalny
stan globalnie optymalny
stan lokalnie Pareto-optymalny

stan polioptymalny

wartość stanu p“?'^
funkcja wartości stanu, tzn. V?*1 « v(P?'1) 

zbiór stanów aktywnych ̂ -tego etapu 

indeks stanu P?'*
zbiór operacji na a-tym stanowisku pracy



zbiór operacji na k-tej stacji

optymalny zbiór operacji na m-tym stanowisku pracy

zbiór operacji przydzielonych do J-tego stanowiska na k-tej 
stacji

zbiór operacji wykonanych w stanie P?'* 
chwila zakończenia operacji C0n

chwila zakończenia operacji o>n wykonanej za pomocę zasobu
m-tego typu

chwila zakończeni, wszystkich operacji ze zbioru

numer ostatniej stacji wykorzystanej w stanie pV'^

N 1°dolne ograniczenie wartości etanu V ’ 

najmniejsze dolne ograniczenie wartości stanu V° 
j-ty parametr operacji G>n

dopuszczalna suma wartości parametrów J-tego typu dla operacji 
na k-tej stacji

suma wartości parametrów j-tego typu, operacji znajdujęcych się
na tej stacji

podzbiór operacji nazywany enklawę

parametr alokacji operacji tt)n do enklawy E

numer frontu pracy operacji con

czas przejścia od i-tego do j-tego frontu pracy
podstawowy front linii

front pracy pierwszej operacji na stacji K ? ~ * w  stanie P?-1 ^

front pracy ostatniej operacji na stacji stenie P^ 1
koszt wykonania operacji con

koszt wykonania operacji na k-tej stacji w stanie P 1?'*

koszt wykonania operacji na wszystkich stacjech od 1 do K^'^-1
w stanie P-?'1

koszt wykonania operacji ne stacji w stanie P?'1
dolne ograniczenie kosztu montażu

parametr przyporządkowania operacji w n do j-tej pozycji
parametr przyporządkowania operacji na K1?"1 -tej stacji do 
J-tej pozycji

parametr przydziału stanowiska pracy do k-tej stacji w stenie 
P?'1
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n - minimalny czas. Jaki musi upłynęć od zakończenia operacji &ĵ  
do rozpoczęcia operacji o)n

'fi n “ maksymalny czas, jaki może upłynęć od zakończenia operacji 
do rozpoczęcia operacji o>n

T?'i - chwila najwcześniejszego rozpoczęcia operacji Ct7n w stanie 
p ?'1

T?'ł - chwila najpóźniejszego rozpoczęcia operacji to. w stanie
' i P?'1

‘'^m,n - czas wykonania operacji fc)n przy pomocy zasobu o-tego typu

kp - nejmniejszy numer stacji, na której może być wykonana operacja

“ n
2 »k„ - największy numer stacji, na której może byc wykonana operacja

w n
- czss wykonania operecji OJn po j-tej stronie linii (j =1,2)kn.j
- numer ostatniej stacji, na której po J-tej stronie linii znajdu­

je się ostatnie stanowisko pracy w stanie p?*^

V ? ' 1 - liczba stanowisk pracy po J-tej stronie linii w etanie p4?*^

il ^ n - zbiór operacji, które sę bezpośrednimi poprzednikami operacjiWn

- zbiór operacji, które wykluczaj ę się z operację COn i zostały
P' O 1wykonane w stanie P «'

£1 gę n - zbiór operacji, które muszę być wykonane równocześnie z opera­
cję C0n

- chwile zakończenia bezpośrednich poprzedników operacji G>n w 
stanie p V ’1

- element macierzy F  relacji kolejności operacji (O^oraz (On

n - element macierzy relacji wykluczania operacji 00̂  oraz con

<X - element macierzy A  relacji synchronizacji operacji U  orez tL>n
W ' »

- chwile najwcześniejszego rozpoczęcie operacji co_ w stanie 
p (’ z uwagi na relację wykluczanie

zra - liczba dodatkowych zasobów m-tego typu
d - parametr przyporzędkowenie zasobu m-tego typu do operacji U)Cl i n • ■
Q0 - wskaźnik kryterlelny liczby stanowisk pracy

- wskaźnik kryterialny liczby zasobów n-tego typu

parametr prz 
w stanie pV'

ąV'} - parametr przydziału Jednostki zasobu m-tego typu do k-tej stacji 
p,k ,



operacja wymagajęca zasobu »-tego typu 

tolerancja bezwzględna dla wskaźnika kryterialnego 

zbiór aontarów wykorzystanych w stanie P^'*

1. WPROWAOZENIE

1.1. WST^P

W dziedzinie automatyzacji procesów przemysłowych wyróżnia się procesy 
cięgła oraz kompleksy operacji [33, 35j. Wyróżnienie to wynika z charak­
teru procesu rzeczywistego lub poziomu abstrakcji opisu matematycznego.
Z punktu widzenia przepływu sygnału lub medium można mówić o systemach 
wejściowo-wyjściowych. Kompleksy operacji stanowię zbiory operacji z ogra­
niczeniami czasowymi. Rozróżnienie systemów wejściowo-wyjściowych i kom­
pleksów operacji wprowadza się z punktu widzenia powięzań między ich pod­
systemami. Do opisu matematycznego procesów cięgłych wykorzystywane sę 
równania różniczkowe. W kompleksach operacji model matematyczny pojedyn­
czej operacji może być przedstawiony w postaci równań różniczkowych. Pro­
blemy powiązań pomiędzy operacjami sę rozwięzywene za pomocę metod badań 
operacyjnych - głównie programowania matematycznego. Obszernę klasę sta­
nowię problemy, w których operacje sę opisane przez czas ich wykonania.

Kompleks operacji z ograniczeniami: logicznymi, czasowymi i przestrzen­
nymi, realizowany w systemie wejściowo-wyjściowym (w sensie przepływu 
obiektów), nazywany jest dyskretnym procesem przemysłowym [l46j. Przez sy­
stem rozumiany Jest zbiór agregatów (maszyn itp.), które łęczy wspólny 
cel działania, określony przez odpowiednie kryterium lub kryteria {68j. 
w dyskretnym procesie przemysłowym pomiędzy agregstami przepływaj? obiek­
ty. Wej ści8 i wyjścia takiego systemu sę wyznaczone przez dopuszczalne 
marszruty obiektów. W trakcie procesu obiekty mogę być dzielone lub łą­
czone. W dyskretnym procesie przemysłowym wyróżnia się operacje transpor­
towe (przemieszczanie obiektów między agregatami) oraz operacje technolo­
giczne (obróbki obiektów w agregatach). Istotne znaczenie maję magazyny 
buforowe pomiędzy agregatami [214j . Do realizacji procesu oprócz agregatów 
Wykorzystywane sę dodatkowe zasoby.

Problematyka automatyzacji dyskretnych procesów przemysłowych obejmu­
je: identyfikację, modele matematyczne i algorytmy, systemy komputerowe 
oraz elementy wykonawcze, którymi sę operatorzy lub roboty przemysłowe 
[aa, a2. 13, 14]. Identyfikacji podlegsję parametry operacji oraz struktu­
ra kompleksu [34J. Z uwagi na dużę różnorodność procesów dyskretnych, for­
mułowanie adekwatnych modeli matematycznych Jest równie istotne Jak dla 
procesów cięgłych [62, 139, 140]. Modele te dotyczę głównie alokacji za­
dań 1 zasobów [26j oraz harmonogramowania [233, 214j. Komputerowe syste­
my automatyzacji dyskretnych procesów przemysłowych charakteryzuję się
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dużę liczbę danych zbieranych sporadycznie [230]. Roboty przemysłowe sto­
sowane jako elementy wykonawcze zapewniaj? elastycznę automatyzację dy­
skretnych procesów przemysłowych [l5, 213, 143, 146, 147].

Do opisu dyskretnych procesów przemysłowych stosowane sę różne podej­
ścia oparte na teoriach: automatów [64, 65, 66, 67], stanu [327, 261, 28], 
grafów [l, 19, 63, 70, 7l] oraz wieloetapowych procesów decyzyjnych [76, 
78, 193, 200]. W problemach optymalizacyjnych istotne znaczenie ma złożo­
ność obliczeniowa algorytmów [4 1 , 318, 319]. Dla problemów nie należęcych 
do klasy P szerokie zastosowanie znajduję algorytmy: przeględowe [266], 
heurystyczne [240] oraz symulacyjne [31l]. Algorytmy dokładne oparte na 
programowaniu dynamicznym [2 0 , 21, 47, 76, 78] oraz na binarnym programo­
waniu całkowltoliczbowym [l7, 18, 58, 157] nie znajduję zastosowania w 
praktyce z uwagi na duże zapotrzebowanie na pamięć komputerowę. W obli­
czeniach istotne znaczenie dla efektywności algorytmów maję komputerowe 
struktury danych [7 5 , 322, 324]. Modyfikacje wprowadzane w algorytmach 
dokładnych [86, 285] maję na celu uzyskanie bardziej efektywnego przeglą­
du rozwięzań, poprzez odrzucenie gałęzi (trajektorii) nieperspektywicz- 
nych. Skraca to czas obliczeń i zmniejsza zajętość pamięci komputera.

W złożonych problemach kombln8torycznych preferowane sę algorytmy 
przeględowe typu podziału i ograniczeń [l55, 137, 57, 136]. W konwencjo­
nalnym ujęciu algorytmy takie sę oparte na teorii grafów. Pozwalaję one 
uzyskać rozwlęzanie dokładne, a w przypadku limitowanego czasu obliczeń - 
rozwięzanie przybliżone z oszacowaniem dokładności. W niniejszej rozpra­
wie metoda ipodziału i ograniczeń zostanie przedstawiona w sposób niekonwen­
cjonalny, w oparciu o język wieloetapowych procesów decyzyjnych [l93,
199, 200]. Ten sposób rozwięzywania problemów kombinatorycznych nazwiemy 
programowaniem wieloetapowym. Optymalizacja dyskretnego procesu przemysło­
wego może być rozważana jsko przeględ dopuszczalnych wariantów przebiegu 
procesu« Symulacja każdego wariantu jest rezultatem realizacji pewnej 
strategii (clęgu decyzji) wieloetapowego procesu decyzyjnego. A zatem ję­
zyk wieloetapowych procesów decyzyjnych daje dobrę interpretację algoryt­
mów optymalizacji dyskretnych procesów przemysłowych. W tym sensie algo­
rytmy heurystyczne lub symulacyjne generuję tylko Jednę trajektorię wie- 
loetspowego procesu decyżyjnego. Stęd też przejście od algorytmów heury­
stycznych lub symulacyjnych do algorytmów programowania wieloetapowego 
Jest naturalne [l46j. Stosowanie algorytmów przeględowych z oszacowaniem 
dokładności rozwięzanla przybliżonego jest uzasadnione kilkoma względami.
Po pierwsze w złożonych problemach kombinatorycznych czas potrzebny ns 
dojście do rozwięzanla dokładnego często przekracza dopuszczalny limit. 
Ponadto dane liczbowe nie sę dokładne, stęd prawdopodobieństwo realiza­
cji wyznaczonego rozwięzanla jest mniejsze od 1 [l09, 110, 111. 112, 113, 
114]. Wreszcie problemy komblnatoryczne z dodatkowymi zasobami sę zwykle 
wielokryterialne [267, 268]. W takich przypadkach wyznacza się zbiór roz- 
więzań niezdomlnowanych (Pareto-optymalnych [4, 6, 238]) lub rozwiązanie

polioptyoalne, które stanowi kooproaie oparty na subiektywnych preferen­
cjach decydenta [2 , 5, 7, 69, 267, 268]. Z powyższych względów preferowa­
ne sę algorytmy przeględowe typu podziału 1 ograniczeń pozwalajęce wyzne- 
czyć rozwięzanie dokładne lub przybliżone z oszacowaniem dokładności.

Przedmiotem rozważań niniejszej rozprawy będzie montaż jako wybrany 
dyskretny proces przemysłowy. Specyfike procesu montażu Jest zależna od 
systemu, w którym jest on realizowany (por. np. [24l] i [244]). Z tego 
względu rozważania dotyczyć będę linii montażowej. Linią montażowa jest 
systemem, którego agregatami sę stacje montażowe.

Genezę niniejszych rozważań sę prace naukowo-badawcze prowadzone przez 
Instytut Automatyki Politechniki ślęskiej w Gliwicach dla przemysłu moto­
ryzacyjnego, w latach 1974-82 [l41, 142, 145]. Problematyka tych prac 
obejmowała: alokację operacji i zasobów, harmonogramowanie oraz sterowa­
nie statyczne i dynamiczne montażem [l94]. W niniejszej rozprawie uwaga 
zostanie skoncentrowana na alokacji operacji i zasobów.

w ramach alokacji operacji i zasobów zostanę przedstawione determini­
styczne modele i algorytmy:

- balansowanie linii montażowej (BLM)1 ,̂
- alokacji operacji (AO) do szeregowych oraz równoległych stanowisk pra- 

cy,
- równoczesnej alokacji operacji i zasobów (A012) do stanowisk pracy.

W każdym modelu zostanę wyeksponowane jego cechy charakterystyczne.
Z tego względu, zamiast modelu uniwersalnego zostanę przedstawione wyspe­
cyfikowane problemy, majęce odzwierciedlenie w praktyce produkcyjnej. 
Wprowadzona klasyfikacja tych problemów wynika z ich odmienności (w ramach 
rozdziału) oraz stopnia ogólności (w kolejnych rozdziałach). Przedstawione 
w rozprawie problemy AOiZ stanowię rozwinięcie i uogólnienie analizowanego 
w literaturze [26, 278] problemu 3LM. Problem 8LM był rozwlęzywany w lite­
raturze za pomocę różnych metod programowania matematycznego. W rozprawie 
wszystkie problemy AOiZ będę rozwięzywane za pomocę metody programowania 
wieloetapowego. Z tego względu nieco dalej we wprowadzeniu zostanie przed­
stawiona koncepcja metody programowania wieloetapowego.

Literatura przytoczona w pracy wywodzi się z dwóch dziedzin: procesu 
aontażu na liniach oraz programowania wieloetapowego. Dla linii montażo­
wych starano się wskazać pozycje źródłowe (w tym prace doktorskie), celem 
podkreślenia wagi problematyki. Publikacje przedstawiające zastosowania 
metody programowania wieloetapowego przytoczono Z uwagi na fakt, że wyko­
rzystanie języka wieloetapowych procesów decyzyjnych w metodzie podziału 
i ograniczeń stanowi podejście niekonwencjonalne.

1 ^Stosowane sę również inna terminy, np. bilansowanie, równoważenie lub 
synchronizacja.



1.2. OPIS LINII I PROCESU MONTAŻU

Przedmiotem rozważań w rozprawia będzie proces montażu realizowany na 
linii pokazanej na rys. 1.1. Linia montażowa składa się z transportera 
głównego, stacji montażowych oraz pól, na których znajduję się narzędzia 
i kontenery z detalami. Transporter główny przenosi montowany obiekt 
wzdłuż linii. Chassis montowanych obiektów sę instalowane w równych od­
stępach na transporterze głównym. Transporter główny porusza się Jedno-

Rys. 1.1. Linia nontażowa
1 - transporter główny, 2 - montowany obiekt wchodzęcy na pierwszę stację 
linii (chassis montowanego obiektu), 3 - zmontowany kompletnie obiekt 
schodzący z ostatniej stacji linii, 4 - montowany obiekt wchodzęcy na k-tę 
stację, 5 - pola dla narzędzi i kontenerów z detalami, 6 - k-ta stacja

montażowa
Fig. 1.1. Assembly line

1 - main conveyor, 2 - assembled object entering the first line station 
(chassis), 3 - complete assembled object leaving the last line station,
4 - assembled object entering the k-th line station, 5 - places for tools 
and containers with assembly elements, 6 - k-th assembly station

stajnie lub skokowo; Stacje montażowe są wyróżnionymi polami usytuowanymi 
szeregowo wzdłuż linii. Na stacjach montażowych lokalizowane sę stanowi­
ska pracy. Stanowisko pracy Jest miejscem na stacji montażowej, w którym 
znajduje się Jeden operator (monter lub robot przemysłowy) w trakcie wy­
konywania montażu. Detal Jest częścią montowanego obiektu. Narzędzia oraz 
kontenery z detalami znajduję się na polach rozlokowanych po obu stronach 
transportera głównego. Założymy, że długość stacji montażowej jest równa 
odstępowi pomiędzy punktami instalacji dwóch sąsiednich obiektów na trans­
porterze głównym. Czas pobytu montowanego obiektu na stacji montażowej na­
zwiemy cyklem (rytmem lub taktem). W trakcie cyklu na każdej stacji znaj­
duje się Jeden obiekt.

Oeżeli transporter główny porusza się skokowo, to operatorzy pracuję w 
czasie postoju transportera, a obiekt znajduje się na środku stacji mon­
tażowej. Po wykonaniu wszystkich operacji na każdej stacji montażowej 
transporter przesuwa się o jednę stację. Przy takich uwarunkowaniach ope­
ratorami sę zwykle roboty przemysłowe.

w przypadku gdy transporter główny porusza się Jednostajnie, operatora­
mi sę zwykle monterzy. Obiekt pojawia się na stacji na poczętku cyklu i 
od tej chwili jest dostępny dla montera. Monter obsługuje obiekt porusza- 
Jęc się z nim w ramach stanowiska pracy. W chwili gdy mija cykl, obiekt 
przestaje być dostępny dla montera, ponieważ wchodzi na kolejnę stację 
montażową. Równocześnie monter może rozpocząć obsługę kolejnego obiektu.

W rozprawie przedmiotem rozważań będzie proces montażu * przedziale 
czasu [o,c], gdzie C Jest wielokrotnością cyklu c. Warunek początkowy 
procesu montażu Jest określony przez zaawansowanie montażu obiektów na 
poszczególnych stacjach w chwili t=0. Analogicznie warunek końcowy Jest 
określony przez zaawansowanie procesu montażu obiektów na poszczególnych 
stacjach w chwili t*C. Z uwagi na to, że operacie są niepodzielne, w pro­
cesie montażu istotne znaczenie mają Jedynie chwile rozpoczęcia i zakoń­
czenia operacji. W ten sposób w dyskretnym procesie przemysłowym wyróżnia 
się stany istotne [50, 101, 102, 103, 165, 299, 300, 301, 302, 328].
W rozprawie proces montażu będzie analizowany z dokładnościę do stanów 
istotnych.

Oeżeli na każdej stacji montażowej znajduje się co najwyżej jedno sta­
nowisko pracy, to proces montażu jest sekwencyjny, a linia składa się z 
szeregowych stanowisk pracy. W przypadku przeciwnym mówimy o linii z rów­
noległymi stanowiskami pracy. W rozprawie przyjmiemy, że na każdej stacji 
montażowej mogę się znajdować co najwyżej dwa stanowiska pracy (po różnych 
stronach transportera głównego). Oeżeli parametry (np.czas) wykonania ope­
racji po różnych stronach transportera głównego są takie same, to linia 
Jest symetryczną. W przypadku przeciwnym linia Jest asymetryczna. Proces 
montażu może mieć charakter przestrzenny, Jeżeli nie można pominęć czasów 
przejścia między punktami lokalizacji detali w montowanym obiekcie. W przy­
padku przeciwnym proces montażu jest punkt owy.

Na liniach montażowych wyróżnia się fragmenty zwane strefami, w których 
wykonywane są określone podzbiory operacji. Strefy sę związane wspólnym 
transporterem głównym. Z tego względu rozróżnia się linie: I ednostrefowe 
oraz wielostrefowe. Ponadto poza linię mogą znajdować się stanowiska pod- 
montażowe. Na stanowiskach tych montowane są zespoły, które na linii sę 
traktowane Jako detale. W przedziale czasu [o.c] zespół może być montowa­
ny wyłącznie na linii lub na stanowisku podmontażowym. Oeżeli zespół Jest 
montowany na linii, to liczba operacji montażu obiektu zwiększa się. Pro­
ces montażu może być realizowany na linii bez lub ze stanowiskami podmon- 
tażowyml. Linie wielostrefowe oraz linie ze stanowiskami podmontażowyal 
były przedstawione w pracach [1 6 6, 167, 171, 194].
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W procesie montażu operatorzy pracuję cyklicznie na swych stanowiskach. 
Równocześnie w trakcie przepływu obiektów przez kolejne stacje montażowe 
liczba zamontowanych detali rośnie - co na rys. 1.1 przedstawiono symbo­
licznie w postaci kół o narastającym stopniu wypełnienia. Oak widać z 
rys. 1.1. przyjmujemy warunki brzegowe procesu montażu, zgodnie z który­
mi :

- do linii sę dostarczane tylko chassis montowanego obiektu,
- z linii schodzę obiekty zmontowane kompletnie.

A zatem na stanowiskach pracy linii muszę być zamontowane wszystkie deta­
le. Czynność zamontowywanla detalu nazwiemy operacja. Podstawowym parame­
trem operacji Jest czas Jej trwania. W rozprawie przyjmuje się determini­
styczne czasy operacji. Cechę charakterystycznę procesu montażu Jest rela- 
cja kololnoścl operacji, którę przedstawia się w postaci macierzy (lub gra­
fu) bezpośrednich poprzedników i następników.

Stacje montażowe stanowię podstawowy zaąób procesu montażu (agregaty 
linii montażowej). Zasobami dodatkowymi sę operatorzy, narzędzia oraz kon­
tenery z detalami. Monterzy nie sę uniwersalni, tzn. maję kwalifikacje do 
wykonania określonych operacji. Niektóre operacje mogę być wykonywane 
przez różnych monterów. A zatem monterzy stanowię zasób substytucyjny. 
Należy przy tym podkreślić, że monter noże pracować na stanowisku pracy. 
Jeżeli ma kwalifikacje do wykonania każdej operacji przydzielonej do tego 
stanowiska. Do wykonania operacji wymagane Jest narzędzie określonego ty­
pu. Niektóre operacje mogę być wykonywane narzędziami różnych typów. Tyn 
samym narzędzia stanowię zasób substytucyjny. Na każdym stanowisku pracy 
wymagane Jest co najwyżej Jedno narzędzie określonego typu. Detale wyko­
rzystywane w montażu obiektów znajduję się w kontenerach (lub transporte­
rach specjalnych) określonego typu. Przyporzędkowanie detalu do kontene­
ra (transport era specjalnego) Jest Jednoznaczne, a zatem kontenery (trans­
portery specjalna) stanowię zasób niesubstytucyjny.

W procesie montażu wyróżnia się wersje obiektów określone przez zbiory 
detali, z których składa się obiekt. W jednowersyjnym procesie montażu 
każdy obiekt składa się z tych samych detali. W montażu wiełowersvjnym 
obiekty montowane na linii mogę składać się z różnych detali. Oeżeli wszy­
stkie obiekty tej samej wersji tworzę na linii sekwencję, która nie zawie­
ra obiektów innych wersji, to mówimy o montażu seryjnym. Seria Jest sek­
wencję obiektów Jednakowej wersji. W rozprawie przyjmiemy, że liczba 
obiektów w sorli Jest większa niż liszba stacji na linii montażowej, 
w ten sposób na linii mogę znajdować się obiekty co najwyżej dwóch wer­
sji. Oeżeli obiekty pewnej Wersji nie tworzę serii, to montaż jest miesza­
ny. w rozprawie będzie analizowany szczegółowo Jednowersyjny proces mon­
tażu.

Oeżeli w każdym cyklu przedziału [o,c] na stanowiskach pracy linii wy­
konywane sę te same podzbiory operacji, to proces montażu Jest statyczny, 
w przypadku przeciwnym montaż Jest dynamiczny. Szczególnym przypadkiem

- 29 -

montażu dynamicznego Jest proces przejściowy. w którym proces statyczny 
następuje po K cyklach. Proces przejściowy występuje przy zmianie wersji 
obiektów montowanych seryjnie na linii. Opis dynamicznego procesu montsżu 
zostanie przedstawiony w dodatku do rozprawy.

1.3. CHARAKTERYSTYKA POOSTAWDWYCH PROBLEMÓW

Problemy zwięzane z optymalizację procesu montażu na linii wynikeję z 
dężenla do maksynalizacj1 efektywności produkcji. Z badań przeprowadzo­
nych w pracach [l23, 124, 127, 310] wynika, że efektywność tę można przed- 
stewić za pomocę charakterystyki ekonomicznej linii montażowej pokazanej 
na rys. 1.2. Z charakterystyki tej wynika, że optymalna wielkość produk­
cji pQ daje minimalne straty s0. Oednakże linia montażowa z przyczyn 
zewnętrznych na ogół nie pracuje w punkcie (p0,s0 ). Wynika to z faktu, 
że z różnę wielkościę produkcji p Jest zwiężany różny zysk z. Oeżeli 
z - zQ >  s - 8o> to linia pracuje w punkcie (p,s). Poza tyra linia nie 
pracuje w punkcie (P0>80 ) na skutek chwilowych ograniczeń wewnętrznych 
(np. zbiór monterów dostępnych na zmianie roboczej).

Rys. 1.2. Charakterystyka ekonomiczna linii montażowej 
Fig. 1,2. An economic characteristic of assembly lino

Pomiędzy produkcję p oraz cyklem c istnieje prosta zależność 
c » l/p. A zatem wraz z wyborem punktu pracy linii montażowej powstaje 
problem wyznaczenia podzbiorów operacji, które powinny być wykonywane na 
stanowisku pracy. Z tego względu w przedziale [o,c] można korzystać z 
cnarekterystykl statycznej linii montażowej [l48. 279, 165, 167, 168, 169]. 
Charakterystykę takę pokazano na rys. 1.3. Zauważmy, że liczba stanowisk 
pracy jest funkcję schodkowę zależnę od cyklu. Ole cyklu c &  cBax (e-ax 
jest sumę czasów wazystkich operacji montażowych) na linii wystarcza Jed-
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Rys. 1.3. Charakterystyka statyczna Unii montażowej 
Fig. 1.3. A static characteristic of assembly line

no stanowisko pracy. Dla linii z K szeregowymi stanowiskami pracy minimal­
ny cykl wynosi cmin * Oeżeli c <  cmin, to na linii wystąpię równoległe 
stanowiska pracy. W przypadku gdy c^ ̂  c ^  Cg. liczba stanowisk pracy 
wynosi k. A zatem charakterystyka statyczna linii montażowej służy do 
statycznego sterowania procesem montażu. Problematyka ta była przedstawio­
na w pracach [l48. 167, 168, 169, 194].

Sterowanie statyczne procesem montażu na linii jednostrefowej wymaga 
wyznaczenia stanowisk pracy dla zadanego cyklu. Problem ten w najprost­
szym ujęciu sprowadza się do BLM [26]. BLM stanowi problem, któremu po­
święcono wiele prac. Przegląd tych prac zostanie przedstawiony w punkcie
1.4.

Klasyczny model BLM uwzględnia Jedynie: zbiór operacji z re’acjj ko­
lejności oraz czasy operacji (przy zadanym cyklu ). Rozwięzanle tego pro­
blemu za pomocę różnych algorytmów programowania wieloetapowego zostanie 
przedstawione w rozdziale 2 rozprawy.

W procesie montażu występuję często dodatkowe parametry, np. koszt
operacji, fronty pracy lub enklawy operacji. Uwzględniajęc te parametry
można sformułować uogólniona modele BLM. W modelach tych nie rozróżnia
się stanowisk procy i stacji montażowych. Uogólnione modele BLM zostanę 
przedstawione w rozdziało 3 rozprawy.
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Rezultatem rozwiązania problemu BLM jest minimalna liczba podzbiorów 
operacji. Każdy podzbiór operacji tworzy Jedno stanowisko pracy. Przyjmu­
je się przy tym, że nie ma ograniczeń lokalizacji operacji do stacji mon­
tażowych. W praktyce takie ograniczenia istnieję 1 maję istotne znaczenie 
Sę to ograniczenia: pozycyjne, zakresowe oraz czasowe. Istota tych ogra­
niczeń powoduje przydzielanie operacji bezpośrednio do stacji montażowych 
W ten sposób na pewnych stacjach zostaję zlokalizowane stanowiska pracy. 
Odpowiednie modele AO do szeregowych stanowisk pracy zostanę przedstawio­
ne w rozdziale 4 rozprawy.

Oeżeli wymuszony cykl montażu jest odpowiednio krótki, to na linii wy­
stępuję równoległe stanowiska pracy. Cechę charakterystycznę procesu mon­
tażu z równoległymi stanowiskami pracy sę relacje: kolejności, wyklucza­
nia oraz synchronizacji operacji. Odpowiednie modele AO na liniach z rów­
noległymi stanowiskami pracy zostanę przedstawione w rozdziale 5 rozpre- 
wy.

W problemach BLM oraz AO przyjmuje się, że dodatkowe zasoby nie wnoszę 
żadnych ograniczeń. W wielu przypadkach ograniczenia takie istnieję. Wy- 
nikaję one z kwalifikacji monterów oraz liczby narzędzi 1 kontenerów 
określonego typu. Modele równoczesnej AOiZ zostanę przedstawione w roz­
dziale 6 rozprawy.

W przypadku montażu seryjnego istotne znaczenie ma harmonogramowanie. 
Celem harmonogramowania jest wyznaczenie chwil: rozpoczęcia i zakończenia 
montażu serii oraz zmiany prędkości transportera głównego. W trakcie mon­
tażu muszę być uzupełnione zapasy detali w kontenerach, co również wymaga 
harmonogramowania. Modele i algorytmy harmonogramowania były przedstawio­
ne w [l6. 93, 145, 146, 154, 194, 205]. Ponadto w dodatku do rozprawy 
przedstawione zostanę zagadnienia sterowania statycznego i dynamicznego.

W rozprawie rozważane sę niekonwencjonalne modele montażu, które sta­
nowię uogólnienie problemów przedstawionych w literaturze. Wszystkie al­
gorytmy przedstawione szczegółowo w rozprawie zostały opracowane przez 
autora. Dla innych algorytmów podano Jedynie źródło literaturowe.

1.4. PROBLEM BLM

Problem BLM został po raz pierwszy opublikowany przez M.E. Salvesona 
w [2 5 8 , 259], aczkolwiek niepublikowanę pracę z tej dziedziny wykonał 
wcześniej B. Bryton £31]. Problem ten polega na pogrupowaniu operacji 
montażowych w dopuszczalne podzbiory, które tworzę stanowiska pracy. 
Przyjmuje się, że dany Jest zbiór operacji z relację kolejności oraz cza­
sy operacji. Wyróżnia się dwa warianty BLM:
- dla danego cyklu należy wyznaczyć minimalnę liczbę podzbiorów operacji 

(stanowisk pracy),
- dla danej liczby stanowisk pracy należy wyznaczyć minimalny cykl.
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Próbie» BLM jest NP-zupełny w sensie złożoności obliczeniowej [i58]. 
Wyróżnione warianty BLM są w pewnym sensie dualne [278]. Rozwiązując wa­
riant pierwszy wielokrotnie dla różnych cykli, można uzyskać rozwiązanie 
dla wariantu drugiego.

Do rozwiązania problemu BLM opublikowano dotąd wiele algorytmów [2 6 , 
27 s]. Prawie wszystkie algorytmy dokładne (z wyjątkiem [42]) dotyczą 
pierwszego wariantu BLM. Niektóre algorytmy (np. [lis]) uwzględniają lo­
sowe czasy operacji montażowych. Warto podkreślić, że w problemie BLM 
(dla wariantu pierwszego) należy wyznaczyć nie tylko minimalną liczbę 
podzbiorów operacji, ale również operacje należące do tych podzbiorów.
Tak rozumiany problem BLM Jest formą sterowania procesem montażu [26].

W procesie montażu występuje wiele ograniczeń, co prowadzi do różno­
rodnych modeli. Z tego względu porównywanie algorytmów dla różnorodnych 
modeli jest utrudnione. Do rozwiązania problemów BLM z wieloma ogranicze­
niami stosowane były dotąd algorytmy heurystyczne. Algorytmy dokładne 
stosowano dla modelu BLM bez dodatkowych ograniczeń.

1.4.1. Klasyczny problem BLM

Klasycznym problemem BLM nazwiemy model bez dodatkowych ograniczeń, 
który można sformułować następująco:
Dany Jest zbiór operacji montażowych:

a  - { O) | tl.l)l Jn«l N

gdzie: o>n - n-ta operacja, N - liczba operacji.
Relacje kolejności operacji Jest opisana macierzą:

  <>■*>
n*l,...,N

Elementy tej macierzy sę określone następująco:

i; Jeśli operacja 10^  jest bezpośrednim poprzednikiem 
operacji 0>n , (i.2a)

Oj w przypadku przeciwnym.

Czasy operacji dane 3ą wektorem:

® - [ t f ]  (1.3)

gdzie: 4f>n - czas operacji ain.
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Cykl c procesu montażu spełnia warunek:

n**N
Cl. 4)

1^
">ax ^  < c * y~! - n

Oznaczmy przez £L B (■ » 1.....M), o-ty kolejny podzbiór operacji tworzący 
stanowisko pracy (gdzie: M - nieznana liczba podzbiorów operacji). 

Dopuszczalny balans linii musi spełniać następujące ograniczenia:

m=M
U  fi, "fl (1.5)
m»l

(1.6 )
a u, n " ° P * "

* c <1.7)V E  *n
1 5 m ^  M w  n €

y  V 3 ( f j -1 ) a (ŵ € a ) =* to e a ) fl 8)
n Hi m ^ ,n tr n m

Optymalny balans linii musi spełniać kryterium minimalizacji nie wy­
korzystanego czasu pracy:

ra=M
Q - I > -  E  * » ' -

a-l tón e a B

lub w innej postaci:

n*N \
(i.gb)Q ■ M . C - y -1 — - nin

n=l

Oak widać z (l.9), Q Jest funkcję dwóch parametrów: c oraz M. A zatem 
Jeśli c«const . to należy minimalizować M, natomiast gdy M=const, to 
minimalizujemy c. W ten sposób nożna wyznaczyć charakterystykę statyczną 
linii montażowej pokazaną na rys. 1.3. Warto podkreślić, że minimaliza­
cja nie wykorzystanego czasu pracy Jest równoważna minimalizacji liczby
stanowisk pracy.
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1.4.2. Algorytmy BLM

Dla rozwiązania problemu SLM opublikowano dotąd wiele algorytmów, któ­
re można podzielić na dokładne i heurystyczne. Algorytmy te dotyczą mon­
tażu Jednowersyjnego (z wyjątkiem [289, 290, 291, 292]) o zdeterminowa­
nych danych (z wyjątkiem [ll6] ). Za pomocą algorytmów dokładnych rozwią- 
zywany był klasyczny problem BLM, natomiast do rozwiązywania problemów 
BLM ż dodatkowymi ograniczeniami wykorzystywano algorytmy heurystyczne. 
Oedynie w komentarzach do algorytmów dokładnych sugerowano możliwość 
uwzględnienia dodatkowych ograniczeń, które nazwsno (niejednoznacznie)
- strefowymi. Przegląd algorytmów BLM zamieszczono w uzupełniających się 
pracach [2 6 , 278]. Algorytmy te porównywano z uwagi na wymagany obszar 
pamięci komputerowej (liczba zmiennych i ograniczeń lub generowana sieć) 
oraz czas obliczeń.

A l g o r y t m y  d o k ł a d n e

Algorytmy dokładne są oparte na metodach: liniowego programowania dy­
skretnego, programowania sieciowego, programowania dynamicznego oraz na 
metodzie podziału i ograniczeń.

W algorytmach liniowego programowania dyskretnego [l57, 57, 137] model 
matematyczny BLM jest przedstawiony za pomocą zmiennej binarnej [30, 317, 
134, 313, 287, 288, 235]. Zasadniczy problem w tych modelach stanowi duża 
liczba zmiennych i ograniczeń. Z tego względu w kolejnych algorytmach BLM 
opartych na liniowym programowaniu dyskretnym przedstawiono różne sposoby 
redukcji zmiennych. Algorytmy te są oparte ne metodzie przeglądowej [l7, 
18, 58]. W ostatniej pracy z tej dziedziny [284] wprowadzono zmienne dy­
skretne (niebinarne) oraz wykorzystano metodę cięć [285] dla zwiększenia 
efektywności algorytmu.

Algorytmy BLM oparte na metodzie programowania dynamicznego [20, 2l] 
są zróżnicowane. Dla wariantu pierwszego BLM (c=const) można wyróżnić 
prace [89, 90, 77]. W pracy [42] przedstawiono algorytm dla Wariantu dru­
giego BLM (M=const). Algorytmy programowania dynamicznego wymagają dużego 
obszaru pamięci komputerowej do zapamiętania generowanej sieci.

Metoda programowania sieciowego była wykorzystywana w algorytmach BLM 
przedstawionych w pracach [99, 134, 72, 73]. PonBdto w [l62, 45, 46] 
przedstawiono modyfikacje algorytmu z pracy [73]. Modyfikacje te wymagają 
oszacowania poszukiwanej liczby stanowisk pracy. Algorytmy programowania 
sieciowego bez modyfikacji wymagają dużej pamięci komputera. Efektywność 
algorytmów programowania sieciowego z modyfikacją zależy od oszacowania 
liczby stanowisk pracy.

BLM metodę podziału i ograniczeń przedstawiono w pracach [91, 160,
161, 162, 220, 226, 229, 159]. Algorytmy prezentowane w tych pracach ce­
chuje różny stopień skomplikowania i różna efektywność. Na podstawie prze­
prowadzonych testów komputerowych możne uznać, że algorytm przedstawiony 
w pracy [l59] Jest najbardziej efektywnym algorytmem BLM. Algorytmy meto­

dy podziału i ograniczeń wymagają niewielkiej pamięci komputerowej. Ich 
efektywność jest zależne od sposobu generowania dendrytu decyzyjnego oraz 
eliminacji gełęzl nieperspektywicznych.

W  rozprawie do rozwiązania problemów BLM, AO oraz A01Z zostanie wyko­
rzystana metoda programowania wieloetapowego, która jest niekonwencjonal­
nym wariantem metody podziału i ograniczeń. Algorytmy programowania wie­
loetapowego dla problemów BLM przedstawiono w pracach [l82, 167, 189,
196, 197, 201, 203. 206, 207, 208, 209, 210, 211. 212, 213, 247].

A l g o r y t m y  h e u r y s t y c z n e
Algorytmy heurystyczne cechuje duża różnorodność. Ogólnie można Je po­

dzielić na algorytmy: szeregowanie orez przydziału. Do pierwszej grupy 
należą algorytmy, które pozwalają wyznaczyć bezpośrednio dopuszczalną 
sekwencję wykonywania operacji. Sekwencję tę określa się na podstawie 
heurystycznych reguł. Algorytmy szeregowania przedstawiono w pracach [в,
9, 10, 79, 80, 81, 297]. Do drugiej grupy należą algorytmy, które pozwa­
lają wyznaczyć bezpośrednio dopuezczalne podzbiory operacji na stanowi­
skach pracy. Podzbiory te wyznecza się na podstawie reguł heurystycznych. 
Algorytmy przydziału przedstawiono w pracach [82, 83, 84, 121, 122, 126, 
296, 315, 316]. Algorytmy szeregowania zaleca się, gdy cykl Jest krótki 
względem czasów operacji, tzn. liczba operacji na stanowiskach pracy nie 
Jest duża. W przeciwnym przypadku lepsze rezultaty dają algorytmy przy- 
dzlału, ponieważ kolejność operacji niezależnych noże być dowolne.

1.5. METODA PROGRAMOWANIA WIELOETAPOWEGO

Do rozwięzenie wielu problemów kombinatorycznych (np. alokacji zadań 
i zasobów oraz harmonogramowania) wykorzystywane są algorytmy przeglądowe 
typu podziału i ograniczeń [l55, 26, 92, 137, 57, 13б]. Konwencjonalny 
sposób przedstawienie tych algorytmów bazuje na teorii grafów [l, 70, 71, 
63]. Efektywność tych algorytmów zależy od sposobu przeszukiwania drzewa 
decyzyjnego [2 , 8б]. W niniejszej rozprewie do przedstawienia algorytmów 
podziału i ograniczeń zostenle wykorzysteny język wieloetapowych procesów 
decyzyjnych [20, 27]. Podejście takie, nazwane progremowaniem wieloetapo­
wym, zostało zaproponowane w [l93, 200, 199].

Podstawowymi elementeml konstrukcyjnymi algorytmów programowania wielo­
etapowego są: sten procesu decyzyjnego, wartość stanu, procedury genero­
wania stanów oraz reguły eliminowania stanów nieperspektywicznych. Idee 
algorytmu polege na generowaniu dopuaZczalnyćh trajektorii 1 eliminowaniu 
trajektorii nleaerspektywlcznych, które nie prowadzą do rozwiązania opty­
malnego. .
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Oznaczmy przez •p numer etapu decyzyjnego, «0 N. Przez 1 ozna­
czamy numer stanu w ramach -^-tego etapu, 1«1 ,...,L^, gdzie: L^ - dopu­
szczalna liczba stenów •ę-tego etapu.

Określenie 1.1

Stan P interpretuje sytuację, jaka powstaje w systemie po podjęciu decy­
zji. W ogólnym przypadku st8n Jest macierzą [200j.

Stan początkowy P0 ,1 określa warunki początkowe procesu w systemie.
Stan końcowy P * każdej trajektorii daje dopuszczalne rozwiązanie pro­

blemu.
Stan aktywny P?*^ (perspektywiczny) pozwala wygenerować dalsze stany.
Stan wybrany P? ł jest stanem aktywnym, który został wybreny dla gene­

rowania dalszych stanów.
Stan wygenerowany P jest stanem otrzymanym ze stanu wybranego

Stan P Jest testowany z uwagi ns perspektywiczność. Oeżeli P okaże się 
stanem perspektywicznym, to zostaje stanem aktywnym. W przypadku prze­
ciwnym stan ten zostaje wyeliminowany z dalszych obliczeń.

Stan wyczerpany Pw jest stanem wygenerowenym P, z którego nie można otrzy­
mać żadnego stanu końcowego.

Stan aktualnie najlepszy Pa Jest najlepszym stanem końcowym wyznaczonym w 
ograniczonym czasie obliczeń.

N 1°Stan lokalnie optymalny P * jest najlepszym stanem końcowym, który moż­
na otrzymać ze stanu 

Stan globalnie optymalny P° jest najlepszym stanem końcowym.
Określenie 1.2
Wartość stanu jest ocenę stanu P1?’  ̂ z punktu widzenia przyjętego

kryterium optymalizacji. A zatem wartość stanu koresponduje z przyjętym 
kryterium optymalizacji. Rozwiązanie optymalne daje atan końcowy o eks­
tremalnej wartości. W ogólnym przypadku wartość stanu jest wektorem, 
którego współrzędne wyznacza się na podstawie danego stanu, za pomocą 
określonych funkcji wartości stanu. Współrzędne wartości stanu można wy­
znaczyć również rekurencyjnle w trakcie generowania etanu  ̂z wybra­
nego stanu P?-l'\ W problemach wielokryterialnych poszczególne współ­
rzędne wektora wartości stanu koresponduję z odpowiednimi kryteriami, 
w problemach jednokryterialnych wartość stanu Jest (najczęściej) skala­
rem. Dla kryterium minimalizacji stan globalnie optymalny P° spełnia 
warunek:

(min VN>1 = n/1'10) = p  (PN '1 = P°) (ł.10)1

W obliczeniach 6ten P jest ostatnim z wyznaczonych stenów P8.
Dopuszczalne (i optymalne) rozwiązania problemu reprezentuję stany 

końcowe. Zęby zatem otrzymać rozwiązanie dopuszczalne, należy wygenerować
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kompletną trajektorię. Każda trajektoria wychodzi ze startu P0,1. Genero­
wanie stanów polega na stosowaniu reguł: wyboru, podziału oraz odpowied­
nich procedur. Do generowanie stanów wykorzystywane sę steny aktywne, 
które sę elementami uporzędkowanych z b i o r ó w ^  ,^«0,...,N-1 (steny koń­
cowe nie sę aktywne). Liczba elementów zbioru (£*, może być ograniczona do 
Ly, (L_ & 1).

Do wyboru stanu aktywnego P?"l można stosować klasyczne reguły wy­
boru, np. FIFO, LIFO, LLB itp. oraz strategie czyste lub mieszans. Oeże­
li z wybranego stanu p7_1 sę generowane wszystkie Jego bezpośrednie 
następniki P1?’*, to reguła podziału Jest zupełna. W przypadku przeciwnym 
podział jest częściowy. Stosujęc podział zupełny, stan P?“1 eliminujemy 
z dalszych obliczeń, ponieważ przestaje być aktywny. Przy podziale częś­
ciowym stan pozostaje aktywny. W tym przypadku z każdym stenem
p-W-i.S. je8t związany indeks Indeks stanu określa, które
bezpośrednie następniki P?’* zostały Już wygenerowane ze stanu p?"*•^
W ten sposób każdy stan Jest generowany Jednokrotnie, a ponadto żeden 
stan nie zostaje pominięty.

Procedura generowania stanów Jest zdaniem logicznym określającym wa­
runki, Jakie muszą być epełnione, by wygenerować stan. Procedura 1edno- 
etapowa pozwala wygenerować bezpośrednie następniki p”1?’ wybranego stanu 
aktywnego P^-1 '’*’. Procedura wieloetapowa generuje następniki P°’*
(<J 5 e i n) danego stanu P?”1 '̂'. Generowanie stanów rozpoczyna się od 
stanu P0 ' 1 1 trwa dopóty, dopóki zbiory <y»0,...,N-l nie sę puste.
Oeżeli zbiory sę puste, to obliczenia zoetaję zakończone.

W trakcie obliczeń eliminowane są stany nieperspektywiczne, które nie 
pozwalaję uzyskać optymalnego rozwiązania problemu. Do eliminacji stanów 
nieper8pektywlcznych służą reguły: wyczerpywania, sondowania oraz domi­
nacji. Reguła wyczerpywania eliminuje stan P?'*, z którego nie można 
otrzymać dopuszczalnego stanu końcowego p**'̂  (wyczerpane zostały możliwo­
ści generowania rozwiązań dopuszczalnych). Reguła sondowania eliminuje 
stan P?’1, którego stan lokelnie optymalny P • ° Jest gorszy od stanu 
aktualnie najlepszego P8. W tym celu dla stanu P?'* wyznacza się dolne
ograniczenie b?'^ wartości stanu VN ’^ '  tzn* •

b?* « V 7 (i.ii)

Tak więc. Jeżeli:

b? * 1 » V* (1.12)

to etan P? * 1 Jeet nieperspektywiczny.
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?2 ’ ̂ 2
P , Jeżeli Jest spełniona nie-

N' N ’ ̂ ?2 / \
v a  < v ‘ (i. 1 3 )

M - 4 ia zatem stan lokalnie optymalny P daje lepsze rozwiązanie niż stan
n . i|2lokalnie optymalny P

Reguła dominacji stanów pozwala wyeliminować Jeden z dwóch stanów ak- 
'^1 ? 2 ’^2

tywnych P lub P , którego odpowiedni stan lokalnie optymalny
Jest gorszy. Ponieważ w obliczeniach wartości odpowiednich stanów lokal­
nie optymalnych nie sę znane, zatem trzeba formułować twierdzenia, które

? 1 #^1 ^ 2 *^ 2muszę spełniać stany P 1 P , by zachodziła nierówność (1.13).
Na twierdzeniach takich opsrte sa reguły dominacji stanów.

Rozwiązywanie problemów: BLM, AO oraz AO i 2 przy pomocy metody progra­
mowania wieloetapowego polega na generowaniu trajektorii - poprzez przy­
dzielanie operacji montażowych do kolejnych stacji. Dopuszczalne rozwiąza­
nie reprezentuje stan końcowy, który otrzymujemy po przydzieleniu wszyst­
kich operacji. Zatem w metodzie programowania wieloetapowego warunki (1.5) 
i (1.6)aa zawsze spełnione, dla linii szeregowych. Dlatego w przedstawio­
nych dalej modelach matematycznych nie będę one wypisywane w sposób Jawny.

7j.ll
Stan P dominują nad stanem

równość:

Określenie 1 _*

i

2. BLM METODA PROGRAMOWANIA WIELOETAPOWEGO

2.1. WST^P

W niniejszym rozdziale rozważymy Jednowersyjny proces montażu na; linii 
o szeregowych stanowiskach pracy. Założymy zatem, że dla zadanego cyklu 
c liczba stanowisk pracy M nie przekracza liczby stacji montażowych K, 
tzn. :

M S K  (2.1)

Ponadto zakładamy, że kolejne podzbiory operacji flj ,... , .... , XłM są
lokowane na kolejnych stacjach montażowych od pierwszej do k-tej , (k j k ), 
Tym samym lokalizacja stanowisk pracy na stacjach montażowych Jest jedno­
znaczna.

Przy powyższych założeniach alokacja operacji na linii montażowej 
sprowadza się do klasycznego problemu BLM. W niniejszym rozdziale problem 
ten rozwiężemy za pomocę algorytmów opartych na metodzie programowania 
wieloetapowego. W tym celu zostanę określone: etan procesu decyzyjnego, 
wartość stanu, procedura generowania stanów oraz reguły eliminacji stanów 
nieperspektywicznych.

Wyróżnione zostanę algorytmy: binarny, szeregowania, przydziału oraz 
harmonogramowania. Nazwa algorytmu wynika z charakteru informacji zawar­
tej w stsnie. Algorytmy te przy jednakowej złożoności pozwalaję rozwięzy- 
wać problemy o różnym stopniu ogólności.

Wyszczególnione wyżej algorytmy programowania wieloetapowego dla pro­
blemu BLM zostanę zilustrowane przykładami obliczeniowymi. Ponedto podane 
zostanę elementy majęce wpływ na efektywność tych algorytmów. Oo dalszych 
rozważań (uogólnionych problemów BLM, AO i AOiZ) uzasadnimy wybór algo­
rytmu harmonogramowania.

2.2. PODSTAWOWE OKREŚLENIA

Rozważmy klasyczny problem BLM, sformułowany w rozdziale 1. Dis rozwią­
zania tego problemu metodę programowania wieloetapowego, stan procesu de­
cyzyjnego zdefiniujemy następująco:
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Definicja 2.1 
Stan p>7.1 Jest wektorera:

P?-1 . [ p ? - 1]  ( 2 . 2  )
L " Jn=l N

■7=0 , . . . ,N
1*11. • • 1 ̂

gdzie: L^ - liczba stanów ̂ -tego etapu.
Współrzędne stanu P?*^ zostanę określone różnie dla poszczególnych 

algorytmów (binarnego, szeregowania, przydziału oraz harmonogramowania).
W ogólnym przypsdku:

P%'1 / O (2. 3a )

jeżeli podjęta została decyzja o realizacji oJn ; w przypadku przeciwnym 
przyjmiemy:

p * 1 - O (2. 3b )

Tak więc stan poczętkowy P0,1 Jest wektorem zerowym, natomiast wszystkie
N 1współrzędne stanu końcowego P ’ sę różne od zera. W zależności od okre-

N 1ślania współrzędnych stanu, ze stanu końcowego P ' w różny sposób jest 
wyznaczane dopuszczalne rozwlęzanie problemu BLM.

2 każdy® stanem p'5’'*' jest zwlęzena Jego wartość V ? ’̂ , która kores­
ponduje z przyjętym kryterium optymalizacji BLM (minimalizacja liczby 
stanowisk pracy). Przed podaniem definicji wartości stanu wprowadzimy 
pewne dodatkowe określenia.

Rozważmy montaż wybranego obiektu od chwili wejścia chassis ns pierw- 
azę stację (pierwsze stanowisko pracy). Oznaczmy przez t chwile zakoń­
czenia realizacji operacji ton na linii. A zatem tn oznacza równocześ­
nie czas, który upływa od wejścia montowanego obiektu ne pierwszę stację 
do zakończenie realizacji G>n (włęcznie z nie wykorzystanym czasem ne 
niektórych stanowiskBch pracy).

Oznaczmy przez zbiór operacji wykonanych w stanie P?**. a zetem:

V ==̂’ 6 (2.4)

Oznaczmy przez t'?’* chwilę zekończenia wszystkich operacji ze zbioru 
£LV'1 (czyli w Btanle Р?Д ). Tak więc:

T?'1 .  вех tn (2.5)
« n e V'1 "
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0.1Dla stanu P ' memy:

T0.1 _ 0 (2.6)

Definicją 2 .2

Wartość stanu V?'* Jest skalarem v?'^:

V ? '1 - [ |  T?'1]* ( 2 . 7  ( 2 . 7 )

gdzie: [•]* - najmniejsza liczbs całkowita nie mniejsza od wartości w na­
wiasie kwadratowym.

Wartość stanu Jest zatem liczbę stanowisk pracy wykorzystenych w tym 
stanie. Optymalny stan końcowy P° wyznaczamy z warunku

( min vN *1 - vNfl ) =£* (PN>1 » P°) (2.8)

Jeżeli zbiór stanów końcowych nie Jest dany explicite, lecz stany końcowe
sę generowane sekwencyjnie, to P° Jest ostatnim spośród wyznaczonych sta­
nów aktualnie najlepszych Pa.

W przypsdku gdy ze stanu pV’  ̂ można określić T”?’̂ , wartość stanu y1?'1
wyznaczamy z tzw. funkcji wartości stanu:

V?'1 - V(P?'1) (2.9)

W przypadku przeciwnym wartość stanu wyznaczamy z formuły rekurençyjnej, 
w trakcie generowania stanu:

V?'1 « V*-1 '* ♦ AV (2.10)

gdzie: - wartość bezpośredniego poprzednika P?-*'^' stanu P?'^,
A V - przyrost wartości stanu.

Generowanie stanów polega na uzupełnieniu wybranego stanu P*J * o 
operację o)n tak, by otrzymać kolejny stan P?'*.

Dla rozważanego klasycznego problemu BLM procedura generowania stanów
ma postać :

r , (Р?Д  -P?"1 ’*' * дР)VV(pr1’*' - 0 ) A '  J (2.11)n *  ;• .
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Wektor 4 P  na współrzędne: 

Ap^ m O, dla i/n (2.12a)

Ap„ / 0 (2.12b )

Wartość współrzędnej A p n będzie określona odmiennie dla poszczególnych 
algorytmów.

Generując stan p 7’* ze stanu P r 1 '* przez przydzielenie do realizacji 
operacji ł»n , możemy napisać:

T?’l . i?-1 -* ♦ AT (2.13)

przy tym:

AT - J

ponadto

A  V

[ # n . jeśli [ |  . [| (T7-1 *** >̂n )]*

[i 1,9,J + - T?“1 '*’ * W przypadku przeciwnym

( 0, jeśli [f T?“1 ' ^  . |jL (T?-1^  «. ^ ) J  +

1, w przypadku przeciwnym

(2.14)

(2.15)

Tak więc. Jeśli w obliczeniach oprócz stanów P?'* są zapamiętywane war­
tości T?'\ to za pomocą formuł rekurencyjnych (2.13), (2.14) i (2.7) lub
(2.13), (2.14), (2.15) i (2.10) można łatwo wyznaczyć wartość generowane­
go stanu.

2.3. REGUŁY ELIMINACOI STANÓW NIEPERSPEKTYWICZNYCH

Do eliminacji stanów nieperspektywicznych wykorzystujemy reguły: wy­
czerpywania. sondowania oraz dominacji. Reguły wyczerpywania oraz sondo­
wania wykorzystują oszacowanie dolnego ograniczenie b?'* wartości VN '1

N 1°stanu lokalnie optymalnego P ‘

TWIERDZENIE 2.1.

Dla stanu P?'1 oszacowanie dolnego ograniczenia b?'* można wyznaczyć 
ze wzoru:
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b?-1 . TiCT?'1 ♦ x *„)]♦ (2.16)
Lc wn*a7' nJ

D o w ó d .  Dla każdej trajektorii p?*^ .. ,pN •*“ możemy napisać

tN A . t ?'1 * a t ' (2.17)

Z (2.13) i (2.14) wynika, że:

*T' * IZ . (2.18)

Uwzględniając (2.18) w (2.17) otrzymamy:

TN **'» T?'1 * Y 2  (2.19)
<On i ^

skąd:

(2.20)

Uwzględniając (2.7) 1 (2.16) w (2.20) dochodzimy do nierówności:

VN '>,%b'7'1 (2.21)

Nierówność (2.21) Jest spełniona dla każdego stanu końcowego pN,9ł (otrzy­
manego ze stanu P?'1). a zatem również dl8 stanu lokalnie optymalnego

PN 'ł°. □

Reguła wyczerpywania
Ponieważ rozważana linia montażowa składa się z K stacji, zatem stan 

pV'^ spełniający warunek:

K < „T.l

Jest nleperspektywiczny.

Reguła sondowania
Załóżmy, że znany Jest aktualnie nejlepszy stan końcowy Pa o warto­

ści Vs. stan p7* jest nleperspektywiczny, jeżeli spełnia warunek:

b?*1 >  V* (2.23)
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Reguły dominacji
7 .I. i}.l2

Załóżmy, że dane są dwa steny P oraz P .

TWIERDZENIE 2.2
7’1! 7**2Stan P dominuje nad stanem P , Jeśli Jest spełniony warunek:

(fi 7*1! _ V'l 2 , 7'1, 7,1i>- a  2 ) A (T ł « t ' 2 ) (2>24)

D o w ó d .  Załóżmy, że dana Jest trajektoria lokalnie optymalna
?.l2 N,l| <?.l2

P ,...,P . Każda operacja « n t £1 Jest wykonana zgodnie z tę
trajektorię w przedziale jt ” '^n'tn r  jeżeli warunek (2.24) Jest speł-
niony, to dopuszczalna Jest trajektoria P ,...,P ' , w której każda

7**1 r 1erecja w n t ii Jest wykonana również w przedziale tn - a<,,n*tn |-op
Możemy zatem napisać

lub

t N >  . N,1?
T

vN '9'«
N.1°

V *

(2.25)

(2.26)

nie można uzyakać lepszego rozwiązania niż ze sta-< 7 .12
nu P* *. Gdy T < T , to może istnieć lokalnie optymalna tra-

7.1- N.1° N.1° N.l£
Jektoria P • ••»*P « dla której T < T . O

V ’1!  7-1, ? . l2—  T < T 2 . tc

TWIERDZENIE 2 .S

V\ '^ 1 72' ̂ 2 >■Stan P dominuje nad etanem P ' ^ 2 ' Jeżeli Jest speł­
niony warunek:

( ft?! * 3  S!^2 " 2 ) a (T ^1 * 1 «  T ^ 2 ’ 2 )  ( 2 . 2 7 )

D o w ó d .  Załóżmy, że dana Jest trajektoria lokalnie optymalna 
^p'^2 N,l2 4 7 2 ’̂ 2
° ,P , dla operacji C0n f B  . Operacje te sę wykonywanen  , -  ---------------j “  ■ -  “ V

sekwencyjnie w przedziale j\n - Oeżeli w sekwencji tej pominiemy
operacje lô  takie, te:

^  « ( a ^ ,xA  siV2'lz) (2.28)
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7, ij
to przy spełnieniu (2.27) otrzymamy dopuszczalną trajektorię P1' «...

N.l,
. ...p"'*'. Dla stanów P Ł i PN,J' możemy napisać:

TN '*€ T
N.1° (2.29)

A zatem:

N.l N.1°1 N 9t H t*21 S V ' <S V

7 2 ^2 __czyli stan P ' Jest nleperspektywlczny. □

TWIERDZENIE 2.4
7 i ?2 '̂ 2Oeżell stany P i P spełniają wsrunki:

\ / t?, .1 ,*r‘.

(2.30)

(2.31a)

(2.31b)V (ti f̂l^2’ 2)=S>- [i(T̂ 2'lz ♦ ̂ )J > V̂2' 2

a ponadto

(a 7l,1i 2  o ? 2 ’12)* (v7 l 'łl . v7 2 '12)

7i fli 72*^2to stan P dominują nad stansm P

D o w ó d .  Oeżeli spełnione są warunki (2.3l) i (2.32), to operacji
’ • - i

(2.32)

,72 * 27l*^l 72 * ̂ 2 71*1!w_ £ fl oraz o, Ł 0, są realizowane od chwili V . c «1 1 1 n i
?2 2 7 l 1 72’ 2- V  . c, nawet w przypadku gdy T >  T . Zatem enaloglcz-

7l 1nie Jak w twierdzeniu 2.3 można wykazać, że stan P ’ dominuje nad
7o»12 stanem P . □

Eliminacja etanów nieperspektywicznych polega ns testowaniu wygenero­
wanego stanu p?'1 . 7  < N  za pomocą reguł - kolejno: wyczerpywania, son- 
dowania i dominacji. Reguły dominacji stosujemy dla 1 < 7  < N.
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Reguły doalnącll
7 . ^  7.12

Załóżmy, że dane są dwa etany P oraz P .

TWIERDZENIE 2.2
7 . lj 7 *^ 2

Stan P dominuje nad stanem P , jeśli Jest spełniony warunek:

7.1, 7.I- 7 .I, 7 .I5
(fi 1 - fi 2 ) a (T 1 « T 1 2 ) (2.24)

D o w ó d .  Załóżmy, że dane Jest trajektoria lokalnie optymalna 

^ »^ 2  ^ »lg 7*^2
' ,...,P . Każda operacja W n t SI Jest wykonana zgodnie z tę
ajektorlę w przedziale |t - Ł r, I * 3oieli warunek (2.24) Jest speł-

? #11 N.Ä,nlony, to dopuszczalna Jest trajektoria P ,...,P * , w której keżdB
^   ̂1 r "Ioperacja G)n t fi Jest wykonana również w przedziale tn - '̂,n 'tn |*

Możemy zatem napisać:

N a,
TN >  - T 2 (2.25)

lub
N ft- N «12V*'*« V 2 (2.26)

7*^2czyli ze stBnu P nie można uzyskać lepszego rozwiązania niż ze sta-
7»lj ? '^ 2

nu P . Gdy T < T , to może istnieć lokalnie optymalna tra-
7 .I. N.1° N.1° N.l*

Jektoria P ,...,P , dla której T < T . O

TWIERDZENIE 2.3

7 l 9 ̂ 1 ^ 2 '^2 •>Stan P dominuje nad etanem P , 7 j ^ 7 2 , jeżeli Jest speł­
niony warunek:

(ß7 5 , l l 2  £l? 2 '12) a  (T*1 '1* « t'5’2 '12) (2.27)

D o w ó d .  Załóżmy, że dana Jest trajektoria lokalnie optymalna 
7 2 ' ̂ 2 N , 12 1 ^ 2 '^ 2
P ,...,P . dla operacji C«3n f SI . Operacje te są wykonywane
sekwencyjnie w przedziale Tt^ - Oeżeli w sekwencji tej pominiemy
operacje tÔ  takie, że:

U>y * ( f i ^ ^ A  ß ,?2'12) (2.28)
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7, 1.
to przy spełnieniu (2.27) otrzymany dopuszczalną trajektorię P 1’ ....

N, 1^
. ...PN **'. Dla etanów P 2 1 pN '^ nożemy napisać:

TN -9'« T
N.1“ (2.29)

A zatem:

V 1 a£ \T V (2.30)

flo lo _
czyli stan P Jest nleperapektywlczny. □

TWIERDZENIE 2.4

Oeżeli stany P,’ ł.1! i p7 2 >:L2 spełniają warunki:

V <On (2.31a )

Y ^ a ? 2 '12) ^ .  [|(t?2'12+ ^ ) ] +

a ponadto

( a ?1,1i 2  o ? 2 ’12) a (V7 1 '11 . v7 2 '"2 )

> V (2.31b)

(2.32)

7 , .1. '?2 '^ 2
to stan P dominuje nad stanem P

D o w ó d .  Oeżeli apełnione są warunki (2.31) i (2.32), to operacje
7 ..I, 72'*2 7l ' * 1

o  ^ SI oraz o)< i &  są realizowane od chwili V . c «
" 72'12 7l#11 T?2'ł2u - f nawet w DrzVDadku ody T >  1■ V* *■ “ . c , nBwet w przypadku gdy T* “ “>  T “. Zatem analogicz­

ni 1nie Jak w twierdzeniu 2.3 można wykazać, że st8n P ’ dominuje nad 
7 2 ' ̂ 2stenem P . □

Eliminacja stanów nieperspektywlcznych polega na testowaniu wygenero­
wanego stanu p*'1 . 7  •< N za pomocą reguł - kolejno: wyczerpywania, son­
dowania i dominacji. Reguły dominacji stosujemy dla 1 < 7  < N.



- 46 -

2.4. ALGORYTMY PROGRAMOWANIA WIELOETAPOWEGO

W oparciu o ideę netody programowania wieloetapowego rozważymy cztery 
algorytmy, które różnią się przede wszyetkim definicją współrzędnych »ta­
nu.

2.4.1. Algorytm binarny
w algorytmie bin 

ści O lub i, czyli:
W algorytmie binarnym współrzędne wektora stanu P?’1 przyjmują warto-

APn7 '1 -

1, jeśli została podjęta decyzja o wykonaniu operacj1 o n ;

(2.33)
O, w przypadku przeciwnym.

Odpowiednio dla wektora A P  otrzymamy: 

( 1» dla i » n
(2.34)

O, w przypadku przeciwnym.

N 1Każdy stan końcowy p ’ ma wszystkie współrzędne równe Jedności. A zatem
ze stanu końcowego nie można określić wprost podzbiorów k=l.....K.
Podzbiory te wyznaczamy następująco.

Ola każdego stanu P?'^ dany jest czas T?'1 (wielkości te są zapa­
miętywane w obliczeniach). Zgodnie z warunkiem (2.8) otrzymamy optymalny 
stan końcowy P°, z którego:

M - V° (2.35)

Aby określić optymalne podzbiory £ 1 ° . . . .  , , trzeba wyznaczyć

optymalną trajektorię P0 *1 .....P?”1 '®1’, p? ’̂  ,...,P°. Obliczenia prowa­
dzimy od stanu P° do stanu P°*ł. Oeżeli znany Jest optymalny stan
ft-tego etapu P?'* , to optymalny stan y-l-go etapu P^ 1 wyznacza­
my ze wzoru:

min (T?"1 '*'* AT?"1 *3*) « T^'1 '^0 ♦ AT?*1,®,° - t '?'1“ (2.36)
>,«<*7.1°

-ił 1°przy tym zbiór oC »* numerów &  wyznaczamy z warunku:

3 V (.».*•n l « i « M  
l/o

( p f l° - Pn"1 A )  = >  (a, « « ?,1°)
(2.37)

Z optymalnej trajektorii otrzymujemy optymalną sekwencję operacji, z któ­
rej wyznaczamy kolejno ft

2.4.2. Algorytm szeregowania
W algorytmie szeregowania współrzędne stanu określają sekwencję opera­

cji, bowiem przyjmujemy:

P?*1 -
s. Jeśli b>n ma być wykonana Jako s-ta z kolei, i s  s Sy;

(2.38)
O, w przypadku przeciwnym.

Odpowiednio dla wektora A P  otrzymamy: 

ij, dla 1 ■ n 

O, w przypadku przeciwnym.
A p 4 « (2.39)

Każdy stan końcowy Jest wektorem o dodatnich współrzędnych. Z optymalnego
stanu końcowego P° wyzneczana Jest optymalna eekwencja operacji 

operacji £i° .. . . . »• • • • &£•

,.,<!) . (t) . z której wyznaczamy wprost optymalne podzbiory* * n n..

2.4.3. Algorytm przydziału
W algorytmie przydziału współrzędne stanu określają stanowiska pracy 

(stacje montażowe), do których zostały przydzielone operacje. Współrzędne 
te definiujemy następująco:

m. jeśli operacja cOn została przydzielona do podzbioru O,n; 

O, w przypadku przeciwnym. (2.40)

Odpowiednio dla wektore AP  otrzymemy:

(T?-1 ,9 “ ♦ )J . dla 1 - n

O, w przypadku przoclwnya.

E >  /  •

(2.41)
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Z optymalnego «tanu końcowego otrzymujemy wprost optymalne podzbiory ope­
racji:

V (P°n * ■>=» Ccon € fl°) (2.42)

oraz minimalnę liczbę stanowisk pracy:

M - max p° (2.43)l i n ^ N

2.4.4. Algoryf harmonogramowanla

W algorytmie harmonogramowania współrzędne stanu określaję chwilę za­
kończenia wykonywania operacji. Przyjmujemy, że:

p-?'1Kn
tn . Jeśli podjęto decyzję o wykonaniu operacji o>n

(2.44)
O, w przypadku przeciwnym.

Odpowiednio dla wektora 4 P otrzymamy:

A Pi
tn< dla i » n

(2.45)
0, w przypadku przeciwnym.

Z optymalnego stanu końcowego P° otrzymujemy wprost:

t„ - p° (2.46)

czyli optymalny harmonogram wykonania operacji.
Ponadto numer stanowiska pracy mn , na którym me być wykonana opera­

cja wynika z:

"n - [ f  PnJ. (2-47)

A zatem minimalnę liczbę stanowisk pracy wyzneczemy Jako:

M - [i max p°l+ (2.48)
L 1« n « N  J

W algorytmie harmonogramowanie chwilę tR wyznaczamy ze wzoru:
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*n
t y * . *  * ^ n , gdy |^Ą f?-1 *9']* W [| (T?_1 ♦ ^ 0)]

c . i?“1 w przypadku przeciwny*.
(2.49)

Algorytm binarny wymaga więc zapamiętywania wszystkich stanów i dwu­
krotnego przejścia przez sieć. W algorytmach szeregowanie, przydziału 
oraz hsrmonogramowania zapamiętywane sę tylko stany aktywne, a rozwięze- 
nie problemu otrzymujemy wprost ze stanów końcowych.

2.5. PRZYKŁADY

Dla ilustracji algorytmów BUM opartych na metodzie programowania wie­
loetapowego rozwięzany zostanie problem przykładowy zaczerpnięty z [30]. 
Dane do przykładu sę przedstawione na rys. 2.1, Węzły diagramu przedsta- 
wiaję operacje. Numery operacji zapisano w węzłach, a czasy operacji - 
obok węzłów. Łuki reprezentuję ograniczenia kolejności wykonywania opera­
cji (np. operacja ct>6 może być wykonana po zakończeniu operacji CJj i 0^). 
Przyjmujemy cykl montażu równy 20.

Rys. 2.1. Diagram bezpośrednich poprzedników i naatępników
(numery operacji zapisano wewnętrz węzłów, natomiast czasy operacji na

zewnętrz)
Fig. 2.1. Diagram of imnediatepredecessors and successors

Celem porównania kompletnej więzki trajektorii dla poszczególnych al­
gorytmów, w przykładach będzie stosowana reguła FIFO wyboru stanu aktyw­
nego orez reguła podziału zupełnego. Ponadto dla ilustracji eliminacji 
stanów będzie wykorzystana tylko reguła dominacji, oparta na twierdzeniu
2.2. Ponieważ w rozwięzywanym problemie występuje osiem operacji, proces 
decyzyjny ekłeda się z ośmiu etapów. Rozwięzanie optymalne otrzymujemy z 
Jednego ze stanów ostatniego etapu.



Rys. 2.2. Sieć stenów algorytmu binarnego 
Fig. 2. Network of states for binary algorith

Rys. 2.3. Sieć stanów algorytmu szeregowania 
Fig. 2.3. Network of states for sequencing algorithm
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Sieć stanów (wiązkę trajektorii) algorytou binarnego pokazano na rys.
2.2. Stany są wektorami o współrzędnych 0 lub i. Poniżej każdego wektora 
stanu zapisano czas montażu operacji wykonanych w danym stanie. Pojedyn­
czymi strzałkami (z lewej na prawą stronę) zaznaczono bezpośrednie przej­
ścia pomiędzy stanami (w trakcie generowania). Ponad tymi strzałkami po­
dano numery przydzielonych operacji. Strzałki podwójne (z prawej na lewę 
stronę) wyznaczają trajektorię optymalną. Stany zdominowane oznaczono 
przez ich skreślenie dwoma liniami przerywanymi, jednocześnie linię krop- 
ka-kreska i strzałkę pokazano odpowiedni stan dominujący. Poniżej rysunku
zamieszczono numery etapów decyzyjnych.

8 '2 8 2 Optymalnym stanem końcowym jest P ' o wartości V ’ = 5. Trajekto*
ria optymalna: < P 8,2, P7 '3 , P6 '3 , P5 '3 , P4 '2 , P3 *1 , P2 '1 , P1 '1 , P0 '1» 
określa sekwencję operacji: < u>7 . Wg > Wg • 0)̂ . a>g. ' W l >
(przez < . >  oznaczono zbiór uporządkowany). Z sekwencji tej otrzymujemy 
kolejno: £lg » < C0g , cciy >. = <CJ4> Wg-”« fij s < B j i  W g  > •
fi2 « < tó2 > oraz flLj = <(!)!>• Podana kolejność operacji w tych pod­
zbiorach jest zgodna z ograniczeniami.

Rozwiązując ten sam przykład za pomocą algorytmu szeregowania otrzymu­
jemy sieć stanów pokazaną na rys. 2.3. Sieci przedstawione na rysunkach
2.2 i 2.3 różnią się tylko współrzędnymi stanów. Ponadto w algorytmie sze­
regowania optymalne rozwiązanie otrzymujemy wprost z optymalnego stanu

8 2końcowego. Ze stanu P ’ otrzymujemy zatem podzbiory operacji:
‘̂ l ’ <Ci>l > ’ ®  2 “ <<iD2 > ‘ = < w 3 ‘ c05 > • " < W 4 . tóg. Ct)8 > .
fi5 “ < W 7 >• Rozwiązanie wyznaczone za pomocą algorytmów binarnego i 
szeregowania są różne. Jednakże równoważna w sensie przyjętego kryterium 
optymalizacji (dają 5 stanowisk pracy).

Rozwiązując ten sam przykład za pomocą algorytmu przydziału otrzymamy 
sieć stanów pokazaną na rys. 2.4. Sieci przedstawione na rysunkach 2.2,
2.3 i 2.4 różnią się tylko współrzędnymi stanów. Z optymalnego stanu koń-

8 2cowego P * otrzymujemy wprost optymalne podzbiory operacji:
fiŁ = {tó^. fi2 - = { < * V W 5}' a 4 “ { w 4- “V  W a}-
^ 5  = Rozvvi?zaniB otrzymane z algorytmów szeregowania i przydzia­
łu są identyczne. Jednakże algorytm przydziału nie określa kolejności 
operacji na stanowisku pracy.

Rozwiązując ten sam przykład za pomocą algorytmu harmonogramowania 
otrzymamy sieć stanów pokazaną na rys. 2.5, która Jest taka ssma Jak na 
rysunkach 2.2., 2.3 i 2.4. Sieci te różnię się tylko współrzędnymi sta­
nu. Z optymalnego stanu końcowego P8 ’2 otrzymujemy podzbiory operacji;
f i l  = < < » ! > . !  f i 2 <  £t,2 >  * ^ 3  B < a > 3' 03S >  ' • t ó g .  U 8 >  .

fig * <a>7 >. Otrzymane rozwiązanie jest identycznejjz tym. Jakie uzyska­
no za pomocą algorytmów szeregowania i przydziału.

W przykładach ilustrujących algorytmy: binarny, szeregowania, przydzia­
łu oraz harmonogramowania, pokazano kompletną sieć stanów (wiązkę trajek­
torii). w algorytmach tych uwzględniono tylko regułę dominacji, stosując
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Rys. 2.6. Schenat blokowy algorytau BLM z regułę wyboru FIFO 
Fig. 2.6. Błock diagram of algoritha for ALB with eelection rui* FIFO



** 56 *

reguł« FIFO wyboru steou aktywnego. Schenat blokowy tych algorytmów poka­
zano na rye. 2.6. Ze schematu tego widzimy, że po wyborze na etapie ^ - 1  
etanu o nuaerze 5. , dla kolejnych Operacji o numerze n stosowana jest 
procedura genaronanla stanu oraz eliminowania stanu nleperspektywlcznego. 
Nowy stan zostaje wygenerowany tylko dla opereeji a>n , która nie została 
Jeszcze przydzielona i której bezpośrednie poprzedniki n » i) zo~
atały Już przydzielone. Wygenerowany stan zosteje poddany testom na wy­
czerpywanie, sondowanie Oraz dominację. Po wygenerowaniu wszystkich sta­
nów ze stanu P^ 1 do dalszego generowanis wybierany Jest kolejny stan p?- l . * * l  ltd>

Po wykorzystaniu wszystkich stanów etapu 7 -i (tzn. gdy 
& » L̂ _i ) przechodzimy do etapu ^  (przyjmujęc numer ostatniego stanu 
1 ■ w analogiczny sposób generowane sę wszystkie stany etapów < N.
Po wygenerowaniu stenów N-tego etapu wyznaczany Jest etan optymalny, a 
ze etanu optymalnego otrzymujemy optymalny balans linii.

Schemat blokowy na rys. 2.6 przedstawiono zgodnie z zasadami programo­
wania strukturalnego. Procedury: generowania stanu, eliminacji stanu nle- 
perspektywicznego oraz wyznaczania optymalnego balansu należy wkomponować 
zgodnie z zasadę zagnieżdżenia. Procedury te sę różne dla różnych algo­
rytmów programowania wieloetapowego.

Sposób generowania wlęzkl trajektorii (sieci stanów) Jest zależny od 
reguł wyboru stanu aktywnego. Ponadto przy różnych regułach wyboru można 
stoaować odmienne reguły eliminacji stanów nleperspektywlcznych. Dla ilu­
stracji tego zagadnienia rozwiężeray ten sam przykład stosujęc regułę LIFO, 
a następnie LLB (z pewnym uzupełnieniem). W przykładach tych zastosowany 
zostanie algorytm harmonogramowanie. Zbiory stanów aktywnych w kolejnych 
krokach obliczeniowych będę przedstawione w postaci tabsl.

Stosujęc regułę LIFO otrzymamy b0 ,1 = 4 ,  a następnie:

Krok 1:

7 i i 2 3 4 5 6 7 8 T?*1 b?'1
i i ii 0 0 O 0 0 0 0 11 4

Krok 2:

7 1 1 2 3 4 5 6 7 8 t ?*1 b?'1
2 1 11 37 0 0 0 0 0 0 37 5

Krok 3:

7 1 1 2 3 4 5 6 7 • •; T 7.i b7'x
3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 5
3 2 11 37 0 45 0 0 0 0 45 5
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Krok 4:

7 1 1 2 3 4 5 6 7 8 T?*1 b?'1

3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 5

4 1 11 37 54 45 0 0 0 0 54 5

Krok 5:

f 1 1 2 3 4 5 - 6 7 8 t 7* 1 b?'1

3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 5

5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 5

5 2 11 37 54 45 0 72 0 0 72 5

Krok 6:

? 1 1 2 3 4 5 6 7 8 T?'1

H

3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 5

5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 5

6 1 11 37 54 45 80 72 0 0 80 5

6 2 11 37 54 45 0 72 0 75 175 5

Krok 7:

V 1 1 2 . -3 ■ 4 5 6 7 8 T7.1 b?’1

3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 5

5 1 11 37 54 45 68 O 0 0 68 5

6 1 11 37 54 45 80 72 0 0 80 5

7 1 11 37 54 45 88 72 0 75 88 5

Krok 8:

7 1 i 2 3 4 5 6 7 8 b7*1

3 1 ii 37 49 0 0 0 0 0 49 5

5 1 ii 37 54 45 68 0 0 0 68 5

6 1 li 37 54 45 80 72 0 0 80 5

8 i li 37 54 45 88 72 90 75 90 V 5



W tabelach tych 7 - oznacza numer etapu, 1 - Jest numerem atanu ak­
tywnego w zbiorze £ y  W kolumnach od 1 do 8 zapisane są kolejne współrzęd­
ne stanu P?'1. Ponadto T? ' 1 1 b^ * 1 sę odpowiednimi wielkościami sta­
nu P?'1.

w przykładzie tym nie można stosować reguły dominacji. Nie stosowano 
również reguły sondowania - przed wyznaczeniem pierwszego ze stanów koń­
cowych.

Oak wynika z obliczeń, rozwięzanie optymalne uzyskano w ósmym kroku, 
bowiem wszystkie stany aktywne okazały się nieperapektywiczne. Wygenero­
wano tylko 11 stanów, a w zbiorze stanów aktywnych były maksymalnie 4 

stany. Dla porównania, stosujęc regułę FIFO wygenerowano 22 stany.
Rozważmy z kolei ten sam przykład z regułę wyboru LLB. Z rozwiązanego 

przykładu wynika, te dla n > 1 dolne ograniczenie b^'^ wszystkich wy­
generowanych stanów daje 5 stanowisk pracy. Dlatego stosujęc regułę wy­
boru LLB trzeba dodatkowo określić, który stan aktywny ma być wybrany.
W przypadku reguły LLBF1F0 uzyskuje się takę samą kolejność generowania 
stanów Jak dla reguły FIFO. Stosujęc regułę LL8LIFQ uzyskuje się prze­
bieg obliczeń taki sam Jak dla reguły LIFO. Aby zilustrować działanie re­
guły LLB, przyjmiemy Jej modyfikację do postaci LLB/TLIF0, gdzie

T « T?’1 ♦ J Z  ^  (2.50)

Wybierany jest stan o najmniejszej wartości T.
Stosujęc tę regułę otrzymujemy przebieg obliczeń w pierwszych czterech 
krokach taki sam jak dla reguły LIFO. Pozostałe kroki obliczeniowe (od 
5 do ll) pokazano niżej. Rozwiązanie uzyskano po 11 krokach. Oznaczenia 
elementów tabel sę takie same Jak w poprzednim przykładzie. Liniami prze­
rywanymi ze strzałkami pokazano dominację stanów.

Krok 5:

V 1 1 2 3 4 5 6 7 B T7 .1 T
3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 87
5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93
5 2 11 37 54 45 0 72 0 0 72 93

Krok 6:

V 1 1 2 3 4 5 6 7 8 T?'1 T
5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93
5 2 11 37 54 45 0 72 0 0 72 93
4 1 11 37 49 54 0 0 0 0 54 87
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Krok 7:

V 1 1 2 3 4 5 6 7 8 y 1?*1 T

5 3 11 37 49 54 68 0 0 0 68 93

5 3 11 37 49 54 0 72 0 0 72 93

5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93

5 2 11 37 54 45 0 72 0 0 72 93

Krok 8:

V
1 1 2 3 4 5 6 7 8 tV' 1 T

5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 53

6 1 11 37 54 45 80 72 0 0 80 93

6 2 11 37 54 45 0 72 0 75 75 93

Krok 9:

V 1 1 2 3 4 5 6 7 8 T?.l T

5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93

6 1 11 37 54 45 80 72 0 0 80 93

7 1 11 37 54 45 88 72 0 75 88 98

Krok 10:

V 1 1 2 3 4 5 6 7 8 t ?'1 T

5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93

7 2 11 37 54 45 80 72 90 0 90 93

7 3 11 37 54 45 80 72 0 63 83 93

7 1 11 37 54 45 68 72 0 75 88 98

Krok 11:

V 1 1 2 3 4 5 6 7 8 T?'1 T

5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93

7 1 11 37 54 45 80 72 90 0 90 93

8 1 11 37 54 45 80 72 93 93 93 93
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Rozwiązane przykłady ilustrują sposób generowania trajektorii stanów 
dla różnych reguł wyboru stanu aktywnego. Eliminacja stanów nleperspek- 
tywicznych za pomocą reguły sondowania była bardziej efektywna niż za po­
mocą reguły doainacji. Efektywność reguły dominacji ilustruję rezultaty 
teatów komputerowych, przedstawione niżej.

Sformułowany problem przykładowy nożna rozwiązywać bez stosowania re­
guł eliminacji stanów nieperspektywicznych. Wówczas generowane są wszy­
stkie dopuszczalne stany, a więc wszystkie dopuszczalne rozwiązania (prze­
gląd zupełny rozwiązań dopuszczalnych). Reguła dominacji eliminuje nie­
które dopuszczalne stany nieperspektywiczne. Efekt, Jaki daje reguła do­
minacji, w porównaniu z przeglądem zupełnym rozwiązań dopuszczalnych 
(dla rozwiązywanego problemu przykładowego), ilustruje tabela 2.1.

:Tabela 2.1
Porównania sieci stanów w algorytmach z regułą dominacji stanów 

oraz bez dominacji stanów

Wariant
1

Lic
2

łba sta
3

nów na kolejnych etapach

Bez dominacji 1 1 2 3 6 11 16
B

16
Z dominację 1 1 2 3 4 5 4 2

Tak więc z dominacją wygenerowano 22 stany, natomiast bez dominacji 56 
stanów. Czas obliczeń dla wariantu z dominacją wynosił 0,814 [sj (Fortran, 
ODRA 1305).

2.5.1. Testy komputerowe

Dla ilustracji efektów, jakie daje reguła dominacji, przedstawione zo­
staną rezultaty 10 testów komputerowych. Obliczenia przeprowadzono w Języ­
ku Fortran na komputerze ODRA 1305. Dla każdego testu zostaną podana;
- cykl c ,
- liczba operacji N,
- czasy operacji (w kolejności od pierwszej do N-tej).
- relacja kolejności (w postaci uporządkowanych dwójek, "bezpośredni po­

przednik - bezpośredni następnik“).

Przebieg obliczeń zostanie pokazany poprzez podanie liczby stanów dla po­
szczególnych etapów decyzyjnych (dla programów bez dominacji oraz z domi­
nacją stanów),

W każdym teście zostaną podane czasy obliczeń dla algorytmów bez domi­
nacji oraz z dominacją 1 pewną modyfikacją dominacji. Modyfikacja ta po­
lega na pominięciu sprawdzenia dominacji stanów, które zostały wygenerowa­
ne z tego samego bezpośredniego poprzednika (dla takich stanów dominacja 
nie zachodzi). Rezultatem obliczeń jest liczba stanowisk pracy na linii 
montażowej.
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Rozwiązania suboptymalne zostaną oznaczone przez §. Rozwiązania takie 
otrzymuje się, gdy na pewnym etapie zostaną pominięte niektóre stany. 
Wynika to z ograniczonej wielkości tablicy stanów aktywnych. W tablicy 
tej stany etapu-^-1 są zapisywane od góry, natomiast generowane steny 
etapu y są zapisywane od dołu. Oeżeli w tablicy takiej brak Jest wolnych 
miejsc, to z danego stanu można wygenerować tylko Jeden stan (na jego 
miejsce), natomiast pozostałe stany są pomijane. Pominięcie stenu powodu­
je utratę pewnych trajektorii, które mogą prowadzić do rozwiązania opty­
malnego.

TEST 1

Dane: c *> 12, N = 5, czasy operacji: 7, 6, 5, 7, 8, relacja kolej­
ności: 1-3, 1-5, 3-5.

Liczby stanów na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 3, 7, 13, 20, 20,
- z dominacją: 3, 4, 4, 3, 1.
W algorytmie bez dominacji występują w sumie 63 stany, natomiast w algo­
rytmie z dominacją 15 stanów, co stanowi 24%.
Czasy obliczeń:
- bez dominacji 0,840 [s]
- z dominacją 0,769 [s]
- z modyfikacją 0,764 [s]
Skrócenie czasu obliczeń wynosi 8% (9% - dla algorytmu z modyfikację). 
Każdy algorytm daje rozwiązanie optymalne - 4 stanowiska pracy.

TEST 2

Dane: c * 12, N * 7, czasy operacji: 7, 6, 5, 7, 8, 4, 5, relacja 
kolejności: 1-3, 1-5, 3-5.

Liczby stanów na kolejnych etapach
- bez dominacji 5, 21, 73, 208, 480, 840, 840.
- z dominację: 5, 11, 15, 15, 11, 5, 1.
W algorytmie bez dominacji występuje w sumie 2467 stanów, natomiast w
algorytmie z dominacją stanów 63 stany, co stanowi 3%.
Czasy obliczeń:

- bez dominacji 6,959 [s]
- z dominację 1,961 [s]
- z modyfikację 1 ,8 6 2 [ej
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Skrócenie czasu obliczeń wynosi 72% (73%). Każdy algorytm daje rozwiąza­
nie optymalne - 4 stanowiska pracy.

TEST 3

Oane: c « 12, N « 9, czasy operacji: 7, 6. 5, 7, 8, 4, 5, 5, 6, re­
lacja kolejności: 1-3, 1-5, 3-5, 4-6.

Liczby stanów na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 6,32, 151. 626, 530, 716, 459, 851, 851.
- z dominację: 6, 17, 31, 41, 41, 37, 17, 6, 1.

W algorytmie bez dominacji wystąpiły 4222 stany, natomiast w algorytmie
z dominację 160 stanów. W algorytmie bez dominacji zostały pominięte nie­
które stany.
Czasy obliczeń:

- bez dominacji 12,895 [s]
- z dominacja 8,156 [s]
- z modyfikacja 7,594 [ej

Skrócenie czasu obliczeń wynosi 37% (41%),
Algorytm bez dominacji stanów (suboptymalny) daje takie eamo rozwięzsnie 
Jak algorytmy z dominację, tzn. 5 stanowisk pracy.

TEST 4

Dane: c - 14, N « 9, czasy operacji: 3, 6, 4, 6, 8, 4, 5, 5, 6,
relacja kolejności: 1-2, 1-3. 6-3, 2-4, 1-5, 3-5, 4-6, 5-7, 4-8. 

Liczby stanów na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 2, 3, 4, 6, 13, 22, 33, 45, 45.
- z dominację: 2, 2, 2. 3. 4, 4, 4, 3, 1.

w algorytmie bez dominacji występuję w sumie 173 stany, natomiast w algo­
rytmie z dominację 25 stanów, co stanowi 14%.
Czasy obliczeń:

- bez dominacji 1,761 [s]
- z dominację 1,379 [sj
- z modyfikację 1,365 [aj

Skrócenie czasu obliczeń wynoei 22% (22%).
Każdy algorytm daje rozwlęzenie optymalne - 4 stanowiska pracy.
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Dane: c « 14, N « 10, czasy operacji: 3, 5, 7, 3, 8, 4, 5, 5, 6, 5,
relacja kolejności 1-2, 6-3, 1-5, 4-6, 5-7, 4-8. 5-10.

Liczby stanów na kolejnych etapach:
- bez dominacji: 3, 10. 37, 139. 518, 663, 498, 8 1 8, 397, 397.
- z dominację: 3, 7, 14, 22, 28, 30, 26, 16, 6, 1.
W algorytmie bez dominacji stanów występiło 3480 stanów, natomiast w al­
gorytmie z dominację 153 stany.
W algorytmie bez dominacji niektóre stsny zostały pominięte.
Czasy obliczeń:
- bez dominacji 1 1 ,6 8 0 [sj
- z dominację 6,206 [s]
- z modyfikację 5,745 [ej
Skrócenie czasu obliczeń wynosi 47% (51%).
Algorytm bez dominacji stanów (suboptymalny) daje takie samo roznlęzanie 
Jak algorytmy z dominację, tzn. 4 stanowiska pracy.

TEST 6

Dane: c » 14, N « 10, czasy operacji: 6. 5. 4, 7, 6, 5, 5, 6, 7, 6, 
relacja kolejności: 1-2, 1-3, 3-4, 3-5, 2-6, 4-7, 6-7, 5-8, 7-9, 
8-9. 9-10,

Liczby stanów na kolejnych etapach:
- bez dominacji: 1. 2, 5. 12. 27, 51, 71, 71, 71, 71.
- z dominację: 1, 2, 4, 5, 5, 4, 2, 1, 1, 1.
W algorytmie bez dominacji występuję 382 stany, natomiast w algorytmie z 
dominację 26 stanów, co stanowi 7%.
Czasy obliczeń:
- bez dominacji 2,664 [s]
- z dominację 1,458 [e]
- z modyfikację 1,448 [s]
Skrócenie czasu obliczeń wynosi 45% (46%).
Każdy z algorytmów daje rozwięzanie optymalne - 5 stanowisk pracy.

TEST 7

Oane: c » 14, N - 11, czasy operacji: 6, 5. 5. 4, 7, 6, 5, 5,6, 7.6
relacja kolejności: 1-2, 1-3, 3-4, 3-5, 2-6, 4-7, 6-7, 5-8, 7-9,
8-9, 9-10. 7-11.

TEST 5
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Liczby stanów na kolejnych etapach:

- bez domlnacj i : 1. 2, 5, 12 , 27 . 51. 77. 103, 174 , 245 . 245.
- z dominację: 1, 2, 4, 5, 5, 4, 3, 2, 2, 2, 1.

w algorytmie bez dominacji występuje 930 stanów, natomiast w algorytmie 
z dominację 31 stanów, co stanowi 3%.
Czasy obliczeń:

- bez dominacji 4,817 [s]
- z dominację 1,705 [s]
- z modyfikację 1,684 [s]

Skrócenie czasu obliczeń wynosi 65% (65%).
Każdy z algorytmów daje rozwięzanie optymalne - 6 stanowisk pracy.

TEST 8

Dane: c ■ 14. N = 12. czasy operacji: 6, 7, 5, 5, 4, 7, 6, 5, 5, 6.
7, 6.
relacja kolejności: 1-2, 1-3, 3-4, 3-5, 2-6, 4-7, 6-7, 5-B, 7-9, 
8-9. 9-10, 7-11, 10-12.

Liczby stanów na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 1, 2, 5. 12. 27. 51. 77. 103, 174, 245. 316, 316.
- z dominację: 1, 2, 4, 5. 5, 4, 3, 2, 2, 2, 2, 1.

W algorytmie bez dominacji występuje 1329 stanów, natomiast w algorytmie
z dominację 33 stany, co stanowi 2%.
Czasy obliczeń:

- bez dominacji 6,677 [s]
- z dominację 1,876 [s]
- z modyfikację 1,865 [s]

Skrócenie czasu obliczeń wynosi 72% (72%).
Każdy z algorytmów daje rozwięzanie optymalne - 6 stanowisk pracy.

TEST 9

Dsne: c = 14, N • 12, czasy operacji: 4, 6, 4, 5, 4, 7, 6, 5, 5, 6,
7. 8,
relacja kolejności: 1-2, 1-3, 2-4, 3-5, 2-6, 4-7, 6-7, 5-8, 7-9, 
8-9, 9-10, 7-11, 11-12.

Liczby stanów na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 1. 2, 5. 12. 26. 52, 84. 126, 238, 420, 602, 602.
- z dominację: 1. 2. 4. 5, 5. 5. 4. 3, 3. 3. 2. 1.
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W algorytmie bez dominacji występuje 2170 stanów, natomiast w algorytmie 
z dominację 38 stanów, co stanowi 2%.
Czasy obliczeń:

- bez dominacji 9,623 [s]
- z dominację 1,992 (*]
- z modyfikację 1,967 [s]

Skrócenie czasu obliczeń wynosi 79% (8C%).
Każdy algorytm daje rozwięzanie optymalne - 5 stanowisk pracy.

TEST 10

Oane: c « 12. N = 16. czasy operacji: 6, 8, 5, 7, 9. 3. 5, 6, 5, 4,
5. 4. 4. 5, 6. 6,
relacja kolejności: 1-2, 2-3. 1-4. 3-5, 4-6, 1-7, 5-8, 6-8, 7-8, 
8-9. 8-10. 8-11, 9-12. 10-13, 12-14, 12-15, 13-15, 14-16.

Liczby stanów na kolejnych etapach:
- bez dominacji: 1. 3, 8. 19. 38,60. 60,60, 180, 351, 83. 172, 338. 118,

189, 189.
- z dominację: 1. 3, 5. 6, 5, 3. 1, 1, 3, 5, 6, 6, 6, 5. 3, 1.

W algorytmie bez dominacji występuje 1869 stanów, natomiast w algorytmie 
z dominację 60 stanów. W algorytmie bez dominacji niektóre steny zostały 
pominięte.
Czasy obliczeń:

- bez dominacji 159,653 {Vj
- z dominację 25,076 (VJ
- z modyfikację 24,113 [a]
Skrócenie czasu obliczeń wynosi 84% (85%).
Algorytmy z dominację daję rozwięzanie optymalne (8 stanowisk pracy), na­
tomiast algorytm bez dominacji daje rozwięzanie przybliżone (9 stanowisk 
pracy).-

Zestawienie rezultatów przeprowadzonych testów komputerowych zamiesz­
czono w tabeli 2.2.

W tabeli 2.2 rozwięzanie suboptymalne oznaczono przez §, natomiast 
czasy obliczeń dla algorytmów z dominację i modyfikację umieszczono w na­
wiasach.

Oak widać z tabeli, w siedmiu testach algorytmy bez dominacji daję 
rozwięzanie optymalne (lecz po dłuższym czasie obliczeń niż w algorytmach 
z dominację). W testach 3 1 5 algorytm bez dominacji nic generuje wszyst­
kich stanów. Pomimo to otrzymane rozwięzanie sę optymalne. W teście 10 
algorytm bez dominacji również nie generuje wszystkich stanów. Jednakże 
w tym przypadku otrzymane rozwięzanie nie jest optymalne.
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Tabela 2.2
Porównanie obliczeń komputerowych bez dominacji stanów 

oraz z dominację stanów

Nr
testu

L
ope­
racji

Bez dominacji Z dominację
L

stanów
Czas
M

L
st. pracy

L
stanów

Czas
W

L
st. pracy

1 5 63 0,840 4 15 0.769
(0,764)

4

2 7 2467 6,959 4 63 1.961 
(1.862)

4

3 9 4222
§

12,895
§

5
§

160 8.156
(7,594)

5

4 9 173 1,761 4 25 1,379
(1,365)

4

5 10 3480
§

11,680
§

4
§

153 6.206
(5,745)

4

6 10 382 2,664 5 26 1,458 
(l ,448)

5

7 11 930 4.817 6 31 1,705
(1,684)

6

6 12 1329 6,677 6 33 1,876 
(1,865)

6

9 12 2170 9,623 5 38 1,992 
(1,967)

5

10 16 1869
§

159.653
§

S
§

60 25,076) 
(24,113)

8

Z przeprowadzonych testów wynika, że stosowanie dominacji zmniejsza 
liczbę stanów i skraca czas obliczeń. Przeciętne skrócenie czasu obliczeń 
wyniosło 52% (pomijając testy 3. 5, 10). Ponadto w algorytmach z domina­
cję występuje przeciętnie 8% liczby stanów występujących w algorytnach bez 
dominacji. Z powyższych liczb można wycięgnęć wniosek, że w regułach do­
minacji należy dążyć do skracania czasu porównywania dwóch stanów.
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2.6. ANALIZA ALGORYTMÓW

Do rozwiązania klasycznego problemu BLM wykorzystano cztery algorytmy 
oparte na metodzie programowania wieloetapowego (binarny, szeregowania, 
przydziału oraz haraonogramowania). Klasyczny problem BLM (w wersji decy- 
zyjnej ) oraz jego uogólnienia należę do klasy problemów NP-zupełnych w 
sensie złożoności obliczeniowej. Z tego względu algorytmy przeglądowe dla 
rozwiązania tego problemu maję wykładniczą złożoność obliczeniowę. Anali­
za algorytmów programowania wieloetapowego ma na celu wykazanie pewnych 
elementów mających wpływ na efektywność tych algorytmów. Ponadto zostanie 
uzasadniony wybór algorytmu harmonogramowania dla rozwiązania - w dalszej 
części rozprawy - uogólnionych problemów 8LM oraz problemów AO i AOiZ.

2.6.1. Efektywność algorytmów
Efektywność algorytmów programowania wieloetapowego zależy od liczby 

wygenerowanych oraz liczby wyeliminowanych stanów nieperspektywicznych.
Z tego względu przedyskutujemy pewne elementy generowania oraz elimino­
wania stanów.

Załóżmy, że w stanie P?“1 !'̂  podejmowana Jest decyzja o realizacji 
operacji W  . Niech będzie ostatnim podzbiorem operacji utworzonym
W etanie ^

LEMAT 2.1
Deżeli operacja a>n może być ulokowana w ii to przydzielenie tej 

operacji do & a , £*<«. daje Stan nleperspektywiczny.
O o w ó d: Załóżmy, że przydzielając <ł>_ do ii otrzymujemy stan

P . natomiast przydzielając tt)n do 0.^ dostajemy stan P . Zauważ­

my. i»: .

a?"1** u G)„ - ił7’11 - S I 1’ 1*  (2 . 5 1 )

Ponadto: '

T7’1* - T?”1 '* ♦ «fĵ  (2.52)

oraz:

T7 ’lz » (łi-l)c ♦ # n (2.53)
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Z (2.52) i (2.53) wynika, żes

T7'11 - T7 'lz . ,1!-»•». (_.)« (2.54)

Ponieważ

c «(m-l)c (2.55)

za ten ż (2.54) i (2.53) otrzymujemy:

T ^ (2.56)

Uwzględnięjęc (2.51) i (2.56) w (2.24) widzimy, że stan P7 ’ 1 dominu-
^2Je nad stŁ-nem P . □

Zatem stosujęc kryteriuo minimalizacji liczby stanowisk pracy, w proce­
durze generowania stanów należy przydzielać operację u>n do najwcześniej 
dopuszczalnego podzbioru fl,, , k « K. .

*  11 f I m
Eliminacja stanów przez dominację wymaga porównania stanu P , wy-

'0.1«
generowanego Jako ostatni, ze stanami P , które zostały wygenerowane 
wcześniej. Zwiększenie efektywności algorytmu można uzyskać przez zmniej­
szenie liczby tych porównań.

LEMAT 2.2

Oeżeli stan P7 1 otrzymano z p1? 1 przez przydzielenie U).-., ne-
V'^2 « 1 a.tomiast P otrzymano również z P? -1  lecz przez przydzielenie a> ,

gdzie cćą f o>n , to pomiędzy stanami P i P nie zachodzi re­
lacja dominacji.

D o  w ó d: Ponieważ:

iv 'li - a ? - 1 -9' uSI * * £1 ' U (2.57)

fi7 ' 12 - ft? "1 ,a'uo)n (2.58)

a ponadto t G£>n , zatem:

G  tO . 2 (2.59)
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Uwzględniając (2.59) w (2.24) widzimy, że warunek dominacji stanów nie 
Jest spełniony.□

Liczbę porównań stanów można również zmniejszyć wprowadzajęc porzędek 
leksykograf i czny w zbiorze stanów aktywnych 17-tego etapu.

Definicja 2.3
^2 /Stan P poprzedza leksykograficznie stan P (co oznaczamy

9 -s P ), jeżeli jest spełniony warunek:

 ̂ (Prs°)]v [(pJ,lł- o ) ^ ( p n ’l2»o)]

A [(p7 '11/0 ) (p^ l2“°)] (2.60)

Definicja 2.4
<1.1, «.1»

Stany P i P są alternatywne, jeżeli Jest spełniony warunek:

(2.61)i , . * 1» ^

LEMAT 2.3
W zbiorze stanów aktywnych nie ma stanów alternatywnych.

D o w ó d  (nie wprost): Przypuśćmy, że w zbiorze £  znajduję się
  ^*li / \ / \stany alternatywne P i P . Wówczas zgodnie z (2.60) i (2.61;

musi być spełniony warunek:

V  r(p7 ,;LV o ) ^ ( p J ' l2/o] v [(pJ'ii-0 ) (p^'l2-0 )] (2.62)
U n < N L J

Uwzględniajęc (2.62) w (2.4) widzimy, że:

a 7 '11 = a 7 ’lz (2-63)

2 kolei, jeżeli zachodzi (2.63), to z (2.24) wynika, że jeden ze stanów 
P lub P jest zdominowany - a więc nie noże należeć do zbioru

V DA zatem zbiór jest uporządkowany liniowo. Stosowanie reguły doml-
nacji polega na sprawdzeniu, czy w zbiorze znajduje się stsn P*?' 1

<ł,l2 ‘ .
alternatywy do stanu P (który został wygenerowany jako ostatni;.
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Ponieważ zbiór jest uporządkowany liniowo, nie trzeba sprawdzać wszy­
stkich stanów, od I-i do 1»L_. Stoeujęc rtp. podział połówkowy, nożne w

V ’̂ z r i i*pierwszym kroku porównać stan P ze stanę* o nuaerze 1 » I w  L— | •
?*ł2 - ł LOeżeli P P . to pozostaję do sprawdzenia stany o numerach jC< 1,

natomiast etanów o numerach X' .>1 sprawdzać nie trzeba (bo na pewno nie17» *n
sa alternatywne ze atsneis P ‘ *), w ten sposób stosujęc kolejne podzia­
ły połówkowe zmniejszamy liczbę porównań stanów, (np. jeżeli L-, « 2lc, to‘

 ̂ , 1«.
porównań jest k*i). Deżeli w zbiorze <£ zostanie wyznaczony stan P 

?*^2alternatywny do P . to Jeden z tych stanów zostanie wyeliminowany.
SM* ■ .W przypadku przeciwnym stan P wchodzi do zbioru .

Efektywność algorytmów programowania wieloetapowego zależy również od 
stosowanych reguł wyboru etanów aktywnych. Dla reguły FIFO eliminowanie 
stanów przez sondowanie nie aa znaczenia, ponieważ stany końcowe aę znane 
dopiero wtedy, gdy zbiory (dla ^  <■ N-ł) sę puste. Z kolei dla reguły 
LIFO nie aożna stosować eliminacji stanów przez dominację (zgodnie z 
lematem 2.2). Reguła LLB pozwala eliainować steny przez doainację oraz 
sondowanie.

2.6.2. Rozwiązanie przybliżone

Oeżeli w BLM nie zostanę wygenerowane wszystkie etany końcowe, to 
otrzyaujemy jedynie rozwiązanie przybliżone. Rozwiązanie to reprezentuje 
aktualnie najlepszy etan końcowy Pa , o wartości V®. Załóżmy, że $  Jest 
błędem bezwzględnym, netomiaet £ -  błędem względnym, Stan P8 daje roz­
wiązanie przybliżone z błędem:

J . V* - V° i  V* - b° (2.64)

lub:

..a v,o wa
- 1 (2.65)Va - V° ^ vf 

V° " b°

gdzie: b° - najmniejsze dolne ograniczenie wartości V° stanu optymalne­
go P°.

LEMAT 2.4

Najmniejsze dolne ograniczenie b° otrzymujemy ze stanu P^**, tzn.:

n=N

k°-|IE •*’-]n«l j
(2.66)
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D o W ó d: Ola każdego stanu P?’1 t P0,1 otrzymamy
(2.16):

L  w n  i  Q r  -* L  c u n  6  f i

S t a * 1 -I
b°

W n ć fî '

ponieważ T?*1 uwzględnia luzy czasu na stanowiskach pracy.t 

LEMAT 2.5
*kli „?2'ł2 b’2'Ł2De żel i fi •= fi , to b «  b

D o w ó d :  Ola stanu P napiszemy:

Oznaczmy przez fi' zbiór operacji zdefiniowany następujęco:

a ' . a , 2 -l2\ a , 1 '1‘

Wyrażenie (2.68) można przekształcić do postaci:

„li-S . t ę ? * * * . E
L COn « fi w n t &

Zauważay, że:

03n € fi

A zatem podstawiają (2.7l) do (2.70) otrzyaaay ostatecznie:

□

podstawie

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)
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Ponieważ dobre oszacowanie b° powinno być bliskie v°, zetem w oblicze­
niach przyjmujemy Jako b° najmniejsze dolne ograniczenia wyznaczone dla 
stanów aktywnych.

Ograniczenie pamięci komputerowej nie jest istotne, ponieważ można sto­
sować regułę podziału częściowego. Wówczas z każdy« stanem aktywnym p1?'̂  
związany Jest Jego Indeks I?'*. Indeks ten jest największym numerem opera­
cji, którą wykorzystano w generowaniu stanów ze stanu P*?'1. Deżeli 
I?'1 - 0, to ze stanu P1?'* nie wygenerowano żadnego stanu. W przypadku 
gdy i^'* - N, stan pV rl przestaje być aktywny. A zatem p !'1 noże być 
wielokrotnie wybrany do generowania stanów. W regule podziału częściowe­
go należy uwzględnić dodatkowe warunki:

I?*1 'a'< n S N (2.73a)

Ponadto ze etanu możne wygenerować najwyżej «Tl stanów, gdzie:

(2.73b)

przy tym L_ Jest liczbę dopuszczalnę stanów w zbiorze ó(L.7 V

2.6.3. Wybór algorytmu

Przedstawione algorytmy programowania wieloetapowego można przeanali­
zować z punktu widzenia możliwości rozwiązania uogólnionych problemów 
BLM, AO oraz AOiZ. W ogólnym przypadku w rozwiązywaniu tych problemów po­
trzebna jeet znajomość historii podejmowanych decyzji. Z tego względu al­
gorytm binarny nie może być wykorzystany. Algorytm przydziału nie pozwala 
rozwiązać problemów AO w liniach z równoległymi stanowiskami pracy oraz 
pewnych uogólnionych modeli BLM (np. montaż przestrzenny). Algorytm sze­
regowanie pozwala rozwiązać problemy, które będą sformułowane w dalszej 
części rozprawy. Dednakże w przypadku ograniczeń chwil zakończenia opera­
cji, w algorytmie tym są potrzebne pewne dodatkowe obliczenia. Wszystkie 
z wymienionych problemów można rozwiązać bez dodatkowych obliczeń za po­
mocą algorytmu harmonogramowania. Z tego względu w dalszej części rozpra­
wy będzie wykorzystany algorytm harmonogramowania, który «»skrócie będzie 
nazywany algorytmem programowania wieloetapowego.

3. UOGÓLNIONE MODELE BLM

3.1. WST^P

W rozdziale tym zostaną przedstawione pewne uogólnione modele BLM. 
Uogólnienia będą dotyczyć dodatkowych ograniczeń orsz kryterium optymali­
zacji. Wyróżnione zostaną ograniczenia wynikające z:
- wykluczania pewnych podzbiorów operacji na Jednym stanowisku pracy,
- przynależności operacji do pewnego podzbioru zwanego enklswą,
- lokalizacji operacji w montowanym obiekcie,
- kosztów wykonywania operacji.
W modelach BLM zakłada się, że podzbiory operacji tworzące stanowiska 
pracy są zlokalizowane na kolejnych stacjach montażowych.

Rozważmy linię montażową składającą się z K stacji. Tak Jak w modelu
klasycznym założymy, że dane są: zbiór SI operacji con , n «■ 1 N,
wektor ® czasów operacji macierz F  relacji kolejności operacji
oraz cykl c. Przez tn oznaczymy chwilę zakończenia montażu operacji 
0Jn na linii.

Do rozwiązania uogólnionych problemów BLM wykorzystamy algorytm progra 
mowania wieloetapowego (harmonogramowania). W algorytmie tym przyjmiemy 
stan procesu decyzyjnego taki sam jak dla klasycznego modelu BLM. Pozo­
stałe elementy algorytmu będą bardziej ogólne niż dla modelu klasycznego.

3.2. DODATKOWE PARAMETRY OPERACDI

Rozważmy uogólniony model BLM, w którym oprócz czasu istnieją inne pa­
rametry operacji. Dla wykonania operacji potrzebne są detale i narzędzia. 
Detale znajdują się w kontenerach o odpowiednich gabarytach. Z uwagi na 
ograniczone wymiary stacji montażowej oraz gabaryty kontenerów z detalami 
pewne podzbiory operacji nie mogą tworzyć Jednego stanowiska pracy. Ten 
sam efekt powstaje, gdy detale z uwagi na swój ciężar wymagają od montera 
znacznej pracy dla ich przeniesienia z kontenera do montowanego obiektu. 
Wprowadzając ograniczenie wielkości tej pracy eliminujemy pewne podzbiory 
operacji jako stanowiska pracy. Na stanowisku pracy może być ograniczona 
liczba narzędzi lub płaca montera może być zależna od ceny operacji (ogra­
niczona od dołu). Również w tych (i innych tego typu) przypadkach pewne 
podzbiory operacji nie mogą tworzyć stanowisk pracy.
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3.2.1. Model matematyczny

Cechę charakterystycznę przedstawionych wyżej ograniczeń jest ograni­
czenie sumy parametrów operacji na jednym stanowisku pracy. Załóżmy, że 
■dodatkowe parametry operacji dane s? maclerzę :

* ‘  u <J-*>
J-l.... ,3

gdzie: <Jn - J-ty parametr operacji o>n , 3 - liczba parametrów opera-
cji.

Ponadto przyjmiemy, żs dany jest wektor O dodatkowych ograniczeń li-
niowych :

D ' K łL i.. k ,3-2>
 3

gdzie: d ^ ^  - dopuszczalna suma parametrów j-tego typu dla operacji ne
k-tym stanowisku pracy.

Tak więc dodatkowe ograniczenia można zapisać w postaci:

' o *̂ n <J 15 ^k.j (3.3)0)n t Q k K *J k=i k
J «=1,. . . ,3

Z (3.3) widzimy, że sę to ograniczenia liniowe.
Ola przypomnienia, w modelu klasycznym BLM występuję Jedynie ograni­

czenia montażu kompletnego oraz:
- sumy czasów

^ n *  c (3.4)
°>n * “ k

- kolejności

V  Y i i k  (a>n * & k)  A ft9e> <3.5)

Natomiast kryterium optymalizacji ma postać:

’’ ■ « “ . [ • ■ » r - “ * <3-6)
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Warto zauważyć, że ograniczeni» sumy czasów (3.4) jest liniowe. A zatem 
rozpatrywany model zawiera jedynie dodatkowe ograniczenia liniowe. Ogra­
niczenie (3.3). (3.4) 1 (3.5) przedstawiamy w postaci wyrażeń, w których 
występuje niewiadoma t , bowiem:

V { | )  '«J* - kj= »  K  « a, ) (3.7 )

3.2.2. Algorytm
W algorytmie programowania wieloetapowego dla rozważanego uogólnionego 

■odelu stan 1 wartość etanu definiowane eę analogicznie Jak dla modelu 
klasycznego.

G e n e r o w a n i e  e t a n ó w
Procedura generowania stanów jest taka sana jak dla modelu klasyczne­

go BLM, z tym że:

T * “ 1 ' * ' J e ś l i  T f " ł , a r  ‘  [ « ( T , ’ 1 , ^ ł ‘^ )] * A

* < ° ! “1 , > * *n.J * - dk.J)

T?” 1 ’®,J . c - T ^ 1 ’*  + w przypadku przeciwnym

\
przy tym

(3.8)

CO. * fi, J
(3.9 )

V {w i * flk} (3.9s)

Sumy parametrów operacji na ostatnim stanowisku pracy można również 
wyznaczyć równocześnie z generowaniem stanu, na podstawie wzoru rekuren- 
cyjnego:

° r i ’a' * ^ . j * j eću  [= " [ • * » ]
(3.1 0 )

4 • " przypadku przeciwnym
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E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r s p e k t y -  
w l e z n y c h
Dla uogólnionego modelu BLM z dodatkowymi parametrami operacji stany 

nieperspektywiczne eliminuje się za pomocą reguł: dominacji, wyczerpywa­
nia oraz sondowania.

TWIERDZENIE 3.1
•7*1, 7*^2Stan P dominuje nad stanem P , Jeśli Jest spełniony waru­

nek :

V  1.
( a '  1 . ) a (t $ t 2 ) a ( D; 1 « o ;  2 ) (3 .1 1 )

1 «  J€  3 J

Dowód tego twierdzenia można przeprowadzić analogicznie jak w modelu kla­
sycznym BLM.

TWIERDZENIE 3.2
Stan P?'^ Jest nieperspektywiczny, jeżeli spełnia warunek:

je-*
j  ( o f 1 * 1 ^ * 1  <Jn 1 > V  d *  1)v t ^ ' 1 > Va ) (3.12)ł«js=o i a» f a?*-1 0 B 'J Z-ł,,

3C-K <'

Oeżeli Jest spełniony pierwszy składnik alternatywy (3.12), to stan p7'^ 
Jest wyczerpany (nie daje rozwiązania dopuszczalnego). W przypadku gdy 
spełniony Jest drugi składnik alternatywy, każdy stan końcowy otrzymany 
z P ^ 1 jest gorszy niż stan aktualnie najlepszy Pa. A zatem warunek
(3.12) jest połączeniem reguły wyczerpywania i sondowania.

3.3. ENKLAWY OPERACOI

Rozważmy przypadek występowania w procesie montażu pewnych podzbiorów 
operacji, zwanych enklawami. Operacje rtąleżące dó enklawy muszą być wyko­
nane w sekwencji, która nie zawiera Innych operacji. Wyróżnimy dwa typy 
enklaw: podzielne oraz niepodzielne. Operacje należące do enklawy podziel- 
nej mogą być wykonane na sąsiednich stanowiskach pracy przez różnych mon­
terów, W przypadku enklawy niepodzielnej, wszystkie należące do niej ope­
racje są wykonywane przez Jednego montera, to znaczy nie wyróżniamy pod­
zbiorów operacji w ramach enklawy.

W balansowaniu linii montażowej enklawa niepodzielna Jest traktowana 
jako jedna operacja, której czas wykonania może być większy od cyklu.
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Oeżeli czas wykonania enklawy niepodzielnej Jest większy niż cykl, to 
monter pracuje na kilku kolejnych stacjach. Powstaje wówczas tzw. wielo­
krotne stanowisko pracy, czyli wielokrotność stacji montażowej. Liczba 
monterów pracujących na wielokrotnym stanowisku pracy Jest równa wielo­
krotności tego stanowiska (liczbie zajmowanych stacji montażowych). Rów­
nież cykl na takim stanowisku jest wielokrotnością cyklu podstawowego.

Na stanowisku wielokrotnym monter obsługuje tylko niektóre (krotne) 
obiekty. Wyróżnienie operacji w enklawie niepodzielnej wynika z odmien­
nych typów detali i narzędzi potrzebnych do wykonania tych operacji.
W przypadku enklawy podzlelnej operacje są wykonywane na kolejnych sta­
cjach przez różnych monterów. Inaczej mówiąc, na każdym stanowisku znaj­
duje się Jeden monter, który obsługuje każdy kolejny obiekt.

Wprowadzenie enklaw w procesie montażu Jest uzasadnione względami 
technologicznymi (konstrukcją linii dostosowaną do wykonania pewnych ope­
racji, kontrolą wykonania montażu układu funkcjonalnego itp. ).

Z uwagi na ograniczenie grupowania operacji wyróżnimy następujące przy­
padki :

- na pewnych stacjach są realizowane wyłącznie enklawy,
- enklawy mogą być poprzedzane innymi operacjami na swych stacjach,
- po enklawach (na ich stacjach) mogą następować inne operacje.
W dalszym ciągu uwzględnimy wyszczególnione wyżej przypedki dla enklaw 
podzielnych oraz niepodzielnych.

3.3.1. Model matematyczny
Uogólniony model BLM z enklawami operacji zawiera wszystkie elementy 

modelu klasycznego. Ponadto w zbiorze flt wyróżniamy podzbiory E , 
r = 1  R, zwane enklawami. Zakładamy, że enklawy spełniają następują­
ce warunki:

Ep n Ef = ° p / r (3.13a)

r-R
(J Er = Q  (3.13b)
r*l

gdzie: R - liczba enklaw.
Przynależność operacji &>n do enklawy Er Jest opisana wektorem:

(3.14)
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Elementy tego wektora maję następujęce znaczenie:

r, jeśli (Ł>n należy do Ep 
O, w przypedku przeciwnym.

(3.14a)

W dalszym clęgu przez Er oznaczymy enklawę niepodzielny, a przez Ep 
podzlelnę.

Dopuszczalny balans linii musi spełniać następujące ograniczenia:

kolejności

V  V  « 1 ) = ^  tn - *„)
<v n

- niepodzielności enklawy

(3.15)

3  < V r) klr ■ [I <*„ - < > ] *  ■ * • kr - [ł ln]H (3.16)

gdzie: k* , (k2 ) - numer początkowej (końcowej) stacji, na której jeat wy­
konywana niepodzielna enklawa Er;
- niepodzielności operacji co

V (an /  r )= >  |k„ - [| tn] - [|(tn -

- sekwencji operacji podzielnej enklawy Ep

Y ^ , P)-{{[| 4 ] v |[i t j  * k2pj
przy tyn:

kD « min 
P w n 6 Ep

k « maxP Wn ‘ Ep

[I 'J ' 

[ I  * J

(3.17)

(3.18)

(3.19a)

(3.19b)

Oeżeli na etacjach o numerach spełniaJęcych warunek:

k* « k « k2P P (3.20)

sę wykonywane wyłęcznie operacje c«Jn « Ep. to w (3.18) odpowiednia nie­
równości są oatra.

Analogiczny warunek nożna przytoczyć dla niepodzielnej enklawy Er:

(3.21)
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Dednakże w tyn przypedku nie chodzi o sekwencję operacji, ponieważ enkla­
wa Er Jest traktowana Jako jedna operacja. Deżeli żedna operacje nie 
może poprzedzać enklawy Er 1 następować po Er na Jej stacjach, to od­
powiednie nierówności w (3.2l) sę ostre.

Oako kryterium optymalizacji BLM z enklewani operacji przyjmujemy mi­
nimalizację liczby stanowisk pracy. W sformułowanym modelu matematycznym 
występuje zatem N niewiadomych, którymi sę chwile tn.

3.3.2. Algorytm dla enklaw podzlalnych

W procesie z enklawami podzlelnyml cykl spełnia warunek:

n«=N
max

1« n« N
< c < Y 2  (3.22)

n«l

Załóżmy, że na etacjach wyodrębnionych dla enklawy podzielnej nie mogę 
znajdować się operacje nie neleżęce do enklawy.

Do rozwiązania problemu BLM z podzlelnyml enklawami operacji wykorzy­
stamy algorytm programowania wieloetapowego (harmonogramowania). Stan i 
wartość stanu zdefiniujemy tak Jak dla klasycznego problemu BLM.

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w

Generowanie stanów prowadzi się wg następujęcych procedur:

- dla stanu P0,1

V V (< .0) =?> (P.P0,1 łiP) (3.23)
n l«-0fiN

przy tyn

Ap.
t .  dls 1*0 .n (3.23a)
0, w przypadku przeciwnym

oraz

t ■n n (3.23b)
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jeżeli ostatnie operację przydzielony w wybranym stanie p?“1A  jest 
' która nie należy do żadnej enklawy, to jako następnę możne przy­

dzielić operację, która należy lub nie należy do enklawy:

V  V  ( max ^  . pt-lA) a (a-o) a  ( p f  ̂ . O )  a

n -v’ 1 « i « N P  p  n

l[(,J.j),n=l) = >  (p^"1*®' » 0)]=» (P=P?"1,5*+ A p (3.24)

Elementy wektora 4P sy określone przez (3.23a). 
W tym przypadku dla U>n otrzymamy:

T? 1 ♦ <*wn , jeśli <an=0)*|[^i * £A.(t?-1 ’a'+̂ ’r])J

U  TV'1X]  • c + ^n > w przypadku przeciwnym
(3.25)

- jeżeli ostatniy operację przydzielony w wybranym stanie p'7“1 j est 
która należy do enklawy Ep , to Jako następnę przydzielamy operacj ę C0n , 
która również należy do enklawy Ep (jeżeli taka operacja istnieje).
W przypadku przeciwnym przydzielamy operację, która nie należy do enkla- 
wy Ep

V .  V  V  ( »ax PW A  . (a = p) a ( p r ^ - O ) .
n «5 j l « i < N  1 ^  * n

(an*P)v

=$> (P - p?-1 + ń p)

Elementy wektora iP są określone przez (3.23a), przy czym: 

T'?-lA +^ i> jeśli (8n„p) A

(3.26)

[i Tł-1 *]*.

(3.Ź7)
c + 1 , w przypadku przeciwnym.

Gdy 8n»p, to procedurę (3.26) stosujemy tylko do operacji należycych do 
enklawy Ep.

Oeżeli na stacjach wyodrębnionych dis enklaw mogę się znajdować opera­
cje nie należyce do enklawy, to zmieniajy się Jedynie wzory (3.25) i 
i3.27). Pomijajęc w (3.25) warunek ®n“0« otrzymujemy przypadek poprzedza­
nia enklawy Ep przez operacje, które do niej nie należy. Ponijajyc z kolei
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w (3.27) an«p otrzymujemy możliwość grupowania operacji należycych do 
enklawy Ep z operacjami nie należycymi do niej - na ostatniej stacji 
tej enklawy.

E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r s p e k t y -
w i c z n y c h

Ole problemu BLM z enklawami podzielnyoi stany nieperspektywiczne moż­
na eliminować za pomocy reguł sondowania lub dominacji. Reguła sondowania 
Jest taka sama Jak dla klasycznego problemu BLM. Reguła dominacji Jsst 
oparta na następujęcym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 3.3
?'^1 ? ’̂ 2 Stan P dominuje nad stanem P , jeżeli Jest spełniony waru­

nek :

•0.1. «,!_ -0.1. -0,12 -ę.l. <rt,l2
( f t  1 = f i  ) a  (T 1 <S T 2) a  (a 1 - a ) (3.28)

ri H

gdzie: - kod przyporzydkowania operacji 03^ do enklawy, w stanie
pV'1. Symbolem o),, oznaczono ostatniy operację przydzielony w stanie 
P?-1. **

Dowód tego twierdzenia pominiemy, gdyż Jest analogiczny Jak dowód 
twierdzenia o dominacji stanów dla modelu klasycznego BLM. Warto Jedynie 
zaznaczyć, że ostatnie operacje w stanach P^’ 1 i P^' 2 mogę być róż­
ne, lecz muszy należeć do tej samej enklswy.

3.3.3. Algorytm dla enklaw niepodzielnych
W problemie BLM enklawę niepodzielny Er traktujemy jak Jedny opera­

cję, a zatem czas wykonania tej operacji może przekraczać cykl c.
Załóżmy, że na stacjach montażowych wyodrębnionych dla enklawy Er nie 

mogy być wykonywane inno opracje. Ola rozwiyzania problemu 8LM z enklawa­
mi niepodzielnymi wykorzystamy algorytm programowania wieloetapowego (hai—  
monogramowania). W algorytmie tym - w stosunku do problemu z enklawami po­
dzielnyoi - inna sy jedynie procedura generowania oraz reguła dominacji 
stanów.

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w

Procedura generowania stanów ma postać:

V  V  (p7_1'9'«0) a  f(tf , =1) = >  (p?'1 '*' > 0)1 = >  (P-P1?"1 '*' ♦ AP)
" r  ° L 19 J (3.29)
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Elenenty wektora 4 P  a; określone przez (3.23a), przy czyai 

' Jeill T?*1 A ]  -

ył-1 *^J . c ♦ <iPn. m przypadku przeciwny«.

Stacje, na których sę (wykonywane enklawy, wyznaczaay za wzoru (3.16).
Deżeli w (3.30) pominiemy warunek e /r, to otrzynany przypadek, w

którya po enklawie E nogę byc wykonywane Inne operacje - ne tej eaaej
stacji. W przypadku gdy w (3.30) poainieay warunek arf r < to otrzymany
sytuację, gdy przed enklawę nożna przydzielić inne operacje, na tę sonę 
stację.

E l i m i n o w a n i e  e t a n ó w  n l e p e r e p e k t y -
w i c z n y c h

Reguła doninacjl etanów jeet oparta na następującym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 3.4 
^»1.

Sten P doninuje nad etanea P , jeżeli jeet spełniony waru­
nek :

7̂,1. f l̂ilł "1
(fi* fi' )a (T 1  «  t '  2 )a (8 ; 1^0)<=»(a, > 0 )  (3.31)

Dowód tego twierdzenia nożna przeprowadzić analogicznie jak dla twierdze­
nia o doninacjl dla nodelu klasycznego BLM. Werto zaznaczyć, że Jeżeli

v -hostatnie operacja przydzielona w stenie P jest enklawę, to ostatnia
operecja przydzielone w etanie P też nusl być enklawę (niekoniecz­
nie tę sanę). Werunek ten Jest istotny tylko w przypedku, gdy po enklawie 
nie nożna przydzielić innych operecji do tej senej stscjl(w przypedku 
przeciwnym ostatni człon koniunkcji (3.31) pomijamy.

3.4. MONTAŻ PRZESTRZENNY - FRONTY PRACY

w rozweżanych dotychczas nodelach BLM nie uwzględniono lokelizecji 
monterów, narzędzi i detali. Jeżeli czasy przemieszczeń pomiędzy wyróż­
nionymi w montażu punktami nie eę ponljalnie nałe, to proces nontażu aa 
charakter przestrzenny. Typowym przypadkien nontażu przestrzennego jeet
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proces z wyróżnionymi frontami pracy. Fronty pracy 39 określone przez po­
życie. jakie zajmuje monter i montowany obiekt względem siebie.

Wyróżnimy dwa modele montażu z frontami pracy. W pierwszym nodelu mon­
ter przed wykonaniem operacji odwraca obiekt (jeśli Jest to konieczne) do 
najbardziej dogodnej pozycji. W drugim modelu monter przed wykonaniem ope­
racji przesuwa się względem obiektu w celu zajęcia najbardziej dogodnej 
pozycji dla wykonania operacji. Model ten Jest zwięzany z gabarytami obiek­
tu.

W pierwszym modelu wyróżnimy podstawowy front linii, określony przez 
ustawienie obiektu przed rozpoczęciem i po zakończeniu wszystkich opera­
cji. Monter przed wykonaniem operacji ustawia obiekt na odpowiednim fron­
cie pracy. Front pracy obiektu, który wchodzi na pewne stenowisko pracy. 
Jest ostatnim frontem ustawionym na poprzednim stanowisku. Front pracy 
obiektu wchodzęcego na stanowisko pracy nazwiemy podstawowym frontem sta­
nowiska. Monter podejmuje wykonanie pewnej operacji. Jeśli zdęży przed 
zakończeniem cyklu zmienić front pracy (jeśli to konieczne) i wykonać ope­
rację. Na ostatnim stanowisku, po zakończeniu wszystkich operacji, należy 
ustawić obiekt na podstawowym froncie linii montażowej.

W rozpatrywanym modelu BLM isitotne (znaczenie ma znajomość podstawowych 
frontów na każdym stanowisku pracy. Dla pierwszego stanowiska front taki 
jest dany jako podstawowy front linii. Dla pozostałych stanowisk odpowied­
nie fronty podstawowe wynikaję z kolejności wykonywania operacji.

W drugim modelu monter zmienia swoje położenie względem montowanego 
obiektu, który znajduje się na Jego stanowisku pracy. Monter przed wyko­
naniem operacji przechodzi na odpowiedni front pracy. Front pracy, na któ­
rym znajduje się monter przed rozpoczęciem montażu obiektu na swoim stano­
wisku pracy, nazwiemy podstawowym frontem stanowiska. Monter podejmuje wy­
konanie pewnej operacji. Jeśli zdęży przed zakończeniem cyklu przejść na 
odpowiedni front pracy i wykonać operację, a następnie powrócić na front 
podstawowy.

W rozpatrywanym modelu BLM fronty podstawowe sę określone przez pierw­
sze operacje wykonywane na stanowiskach pracy. A zatem wynikaję one - tek 
Jak w pierwszym modelu - z kolejności wykonywania operacji.

3.4.1. Model matematyczny
Uogólniony model BLM z frontami pracy zawiera wszystkie elementy kla­

sycznego modelu BLM. Ponadto przyjmujemy, że w montowanym obiekcie wyróż­
niono 3 frontów pracy (3 < N). Lokalizacja operacji we frontach pracy 
opisana jest wektorem:

F - [f„] " - (3.32)

gdzie: f - numer frontu pracy operacji
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Niech czasy przejścia pomiędzy frontami pracy będę dane macierzą:

T  - IV, ,1 (3.33)
1 1,JJi-l 0

3-1.i...3

gdzie: t±  ̂ - czas przejścia od i-tego od J-tego frontu pracy. Macierz 
(3.33) może być niesymetryczna.

w modelu matematycznym BLM z frontami pracy modyfikacji ulegają (w sto­
sunku do klasycznego modelu SLM) ograniczenia kolejnościowe, która przyj­
mują postać:

V V ( tę>n- )- {^ <tn-^-<i.3> (3-34)n

przy tym:

i - (3.35)

J - f (3.36)

3.4.2. Algorytm

Do rozwiązania problemu SLM z frontami pracy wykorzystamy algorytm 
programowania wieloetapowego (harmonogramowania). Stan i wartość stanu 
zdefiniujemy tak Jak dla klasycznego modelu BLM.

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w
j 2Oznaczmy przez Jn - front pracy operacji U>n ; j (j ) - front pracy 

pierwszej (ostatniej) operacji na ostatniej stacji w stanie 
J° - podstawowy front linii.

Procedura generowania stanów ma postać:

V V ( p ^ ‘1 'V'-0) a [(-jf^n-l) = >  (P^-1 ,9"> 0)] = >  (P = p‘l?”1 'a'+AP)
" ^  ' (3.37)

Chwilę tn wyznaczamy wg różnych formuł, zależnych od przyjętego modelu 
montażu z frontami pracy.

W modelu pierwszym (ruch obiektu względem montera) otrzymamy dla y< N :

* * 2  . J0Śli [| f  2
J * J n J J n

ln -

[c' .C * ł f 2 • w Przypadku przeciwnym, (3.38)
L J ’̂ n
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natomiast dla N

J - i n V *
* *  2 . o

 ̂  ̂n  ̂n (3.39)

ri ii-**]' .c+ X  2 o ’ w przypadku przeciwnym,
LC J i >Jn V 3

przy czym

i
(3.40)

Ju , w przypadku przeciwnym.

Dla drugiego modelu (ruch montera względem obiektu) otrzymamy:

[ 2 *̂ fn . jeśli [i .c-T*-1'9, » t  2 -
i >Jn  ̂ *^n

i
Jn J

. c w przypadku przeciwnym.

przy czym

f., jeśli
t  i i  k-? “ 1

j . w przypadku przeciwnym.

(3.41)

(3.42)

V [ł p1?-1 *]* - J ~ 1 X . ( t J ^  € i i  ^ - 1  ) (3.43)

0 1 2 Ponadto w stanie P ’ przyjmujemy J = Jn.

E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r s p e k t y -  
w i c z n y c h

Stany nieperspektywiczne eliminujemy za pomocą reguł sondowania 
oraz dominacji. Oako regułę sondowania można wykorzystać formułę przyjętą
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dla klasycznego modelu BLM. Dednakże jest ona r.ało dokładna, ponieważ nie 
uwzględnia czasów przemieszczeń pomiędzy frontemi pracy. Z kolei formuły 
uwzględniające przemieszczenia pomiędzy frontami pracy są obliczeniowo 
czasochłonne. Czas przejścia między frontami pracy można oszacować korzy­
stając z dolnego ograniczenia dla problemu komiwojażera.

Dla pierwszego modelu SLM z frontami pracy dominacja stanów jest opar­
ta na następującym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 3.5

Stan P dominuje nad stenem P , Jeśli jest spełniony wsrunek:

t 1. t̂l*i ^ »^ 5
1 - n  2 )* (T/ 1 « T / ) a  (f 1 - f» 2 ) (3.44)

r i  “ 2

gdzie:  ̂ ~ front pracy ostatniej operacji wykonanej w stanie P1?'1.

D o w ó d  tego twierdzenia można przeprowadzić analogicznie jak dla 
twierdzenia o dominacji w klasycznym modelu^BLM. Należy zaznaczyć, że 
ostatnie operacje wykonane w stanach P^' 1 i P?' 2 mogę być różne, 
lecz odpowiednie fronty muszę być Jednakowe.

Dla drugiego modelu BLM z frontami pracy dominacja stanów jest oparta 
na następującym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 3.6

Stan P dominuje nad stenem P , jeżeli jest spełniony waru­
nek :

( a * 1* - (T?,lł « T ^ S *  (f ? ,ł» . f
P 1 (“ 2

<7 .1, *?.l2
Atf^j 1 - f̂ J2 *) (3.45)

I

gdzie: f$’* - front pracy pierwszej operacji na ostatniej stacji w sta­
nie P?'1.

D o w ó d  tego twierdzenia można przeprowadzić analogicznie Jak dla 
twierdzenia o dominacji w klasycznym modelu BLM.

3.5. KOSZT MONTAŻU

Uogólnienia klasycznego modelu BLM mogę dotyczyć ograniczeń lub kryte­
rium optymalizacji. Obecnie rozważymy model, w którym zamiast minimaliza­
cji nie wykorzystanego czasu pracy (liczby stanowisk) należy oinimaliro-
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wać koszt montażu. Model taki Jest bardziej złożony, lecz w niektórych 
przypadkach dobrze opisuje sytuację występującą w praktyce przemysłowej. 
Istota problemu polega na tym, że dany Jest koszt wykonania każdej opera­
cji, 8 koszt wykonania podzbioru operacji jest kosztem najdroższej opera­
cji. Płaca montera na stanowisku pracy Jest zależna od kosztu najdroższej 
operacji, którą wykonuje. Zatem należy minimalizować sumę kosztów montażu 
na wszystkich stanowiskach pracy. W ogólnym przypadku kryterium takie nie 
Jest równoważne minimalizacji liczby stanowisk pracy.

3.5.i. Model matematyczny
W uogólnionym modelu BLM założymy, że oprócz elementów modelu klasycz­

nego dane eę koszty wykonywanie operacji:

gdzie: wn - koszt wykonania operacji 0»n.
Oako kryterium optymalizacji w tym przypadku przyjmiemy minimalizację 

kosztu montażu, co zapiszemy w postaci:

k-K
G -

k=l
^ ’ gfc — »- min (3.47)

przy tym gfc określamy następująco:

g. o max_ w (3.48)
k OL « "

Warto zauważyć, że Jedynie w przypadku jednakowych kosztów montażu pod­
zbiorów operacji, kryterium (3.4 7 ) sprowadza się do minimalizacji liczby 
stanowisk pracy.

3.5.2. Algorytm
Problem minimalizacji kosztów montażu rozwiążemy za pomoc? algorytmu 

programowania wieloetapowego (harmonogramowania). Przyjmiemy definicję 
stanu tak jak dla modelu klasycznego. Ponieważ wartość stanu powinna być 
związana z kryterium optymalizacji, zatem dla modelu "uogólnionego wprowa­
dzimy inną definicję wartości atanu.

Definicja 3.1
Wartość stanu jeat wektorem:

(3.49)
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Elementy tego wektora określamy następująco:

17.1
V1

kcK?' 1-1

z: -?-1
k«l

V27>1 “ 9 i2 K?.l

(3.50a)

(3.50b)

przy czym:

«’ •* ■ [h ^ ' T  (3.5i >

17 . 1

' /fi*1 ""«n « *»/
(3.52)

Ponadto do zbioru należę tylko te operacje t>n , które spełniają
warunek:

V [i *  T (wn « (3.5 3 )

0 1Wartość stanu P ' Jest wektorem zerowym, natomiast dla każdego stanu
N 1 . N 1końcowego P ' można wyznaczyć koszty montażu G ' Jako:

rN,l N,1 N,1
G “ vj + v2 (3.54)

Stan końcowy o najmniejszych kosztach Jest stenem optymalnym. Z optymalne­
go stanu wyznaczamy, zgodnie z (3.53), optymalne podzbiory operacji.

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w

W rozważanym uogólnionym modelu BLM generowanie stanów Jest bardziej 
skomplikowane niż w modelu klasycznym. Istota problemu polega na tym, by 
wygenerować wszystkie rozwiązania dopuszczalne, wśród których znajduje 
się rozwięzenie optymalne. W modelu klasycznym operacja C0n była przydzie­
lona na J8k najwcześniejsze stanowisko pracy. Postulat ten wynikał z przy­
jętego kryterium minimalizacji liczby stanowisk pracy. W modelu uogólnio­
nym należy minimalizować koszt montażu. Przydzielajęc operację o)_ w ste- 

V-1 %nie P< ' do Jak najwcześniejszego stanowiska pracy można nie uzyskać 
rozwlęzanla optymalnego. Istotne znaczenie ma koszt wn przydzielonej
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*!?— 1operacji C0n , w odniesieniu do v£ . W związku z tym wyróżnimy cztery 
procedury generowania stanów. Dowód poprawności konstrukcji procedur ge­
nerowania stanów zostanie przedstawiony w następnym punkcie.

Deżeli:

(3.55)

oraz

[ i ^ . c - T ^ - H ^  (3.56)

to operacja w n może być przydzielona na K1? 1 '̂ '-te stanowisko pracy 
(stację montażowę) bez podwyższania kosztu montażu na tym stanowisku.

W przypadku gdy warunek (3.55) nie Jest spełniony i zachodzi nierów­
ność (3.56) dla 1) > i , wówczas operacja o)n musi być przydzielona do 
K?-l,V_g0  ̂ '^'♦1-go stanowiska pracy. Uwzględnienie tych dwóch wa­
riantów pozwala wygenerować wszystkie rozwięzania dopuszczalne, a zatem 
również rozwlęzanie optymalne.

Oedynie w stanie P0,1 operacje sę przydzielone tylko do pierwszego 
stanowiska pracy. Wprawdzie każda operacja con nie spełnia wówczas wa­
runku (3.55) 1 spełnia (3.56), lecz Jej przydzielanie do drugiego stano­
wiska pracy nie miałoby sensu.

W przypadku gdy nierówność (3.56) nie Jest spełniona, operacja w n 
Jest przydzielana tylko do K^-1'^+l-go stanowiska pracy.

Tak więc stan P Jest wygenerowany na podstawie jednej z czterech pro­
cedur. Procedura startowa (dla P0,1) Jest taka sama Jak dla modelu kla­
sycznego. Oeżell warunek (3.55) Je3t spełniony, to procedura generowania 
stanów ma postać:

V \ A « n <  v2*-1 -s>')a (p’; 1 a =o)» K n - 1 ^ - 1 '* > 0 ) ] * *

=^»(p * p?-1'k +AP) (3.57)

Elementy wektora i P  sę określone tak jak w (3.23a).
Chwilę tn wyznaczamy z formuły:

j' T?“1 '*- ♦ ^ n , jeśli Ĵ i +

ĵ - T?~1 . c + ‘fn . W  przypadku przeciwnym.

(3.58)
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Równocześnie z generowaniem stanu P wyznaczamy Jego wertość V, za pomo- 
cę wzorów:

jeśli £§ T?"1 -^* « jjLCT?-1 '»' +<^n )J + 

Ą  1 '^ + v| w przypadku przeciwnym
(3.59)

vf " 1'*- Jeśli [| = + «^ )j +

(3.60)
wn' w Pr2yP0dku przeciwnym.

W przypadku gdy warunki (3.55) i (3.56) nie sę spełnione, to procedu­
ra generowania stanów ma postać:

V V (v f^ <  w ) *
^ n 2 n A  =  O )  A

[i ff“* A j  + .

(p’ -1 A  >0)]=^>(P = P'7-1 '*' + i p) (3.61)

Elementy wektora AP sę zdefiniowane tak Jak w (3.23a), przy tym:

*n * c * ^ n  (3.62)

Elementy wektora wartości V otrzymujemy z zależności:

(3.63)

oraz:

(3.64)

W przypadku gdy warunek (3.55) nie Jest spełniony, a warunek (3.56) 
Jest spełniony, procedura generowania stanów ma postać i

V V ( v t ^ <  ^ 1 A ]+ . e-T?"1 ♦ V  * BJ
(3.65)

‘[ % . n * l)=^ (P|‘1 A  > 0 ) J = » ( P 1-pV"ł '*'fAP1 )* (p2*>V-i *'^pZ)
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1 2Elementy wektorów iP  i AP sę określone tak Jak w (3.23a), przy czym: 

t* » TT-1 '8, + (3.66a)

Xl “ [ | T?* ł A r  * C * <  (3-66b)

Ponadto:

(3.67a)

V1 “ 'Ą~1 ’9>* vf"*** !(3.67b)

v| . wn (3.68a)

v2 - wn (3.68b)

A zatem za pomocę jednej z przedstawionych procedur, ze stanu p’’?”1'^’ ge­
nerowane sę kolejne stany.

3.5.3. Eliminowanie stanów nieperspektywicznych

□la zwiększenia efektywności algorytmu, w trakcie obliczeń eliminowane 
sę stany nieperspektywiczne. Efektywność algorytmu zależy od liczby sta­
nów wygenerowanych oraz liczby stanów wyeliminowanych - spośród wygenero­
wanych. Ola uzyskania rozwięzania optymalnego muszę być generowane tylko 
stany perspektywiczne. Z tego też względu w rozważanym problemie uwzględ­
niono cztery procedury generowania stanów. W modelu klasycznym nie przy­
dziela się operacji do dwóch kolejnych stanowisk pracy (ponieważ Jeden z 
wygenerowanych stanów byłby zdominowany przez drugi). Podobna sytuacja 
występuje w rozważanym modelu uogólnionym dla operacji (t>n . która spełnia 
warunek (3.55). Wynika to z następującego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.7
Oeżeli operacja Q>n spełnia warunki (3.55) i (3.56) dla y > 1, to 

przydzielajęc Ję do K^“1 ’*'+l-go stanowiska pracy otrzymujemy stan nie- 
perspektywiczny.

D o w ó d: Załóżmy dla dowodu, że ze stanu P?- 1 generowane sę dwa
1 2atany P i P . Stany te otrzyaujaay przez przydzielenie operacji <*>n 

8pełniajęcej warunki (3.55) i (3.56), odpowiednio do K?“1 ^-go oraz
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K^-l•&fl_g0 stanowiska pracy. Przyjmijmy dla uproszczenia zapisu 
• K?-1
Załóżmy, że określona Jest trajektoria lokalnie optymalna P2 ,... ,PN,lz.

Trajektorii tej odpowiadaj? kolejne podzbiory operacji fi2 „,...,fi2
fJL+1 KDrzv czy/m *

u n * (3.69)

Koszt montażu w tym przypadku wyniesie:

i :  «k (3.7 0 )
k-u.+ 1

Zauważmy, że od stanu P1 można zrealizować trajektorię (niekoniecznie op- 
tymalnę), której odpowiadaj? kolejne podzbiory:

^ A + l ....

przy czym:

1*1 ' ® u * l \  w n (3.70a)

oraz

“ ^ k  k =fi+2.....K (3.70b)

Koszt montażu w tym przypadku wyniesie:

G1 - ♦ Bax-(v^"1 '*',wn) + ̂  g£ (3.7 1 )
k=̂ i+l

Wyznaczmy z kolei różnicę kosztów:

AG « G2 - G1 (3.72)

Podstawiajęc (3.70) i (3.71) do (3.72) otrzymamy:

»0  - . £ < ■  - £  <,« (3.73)
k=ji+l kw+1
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Uwzględniając (3.70a) i (3.70b) w (3.73) dochodzimy do wzoru:

AG - - "a*(v2‘1 '^"n> - 9*+1 (3.74)

Ponieważ zgodnie z (3.70a):

£ ♦ 1  s  9a*i (3.75)

zatem:

AG - iiBx(v|-1'^,wn ) (3.76)

Uwzględniając (3.55) w (3.76) otrzymamy ostatecznie:

AG » 0  (3.77 )

co kończy dowód, bowiem koszt montażu dla trajektorii P ° . ,P^ 1, '̂1
j ^ 0 1P  P nie Jest większy niż koszt montażu dla trajektorii P '

....P?-1 '*. P2  PN ‘12. □

WNIOSEK 3
Jeżeli operacja G>n nie spełnia warunku (3.55) 1 spełnia warunek 

(3.56) dla y > 1. to trzeba j? przydzielać do K1?~l, '̂-go i K? 1,>'+l-go 
stanowiska pracy.

Słuszność tego wniosku wynika wprost z (3.76) uwzględniając nie speł­
niony warunek (3.55), bowiem:
•" ; ■ a. / i ; • ' • • - ; '/•, ' "V. '

AG S v|’1 A  - wn (3.78)

Tak więc AG może być dodatnie lub ujemne. □
Spośród wygenerowanych stanów, niektóre mogę okazać się nieperspekty- 

wlczne. Do eliminacji tych stanów można wykorzystać reguły dominacji, w y­

czerpywania oraz sondowania.
Reguła dominacji ma postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.8 

Stan P dominuje nad stanem P , Jeżeli Jest spełniony warunek:

«,1, ‘?,1i V ‘̂ 2 '7’12,(fi/ 1 - fi' 2 ) * (k' 1 . C-T 5 K 2 . C-T *) a
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■?.!, ?»12 V ‘ll "l‘l2* (vj <  Vj ) * (v2 S v2 ) (3.79)

«.1, «,1_
D o w ó d: Załóżmy, że liczby stanowisk pracy K I K  nogę

być różne. Oeżell spełnione eę pierwsze trzy czynniki warunku (3.79), to
f.l2każda trajektoria wychodząca ze stanu P daje rozwiązanie, które

nożna uzyskać również od stanu P

Załóżmy, że określona jest trajektoria lokalnie optymalna P .... 
N.l|

....P , której odpowiadają podzbiory operacji:

K  <

,2 . . . „?*12przy czyn podzbiór Si q  odpowiada K -tej stacji, a kolejne podzbiory

przypadają na kolejne etacje| (k ♦ M ^ k ). a  zatem koszt montażu 
N.l|

dla stanu P nożna przedstawić w postaci:

O 1 m=M2 f'A2 V— 1 2
G “ V1 + 1_* 9n (3.80)

m«=0

N %Oznaczmy przez P * końcowy stan trajektorii wychodzącej ze stanu
V -1!P , z której otrzymamy podzbiory operacji:

& 0 "  * * ' ̂ M

1przy czym podzbiór O  odpowiada K -tej stacji, a kolejne podzbiory
<V|1<

przypadaję na kolejne stacje (K + M « k ).
A zatem koszt montażu dla stanu nożna napisać w postaci:

m=M
31 - V?'1! -19m (3.81)

Załóżmy, że:

(3.82a)

oraz

■ * 1  M (3.82b)

Porównujęc (3.80) z (3.81) widzimy, że:

G2 - G1 - Vj'12 - ♦ 9q - 9q (3.83)

^»1, 1 2 Ponieważ v2 « v2 , stęd wnioskujemy, że gQ « gQ. Poza tym
«,1, ę.l, 

yj < , a zatem z (3.83) wynika, że:

G2 >  G1 (3.84)

co kończy dowód. O
W rozważanym problemie zakłade się, że linie montażowa ma K stacji

(K < N). Warto zauważyć, że gdyby przydzielane w stanach pV~1 opera­
cje o>n były uporządkowane wg rosnęcych kosztów wn , to dla pewnej trajek­
torii Już w etapie =K można osięgnęć K-tę stację.
Z tego względu Istotne znaczenie ma reguła wyczerpywania oparta na twier­
dzeniu

TWIERDZENIE 3.9
Stan P?'1 Jest nieperspektywiczny, Jeżeli spełnia warunek:

b"?'1 > K (3.85)

D o w ó d  tego twierdzenia jest analogiczny jak dla reguły sondowania 
w klasycznym modelu BLM.

Reguła sondowania dla rozważanego uogólnionego modelu BLM ma postać 
twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.10
Stan P1?*1 jest nieperspektywiczny, jeżeli spełnia warunek:

bj'1 > v? ♦ v? (3.86)o 1 Z
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gdzie: b - dolne ograniczenie kosztu montażu stanu lokalnie optymalnego 
otrzymanego za etanu P ’?'1.



- 96 -

D o w ó d  tego twierdzenia nożna przeprowadzić analogicznie jak dla 
reguły sondowania w klasycznym modelu 3LM. W twierdzeniu tym istotne zna­
czenie ma oszacowanie bJ?‘ .c?

W najprostszym przypadku można przyjęć:

h j ' 1 ’  V 1 *  » » * ( v 2 . ma*t .  wn )  ( 3 . 8 6 a )
fi <n '

W (3.86a) przyjęto, że wszystkie operacje o>n ^ fi’?'1 zostanę przydzie­
lone do ostatniego (̂ Łi-tego) stanowiska pracy w stanie P?'1.

Deżeli:

< b^'1 (3.86b)

t o  oszacowanie można wyznaczyć na podstawie następującego algo­
rytmu.

Operacje &>n « fi', gdzie:

Y K  ^ £L/?’1)v (wn 6 (wn * fi') (3.86c)

p o w i n n y  b y ć  p r z y d z i e l o n e  d o  p o d z b i o r ó w  i,li1............ f i ° . . . . , f t M .  g d z i e  M - b ? ’ 1 ,

Z a ł ó ż m y ,  ż e  o p e r a c j e  o>n (■ £2 ’ s ę  u p o r z ą d k o w a n e  wg m a l e j ę c e g o  k o s z t u .

W ó w c z a s  m o ż n a  u t w o r z y ć  J e d n o e l e m e n t o w e  p o d z b i o r y :  f i M, . . . f i m  fH1**
o r a z  p o d z b i ó r  f i F  z a w l e r a j ę c y  p o z o s t a ł e  o p e r a c j e  z e  z b i o r u  f i '  . P r z y j m u j e ­

m y ,  ż e  d o  f i  p r z y d z i e l o n a  J e s t  o p e r a c j a  o  n a j n i ż s z y m  k o s z c i e  i t d .  T a k  
w i ę c :

g " " 1 >  g *  a  ■ ♦ l ........... M { 3 . 8 6 d )

g d z i e :  -  k o s z t  p o d z b i o r u  f i ” .

A z a t e m  b ? ’ 1 m o ż n a  o s z a c o w a ć  j a k o :

m=M
,■9.1 V 1 m
G - v3 + 2 —  9 (3.86e)

m-fi

P r z e s u n i ę c i e  o p e r a c j i  z  fi do fim (z uwagi na ograniczenia czasu lub
k o l e j n o ś c i )  może  J e d y n i e  z w i ę k s z y ć  b ^ ' 1 ,G

4. ALOKACOA 0PERAC3I. SZEREGOWE STANOWISKA PRACY

4.1. WST|P

W modelach BLM stanowisko pracy utożsamiano ze stację montażowę. Re­
zultatem BLM były podzbiory operacji tworzęce stanowiska pracy, lokowane 
do kolejnych stacji montażowych. A zatem lokalizacja operacji do stacji 
montażowych nie stanowiła istotnego problemu.

W tym rozdziale rozważymy problemy alokacji operacji (AO) do szerego­
wych stanowisk pracy. Przyjmujemy zatem podstawowe założenie, że operacje 
montażu obiektu sę wykonywane sekwencyjnie. Tym samym na stacji montażo­
wej może znajdować się co najwyżej jedno stanowisko pracy.

w pierwszym modelu AO wyróżnimy pozycje, na których w ramach stacji 
montażowej może znajdować się stanowisko pracy. W typowym przypadku sta­
nowisko pracy może znajdować się wyłęcznie po lewej lub prawej stronie 
osi linii. Wyróżnienie pozycji Jest zwięzane z konstrukcję linii lub ga­
barytem obiektu. Problem AO pojawia się, gdy montaż przestrzenny nie jest 
dopuszczalny. Wówczss podzbiór operacji tworzęcy stanowisko pracy musi 
być możliwy do wykonania z jednej pozycji. Ponadto czasy wykonywania ope­
racji z różnych pozycji mogę być różne.

Istotny problem stanowi zatem wyznaczenie takich pozycji wykonania ope­
racji w linii, by liczba stanowisk pracy była minimalna.

W drugim z rozważanych modeli AO uwzględnimy ograniczenia czasowe wy­
konywania operacji, które wynikaję z technologii montażu (np, klejenie 
lub malowanie). W takich przypadkach można określić najkrótszy 1 najdłuż­
szy czas, Jaki musi (może) upłynęć pomiędzy zakończeniem pewnej operacji 
i rozpoczęciem innej operacji. Z tego względu przydzielanie operacji do 
kolejnych stacji montażowych nie zawsze jest dopuszczalne. Problem AO po­
lega w tym modelu na wyznaczeniu stacji dla wykonania operacji tak, by 
liczba stanowisk pracy była minimalna.

W trzecim modelu AO, który stanowi przedmiot rozważań w tym rozdziale, 
wyróżnimy zakresy wykonania operacji. Zakres operacji określa stacje mon­
tażowe, na których można wykonać operację. Ograniczenie to wynika z oprzy- 
rzędowanis linii montażowej oraz lokalizacji detali. Czas wykonania opera­
cji może być zależny od stacji, na której jest ona wykonywana. Zatem pro­
blem AO polega na wyznaczeniu - dla każdej operacji - stacji montażowej 
tak, by liczba stanowisk pracy była minimalna.

N8 zakończenie tego rozdziału rozważymy linię asymetrycznę, w której 
stanowisko pracy może być zlokalizowane po lewej lub po prawej stronie osi



linii. Przy założeniu szeregowych stanowisk pracy problem AO w linii asy­
metrycznej Jest szczególnym przypadkiem modelu z ograniczeniami pozycyj­
nymi. Jednakże sposób rozwiązania tego przypadku stanowi dobre wprowadze­
nie do problemów AO w liniach z równoległymi stanowiskami pracy.

4.2. OGRANICZENIA POZYCYJNE

Rozważymy proces montażu, w którym na każdej stacji operacje mogę być 
wykonywane przez Jednego montera zajmujęcego Jednę z wyróżnionych pozy­
cji. Ponadto dla każdej operacji określona sę pozycje, z których operacja 
może być wykonan8. Istota ograniczeń pozycyjnych polega na tym, że pod­
zbiór operacji tworzący stanowisko pracy musi posiadać wspólnę pozycję, 
z której mogę być wykonane wszystkie operacje.

4.2.1. Model matematyczny

Załóżmy, że dana Jest linia montażowa składajęca się z K stacji. Na 
każdej stacji może znajdować się co najwyżej Jedno stanowisko pracy. Dla 
określenia lokalizacji stanowiska pracy na stacji montażowej wyróżnia 
się 0 pozycji. Kompletny montaż obiektu wymaga wykonania wszystkich ope­
racji ct>n (n ■= 1,... , N) ze zbioru ił. Czasy operacji ^  dane sę wekto­
rem ® , natomiast relację kolejności określa macierz p .  Dany Jest cykl 
c procesu montażu.

Alternatywne przyporzędkowanie operacji do pozycji stanowiska pracy 
dane Jest mecierzę:

A = fa ,1 (4.1)
L n ‘JJn-l.....N

J-l.....0
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Elementy tej macierzy określamy następujęco:

1, Jeśli operację a>n można wykonać z J-teJ pozycji
8".J (4.la)

0, w przypadku przeciwnym.

Rezultatem alokacji operacji sę dopuszczalne podzbiory operacji 
k « 1,...,K. Podzbiór jest dopuszczalny. Jeżeli spełnia następuję-
ce ograniczenia:
- sum czasów

V 5-0 « ck K con « 4Łk
(4.2a)
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- kolejnościowe

Y  Y  (̂ ."“l)A (6)n 6 .A*)

- pozycyjne

V 3 V fał e ) => (a . - l)
l S k < K  Jk n n n,Jk

(4.2b)

(4.2c)

Ograniczenie (4.2c) interpretujemy Jako warunek możliwości wykonania z 
Jk-tej pozycji każdej operacji przydzielonej do k-tej stacji.

Jako kryterium optymalnej alokacji operacji przyjmujemy minimalizację 
liczby stanowisk pracy. Funkcję celu można zapisać w postaci:

k-K

k-1
min (4.3)

przy czym:

%  *
1, Jeśli & k/°

0, w przypadku przeciwnym.
(4.3a)

Wprowadzajęc zmiennę tn (dla oznaczenia chwili zakończenia operacji 
O n ), otrzymamy model matematyczny alokacji operacji w postaci:

- ograniczenia

V [K - ^ r  - ft *nl+l S n < N  Lc n " J  Lc "j

Y Y ■x)^ (t̂  * tn”j")

v 3 V jfc «J*. ■.]-*l S k « K  Jk n \ L c  "j j

- kryterium optymalizacji określa (4.3), przy tym 

1. Jeśli 3 [ |  *n]+ - k

n ' h

% 0, w przypadku przeciwny«.

(4.48) 

(4.4b) 

(4.4c )

(4.5)
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4.2.2. Algoryta

Do rozwiązania sformułowanego problemu wykorzystamy algorytm programo­
wania wieloetapowego. Stan P?'1 Jest wektorem o współrzędnych p^' = tn .
Jeżeli operacja ton została przydzielona do stanowiska pracy (p„'^ “ O, 
w przypadku przeciwnym).

N 1Ze stanu końcowego P ’ nożna wprost otrzymać dopuszczalna rozwięza- 
nie problemu, bowiem:

kn * [ł Pn^r (4-6)
gdzie: kp - numer stacji, do której przydzielono operację G>n-

Ponadto pozycję J^, na której zlokalizowane jest stanowisko pracy k-tej 
stacji, wyznaczamy z warunku:

4 »

T?.l
1 wy

T V. 1 V, 1T * « ci3X p /

(an,j, -  15 (4.7.)'k

Chwilę jV'* zakończenia montażu wszystkich operacji należących do 
stanu P*.i wyznaczamy ze wzoru:

, (4.8)1 «  i« N

A zatem numor stacji K?'1 , na której wykonano ostatnią operację w eta­
nie p ?*1 , wyznaczamy jako:

K?'1 « T?'Xj+ (4.9 )

Wartość stanu zdefiniujemy następujęco:

Definicja 4.1

Wartość stanu Jest skalarem: 

k-K?'1

v?>1 = YZ q?'1 (4-10)
k = l

przy czym

l(1 „ J1* êśU p?,:L]+
O, w przypadku przeciwnym.
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Jeżeli na wszystkich stacjach od 1 do K?'1 znajduję się stanowiska 
pracy, to:

V?'1 » K?'ł (4.12)

Oalej udowodnimy, że dla trajektorii perspektywicznych warunek ten 
musi być spełniony.

Optymalny stan końcowy P wyznaczany z warunku:

( min VN 'X » VN,1°) =£> (PN ’1 - P°)
1 * 1 * 4 ,

(4.13)

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w
Rozważmy wyznaczanie bezpośrednich następników P wybranego stanu 

P?-1 •*. W tym celu respektując ograniczenia (4.4) należy przydzielić ope­
rację to do stanu P?-1*9'. n

Oznaczmy przez a”?“1 ’̂ ' wektor (o wymiarze O) pozycji, na których mogę 
być wykonywane operacje przydzielone do K?-** -tej stacji w stanie 
p?-1 Elementy tego wektora określamy następujęco:

7-1 .fc
l)

(4.14)
O, w przypadku przeciwnym.

Ponadto przyjmiemy, że dla stanu P0 ’1 wektor A*^'1 ma wszystkie współ­
rzędne równe jedności.

Operacja C0n , które ma być przydzielona na stanowisko pracy K?“1 '®'-tej 
stacji, musi spełniać warunek:

3 (a’ ”1 '*' - 1 ) A (an . - 1)a (k?"1 ’*' . c-T*"1 - * * * )j J n,J "  n
(4.15)

W przypadku przeciwnym operację tę przydzielany do następnej stacji. 
Ogólna procedura generowania stanów ma postać:

V V (p̂_1>-0) A[(^ n=1) =̂  0)J=#-(P - p?_1'\ ap)
(4.16)

Elementy wektora AP maję postać: 
tn , Jeśli i-n
O, w przypadku przeciwny».APi

(4.17)
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Chwilę t wyznaczamy ze wzoru:

Jeśli 3 (e]_1'4i) A (an<j.l)A (k?-1 '*. 
- T?"1 'a'> 4P )

c ♦ ч)*п * w przypadku przeciwnym.

Ola wygenerowanego stanu p"?'1 nożna rekurencyjnie otrzymać: 
- Jeżeli spełniony Jest warunek:

to współrzędne wektora wyznaczany z formuły

i. Jeśli (a'̂ ”1 *®'«l) n (e_ ,“!) 
a?*1 . ■ 3 3ai

O, w przypadku przeciwnym.

Jeżeli warunek (4.19) nie Jest spełniony, tzn. gdy:

tn - С ♦ ^

.  c+

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

to:

з?'1 * a 1 J n, j

Ponadto bezpośrednio otrzymujemy: 

T?-1 -

(4.22)

(4.23)

V?<1 " Й  Гп]+ (4.24)

W procedurze generowania stanów przydzielamy operację &)n do jak naj­
wcześniejszej stacji montażowej (co wynika z (4.18)). Przydzielenie ope­
racji a>n do dalszych stacji daje stan nieperspektywiczny. Tezę tę udo­
wodnimy w oparciu o regułę dominacji stanów.
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E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r s p e k t y -  
w i c z n y c h
Oo eliminacji stanów wykorzystamy reguły wyczerpywania, sondowania 

oraz dominacji. Reguła sondowania ma postać twierdzenia.

TWIEROZENIE 4.1
Stan P?’1 Jest nieperspektywiczny, jeżeli spełnia warunek:

b?*1 (4.25)

przy czym;

L «i p

oraz

vN.łC

(4.26)

\ / ( р ? Л -0)=£ * fi7 '1) (4.27)
V 1
D o w ó d :  Sten lokalnie optymalny pN >* spełnię warunek.

bVfl * Vм*1 (4.28)

Tym samym z (4.25) i (4.28) wynika, że:

(4.29)

Czyli stan p?’1 jest nleperepektywiczny, bo nie można uzyskać z niego 
lepszego stanu końcowego niż aktualnie najlepszy stan końcowy P3.D 

Jeżeli stan Pa nie został Jeszcze wygenerowany, to przyjmujęc w 
(4.25) V8 a K, otrzymujemy regułę wyczerpywania stanów.

Reguła dominacji stanów ma postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.2
^il« 12Stan P dominuje nad stanem P , Jeżeli Jest spełniony waru­

nek :

V <а,д‘ ■ й7,1г)
1 €  J < 0

=^£(Т 1 в T ) A -j

/?*li , .Z?*1!(v‘- »■< v ‘ 2) у|(у^Д1 - v^’ 2) =

(4.30)
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D o w 6 d: Załóżmy, że dana Jest trajektoria lokalnie optymalna P
K.l®

. ...P . Trajektoria ta reprezentuje określony przydział operacji do
stanowisk pracy. Jeżeli Jest spełniony warunek (4.30), to przydział ten
jest również realizowalny od stanu P . Ponieważ T ■€ T *« t , zatem

l̂ą ̂otrzymamy trajektorię P ' 1 ,,..,PN '*'. stan PN '^ na ogół nie jest sta-
N.1°

nem lokalnie optymalnym P .zatem możemy napisać:

N ‘1l N fcV 1 « V N *»' (4«3i)

Ponadto:

u 9, N.1°
< V (4.32)

Na podstawie (4.3l) i (4.32) wnioskujemy, że:

N.1° N,1°
V ł €  V *

/?,12e zatem stan P jest nieperspektywiczny. □

(4.33)

Załóżmy, że dany Jest stan P7 ^ do którego przydzielamy operację 
<»„• Niech będzie spełniony warunek (4.15). A zatem operację con można 
przydzielić do stanowiska pracy K?-1,9'-tej stacji.

LEMAT 4.1

Jeżeli dla stanu p?“1 i operacji tOn spełniony jest warunek (4.15), 
to przydzielenie tej operacji do stacji k, gdzie:

K? 1 < k (4.34)

daje stan nieperspektywiczny.

D o w ó d :  Załóżmy, że stan P* 1 otrzymujemy ze stanu P?~1 ’̂' przy­

dziela jęc operację &>n do stacji Z kolei przez P^ ’ 2 oznaczymy
stan otrzymany z przez przydzielenie operacji o> do stacji k.Można

-7.il t}. 1 n ^.1
zauważyć, że stany P i P spełniaj? warunek (4.30), a stan P

*7* Igdominuje nad stanem P , czyli stan P je3t nieperspektywiczny.O

Zastosowana w algorytmie procedura generowania stanów spełnia zatem 
warunek konieczny perspektywiczności generowanych stanów (trajektorii).
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Jednakże nis jest to warunek wystarczający. Z tego względu niektóre sta­
ny sę eliminowane za pomocę reguł wyczerpywania, dominacji i sondowania.

4.3. OGRANICZENIA CZASOWE

Rozważmy problem alokacji operacji z uwzględnieniem ograniczeń czaso­
wych. Ograniczenia tego typu występuję positiędzy parani operacji. Polegają 
one na określeniu przedziału czasu, w którym musi być wykonana operacja 
realizowana po pewnej operacji. 8ioręc pod uwagę wszystkie pary operacji, 
można dla wybranej operacji wyznaczyć najwcześniejszy 1 najpóźniejszy ter­
min Jej rozpoczęcia. Terminy te sę zależne od chwil zakończenia operacji 
poprzedzajęcych danę operację. A zatem rozważane ograniczenia czasowe ma­
ję charakter względny. W punkcie tym założymy, że na każdej stacji znaj­
duje 3 ię Jedna pozycja dla ewentualnego stanowiska pracy.

4.3.1. Model matematyczny
Załóżmy, że dana jest linia montażowa składajęca się z K stacji. Na 

każdej stacji znajduje się jedna pozycja, w której może być zlokalizowane 
co najwyżej jedno stanowisko pracy. Dany jest zbiór ft operacji montażo­
wych co . n - 1,... ,N. Czasy operacji •flł_ dane sę wektorem ®. Ponadto n n
relację kolejności operacji określa macierz F  . Dany Jest cykl c procesu
montażu.

Załóżmy, ża dane sę minimalne czasy, które muszę upłynęć pomiędzy za­
kończeniem i rozpoczęciem odpowiednich operacji (poprzednika i następni­
ka):

• • ! * . » U  - . .  u -35’
n*=l,.. . ,N

gdzie: ^  n - minimalny czas, jaki musi upłynęć pomiędzy zakończeniem 
operacji (t) ± (poprzednika) i rozpoczęciem operacji con (następnika). 
Analogicznie przyjmiemy maksymalne czasy, Jakie mogę upłynęć pomiędzy za­
kończeniem i rozpoczęciem odpowiednich operacji:

U   - :
n=l,... ,N

gdzie: n - maksymalny czas Jaki może upłynęć pomiędzy zakończeniem ope­
racji cô  i rozpoczęciem operacji Ci>n.

Jako kryterium optymalizacji alokacji operacji przyjmiemy minimaliza­
cję liczby stanowisk pracy. Funkcja celu ma postać (4.3). Wprowadzając
oznaczenie t dla chwili zakończenia operacji co , można model matematycz- n ,l
ny przedstawić w postaci:
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- kryterium

k-K

Q • H > k min
k-1

przy czym

%  ’

1. Jeśli 3  [| *n]+ « k 

0, w przypadku przeciwnym 

ograniczeń

v  [i >ni* • [i“ „ --*>]'
1 €  n «  N

V  V  (t*|< *nn «V

V  Y  ‘i + ?l.n «  *n - ^ n  *  *i + ^l.n

(4.37)

(4.37a)

(4.38a)

(4.38b)

(4.38c)

Wyrażenie (4.38a) Jest warunkiem niepodzielności operacji, (4.38b) - okre­
śla dopuszczalną kolejność operacji, natomiast (4.38c) - wyraża ograni­
czenia czasowe operacji.

4.3.2. Algorytm

Do rozwiązania sformułowanego problemu wykorzystamy algorytm programo­
wania wieloetapowego, Stan P?'1 Jest wektorem o współrzędnych p » tn , 
jeśli operacja con została przydzielona do stanowiska pracy, natomiast 
p^'1 * O, w przypadku przeciwnym. Analogicznie Jak w punkcie 4.2.2 wyzna­
czyć możnas numer stacji k^, do której przydzielono operację COn » chwilę 
T?'1 zakończenia montażu wszystkich operacji należących do stanu P?'1 
oraz numer stacji K?'1, na której wykonano ostatnią operację w stanie 
P^ ’1. Przyjmiemy definicję (4.10) wartości stanu. Oednakże z uwagi na 
ograniczenia czasowe operacji dla trajektorii perspektywicznych spełnie­
nie warunku (4.12) nie jest konieczne. Optymalny stan końcowy wynika z
(4.13).

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w

Oznaczmy przez tjt krok dyskretyzacji czasu a przaz pj! (r»l,...,R) i nprognozowaną chwilę rozpoczęcia operacji «>„. Procedura generowania eta­
nów ma postaćt
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V V V (P*-IA - O) a [ ( U  n - 1) =#» (p?'1'* >0)J

Elementy 
ze wzoru

A (tn ■ ̂ n  *  Tr ^ >  ^  (pl" “ p , _ 1 A  + A P r ) (4.39)

wektora & P r określamy tak Jak w (4.14). Chwilę t|j wyznaczamy

n  r T  (4.40)
I c Pnl c * ̂ n* w Przypadku przeciwnym

przy czym

pjj - max (f?_ 1 *x . t £ * a ) ♦ (r-l)dt (4.40a)

oznaczono chwilę najwcześniejszego (a przez chwilę
jpóżniejszego) rozpoczęcia operacji a>n , gdzie:

Przez 
na

oraz

i « *  ■ „ " V —  ("r  ' * r i -"'

-1.9- .  ̂ (4.41)

(4.42)

Zbiór Jest określony przez (4.27).
Równocześnie z generowaniem etanów wyznaczamy wartość stanu stosując

wzór rekurencyjny:

V?'1 »
(4.43)

♦ 1 , w przypadku przeciwnym.

□la stanu początkowego przyjmujemy v0,1 » O.

E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r e p e k t y -  

w i c z n y c h
W rozważany« problemie stany nleperspektywiczne są eliminowane ze po­

mocą reguł wyczerpywania, sondowania oraz dominacji.
Reguła wyczarpywenia *a postać twierdzenia.
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TWIERDZENIE 4.3 
Stan p* l jest nleperepektywlczny, jeżeli spełnia warunek:

3 3 (p -̂O)* (p̂ '1 > O) * (p̂ *1 + <̂l n *= v (T*1 ♦

♦ Y2 <tf\>K.c) (4.44)

D o w ó d :  Zgodnie z procedurę (4.39) operacja 03_ spełnlajęca waru-
Anek (4.44) nie pozwala wygenerować kolejnego stanu, bowiem np. chwila t* 

wyznaczona z (4.40) nie spełnia warunku t* - V*n ^ Tn>',|)‘ Generowanie 
stanów z P?'1 przez przydzielanie innych operacji, które spełniaję
(4.39), nie prowadzi do dopuszczalnego stanu końcowego. Wynika to z fak­
tu, że dla wyznaczenia rozwięzania dopuszczalnego trzeba wygenerować stan 
N-tego etapu, a zatem przydzielić do realizacji wszystkie operacje. Skoro 
w stanie p?.l nie można przydzielić operacji c<)n , to nie można Jej przy­
dzielić również w stanach naatępujęcych po P’’?'1. A zatem stan p?.l Jest
nieperepektywlczny, bo wyczerpane zostały możliwości generowania rozwię- 
zań dopuszczalnych.

Reguła sondowania ma postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.4

Stan P?'1 Jest nieperspektywiczny, Jeżeli spełnia warunek:

V?>1 - 1 * f|fT, ’1-('<’’1-l).c ♦ Y ]  4 1 + & v° (4‘45)
L 1 -  * sfl-1w n

D o w ó d :  Zauważmy, że lewa strona nierówności (4.45) jest oszacowa­
niem liczby stanowisk pracy dla etanu lokalnie optymalnego PN «1 .
Wzór ten nie pokrywa się z (4.26), ponieważ w przypadku ograniczeń czaso­
wych niektóre stacje mogę nie zawierać stanowisk pracy.
A zatem:

V?*1 « T?*1] (4.45a )

Dalsza część dowodu przebiega tak Jak dla twierdzenia 4.1.
Reguła dominacji Jest oparta na twierdzeniu.

TWIERDZENIE 4.5

'?,12Stan P dominuje nad stanem P , Jeżeli spełniony Jest waru­
nek :
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^il< ^ *^ 9 •Pil«
V 7  ( H  1 ■ Ił 2 ) a ( t J l <  T„ 2)* (T J  J  *  T* J ) *
V <>.1. n,tP n,P n,r "'T

a>n fSL" (4.46)

A «  T ^ ' 1 2 ) a [ (  V?' lz )v(V1?,ll< V ? ' l 2 )A (K r l l . K ? ' 1 2 ) ]

O o w ó d tego twierdzenia można przeprowadzić analogicznie jak dla 
twierdzenia 4.2.

W oparciu o regułę dominacji stanów można wykazać, że procedura gene­
rowania stanów spełnia warunek konieczny generowania stanów perspekty­
wicznych. Zgodnie ze wzorem (4.40) operacja o)n Jest realizowana w 
dopuszczalnym przedziale czasu.

4.4. OGRANICZENIA ZAKRESOWE

Rozważmy procee montażu, w którym stanowisko pracy na każdej stacji 
montażowsj może być zlokalizowane tylko w jednej pozycji. Z uwagi na lo­
kalizację deteli oraz zasięg narzędzi każda operacja może być wykonywana 
tylko na pewnych (kolejnych) stacjach montażowych. Stacje te wyznaczaj? 
zakres linii, w którym może być realizowana dana operecja. W ogólnym przy­
padku czas operacji jest zależny od stacji montażowej, w której operecja 
ta Jest wykonywene,

4.4.1. Model matemetyczny
Załóżmy, że dana jest linia montażowa skłsdajęca się z K stacji. Na 

każdej stacji może być zlokalizowane najwyżej jedno stanowisko pracy. Dla 
kompletnego montażu każdego obiektu trzeba wykonać wszystkie operacje 

n « 1 ,...,N, ze zbioru fi . Relacja kolejności operacji dana Jeet 
macierzą P  , a cykl montażu wynosi c.

Czasy wykonania operacji dane sę macierz«:

gdzie: *9* k - czas wykonania operacji 0>n w k-tej etacji montażowej. 
Załóżmy, że cykl c spełnia warunek:

V 3 <S,n t < c (4.48)
l « n « N  1 < k < K

A zatem jeśli pewne elementy mecierzy (4.47) nie apełniaję warunku (4.48), 
to znaczy, że dana operacja nie może być wykonana na odpowiedniej stacji.
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Załóżmy, 4« dl» każdej operacji Ołn istnieje stacjo 36n , w której ope­
rację tę nożna wykonać w najkrótszy» czasie’ ’--tzn.ł

V 3 V V ^  * n ) *l < n s = N  l < # n <SK 1 «  i <3^ 86n < j < K  »' n ' n, X

A(< . 3e0 < ^ ^ n . j . i ’ (4.49 )

Ponadto dla każdej operacji ti> nożna określić przedział stacji montażo-[ 1 2 1
kn .kn J - zwany zakresem. w których operacja ta może być wykonana,

czyli s

V  t « c 
n < kk*« k « k „  n n

(4.50)

Wartości k* oraz k^ wyznaczamy ze wzorów:

1. Jeśli ^  < cn , 1

V  jeśli < f V 1 > c)A(^n i * c )
(4.51a)

oraz

K, jeśli ^  R ę c

1 4Jn
(4.51b)

Problem alokacji operacji z ograniczeniami zakresowymi polega na wyzna­
czeniu dopuszczalnych podzbiorów operacji k = 1  K. Jako cel op­
tymalizacji przyjmiemy minimalizację liczby stanowisk pracy.

Wprowadzajęc zmiennę tn (dla chwili zakończenia operacji O) ) przed­
stawimy model matematyczny alokacji operacji z ograniczeniami zakresowymi 
w następującej postaci:
- kryterium

k.K

Q  *  IZ qk
k»l

min (4.52)
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przy czy»

[ 1. li 3 fl tnf ■ k
(4.52a)

O, w przypadku przeciwnym

ograniczenia

1<S n « N

W

V N [c tn] - k [l(tn • ̂ n.k>] - k 

‘n]+ * k

V ki « fi t„r * k2l s n s N  Lc nj n

n
(t^ <  tn - ^ n<k)

(4.53a)

(4.53b)

( 4.5 3c )

Wyrażenie (4.52a) jest warunkiem niepodzielności, a (4.53b) warunkiem 
kolejności operacji. Ograniczenie zakresows przedstawia wyrażenie (4.53c).

4.4.2. Algorytm
Do rozwiązania sformułowanego problemu wykorzystamy algorytm programo­

wania wieloetapowego. Stan P?'1 zdefiniujemy tak jak dla klasycznego 
problemu BLM. Ze stanu P?'1 można wyznaczyć: lokalizację operacji tOn 
do stacji k , chwilę T’?'1 zakończenia wszystkich operacji oraz numer 
K1?'1 ostatniej wykorzystanej stacji w stania P?’1. Przyjmiemy definicję 
(4.10) wartości stanu. Z uwagi na ograniczenia zakresowe operacji, speł­
nienie warunku (4.12) dla trajektorii perspektywicznych nie Jest koniecz­
ne. Optymalny stan końcowy wynika z (4.13).

G e n e r o w a n i e  s t a  n ó w
Załóżmy, że p?“1 '^ jest wybranym stanem aktywnym, z którego za pomo­

cą operacji <i>n należy wygenerować stan P. Wyróżnimy trzy wzajemnie wy- 
kluczajęce się przypadki generowania stanów.
1. Jeżeli Jest spełniony warunek:

K ? " l < k* n (4.54)

tó operację <tfn należy przydzielać do stacji k z przedziału:

ki * k <C k* fi n (4.54a )



II. Oeżell Jest spełniony warunek :

kn «  *  (

to operację c«>n należy przydzielać do staojl k z przedziału:

(4

Ponadto w przypedku gdy:
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. . K f - l . Ł - T T - » . » , *  u
n f K;

to operację con przydziela aię jedynie do stacji
III. Oeżeli Jest spełniony warunek:

(K?"1 '*' - k*) a (c . k?"1'* . f  _ . ,) (.
n ,K* '

to operację w n należy przydzielić do stacji K?'1 '*'.

Pierwsza procedura generowania stanów na postać:

V V V (K?-1'* < k*) A (p̂ -̂ -O) A [(* .!)=*> (p?-1-* >(
n n? k1 < k « k2n n

f> (pk . p?“1 + £ p k ) (i

Elementy wektora 4P określone sę następujęco:

tk . dla i«n

0, w przypadku przeciwnym.
(4

Chwilę tn wyznaczamy ze wzoru:

*- ‘ (k-l) * ° * ^n.k k-k*..... k* (4

.55)

.55a)

. 55b)

.56)

))J *

.57)

.58)

.59)
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Druga procedura generowania stanów ma postać:

V V  1 3 V 2 (kn * <  k") * (pj;-ł **'-o> *
n -i K‘~ 4 k < k^

= ^ ( p ^ ‘1,,v >0)J o ( P k - P7"1 '9, + A P k ) (4.60)

Elementy wektora A P k sę określone przez (4.58), natomiast chwilę tk 
wyznaczamy ze wzoru:

i'*?-1,9<+ ̂ 7 dla (k a k? - 1 A ) a (ck?"1 '^*
n.K?"1 '9'

< -
(k-l)c+^n k . dla K?"1 **' < k  «; k2

(4.61)

Trzecia procedura generowania etanów ma postać:

V V ( k7' 1 a . k*)* (p’ -1 '* - o) a (ck?“1 -»' - tT'1 «*'** . , ,)
n n n o l/P“* »*'n ,k?‘

J n » !)=£> (p^-1'9, > 0)]=?>(P - P?_1 ,9< ♦ AP) (4.62)

Elementy wektora AP sę określone analogicznie Jak w (4.58), natomiast 
t wyznaczam'

t . T-7-i.9, +np

chwilę t wyznaczamy ze wzoru:

n.K?"1 '*'
(4.63)

Procedury (4.57), (4.60) i (4.6i) pozwalają wygenerować wszystkie bez­
pośrednie następniki P stanu p?“1 • V  Dia operacji o>n wykorzystywana 
Jest Jedna z tych procedur. Operacja o>n Jest przydzielana kolejno do 
każdej dopuszczalnej stacji k.

E l i m i n o w a n i a  s t a n ó w  n i e p e r s p e k t y -
w i c z n y c h
Do eliminacji stanów nieperspektywicznych wykorzystuje się reguły wy­

czerpywania, sondowania oraz dominacji.
Reguła wyczerpywania jest oparta na naatępujęcym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 4.6
Stan pi?'1 jest nieperspektywiczny, jeżeli apełniony Jeet warunek:

V
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3  C^-O)* f(K^,ł>  k*) v ) A <K?'1.c-t '?'1 <*J* „ ,)] (4.64)
n Pn L n " n,K?' J

D o w ó d  tego twierdzenia wynika wprost z procedury generowania sta­
nów (4.62). Jeżeli operacja a>n spełnia warunek (4.64), to nie nożne Jej 
przydzielić do realizacji. A zatem ze stanu pV'^ nie można otrzynać do­
puszczalnego rozwiązania problemu.

Reguła sondowanie na postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.7

Stan P?'1 jest nleperspektywiczny, jeżeli spełniony jest warunek:.

V7*1 - 1 ♦ f|([r^'1-(K'?'1-l).c + ^ nae)l > V a (4.65)
L  o ) n  t  a ? * 1  '  "  J

Dla d o w o d u  wystarczy zauważyć, że lewa strona nierówności (4.65) 
jest dolnyn ograniczeniem wartości y1̂ *10 stanu lokalnie optymalnego PN '*° 

W oszacowaniu tego ograniczenia przyjęto optymistycznie, że każda ope­
racja Gfln ^ fi-?«1 Jest wykonana w najkrótszym czasie jj • a ponadto na

odpowiednich stanowiskach pracy nie występuję luzy czasu. Jeżeli spełniony 
Jest warunek (4.65), to ze stanu P-?’1 nie można otrzymać lepszego stanu 
końcowego niż P8. O

Reguła dominacji jest oparta na następującym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 4.8

Stan P dominuje nad stanem P , jeżeli Jest spełniony warunek:

^1^4 [" <0,1, fl*l|( a 7 1 » £t{ ) A (t ^ t '  2 )a [(v' 1 < v 2)„ (k 1 -

-  K 2 )  A  (V 1 «  V 2)J (4.66)
f*loD o w ó d :  Załóżmy, że dana Jest trajektoria lokalnie optymalna P .

N .12
...,P . Trajektorii tej odpowiada pewien przydział operacji do stacji

1, ^ 1^2 ^»1, 2
montażowych. Jeżeli O, • £2 i T "6 T , to przydział ten
jest realizowalny od stanu P . W  ten sposób można otrzymać trajektorię 
7»lj n

P  P * , gdzie stan P ' na ogół nie Jest stanem lokalnie opty-
N.l“

malnym P . A  zatem możemy napisać:

»
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N,12 ^il« 1^V Z . V *  * 4V 2 (4.67a)

(4.67b)

Ponieważ:

AV 7'1!

? łl2 7*^i V'12AV jeśli K 1 . k ‘ z

?.l2 ?,1, ?.l2
4 v ‘ % i ,  jeśli K 1 < K 2

(4.68a)

a ponadto w (4.66) żędany, by:

(4.68b)

lub

7'lj V,12 7'12V 1 < V dla K < K (4.68c)

Zaten z (4.67) 1 (4.68) wynika, że: 

- dla J ' 1* - K 7*1*

N J, ?'*1 V'1! V'^2 2 ^#12y"** - V ♦ AV « v  * ♦ 4V - V (4.69a)

^«1, ę»!?
- dla K 1 < k z

7'11 ?*łl ?*Ł2 ?'X2 N *X2v" '* . v ‘ 1 ♦ /iV < V Z + ^V Z * 1 - V  Z + 1 (4.69b)

czyli:

n a. N«1? y*'*' « v 2 (4.69c)

Ponadto:

VN,11 ^ VN A (4.70)



A zatem z (4.69) 1 (4.70) otrzymujemy ostatecznie:

N.1° N.1»
V « V (4.71)

stęd wynika, że stan P dominuje nad stanem P , □
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4.5. LINIA ASYMETRYCZNA

Linia asymetryczna składa się ze stacji, na których wyróżnia się dwie 
pozycje - po lewej oraz po prawej stronie osi linii. Stanowiska pracy a« 
szeregowe, Jeżeli na każdej stacji wykorzystywana Jeet co najwyżej jedna 
pozycja. W przypadku przeciwnym stanowiska pracy sę równoległe. Rozważymy 
linię o stanowiskach szeregowych.

4.5.1. Model matematyczny

Załóżmy, że linia montażowa składa się z K stacji. Na każdej 3tacji wy­
różniamy 0-2 pozycje. Niech J-l dla lewej oraz j-2 dla prawej atrony li­
nii. Przyjmiemy, że proces montażu Jest sekwencyjny. Dany Jest zbiór ii 
operacji montażowych o?n , n»l,...,N. Relację kolejności operacji określa 
macierz p . Czasy operacji dane sę macierzę:

• - [ ' ■ m L ,  «
j-1.2

gdzie: j ” czas wykonania operacji a>n po J-teJ atronie linii. Cykl c
procesu montażu spełnia warunek:

max ( min ) <  c (4.73)
1 * n « N  1«  j « 2

A zatem z (4.73) wynika, że jeżeli:

C < (4.74)

to operacja <an nie może być wykonana po J-teJ stronie linii. Przez £2̂  j 
oznaczymy podzbiór operacji tworzący stanowisko prscy po J-teJ stronie li­
nii.

Jako cel optymalizacji alokacji operacji przyjmiemy minimalizację licz­
by stanowisk pracy.

Oznaczmy przez tn chwilę zakończenia operacji. Aby wyróżnić stronę 
linii, po której Jest wykonywana operacja u>n . przyjmiemy kodowanie chwi­
li tn. Dla j-l (lewa atrona linii) będziemy zapisywać tR < 0, natomiast
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dla j-2 (prawa strona linii) zapiszemy tn > 0. A zatem lokalizację ope­
racji a>n wyznaczamy ze wzoru:

kn - si®n «„ (4*75)

gdzie: kn - numer stanowiska pracy, do którego przydzielono operację a>n. 
Jeżeli k^ < 0, to operacja t«)n Jest wykonywana po lewej stronie linii, 
natomiast dla kR > 0, operacja a>n Jeat wykonywana po prawej stronie

linii.Przy powyższych założeniach model matematyczny alokacji operacji można 

przedstawić w postaci:

- kryterium

k-K

« • E
(4.76)

k-1

przy czym

^k

1, Jeśli 3  [ |  h j ] + -  k 

0, w przypadku przeciwnym

ograniczenia

(4.768)

(4.778)

przy czym 

1 ■ 

V '
n *9

1. tn < 0
2, w przypadku przeciwnym

(4.77b)

(4.77c)

(4.77d)

Y Y ' * « . « - * » — i«„ i

( 1 f '
Y  V  [ i  | «„ j] » * 9" tn -  kn =*► [ i  |tj] aing t± / -kn

V. / \ >
Wyrażenie (4.77a) interpretuje warunek niepodzielności, natomiast wyraże­
nie (4.77c) -  kolejności operacji. Ograniczenie lokalizacji operacji przed­

stawia warunek (4.77d).

/
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4.5.2. Algorytm

Do rozwiązania sformułowanego problemu wykorzystamy algorytm programo­
wania wieloetapowego. Z uwagi na kodowanie chwil t niektóre określenia 
ulegnę modyfikacji.

Definicja 4.2 

Stan Jest wektorem:

^  ' O n ’'] , „ (4.7B)L n»l,... ,N

Elementy tego wektora określamy następująco:

9.1
Prf *

ln < Jeśli operacja o) została przydzielona do 
stanowiska pracy

(4.78a)
O, w przypadku przeciwnym

A zatem Jeśli <0. to operację &>n przydzielono do stanowiska pra
cy po lewej stronie linii, natomiast Jeśli p^'1 > 0, to po prawej.

7'1n
ni®

Ze stenu pV'^ otrzymujemy:

[f I Pn'1G 8ign p’,ł (4.79)kn

Chwilę T?'1 , w której kończy się wykonywania wszystkich operacji przy­
dzielonych do stanowisk pracy w stanie P?'1 wyznaczany ze wzoru:

T?'1 . max I p?'1 I 
1 < 1 < N 1

Tak więc z (4.9) otrzymujemy K7 *1.
Wartość stanu określamy tak Jak w (4.10), z tym że:

(4.60)

**k *
1. jeśli 3 [ §  Ip ?'1}]* - k

0, w przypadku przeciwnym.
(4.81)

Ola trajektorii perspektywicznych musi być spełniony warunek (4.12), a
optymalny stsn końcowy P° wyznaczamy z warunku (4.13).
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G e n e r o w a n i e  s t a n ó w
Rozważmy algorytm Jednokrokowy, w którym przydzielając do wybranego 

stanu p?-1 '®“ operację o) . otrzymujemy stan P. Oznaczając przez o)„ ostat- 
nią operację wykonaną w stanie P ‘ ’ mamy:

W celu wygenerowania wszystkich dopuszczalnych 1 perspektywicznych 
trajektorii stosowane są dwie procedury.

l) Jeżeli operacja (i>n nie mieści się na ostatnim stanowisku pracy, tzn. 
spełniony jest warunek:

(pf-l.fc < 0 )A (K?“1 '*' . c - T?~1,A< •f’- . ) v (pf‘1 >  > 0) *

A (K?_1,X . C - T?"1,9^« & ni2) (4.83)

to przydzielamy Ją na lewe oraz prawe stanowisko następnej stacji 
(o ile przydział taki jest dopuszczalny).
Procedura generowania stanów ma postać:

Y '***•c)=̂
m p?”l + A pJ ) (4.84)

Elementy wektora 4P^ określamy tak Jak w (4.17). Chwilę t^ (zakodo­
waną) wyznaczamy z formuły:

t^ - n

-(K?-1 ‘* . c ♦ t ). dla j-l
(4.85)

K?“1 '9'. c ♦ 2 . dla j-2

Jeżeli operacja Ct>n może być wykonana po obydwu stronach linii, to ze 
stanu P?-1 ’k generujemy dwa stany P, wykorzystując obie wartości z
(4.85).

2) Jeżeli operacja a>n mieści się na ostatnim stsnowisku pracy, tzn. wa­
runek (4.83) nie Jest spełniony, to przydzielamy Ją tylko na to stano­
wisko.
Procedura generowania stanów ma poetać:

V V (PT1 *9'-0) a [ft* n“l > =* (|,V 1 '*>0)]=*- <p " P?"ł>  *AP) f4-86
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Elementy wektora A P  89 określone przez (4.17). Chwilę tn (zakodo­
wany) wyznaczany ze wzoru:

.(T?“1 * gdy P?"1 '*' < 0
t -n

T7 * ^ ' 2 ' w przypadku przeclwnyn.
(4.87)

Celowość przydzielania operacji na Jak najwcześniejsze stanowisko pra­
cy wynika z reguły dominacji stanów, która zostanie podana niżej. 
Równocześnie z generowaniem stanu P wyznaczamy Jego wartość

v - [ | | t n |]+ (4.88a)

a ponadto:

T - |tn| (4 . 88b)

Wygenerowany stan P Jest testowany na perepektywlczność.

E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r s p e k -  
t y w i c z n y c h

Stany nieperspektywiczne eliminujemy za pomocę reguł donlnacjl oraz 
aondowania. Reguła dominacji jest oparta na następujęcym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 4.9
?. 7.12

Stan P doninuje nad stanen P , jeżeli jest spełniony waru­
nek :

0)1 (4.89)^,il ,JP'll ?' ̂ 2 -»"I
• P*« >  0)J

, , 7.1, 1),19gdzie: IŁJ,,̂  ) - ostatnia operacja wykonana w stanie P (p )

rn  ' > 2

7«1! 7»1jty, \w,  ̂ — ostatnia O D e r a d a  wvlfnnann w ofan<» r
ri r2

D o w ó d  tego twierdzenia nożna przeprowadzić analogicznie Jak dla 
twierdzenia 4.2.

TWIERDZENIE 4.10
Stan P^'* Jest nieperspektywlczny, jeżeli spełnia warunek:

[ Ł l Ć f K  Y Z  nln •#’1 ,-)1*>V* (4.90)
L c  1  *  3  *  2  j
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D o w ó d  tego twierdzenia nożna przeprowadzić analogicznie jak dla 
twierdzenia 4.1.

Anelogicznie do lematu 4.1 można udowodnić, że przedstawione procedu­
ry (4.84) i (4.86) spełniaj? warunek perspektywlcznoścl generowanych sta­
nów.



5. ALOKACJA OPERACJI. RÓWNOLEGŁE STANOWISKA PRACY

5.1. WST^P

Linie montażowa składa się z transportera, na którym w równych odstę­
pach znajduję się montowane obiekty. Wzdłuż linii rozmieszczone sę sta­
cje montażowe tak, by na każdej stacji znajdował się tylko jeden obiekt.
W liniach z szeregowymi stanowiskami pracy na stacji montażowej może 
znajdować się co najwyżej jedno stanowisko. W liniach z równoległymi sta­
nowiskami pracy warunek ten nie jest spełniony.

W rozdziale tym rozważymy linie montażowe z równoległymi stanowiskami 
pracy przyjmujęc, że na stacji montażowej mogę znajdować się co najwyżej 
dwa stanowiska - zlokalizowane po obu stronach osi linii. Wyróżnimy mo­
del podstawowy, w którym występuje tylko relacja kolejności operacji. Po­
nadto rozważymy modele z dodatkowymi relacjami: wykluczania oraz synchro­
nizacji operacji..RelacJe te sę charakterystyczne dla linii z równoległy­
mi stanowiskami pracy. Z tego względu skupimy na nich uwagę, pomljajęc 
elementy przedstawione w uogólnionych modelach BLM oraz modelach AO w li­
niach z szeregowymi stanowiskami pracy.

Linie z równoległymi stanowiskami pracy mogę wynikać z postulatu kon­
centracji procesu montażu (minimalizacja długości linii). W liniach o 
określonej długości (liczbie stacji montażowych) o organizacji stanowisk 
szeregowych lub równoległych decyduje cykl montażu.

Rozwięzanie problemu BLM lub AO w linii z szeregowymi stanowiskami 
pracy może - przy zbyt krótkim cyklu - nie być możliwe. W takim przypad­
ku powstaje problem AO w linii z równoległymi stanowiskami pracy.

5.2. MODEL PODSTAWOWY

W podstawowym modelu AO w linii z równoległymi stanowiskami pracy 
uwzględnimy Jedynie założenia przyjęte dla klasycznego modelu BLM. Jednak­
że operacje mogę być przydzielane do stanowisk pracy znajdujęcych się po 
lewej lub po prawej stronie osi linii. Jako cel optymalizacji AO przyjmie­
my minimalizację liczby stanowisk pracy.

5.2.1. Model matematyczny

Załóżmy, że dany Jest zbiór ii operacji montażowych t«>n , n *
Dla kompletnego zmontowania jednego obiektu muszę być wykonane wszystkie
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operacje ze zbioru fi . Relacja kolejności operecji dana jest macierzę F  , 
a czasy operacji - wektorem ® . Dany Jest cykl c montażu, spełnlejęcy 
warunek:

max 
1 4  n S N

n*N

sc < 1 Z ‘
n=l

(5.1)

A zatem każda operacja może być w całości wykonana na Jednym etanowlsku 
pracy.

Linia montażowa składa się z K stacji. Na każdej stacji mogę się 
znajdować co najwyżsj dwa stanowiska pracy (po lewej oraz po prawej stro­
nie osi linii). Każdy obiekt przebywa w czasie cyklu c na Jednej sta­
cji, a w czasie K . c - na linii. Tym samym czas montażu obiektu nie mo­
że przekroczyć 2K . c.

Jeżeli apełniony jest warunek:

K <■
r n=N 1*
[ i H  * , ]
L n«l

(5.2)

to w linii montażowej muszę być zorganizowane równoległe stanowiska pra­
cy. Gdy warunek (5.2) nie Jest spełniony, można rozwlęzywać problem AO 
(lub BLM) dla szeregowych stanowisk pracy. Jednakże w przypadku braku 
rozwlęzania dopuszczalnego - powstaje do rozwięzania problem AO w linii 
z równoległymi stanowiskami pracy.

Kryterium optymalizacji AO w linii z równoległymi stanowiskami pracy
można zapisać w postaci:

k-K J-J

Q - 1 2  I Z  t,k.j~~ Bin
k-1 J«1

(5.3)

przy tym

* ,J
1, jeśli G k y O

0, w przypadku przeciwnym
(5.4)

gdzie: £1 k  ̂ - podzbiór operacji przydzielonych do J-tego stanowiska 
k-tej stacji (j»l - lewa strona linii, J»2 - prawa strona llnll).

Oznaczmy przez tn chwilę zakończenia operacji b>n. Ola rozróżnienia 
strony linii, po której została wykonana operecja 0)n , przyjmiemy, że tn 
Jest liczbę ujemnę dla j»1 oraz dodatnię dla J»2. Stoaujęc takie kodowa-
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nie możemy wyznaczyć numer stacji kn , do której przydzielono operację a>n :

kn * [c l*n lj (5.5)

Ponadto lokalizację stanowiska pracy dla operacji o?n otrzymujemy ż:

■ H  ' “ k.l1V V
l j  k {  K n (tn <0)

V Vl i  k i  K n (tn >0)

'{[? Irnl]+ ’ “

' { [ i  «»]* - k) =*<"«. e a k.2> (5.6b)

Przy powyższych założeniach możemy przedstawić model matematyczny AO w 
linii z równoległymi stanowiskami pracy w następuj ęcej postaci:
- kryterium określa (5.3), przy czym

qk,l '

% . 2 ~

1, Jeśli '{[i M*
0, w przypadku przeciwnym

1, Jeśli

(t„ < o)

A ( t n > 0)

(5.7a)

0, w przypadku przeciwnym
(5.7b)

- ograniczenia

„Y «„ { “ " * 0>“*{& ' ‘"O* ■ [ł I Vf„l]| >

. X «  y

(tn >0)

“ n 6 ftL. ,n k.J

V V <k.,i « i.j - j;>

(5.8a)

(5.8b)

(5.8c)

Z warunku (5.8a) wynika, że każda operacja con musi być wykonana w 
całości na Jednym stanowisku pracy. A zatem wykluczone Jest wykonanie 
operacji a>n równocześnie na lewym i prawym stanowisku pracy tej samej 
stacji montażowej. Wyrażenie (5.8b) przedstawia ograniczenie sumy czasów
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operacji na stanowisku pracy, natomiast (5.8c) reprezentuje ograniczenia 
kolejnościowe.

Warto podkreślić, że wyróżnienie w kryterium (5.3) stanowisk pracy po 
lewej 1 po prawej stronie osi linii pozwala analizować bardziej złożone 
modele. Można dla przykładu ograniczyć lub minimalizować liczbę stano­
wisk pracy po Jednej stronie linii.

5.2.2. Algorytm
Do rozwlęzania sformułowanego problemu wykorzystamy algorytm programo­

wania wieloetapowego. W algorytmie tym wykorzystamy następujące defini­
cje i określenia.

Definicja 5.1

Stan jest wektorem:

P?'1 .  f p?*1! (5 .9 )
V  J? - 0  N

n®l i •« » ,N
1 M  •• f t»J|

Elementy tego wektora określany następująco:

p ‘ »

t , jeśli operacja o)n została przydzielona do 
stanowieka prscy

. (5.9a)
O, w przypadku przeciwnym.

A zatem Jeśli P„ ’̂  < O, to operację U>n przydzielono do stanowiska pra­
cy po lewej stronie osi linii, natomiast gdy p7 ’ > O, to operacja a>n 
została przydzielona do stanowiska pracy po prawej stronie osi linii.
Stan początkowy P0 *1 ma wszystkie współrzędne zerowe, natomiast każdy 
stan końcowy pN>* na wszystkie współrzędne różne od zera.

Numer stacji montażowej kn> do której przydzielono operację con . noż­
na wyznaczyć znajęc stan P?'̂ <| bowiem:

kn " [ł W I J  (5‘10)

Dla oceny stanu P?’1 zdefiniujemy funkcję wartości stanu, którę ozna­
czymy przez V.

Definicja 5.2

Funkcja wartości stanu ma postać:

V?'1 - v(p?łl) (5.11)
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przy ty*:

v7'X * [v?'1] (5.12)3 3-1.2

oraz

k-K?'1

^  - r !  (5.,3)
k-l

gdzie: kJ'1 - numer ostatniej stacji, na której po J-teJ stronie linii 
znajduje się ostatnie stanowisko pracy w stanie P?'*.

Numer wyznaczamy ze wzoru:

. [i (5>14)

gdzie:

T5'1 - I min p?'1 ! (5.15)1 l l s i « N  1 I

T?*1 - max pVi l  (5.16)l S i S N

Jak widać, z (5.15) i (5.16) wyznaczane eę chwile zakończenia montażu ope­
racji odpowiednio po lewej i po prawej stronie osi linii.

Oznaczmy przez D. n podzbiór operacji, które są bezpośrednimi po­
przednikami operacji 0Jn- Mamy zetem:

V  (^.n-1 ^  6 ^ . n *  {s*ł7)

W stenie p V'1 dla każdej operacji Głn ,(p^’* O), można wyznaczyć chwi­
lę zakończenia Jej bezpośrednich poprzedników. Zatem:

q '

T2'J; ■ I P%*1 1 (5.18)
^ n  *

Z przyjętego kryterium optymalizacji (5.3) oraz definicji funkcji war­
tości stanu (5.1l) wynika, że globalnie optymalny stan końcowy P° wyzna­
czamy z warunku:
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f Bin (v?'1 ♦ v«*1 ) - v? ’1 
L U l S L „  1 2 1 * ŁT (pN.l . pO) (5.19)

Ze stanu P wyzmaczamy optymalny przydział operacji do stanowisk pracy
zgodnie z (5,10) i (5.6). W trakcie obliczeń wygenerowany stan końcowy
N 1 aP ' Jest porównyweny ze stanem aktualnie najlepezym P , a lepszy z nich
Jest zapamiętywany do dalszych obliczeń. Ostatni ze stanów aktualnie naj­
lepszych jeet etanem globalnie optymalnym.

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w
Oznaczmy przez P?“1 '*' wybrany (za pomocą dowolnej reguły) stan ak­

tywny. Załóżmy, że reguła podziału jest jednokrokowa 1 zupełna. Generowa- 
nie stanów polega na uzupełnieniu stanu p'?-1 ’̂ ' o dopuszczalną operecję 
6>n. W rezultacie otrzymamy dwa stany: P1 - przydzielając operację o)n na 
lewę stronę linii oraz P2 - przydzielając operację a>n na prewę stronę 
linii. Stany P1 1 P2 otrzymają odpowiednie lndekey (^.l) stanów aktyw­
nych, jeśli okażą się perspektywiczne.

Procedura generowania stanów na postać:

VV(pr,*'-°> A K . n - 1 ^  [(P1-P7"1 ’*' ♦ AP1)*

(p2 > P?'1,9* * AP2 )] (5.20)

1 2Wektory AP 1 AP są określone następująco:

Ap!
t*, dla i*n

O, w przypadku przeciwnym
(5.21)

oraz

tjj, dla i«n

O, w przypadku przeciwny*.
(5.22)

Chwilę t* wyznaczamy z następujących wzorów: 

- Jeżeli spełniony jest warunek:

fg-l.fc* TJ-1.* (5.23)



to wówczas

(5.24)
■(Tj” 1 '*' ♦ Jeżeli K^_ 1 'a’ . c -

-(K^"1 **' . c + ^ ), w przypadku przeciwnym.

3eżeli warunek (5.23) nie Jest spełniony, otrzymujemy:

f x(T 1 A - T*“nA) + Ą  3eż«ll [i ■»x(t’-1^. T ^ V f  .

-[f{"a*(Tr 1'*'' ^  ^n}]+

- | [ |  ”ax(Ti” 1 A - • 0 * " przypadku
■«i- (5.25)

przeciwnym

Analogicznie otrzymamy dla chwili t2 : 
- Jeżeli

1 * '2 (5.26)

to

(5.27)
+ jeśli . c - ij*4 ?*» <Tn

1 '*' . c ♦ JJj, w przypadku przeciwnym.

Jeżeli warunek (5.26) nie jest epełniony, to otrzymamy'.

.ax(fr1 ‘»'. T̂ n A )  * ^ n .Jeśli [i max(4-1 ^.  tJ*-*-)]* .

[c ■bx(t| 1 '®', T2.,n'^] • C ♦ ^ n , w przypadku przeciwnym.
(5.28)

A zatem wychodząc ze stanu P 1 można za pomocą przedstawionej proce­
dury wygenerować wszystkie etany. Stan P 1 jest dopuszczalny. Jeśli 
ltn l i  K . c; analogicznie dla stanu P2 sprawdzamy warunek dopuszczal­
ności t2 «  K . c.
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1 2W trakcie generowania stanów P i P można obliczać współrzędne wek-
■i 

nyi

1 2torów V i V . A zaten zanlast definicji 5.2 stosujeny wzór rekurencyj*

V?'1 - y?"1 '* + AV (5.29)

Dla stanu P1 otrzymujemy:

■
i' j«ś11 [I ł*ilj > KI’ł A

0, w przypadku przaciwnyn

oraz

1. jeśli [ |  t2 ]* > 4 _ 1 'X  

O, w przypadku przeciwnym

(5.30e)

A * 2  " 0 (5.30b)

2Analogicznie dla stanu P wyznaczany:

A v *  > O (5.30c )

oraz

(5.30d)

przy tym

t?*1 - K I (5-3l8)
T^*ł - tjj (5.31b)

Tak więc obliczenia wartości generowanych stanów upraszczają się.

5.2.3. Eliminowanie stenów nieperspektywlcznych
Do ellminecji stanów nieperepektywicznych wykorzystamy reguły sondowa­

nia, dominacji oraz wyczerpywania. Reguła sondowania ma postać twieirdze- 
nia. ; -

TWIERDZENIE 5.1
Stan P?'* jest nieperspektywiczny, jeżeli spełnia warunek:

/



D o w ó d  tego twierdzenia polega na wykazaniu, te prawa strona nie­
równości (5.32) Jest dolnym ograniczeniem liczby stanowisk pracy dla sta­
nu pN '^ (otrzymanego z P^'*). Oeżeli w stanie p1?'^ po lewej stronie 
linii montaż kończy się w chwili na stacji to wykorzystano
pełnych stanowisk pracy. Czas wykonania operacji na ostatnim sta­
nowisku pracy wynosi:

t?'1 - ( KJ?'1 - 1 ). c.

Analogiczna sytuacja wyatępuje po prawej stronie linii. Suma czasów ope­
racji wykonywanych w stanie P?'^ na ostatnich stanowiskach pracy po obu 
stronach linii wynosi:

Tl'1 4 T2 '1 - (X?*1 + K2 łl - 2) . c.

Dodając do tej sumy czasy operacji nie przydzielonych w stanie P?'*, czy-
11: +rs» i l

z :o,n* £1 V '1

otrzymujemy łączny nakład czasu pracy na stacjach:

po lewej stronie linii 
oraz

po prawej stronie linii.
Na tej podstawie (stosując formułę [']*) otrzymujemy minimalną liczbę 

stanowisk pracy. A zatem prawa strona nierówności (5.32) Jest oszacowaniem 
najmniejszej liczby stanowisk pracy. Jaką można osiągnąć ze stanu P ? #1. 

Reguła dominacji stanów ma postać twierdzenia.
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TWIERDZENIE 5.2
Stan P dominuje nad stanem P , jeżeli jest spełniony warunek:

V V (a7*1*-
1 « J « 2  n 3 3

t»,l -0,1;, f <0,1. ij .l ^,1 1), 1_
Ą « 1 « T* n M < vJ 2^ < kj ' " Z  2>*

A ( v ^ Xl « vj' 2 )j (5.33)

D o w ó d  tego twierdzenia polega na wykazaniu, że trajektoria lo- 
lo N,I2

kalnie optymalna P ,...,P może być również zrealizowana od stanu
pV >̂ 4 ł*^4 M JL, skąd otrzymamy P ,... ,P . Oznacza to, że współrzędne
N ii« / 7 *  ̂ 2 N 5wPn dla operacji Ct>n f SI są takie same Jak pn ' , tzn:

V (Wn ł A 7>1i)a (ołn i a7'l2)=*> (p"'1* = pJJ'9') (5.34)

V*1? N 'X2Możliwość realizacji trajektorii P ,...,P również od stanu
^,1, ^,1, łj 4P (dająca P ,...,P ) wynika bezpośrednio z warunku (5.33). Po-

V*  1 V ’ ^2nleważ SI * O, , zatem w obydwu stanach P 1 P pozosta-
'7*11

ły do wykonania te saae operacje. W stanie P nie później niż w
t>,l2P zostały zakończone wszystkie bezpośrednie poprzedniki operecjl

, 7 .I,0>n f ii , a ponadto wszystkie operacje po lewej i po prawej atronle
linii. W tych warunkach jakikolwiek przydział operacji 6)n i Si ?'*2 (a

7*^2zatem 1 lokalnie optymalny) od stanu P Jest również dopuszczalny
7»1!od stanu P . „

N A, M '1lW ogólnym przypadku etan P * Jest różny od P , a zatem:

N 1° N 1°"•Al " ,A1 _ N >  N >  /, „ VVl + v2 *  v i * v2 (5.35J

I2 M,lg ,

Dla trajektorii P 2  P możemy napisać:
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(5.36«)

oraz

N,ł2 7'*2
*2 " v2 + A v 2 (5.36b)

^»^4 u aZ kolei dla trajektorii P ,...,P otrzymany:

N,Sk V ' h  7*lj
V  ■ V1 ♦ 1 (5.37a.)

oraz

N.Sk 7*11 7'11
'2 * v2 + A v 2 (5.37b)

Zauważny, że:

4v

f a ?,12 7.1, ?.l2, jeśli K, 1 . k / 2

Avj +1 , Jeśli K.7'1! 7'12
(5.38a)

4v,
7-lj

?'12 7*1, V»l?i v 2 ■ Jośli K2 - Kg 2

. V ’12 7*1, ?»i2A v 2 +i , jeśli k2 < K2
(5.38b)

Ponadto w (5.33) żędamy, by:

7*lj ?-l2 
V1 « V1 dla K.7*1! ?*12

(5.39a)

lub:

V-1! 7*12
V1 « V1

7*1, 7*1?dla k ‘ 1 < k ‘ 2 (5.39b)
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oraz

v2 ll<: V2 <l2 dl" K2 1 " * 2 2 (5.40»)

lub:

v, J ' 1
2 * v2’ Ł dla k2 A < K 2 (5.40b)

Uwzględniając (5.38a) 1 (5.39a) w (5.37a) otrzymany:

7*1, 7*Ł2dla Kt - Kj *

N >  7'1! 7*1! 7*12 7*12 N *12 , ,* Vj ♦ a v ± « ♦ AVj - Vj (5.41a)

czyli

„ . N.l?
V1 < V 1 *S.41b)

7*1, 7*12
- " •  «1 1 < *i 2

n x  7*1, 7*1, 7*12 ?*l2 n ,i,
V  ’ V 1 ♦ A v i * V1 + A V 1 * 1 - ^ 1  2 ♦ 1 (5.42a)

czyli

N i. N *X2VI *  V1 (5.42b)

W analogiczny sposób nożna uwzględnić (5.38b) 1 (5.39b) w (5.37b), 
otrzynujęc w rezultacie:

(5*43)

Podstawiając (5.41b) 1 (5.42b) oraz (5.43) do (5.35) otrzynany ostatecz­
nie:

N.l? N,1° M.l? N.1°
♦ yg € wl * v2 (5.44)

9,1« ^ I j  _
Z (5.44) wynika, ż« stan P doninuja nad atanan P . P
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W przedstawionej procedurze generowania stanów (5.20) przyjęto, że ope­
racja G)n jest realizowana w stanie P?*1 '*1 w najwcześniejszym dopusz­
czalnym przedziale czasu. Można wykazać, że celowe opóźnienie realizacji 
tej operacji daje stan nieperspektywiczny.

Załóżmy, że dany jest stan P? oraz operacja « n , spełniająca wa­
runek (5.20).

LEMAT

JeżeliJeżeli operację w n można w stanie P?-1,9, przydzielić najwcześniej 
itacji k^ lub ł 'k, to przydzielenie jej do stacji lut

3C2 , gdzie:

lub

1 *1 (5.44a)

e2 > k2 1 (5.44b)

daje stan nieperspektywiczny.

D o w ó d :  Oznaczmy przez P ” stan otrzymany z przydzielenia
operacji tón do stacji k|~1 '*' (lub kf'1 '*'), natomiast przez P ^ 2 
stan otrzymany z przydzielenia operacji (i>n do stacji % 1 (lub * 2 ). 
Zauważmy, że:

,?-łl m a ?±.

j'1.2

(5.45a)

(5. 45 b) 

(5.45c)

a ponadto:

,.ll

-?*1!

jeśli K3 3

Vj * + i, jeśii k; -1 < k; 2v.ix ?.i2 
3 Kj

(5.45d)

Z (5.45) wynika, że stany P i p^ spełniaję warunek doaiinacji
z . ^»^2
(5.33;, przy czy* stan P Jeat nieperspektywiczny. Q
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Reguła wyczerpywania ma postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 5.3
Stan P?'1 je3t nieperspektywiczny, Jeśli spełnia warunek:

2K . c - T^'1 - T j'1 < YZ (5.46)
w n i a 7,1

D o w ó d  tego twierdzenia wynika z faktu, że w stanie P?'* suma
czasów operacji, które należy wykonać, Jest większa od czasu. Jakim dy­
sponuję monterzy na stanowiskach pracy po lewej 1 po prawej stronie linii. 
A zatem, przy założeniu co najwyżej dwóch stanowisk pracy na Jednej sta­
cji, kompletny montaż obiektu nie jest możliwy.

5.3. RELACJA WYKLUCZANIA OPERACJI

W podstawowym modelu AO w liniach z równoległymi stanowiskami pracy 
występowała Jedynie relacja kolejności operacji. Cechę charakterystyczne 
procesu montażu na równoległych stanowiskach pracy Jest występowanie ogra­
niczeń wykluczających wykonanie dwóch operacji W u i 6>n w tym samym cza­
sie - po różnych stronach linii. Model AO w linii z równoległymi stanowi­
skami pracy 1 relację wykluczania operacji stanowi uogólnienie przedsta­
wionego w punkcie 5.2 modelu podstawowego.

5.3.1. Model matematyczny
Rozważmy linię montażowę i proces montażu przyjmujęc wszystkie założe­

nia z punktu 5.2.1. Ponadto założymy, że dana Jest relacja wykluczania 
operacji, zapisana macierzę:

$"["/* «1 (5.47)
6 L '£*,nJu « i.... N

n»l.... N

Elementy tej macierzy określamy następujęco:

1 , Jeśli operacje co„ 1  Ci>n nie mogę być wykonywane 
w tym samym czasie

(5.47a)
O, w przypadku przeciwny«.

Jako cel optymalizacji AO z relację wykluczania przyjmiemy minimalizację 
liczby etanowlak pracy.
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Wprowadzając kodowany zmiennę tp (tak Jak w  podstawowym aodalu AO 
w liniach równoległych) otrzymamy model matematyczny rozwalanego proble­
mu w postaci:
- kryterium (5.3), (5.7):
- ograniczeń (5.8).

Ponadto w modelu tym występie ograniczenia wykluczania operacji:

Y Y  ^ . n - ^ O l y l  *  l*nl - * n > * d * n l <  <*•<*>

Operacje i cop mogę być wykonane po różnych stronach lub po tej sa­
mej stronie linii montażowej.

5.3.2. Algorytm
Do rozwięzahia sformułowanego problemu AO w linii równoległej z rela­

cję wykluczania operacji wykorzystamy algorytm programowania wieloetapo­
wego, przyjmujęc określenia: P?'1 , k , V?'1 , K?'1 , T ? ’1 oraz fł'i -, o —   j J 1f#wprowadzone w punkcie 5.2.2. Ponadto dla operacji con takiej, która epełnla
warunek ton j  określimy podzbiór: gdzie:

V (P’ #1y0) * ( ^ n-l)=j>(o)/1« n ^ )  (5.49)

A zatem Jest podzbiorem operacji OJ,, które wykluczaj« się z ope-P* v 1 *rację 00n 1 zostały w stanie P <* przydzielone do realizacji. Z uwa­
gi na ograniczenia wykluczania operacji, operacja ci>n moZe rozpoczęć się 
w stenie p?** najwcześniej w chwili gdzie:

V . * * 1* 11 <!'M >

Optymalny stan końcowy P° wynika z warunku (5.19).

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w
Analogicznie Jak w algorytmie dla podstawowego problemu AO w linii

równoległej przyjmiemy, że z wybranego stanu p'?“1 za pomocę operacji
1 2  1w n generowane sę stany P i P . Stany PJ , J»l,2 sę dopuszczalne. Jeżeli

It.J «  K . c.
Relacja ‘ftb Jest traktowana lokalnie w stanie p?-1**' jako relacja V  .

A zatem operacja Ci) może być przydzielona w stanie p?- 1 '®' nie wcześ- 
 ̂ . _»-i .a.niej niż w chwili tI-1,9'.(Oi n

/

Procedura generowania stanów ma postać:
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V  y < P r * - ° >  * [(fy.n"l)==#> (p7’1 ' ,<0)] [(pl " p7‘1 "X ♦ A P 1 ) 

a (p2 • P? _ 1 , 9 >  *  A P 2 ) (5.51)

Elementy wektorów A P 3 , J»l,2 określamy tak Jak w (5.21) i (5.22).
Chwilę t1 wyznaczamy wyróżniaJęc dwa przypadki:

- Jeżeli spełniony Jest werunek (5.23), to t1 otrzymujemy ze wzoru (5.24)
- Jeżeli warunek (5.23) nie Jest spełniony, to t1 wyznaczamy ze wzoru:

- [ • a x ( T r 1 A , Tp ' 9'. ^ n ’*) * ^n]' [ |  •ax(T?-1 ->',

s y .  i»;; * )  .<■„)]•

(5.52)

-{[i max(Tf-ł - \  t p > ,  '*•)]* . c ♦ * ) .  w przypadku
przeciwny«.

V
2W analogiczny sposób wyznaczymy chwilę tn , wyróżniajęc dwa przypad­

ki:
- Jeżeli spełniony Jest warunek (5.26), to t otrzymujemy ze wzoru (5.27).O
- Jeżeli warunek (5.26) nie jest epełnlony, to tn wyznaczamy ze wzoru:

[ maX(T|-1^, T p ' \  l}^**) ♦*„. j«ill [| m.x(f|-ł^,

ę j *  '^r * [ ? { Tp A . ^nj]ł

fi max(f?“1 •*', t?-1*, T?’1'*)!* * 0 * * V  " P«yP*“kuL c 2 0,n ^,n J
przeciwny«.

\
Równocześnie z generowaniem stanów wyznaczamy V?' , T^' korzysta-

jęc z formuł (5.29), (5.30) i (5.31).

E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n l e p e r s p e k t y -  
w i c z n y c h
Do eliminacji stanów nleperepektywicznych w rozważanym problemie wy­

korzystujemy reguły wyczerpywania, sondowania oraz dominacji. Reguła wy­
czerpywania ma postać (5.46), a reguła sondowania - (5.32).

(5.53)
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Reguła dominacji jest oparta na twierdzeniu,

TWIERDZENIE 5.4

Stan P dominuje nad stanem P , Jeżeli Jest spełniony waru­
nek :

V V CG7*1* - a ^ U  (r j* *1 < J  < 2  ■ - n n . '

*<>« >„ >*‘V- * V  ’ * L(v] ' 'J >**/ 1 ■
- » ’• S . C . f 11«  « f S ]  (5.54)

D o w ó d  tego twierdzenia można przeprowadzić analogicznie Jak dla 
twierdzenia 5.2.

W przedstawionym algorytmie relację ^  traktowano lokalnie w stanie 
p? 1 .>» jako relację f  . A zatem nie analizowano możliwości przydziele­
nia operacji Ci)n przed chwilę Tj?-*'*'. Gdyby tska możliwość istniała, to 
stan wygenerowany za pomocą procedury (5.51) byłby nieperspektywiczny. 
Ponieważ w algorytmie programowania wieloetapowego generowane są wszyst­
kie trajektorie (z pominięciem tych, których nieperspektywlczność udowod­
niono), zatem odpowiedni stan perspektywiczny zostanie również wygenero­
wany. Stąd nieperspektywiczny stan otrzymany z (5.51) Jest eliminowany 
za pomocę reguły dominacji.

5.4. ^RELACJA SYNCHRONIZACJI OPERACJI

W procesie montażu na równoległych stanowiskach'pracy występuję przypad­
ki synchronicznego Wykonywania pewnych operacji po obu stronach linii. 
Zatem rozważymy obecnie model AO w równoległej linii montażowej z uwzględ­
nieniem relacji synchronizacji. Model taki stanowi uogólnienie przedsta­
wionego w punkcie 5.2 modelu podstawowego.

5.4.1. Model matematyczny

Rozważmy linię montażową i proces montażu przyjmując wszystkie założe­
nia wprowadzone w punkcie 5.2.1. Dodatkowo założymy, że dana Jest relacja 
synchronizacji loperacj 1, zapisana macierzą:

(5.55)
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Elementy tej macierzy określany następująco:

1, jeśli operacje a>„i u>_ duszą być wykonane 
równocześnie “

(5.55a)
0, w przypadku przeciwnym.

Przyjmiemy, że:

(5‘56)

oraz że operacje i &>n rozpoczynają się w tej samej chwili 1 są wy­
konane po różnych stronach linii.

Jako cel optymalizacji AO z relacją synchronizacji operacji przyjmie­
my minimalizację liczby stanowisk pracy.

Analogicznie Jak w modelu podstawowym AO w liniach z równoległymi sta­
nowiskami pracy, przyjmiemy kodowaną zmienną tn. Model matematyczny roz­
ważanego problemu przyjmie postać:
- kryterium (5.3), (5.7),
- ograniczeń (5.8).

Ponadto w modelu tym wyetąpią ograniczenia synchronizacji operacji w po­
staci :

Y y (<£„-«-’ (>  - -*«> {5*57)
w

A zatem relacja synchronizacji dotyczy dwóch operacji i &>n (<* n«l), 
które eą wykonywane po przeciwnych stronach linii.

5.4.2. Algorytm
Sformułowany problem rozwiążemy za pomocą algorytmu programowania wie-; 

loetapowago, przyjmując określenie: p7*^, kn< V?' , kJ' , tJ ’ oraz
T?'1 - wprowadzone w punkcie 5.2.2. * algorytmie tym uwzględni­
my ograniczenia synchronizacji operacji (5.57).

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w
Analogicznie jak w modelu podstawowym, ze stanu p?-1'^ można otrzymać

1 2  1 dwa stany P i P - wykorzystując operację o)n. Stany PJ , j»l,2 są do­
puszczalne, jeżeli t3 •« K . c.



Wyróżniły dwi# procedury generowania etanów!

1) dla operacji; G)n , która spełnia warunek:

, V M " 0 (Ś. 58)1 ®  jl 4 “

2) dla operacji W n . które nie spełnia warunku (5.58).
Pierwsza procedura generowanie stanów na postać:

^  ^  ^  ( p̂ -1,>,-0 )a (<* .o) a T(«f mi . , «-i
n <C 1 «  n /A' n L H n  >==4,(P^ ^/0)J

- (P1 ■ pi"1 '8, ♦ A P 1)» (P2 - p'?“1 '*' * 4 P 2 ) (5.59)

Wektory AP^, j«l,2 określone sę przez (5.2l) 1 (5.22).
Chwilę t* wyznaczany z następujących wzorów:

- Oeżell spełniony jest warunek (5.23), to t* jeet określone przez (5.24).
- Oeżeli warunek (5.23) nie jest spsłniony, to t2 wyznaczany z (5.25).

W analogiczny sposób, bioręc pod uwagę warunek (5.26), wyznaczany chwi- 
lę tn wykorzystując wzory, odpowiednio (5.27) 1 (5.28).

A zatem pierwsza proceduro generowenia stanów (5.59) daje Identyczne 
rezultaty Jak procedura (5.20) generowania etanów w modelu podstawowym. 
Stęd też wykorzystujemy formuły (5.30) i (5.3l) dla wyznaczania V?'* i 
Tj’1 . j-1.2.

Druga procedura generowania stanów na postać:

V V 3 (Pp_1,8,«0) a (a  - l )  a (pT̂ -̂ .o) * [(*. « ! )n n < u. £*' p  L ®-«.n
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(p’ -1* ^ ) ]  * [ (^ .■ D = > (p ’ ' 1'V/0)]=i>(P .  p f l A  t AP) (5#

Wektor AP określany następujęco:

60)

* Pi

tn , dla i«n

t„, dla 1-JŁ (5.61)
0, w pozostałych przypadkach.

Ponieważ operacje w  1 ci>n aę wykonywane równocześnie po przeciwnych 
stronach linii, zaten:

(5.62)
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Chwilę tn wyznaczany ze wzoru:

■ax(f^"1 '*. t|"1 '*') jeśli J| nex(T?_1'*', t|-1,9')J* -

. |^|«x(t*-1*\.t|-1>') +^nj+

nax(T^”1 t|“1'̂ ')J . c ♦ liP. w przypadku przeciwnym

(5.63)

A zaten operacja CJn została przydzielona na prawę stronę linii.
Zgodnie z procedurę (5.60) generowany Jest tylko Jeden stan P, ponle- 

1 2waż stany P i P byłyby dla dalszych obliczeń Identyczne. Ponadto pro­
cedurę (5.60) jest dwukrokowa, tzn. ze stanu P?”1 ’*' otrzymujemy po przy­
dzieleniu operacji i ti>n - stan P?+1 .

Równocześnie z generowaniem stanu wyznaczamy 
wzoru:

na podstawie

ÓV (5.64)

przy tym

AVj o
1. jeśli [| |y|J r-1.».

0, w przypadku przeciwnym
(5.65a)

Av„

ponadto

i* [£ (n]ł > 4'1,a'
0, w przypadku przeciwnym

r f i - 1 - r f 1 '1 - tr

(5.65b)

(5.66)

A zatem wzory (5.65) i (5.66) upraszczają obliczenia.

E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r s p e k -  
t y w i c z n y c h
W rozważany« modelu do eliminacji stsnów nieperspektywicznych wykorzy- 

etywane sę reguły sondowenla (5.32), doninacj1 (5.33) oraz wyczerpywanie
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(5.46). W oparciu o regułę dominacji nożna wykazać, że wystarczy, by pro­
cedura generowania «tanów (5.60) pozwalała wyznaczyć jeden stan

V * 1 ,1.dla generacji w u i co, gdy otf » 1. Załóżmy, że «tan P 1 otrzy- 
<)-l . r'mujemy z P ‘ * przydzielając na lewy, e na prawę stronę linii.

■p+l.12 P  n
2 kolei P otrzymujemy przydzielając (o na p r a w ą ,  a  o ) na lewą

' 'oc =•>> II
stronę linii (oe n“=l)

LEMAT 5.2
•p+1,1, «*1,1_

StanjP dominuje nad stanem P .
0 o w ó d: Zauważmy, że:

^♦1 . 1 ,  _ q T i .i2

Ponadto:

(5.67)

W  T 1' 1! T?+lll2
1 * 3  TJ * TJ (5*68)

V V («9 f fl7 + 1,lł)=  ̂ «T?+1,ll>. (5.69a)
1 S j i 2 n n ft'n J

V V U»n i &1' ł 'l2)==» (T7 + ̂ '12 * T̂+1'12) (5.69b)
1 5  3 i  2 n ,}'n J

Z (5.68) wynika, że:

V U?*1 -* . K r 1 -* (5.70)
1SJ S 2  J J

Ponadto z (5.62) oraz (5.65) wnioskujemy, że:

7*1.1^ -7 + 1,1
vj 2 (5.71)

2 uwagi na (5.69), chwile TX +n'^ ni8 istotne w regule dominacji sta­
nów (5.33). Ponadto z równość!: (5.67), 5.68), (5.70) i (5.71) wnioskuja-

?  + l,ł2my, że stan P dominuje nad stanem P
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Ponieważ reguła dominacji (5.33) Jest spełniona "przez same równości, st«-
7 *1 ,1, 7 *1 ,12

ny P i P zostały wcześniej nazwane identycznymi.
W procedurze generowania stanów (5.60), operacje <o^ 1 con zostają 

przydzielone do najwcześniejszego dopuszczalnego przedział*' czasu. Przy­
dzielanie tych operacji do późniejszych przedziałów czasu daje stany nie- 
perspektywiczne. Wynika to z lematu 5.1.



6. ALOKACJA OPERACJII ZASOBÓW

6.1. WST|P

w rozważany* dotęd procesie aontażu uwzględniono jedynie zasób podsta­
wowy, który stanowią stacje aontażowe (stanowiska pracy). Na liniach Mon­
tażowych Istotne znaczenie aaję również zasoby dodatkowe, takie jak Mon­
terzy (lub roboty przeaysłowe), narzędzia (lub aparaty aontażowe) oraz 
kontenery z detalaal (lub transportery specjalne). W niniejszya rozdzia­
le zostanę przedstawione problemy alokacji operacji i wymienionych zaso­
bów dodatkowych - dla linii z szeregowymi stanowiskami pracy.

W powszechnie przyjętej klasyfikacji wyróżnia się - w sensie zużycia - 
zasoby odnawialne, nieodnawialne oraz podwójnie ograniczone. Zasoby po­
dwójnie ograniczone sę ograniczone w każdej chwili (tak Jak zasoby odna­
wialne) oraz w pewnym okresie czasu (tak Jak zasoby nieodnawialne).
Z punktu widzenia tej klasyfikacji dodatkowe zasoby w procesie montażu sę 
podwójnie ograniczone, co można uzasadnić następuj ęco.

Proces montsżu na linii Jest dyskretny, bowiea wyróżniamy w nim niepo­
dzielne operacje oraz cykl pracy na kolejnych stanowiskach (stacjach). 
Rozważmy montaż pojsdynczego obiektu. Chassis tego obiektu Jest podawane 
na pierwsze stanowisko pracy. Dla montażu kompletnego obiektu wzdłuż li­
nii wykorzystywane sę dodatkowe zasoby: monterzy, narzędzia oraz kontene­
ry z detalami. Zbiory aonterów, narzędzi (ich typów) oraz kontenerów sę 
ograniczone w procesie nontażu pojedynczego obiektu. Ponadto na każdym 
etanowisku pracy (w każdym cyklu) może występować tylko Jeden monter, 
najwyżej Jedno narzędzie określonego typu oraz co najwyżej Jeden kontener 
z detalami określonego typu. Zasoby te sę przyporzędkowane do określonych 
stacji montażowych.

Według innej klasyfikacji wyróżnia się zasoby substytucyjne oraz nle- 
substytucyjne. Ponieważ monterzy mogę wykonywać różne operacje, zatem 
stanowię oni zasób substytucyjny. W ogólnym przypsdku za pomocę pewnego 
narzędzia można wykonać więcej niż jednę operację, stęd narzędzia można 
również traktować Jako zasób substytucyjny. W przypadku kontenerów istnie­
je jednoznaczne przyporządkowanie typu kontenera do typu detali i opera­
cji. Z tego względu kontenery potraktujemy Jako zasób nlesubstytucyjny.

Problemy z dodatkowymi zasobami sę zwykle wlelokryterialne. W tym sen­
sie rozważane w poprzednich rozdziałach Jednokryterialne problemy BLM 
oraz AO stanowię przypadki szczególne, w których dodatkowe zasoby były 
nieograniczone. W problemach AOiZ założymy, że dodatkowe zasoby sę ogra­
niczone.
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6.2. ALOKACJA OPERACJI I KONTENERÓW

Rozważmy problem, w którya detale potrzebne do wykonania operacji mon­
tażowych znajduję się w kontenerach określonego typu. Założymy, że dla 
każdego detalu (operacji) istnieje tylko jeden typ kontenera. Równocześ­
nie istnieję operacje wymagajęce detali tego samego typu - czyli tego sa­
mego kontenera. Grupujęc takie operacje na Jednym stanowisku prscy mini­
malizuje się liczbę kontenerów (punktów dostaw detali) na linii montażo­
wej. Jednakże takie podejście może spowodować zwiększenie liczby stano­
wisk pracy ponad ich minimalnę liczbę. Zatem powstaje problem wielokryte- 
rialny.

6.2.1. Model matematyczny
Załóżmy, że dany jest zbiór £1 operacji montażowych ci)n , n » 1  N,

gdzie N - liczba operacji. Dane sę czasy *vn operacji ti>n oraz relacja 
kolejności w postaci macierzy p . Cykl c procesu montażu spełnia waru­
nek :

n»N
max ^  < c < \ ' r§' (6,1)

1 « n « N " n»l

Załóżmy, że mamy M typów kontenerów z detalami (M <N). Liczba kon­
tenerów każdego typu dana Jest wektorem:

(6.2 )

gdzie: z - liczba kontenerów a-tego typu.O
Przyporządkowanie typów zasobów (kontenerów, detali) do operacji dane 

Jest maclerzę:

0 * [d- . n L ,

(6.3)

n«li«•« ,N

Elementy macierzy (6.3) określamy następujęco:

da,n

1, Jeśli do wykonania operacji Ct>n potrzebny Jest 
kontener z detalami a-tego typu

0, w przypadku przeciwnya.
(6.3a)
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Ponadto przyjaujeay, że:

w '•■■■
V  Y2 d - 1 (6.4)

l « n « N  *•"

A zatea zasoby nie sę substytucyjne.
Ponieważ M < N, zatea pewne operacje wymagaję detali tego sanego ty­

pu, tzn. :

n-N

3 £  d- . n (6-5)n-i

Problem alokacji zasobów (kontenerów) pojawia się wówczas, gdy:

n-N

n=l

czyli liczba operacji wymagających detali z kontenerów m-tego typu jest 
większa od liczby tych kontenerów. Rozwiązanie tego problemu jest możliwe 
tylko przez grupowanie na Jednym stanowisku pracy operacji wymagajęcych 
detali z tego samego kontenera. Przyjmujemy bowiem, że na stanowisku pra­
cy może znajdować się najwyżej Jeden kontener każdego typu.

W rozważanym problemie A01Z chodzi .o minimalizację liczby stanowisk 
pracy oraz liczby kontenerów każdego typu. Przez Q0 oznaczymy liczbę sta­
nowisk pracy, natomiast przez QB , m - 1,...,M - liczbę kontenerów m-tego 
typu. Tak więc napiszemy:

Q„ « f ̂  nax t 1 — - aln (6.7)0 L c 1 « n « N nJ

gdzie: t - chwila zakończenia operacji o>n.
Ponadto

Qa * ] C  V k  (6.6)
k=K

E

przy ty®

i. jeśli 3  [I tnJ ł - k *(da>n“l)
''a.k "

O, w przypadku przeciwnym
(6.8a)
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W  dalszya cięgu rozważań przyjaleay, że określona Jest hierarchia kryte­
riów} Q0 , Oj«... ,Qb .... ,0,̂  (Qq Jeat najwyższya w  hierarchii).

Rozwiązanie dopuszczalne ausl spełniać ograniczenia:

- niepodzielności operacji

- kolejnościowe

V V ‘Un-  ̂=** ^  (6-io)n *v

- zasobowe

V Qa < Za (6.11)
1 <  a «  M

Sformułowany problea zostanie rozwięzany aetodę programowania wieloetapo­
wego.

6.2.2. Algoryta
W algorytmie prograaowanla wieloetapowego zdefiniujeay stan p ? ’1 pro­

cesu decyzyjnego, wartość stanu oraz określiay procedury generowa­
nia stanów i eliminacji stanów nieperspektywlcznych. Stan p ? ’* definiuje­
my tak, jak dla klasycznego probleau BLM.

Definicja 6.1
Wartość etanu Jest wektorea:

V?'1 . [y.7'1] (6.12)
3 J-0.....M

Współrzędne tego wektora aożna wyznaczyć na podstawie stanu P?'* z formuł i 

y?'1 aax PV 1]  (6.13)
0 L c 1 «  n < N  Pn J

k-K?'1
•0,1 n?'* (6.14)

vm * 2  q-«k
k-1
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prry ty»:

^'ł*.k

oraz

L. J.śll 3  |[| p ’ *1]* - kj A (d„tn.i)
(6.14a)

O, w przypadku przeciwny«

K?'1 - V?'1 (6.14b)

Współrzędne wektora (6.12) nożna rónniai wyznaczyć na podstawlewzorów 
rekurencyjnych - co zostanie pokazane dalej.

G e n e r o w a n i e s t a n ó w
Generowanie stanu P?'* na podstawie wybranego stanu P?“ '̂̂ ' polega 

na przydzieleniu operacji a>n do pewnego stanowiska pracy. Z uwagi na 
ograniczenia zasobowe operacja o>n musi być przydzielona do stanowiska 
tak, by nie utracić rozwiązania polioptymalnego, a Jednocześnie nie gene­
rować stanów nieperspektywicznych. W zwięzku z tym istotne znaczenie maję 
warunki:

(6.15)

[I - r  ■*]* ■ K? - l * * (d <*l) A (d _“l) m , i n ,n (6.16)

gdzie: Jest chwilę zakończenia wszystkich operacji w stanie p"?“1 ■*'.
Deżeli warunek (6.15) Jest spełniony, to operacja con Jest przydziela­

na do K? ^^-tej stacji. Spełnienie warunku (6.16) oznacza, że ne 
ttf-l^-tej stacji znejduje się operacja , która wymaga detalu z tego 
samego kontenera co operacja u> . A zatem przydzielenie operacji w  do

17—1  %, . * n.stacji K‘ ' nie zwiększa liczby potrzebnych kontenerów.
Deżeli warunek (6.16) nie jest spełniony, to operację c«>n trzeba przy­

dzielać do 3tacji K? oraz 1,*'+1. Uzasadnienie takiego postępo­
wania zostanie pokazane przy dyskutowaniu eliminacji stanów nieperspekty­
wicznych.

W zwięzku z powyższymi uwagami wyróżniamy cztery procedury generowania 
stanów:
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(6.17)

(6.18) 

oraz

t„ - *  (6.19)n fi

II. Dla stanu p?“1 '*' (l <N), jeżeli warunki (6.15) i (6.16) sę 
spełnione, to procedura generowania etanów ma postać:

V V (p’ "1 **”̂ )  a [ ( ^  > O j j ^ P ? ’1 -P?- 1 '*' + AP)
(6 . 20 )

Elementy wektora iP określamy na podstawie (6.18), natomiast tn wy­
znaczamy ze wzoru i

t » T?-1 '* + «T (6.21)n n

III. Dla stanu p?-1'* (l < i} <N), jeżeli warunek (6.15) nie Jeet
spełniony, to (bez względu na warunek (6.16)). procedura generowania sta­
nów ma postać:

V  V ( Pr ^ - 0 ) A  [ ( ^ n.l)==^ (p?"1 '* >0)] * (K?- 1 '* < K ) A

a (V7"1 *8, ♦ 1 <  Z ) =3> (P?’1 - P?"1 '* * 4 P )  (6.22)(B &

Elementy wektora i P  określamy n8 podstawie (6.18), natomiast tn wyzna­
czamy ze wzoru:

I. Ola stanu P®'1 procedura generowania stanów ma postać:

V V (łf. «0)==» (P1,1 - P0 '1 ♦ AP)
n 1 « ^ « N  u,*'n

gdzie:

Ap.
tn , jeśli i-n

0, w przypadku przeciwnym

(6.23)
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XV. Ola stanu (i < ^ < n ), jeżeli warunek (6.15) Jest spełnio­
ny, a warunek (6.16) nie jest spełniony, to procedura generowania stanów
as postać:

V  V ( p r ^ - o )  * k . n - >  =*■ > o >] * ( v r ^ i

=~»(p'?'1 . p?“1 '*- ♦ 4 P 1 )* (P?*1 . p7~1 '*' ♦ A P 2 ) (6.24)

1 2Elementy wektorów ńP  1 AP wyznaczamy na podstawie (6.18). Ponadto 
tn otrzymujemy ze wzoru (6.21), natomiast tn - ze wzoru (6.23). Stan

u  1 2 n

P«' Jest dopuszczalny, gdy tjj < K . c.
Równocześnie z generowaniem stanów można wyznaczyć współrzędne wektora 

wartości stanu V?' , bowiem:

v2'1 * [ł * n P  <6-25e)

1'8'+1, Jeśli J-m oraz stan P?’* był wygenerowany 
- , i za pomocę proceduryl.111 lub IV,

v^' -j (6.25b)
v?“l,*', w przypadku przeciwnym

J-l M.

Stosowanie wzorów (6.25) wymaga zapamiętywania wartości atanu.

6.2.3. Eliminowanie stanów nieperspektywlcznych

W algorytmach programowania wieloetepowego stany nleperspektywlczna 
sę eliminowane za pomocę reguł wyczerpywania, sondowania oraz dominacji. 
Rozważane dotęd problemy były jednokryterialne. Dla rozwięzywenego w tym 
rozdziale problemu wielokryterialnego wprowadzimy pewne dodatkowe okre­
ślenia.

Definicja 6.2a

nek:

N.l, N,1
Stan p dominuje nad stanea P , Jeżeli Jest spełniony

V U , N,1l N '12x , M'li N'ls>_ V  d  (v < v 2 ) A (v < v_ 2 ) (6.26)
0 « J < M 0 « a < M 3 J " ■
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N.l, N,1
Stan P dominuje nad stanea P , jeżeli Jest spełniony warunek:

Definicja 6.2b

N.l N.l
v w ,  • v.

O *  j «5 M •> 3
(v. 1 - 2 ) A (li < 12 ) (6.27)

N.l, N.l-
A zatea stan P został wygenerowany wcześniej niż stan P

Definicją 6.3
Stany nlezdoalnowana w sensie (6.26) lub (6.27) sę Pareto-ioptymalne.
Stany Pareto-optymelne otrzyaane ze stanu P'?’1 nazywaay lokalnielP ' “_1

Pareto-optyaalnyai i oznaczaay Je przez P ’ .

a Vdominuje nad stanea P . jeżeli każdy stan lokalnie Pa- 
p N,% jest zdoainowany przez pewien etan lokalnie Pere-

Definlcja 6.4

Stan P?'1 
reto-optyaelny

N 1̂*to-optyaalny P ' .
W algorytaach programowania wieloetapowego o dominacji stanów P?'* l 

e 3lP ' rozstrzyga się bez znajomości stanów lokalnie Pareto-optyaalnych, 
ne podstawie odpowiednich reguł doalnacji.

Dla każdego stanu P?** aożna wyznaczyć dolna ograniczenie 
(j ■ 0.....M), J-teJ współrzędnej 'Zwartości odpowiednich stanów końco­
wych, tzn.:

bj'1 «  V."'1?  (6.28)

w oparciu o dolne ograniczania formułowane sę reguły sondowania
oraz wyczerpywania.

Reguła sondowania w ogólnym przypadku aa postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.1
Stan P?* * jest nleperapektywiczny, jeżeli istniej* stan Pareto-opty- 

N lPaalny P ' spełniajęcy warunek:

(6.29)

D o w ó d  tego twierdzenia wynika wprost z (6.28) oraz (6*26) lub 
(6.27).
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W regule wyczerpywania nożna wykorzystać dopuszczalne wartość ĝ  
(k lub z>t n » 1  M) j-tego wskaźnika kryterlalnego.

TWIERDZENIE 6.2

Stan p7'* Jeet nleperspektywlczny, jeśli spełnia warunek:

3 (6.30)

D o w 6 d wynika z faktu, że przy spełnieniu warunku (6.30) nie nożna 
wygenerować dopuszczalnego stanu końcowego.

W rozwięzywanym problemie A01Z reguły ellnlnacjl stanów nieperspekty- 
wlcznych nożna efornułować następująco.

TWIERDZENIE 6.3
7**1 7*^2Stan P dominuje nad stanem P , jeżeli Jest spełniony warunek:

V . Q V ' h U  (T7'l ł  ̂ T?,l2)A ( I ’ 1* < V7'12)
ł V > "  (6.31)

D o w ó d :  Załóżny, że dane sę trajektorie lokalnie Pareto-optyaalne
?.l2 N.lP 

P ,... ,P . Dla każdej trajektorii można napisać:

N,l| V .l2 N.l|
VJ " VJ + 3-0.... M (6*32)

j * ̂ 2OeZeli operacje a>n i SI (oraz &  ) zostanę przydzielone
7.i2 n .i|

do stacji montażowych tak Jak w trajektorii P ,...,P , lecz od
?' *1 N &,stanu P , to otrzymamy dopuszczalnę trajektorię P ,...,P . Do­

puszczalność tej trajektorii wynika bezpośrednio z (6.31). Analogicznie 
do (6.32) napiszemy:

N ,5, N.X ,, _♦ A v  . _ . (6.33)J J J j“O ,... ,M

Zauważmy, że:

(6.34a)
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a ponadto;

N 3w - iv. <  1 (6.34b)
N B

A zaten z (6.32) 1 (6.33) otrzynany:

N N . l ?  *7**1 N 9. N # lE
V-' - V. “ (V. - V. 2 ) ♦ 2 ) (6.35)n»l ,. . . ,M

Uwzględnlajęc (6.31) 1 (6.34b) w (6.35) otrzynany:

< vn n.l.....M (6-36)

Ponieważ •̂ «l. 7*^2T < T *. zaten:

N 'X1 N 5.v 1 « v  (6.37)
J 3 J-O.....M

11
Z (6.34a), (6.36) i (6.37) wynika. Ze stan P dominuje nad stanem

p ’ ’12. ^
Dla reguł sondowania i wyczerpywania należy określić dolne ogranicze­

nia współrzędnych wartości stanu lokalnie Pareto-optynalnego.

TWIERDZENIE 6.4
Dolne ograniczenia b^'1 , J«0,...,M, wyrażaję wzory:

. [ło-?*1 ♦ £  . <,>] * (6.38.)
w  i & 7 ' 1n

bB?'1 • VJ ’X ♦ [i(T7,ł + X ]  #„)]* - v7'x (6.36b)
L J "-1  M

gdzie: w "  - operacja wynagajęca detalu n-tego typu.
D o w ó d :  Wzór (6.38e) udowodniono w klasycznyn nodelu BLM. Ola do­

wodu (6.38b) zauważmy, że w stanie p7'X liczba wykorzyetanych zasobów 
(kontenerów) n-tego typu wynosi przy ityn na ostatnln stanowisku
pracy noże znajdować się zasób n-tego typu. Najnnlejsze zapotrze­
bowanie na zeeób n-tego typu wyetępl wówczas, jeżeli operacje o>n będę
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tworzyły enklawę, wykonywanę od chwili T?*X, Liczba stanowisk pracy (po- 
nijajęc ) potrzebnych dla wykonania tej enklawy jest najnniejszę licz­
bę kontenerów n-tego typu.

Rozważny obecnie uzasadnienie dla przedstawionych wcześniej procedur 
generowania stanów.

TWIERDZENIE 6.5

Deżeli w etanie P* , 1 < 7  < N, dla operacji a>n spełnione sę
warunki (6.15) 1 (6.16), to przydzielenie tej operacji do k-tej stacji, 
K?-l .a, < k ^ K> d8je stan nieperspektywiezny. .

O o w ó d: Załóżay, że przydzielając operację a> do K^“1'®'-tej

{stacji otrzynany stan P , natoaiast przydzielalęc tę operację do
1) —1 Ł  V* 2k-tej stacji, K ‘ ’ < k « K, otrzynaay stan P . Rozważny trajekto­

r i o  N,lE
rie lokalnie Pareto-optynalne P .... ,P . Trajektorii takiej odpo- 
wiadaję podzbiory operacji:

Q N 'i2k ' “ K

Zauważmy, ie wychodzęc ze stanu P nożna skonstruować trajektorię
ę  * *  1P ,...,P ' , której odpowiadaję podzbiory operacji:

 ......

gdzie:

k 1< ae
N 'ł‘ -o (6 .39a )
1 K

< k 

a ponadto:

a ” .* « a ^ ' l 2 \ c o n (6.39b)

V a"-* - « N-1!
k < J «  K 3 J

(6.39c)
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Ponadto:

N,», - N,12
Cl V.l. " ft ?.l, u "n 
K 1 K f 1

(6.39d)

oraz

1 < i < K

Ola trajektorii P

y _ « M i fii “ fii 

0.1 „7'1!

N.ljj

nN >  . ,,P możemy napisać:

vN ' » . y ^ q N >• L.I ®.8 m>l(... ,M
e»l

(6.39e)

(6.408)

0 1 ?'*2 N,1^natomiast dla trajektorii P ' ,...,P ,...,P - analogicznie:

(6.40b)

Z (6.39) oraz (6.15) i (6.16) wldziay, ie:

qN '*- qN '12, Ha,s 4a,s * (s»l.... ,K) * (sj<k) (6.4ia)

H.% N,12
qa,k qa,k ' s*k (6.41b)

A zatea:

N a, N -l2 
va * < va 2 (6.423)

N Ł N '12 v ' - V„ 2, ( ^ t » 0 , . . .  , M )  a  ( j j ^ b ) (6.42b)

Na podstawie (6.42) oraz definicji (6.26) 1 (6.27) wnioskujeay, że stan
?̂,X2 r—1P doainuje nad stanea P . Q



Jeżeli w stanie P?-1 operacja w n spełnia warunek (6.15), lecz 
nie spełnia warunku (6.16), to przydzielenie tej operacji tylko do 
K' '"-tej stacji może spowodować utratę trajektorii polioptymalnej.

0 o w 6 d: Jeżeli warunek (6.16) nie jest spełniony, to etosujęc te
same oznaczenia Jak w tw. 6-5 otrzymamy:

N *  N *12 n % N-1?(q > q W  * (q»!k « % . k  5 (6'43>m ,K n,K *

Pozostałe składniki sum (6.40) pozostaję bez zmiany. W konsekwencji nie­
równość (6.42a) może być zastępiona przez:
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WNIOSEK 6.1

N Ł N(12v"'*’ >  v„ 2 (6.44)

■?'*2 . ?'X1 A zatem stan P może dominować nad stanem P . Stęd też zastoso­
wano procedurę (6.24) generowania stanów.

6.2.4. Połloptyma1Izaeja

Rozwięzanie polioptymalne Jest Jednym z rozwięzań Pareto-optymalnych. 
Można Je wyznaczyć stosujęc globalny model preferencji decydenta Q. Mo­
del ten może wyrażać: sumę ważonę, odpowiedni dystans pomiędzy punktami 
w przestrzeni kryteriów lub zagregowanę funkcję przynależności (dla pro­
gramowania rozmytego).

Definicja 6.5

Stan po li optymalny P*3 Jest stanem Pareto-optymalnym epełniajęcyta wa­
runek :

min QN,lP . Qp (6.45)
1

Tak więc w algorytmach programowania wieloetapowego można generować 
kolejno stany końcowe i porównywać je ze stanem aktualnie polioptymalnym 
(najlepszym spośród wygenerowanych). Zatem nie trzeba zapamiętywać stanów 
Pareto-optymalnych.

Wprowadzenie syntetycznej wartości stanu (zamiast wektora (6.12)) Jest 
dopuszczalno tylko w przypadku braku ograniczeń g , J=1,...,M. Jeżeli ta­
kie ograniczenia istnieję, to wartość stanu musi być wektorem. Ponadto 
reguły dominacji oraz wyczerpywania stanów wymagsję znajomości współrzęd­
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nych wektora wartości stanu. Taki przypadek reprezentuje funkcja użytecz­
ności w postaci ograniczeń progowych lub hierarchizacji kryteriów.

W metodzie hierarchizacji kryteriów przyjmuje się, że kryteria sę upo- 
rzędkowane w sensie lich ważności (załóżmy, że od Q q do QM ). Ponadto za­
kłada się tolerancje (bezwzględne) cĴ  , dla wskaźników kryterlalnych , 
j ■ 0.....M. W ten sposób z dwóch rozwięzań pierwsze Jest lepsze od dru­
giego, Jeżeli jest spełniony warunek:

(Q1 < Q1 - V Qj-Q2 I « | * (Q* < Q2 “ <V (6.46)

W programowaniu wieloetapowym warunek (6.46) odnosi się do dwóch sta« 
nó« końcowych (N-tego etapu). Jednakże stany końcowe sę generowane sek­
wencyjnie. Z tego względu w metodzie hierarchizacji kryteriów nie wy­
starcza zapamiętywać tylko stanu aktualnie polioptymalnego. W ogólnym 
przypadku trzeba zapamiętywać pewien podzbiór stanów Pareto-optymalnych, 
które nazwiemy perspektywicznymi stanami Pareto-optymalnymi.

Algorytm wyznaczania rozwięzania polioptymalnego metodę hierarchiza­
cji kryteriów składa się z naetępujęcych kroków obliczeniowych:
Krok 1. Sprawdzić, czy wygenerowano wszystkie stany N-tego etapu. Jeżeli

N Xnie, to wygenerować kolejny stan końcowy P 1 i przejść do kro­
ku 2. Jeżeli tek, to przejść do kroku 4.

N %Krok 2. Sprawdzić, czy stan P Jest Pareto-optymalny. Jeżeli tak, to
N %przejść do kroku 3. Jeżeli nie, to pomlnęc stsn P ' i przejść 

do kroku 1.

Krok 3. Sprawdzić, czy stan p'',,w jest perspektywicznym stanem Pareto- 
-optynalnym. Jeżeli tak, to włęczyć go do zbioru perspektywicz-

N,Si­nych stanów Pareto-optymalnych. Jeżeli nie, to pomlnęć stan P"
1 przejść do kroku 1.

Krok 4. Wyznaczyć stan polloptymalny ze zbioru perspektywicznych stanów 
Pareto-optymalnych.

N XSprawdzenie, czy stan P * Jest perspektywicznym stanem Pareto-opty­
malnym, Jest oparte tylko na najwyższym kryterium w przyjętej hierarchii.
Niech PN '* Jest perspektywicznym stanem Pareto-optymalnym. Stan pN '^’- 
Jest perspektywicznym stanem Pareto-optymalnym, Jeżeli spełnia warunek:

(6.47)

A zatea stosowany Jest tylko pierwszy człon alternatywy (6.46). Werto 
podkreślić, że Jeżeli:
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'Ą* V  * 0  <  v S ' iP  (6 .4 8 )

N lPto stany P ' sę usuwana ze zbioru perspektywicznych stanów Pareto-rop- 
tymalnych.

Wyznaczenie stanu polioptymalnego P*5 ze zbioru perspektywicznych sta­
nów Pareto-optymalnych Jest oparte na kryteriach: Q1 ,...,Qm ....,QM . Po­
nieważ zbiór perspektywicznych etanów Pareto-optymalnych jest dany expli­
cite, zatem rozwięzanie polioptymalne wyznaczamy według znanego schematu. 
W k-tym kroku, k « 1  M, eliminujemy stany PN,ł— , które spełniają wa­
runek :

> 1 "  v j j '1 +«Jk (6 .4 9 )

W ten sposób w M-tym kroku otrzymujemy rozwięzanie polioptymalne.

6 .3 .  ALOKACJĄ OPERACJI I  NARZĄDZI

Rozważmy obecnie problem alokacji operacji i narzędzi. Narzędzia sę 
traktowane jako zasoby substytucyjne. Przyjmiemy, że dla wykonania każ­
dej operacji potrzebne jest Jedno narzędzie. Jednakże może to być jedno 
z narzędzi dopuszczalnego typu. Ponadto założymy, że na stanowiska pracy 
może być przydzielone najwyżej jedno narzędzie każdego typu. A zatem róż­
ne operacje mogą być wykonywane narzędziem tego samego typu oraz różnymi 
(dopuszczalnymi) narzędziami można wykonywać tę sarnę operację.

Analogicznie Jak dla alokacji operacji i kontenerów rozwiązany zosta­
nie problem wielokryterialny. Jako kryteria przyjmiemy liczbę stanowisk 
pracy oraz liczbę narzędzi każdego typu. Założymy, że kryteria te tworzę 
określoną hierarchię. Grupując na stanowisku pracy operacje wymagające 
tego samego narzędzia, minimalizuje się liczbę potrzebnych narzędzi. 
Równocześnie jednak może to prowadzić do zwiększenia liczby (ponad mini­
malną) stanowisk pracy. Rozwięzanie poliotymalne zostanie wyznaczone me­
todę hierarchizacji kryteriów.

6.3.1. Model matematyczny
Załóżmy, że dany Jest zbiór ii operacji « n , n e 1,...,N. Relacja ko­

lejności wykonywania operacji dana Jest macierzę J1 . Przyjmiemy, że da­
nych jest M typów narzędzi (m < n). Przez zm oznaczymy liczbę narzędzi 
m-tego typu. Przyporządkowanie typów zasobów (narzędzi) do operacji da­
ne Jest macierzę (6.3), gdzie d^ n = 1, Jeśli do wykonania operacji o>n 
potrzebne jest narzędzie m-tego typu (dm n = O, w przypadku przeciwny»).

Ponieważ zakładamy, że narzędzia sę zasobami substytucyjnymi, zatem za­
miast (6.4) napiszemy:

m-M

3  1 2  dm,n >  1 (6-50)
1 jg n «  N m-1

czyli operacja a>n może być wykonana różnymi narzędziami.
Ponadto nierówność (6.5) pozostaje w mocy.

Problem alokacji zasobów (narzędzi) pojawia się wówczas, gdy jest speł­
niona nierówność (6.6), czyli w koneekwencji:

m-M
y~| zm <  N (6.51)
m-1

A zatem w celu rozwięzania problemu należy grupować na stanowiskach ope­
racje, które mogę być wykonywane narzędziem tego samego typu.

Założymy, że czasy wykonania operacji dane sę macierzę:

® - P?1 1 (6.52)
L * -*m-l M

n-1,. . . ,N

gdzie: •ł’ n - czas wykonania operacji a>n narzędziem m-tego typu. 
Wprowadzajęc macierz (6.52) można przyjęć, że n “ 1 ' ^m,n ^ c*
A zatem przyporzędkowanie zasobów (narzędzi) do operacji Jest zależne od 
cyklu.

W modelu matematycznym AOiZ (narzędzi Jako zasobu substytucyjnego) 
przyjmiemy hierarchię kryteriów: Og-Oj< • • • »Qm .* • • ,QM (Qq - Jest najwyż­
szym w hierarchii). Funkcje kryterialne maję postać (6.7) i (6.8), z tym 
że dla zasobów substytucyjnych przyjmujemy:

V k

1, Jeśli na k-tej stacji wykorzystywane Jest 
narzędzie m-tego typu

(6.53)
O, w przypadku przeciwnym.

Rozwiązanie dopuszczalne musi spełniać ograniczenia: niepodzielności 
operacji (6.9), kolej nościowe (6.10) oraz zasobowe (6.11). Sformułowany 
problem zostanie rozwiązany metodą programowania wieloetapowego.

6.3.2. Algorytm
W algorytmie programowania wieloetapowego dla AOiZ, w przypadku zaso­

bów substytucyjnych, wprowadzona Zostania odmienna od dotychczasowych, de­
finicja stanu. Stan powinien zawierać informację o numerze stacji, do któ­
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rej przydzielono operację oraz o typie narzędzia wykorzystanego do wyko­
nanie operacji. Pozostałe elementy algorytmu sę analogiczne do przedste- 
wionych w punkcie 6.2.

Definicja 6.6

Dla zasobów substytucyjnych stan jest macierzę:

p7,1 ■ L 1<JJ 1-1,... ,N (6.54)
J-1.2

Elementy tej macierzy określamy następujęco:

1.1

p ’-1 - i .2

m, jeśli do wykonania operacji U, wykorzystano 
narzędzie m-tego typu

0, w przypadku przeciwnym

*«.«•3#4ii ?:i ■ **

0, w przypadku przeciwnym.

(6.54a)

(6.54b)

gdzlet n “ chwile zakończenia operacji tt)n za pomocę narzędzie m-tego 
typu.

A zetem stan poczętkowy P Jest macierzę zerowę, natomiast każdy stan 
końcowy pN,X aa wszystkie współrzędne dodatnie. Ze stanu pN,X można od­
czytać wprost dopuszczalnę AOIZ, ponieważ:

kn - [i pN 'll+n [_c n,2 J (6.55)

gdzie: k - numer stacji, do której przydzielono operację co_. Ponadto N 1
współrzędna Pn 'j określa wproet typ narzędzia wykorzystanego do wykonania 
operacji G)n.

Wartość stanu V?’* zdefiniujemy w postaci wektora (6.12). Współrzędne 
tego wektora można wyznaczyć na podstawie stanu P?'1 lub rekurencyjnie w 
trakcie generowania stanów. Ze stanu pV'^ otrzymujemy:

'»l ■ [ * > « « . ’&]* <6-k,)

r.7*1 ’i.k ‘
1. jeśli 3 j [ | p ’ ;^]+ - k .A(pJJ . m) (6.56b)

O, w przypadku przeciwnym.
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Ola wyznaczenia stosujemy wzór (6.14), którego składniki wyznacza­
my z (6.56b).

Zauważmy, że dla problemu AOiZ, w przypadku zasobów substytucyjnych, 
chwilę T?’* zakończenia operacji w stanie P4!’1 wyznaczamy ze wzoru:

T?*1 - ,7.1
i .2

(6.57)

G e n e r o w a n i e  s t a n ó w
Generowanie stanów dla substytucyjnych zasobów przebiega analogicznie 

jak dla zasobów niesubstytucyjnych. A zatem stosowane sę cztery procedury 
generowania stanów, w zależności od spełnienia warunków:

g « ’-1 -1 . . - i * - * ' * » * . , « (6.58)

3 {[i (6.59)

Istotna różnica polega Jedynie na tym, że dla realizacji operacji « n 
przydziela się narzędzia (dopuszczalne) różnego typu.

Generujęc stany sprawdzamy warunki (6.58) i (6.59) dla każdej operacji 
a>n< która nie została przydzielona do realizacji. Ponadto warunki te 
sprawdzamy dla każdego narzędzia dopuszczalnego typu, tzn. dla dB n«l.
A zatem otrzymujemy następujęce procedury generowania stanów:

I. Dla 3tanu P,0.1

V V V n“°) A (d. „*1) A (‘̂ L _ « c):
n » ™ ' n “ *n

(p1 '!« P0,1 + iP) 
(6.60)

gdzie:

4P i.l
m. Jeśli l»n

0, w przypadku przeciwnym
(6.61a)

oraz

AP 1.2
l*61i

0, w przypadku przeciwnym.
(6.61b)
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IX. Ole stanu P?"1 **' (l < 7 <CN), Jeżeli warunki (6.58) i (6.59) sę 
spełnione:

^(p-Z'1 . P1?-1 '* + AP) (6.62)

Elementy macierzy AP określamy nestępujęco: 

m,, Jeśli i=n
(6.63a)O, w przypadku przeciwnymń P i.l

A p l,2
t„ J e ś U  A Pi j-«
_ , (6.63b)O, w przypadku przeciwnym

ponadto przyjmujęc najkrótszy czas «̂ B>n wykonanie operacji, otrzymamy

V n  - (6.63c)

III. Dla stanu P^ 1 (l < « n ), Jeżeli warunek (6.58) nie Jest 
spełniony, to (bez względu na warunek (6.59)) procedura generowanie sta­
nów ma postać:

Y YY a I w  =?,(pj"i'a' > o)] * i f " * *  < *
A(dm.n“l) * ( v r 1 A *l * 2m )==J> ( p 7 ,1  " P1?‘l,ft'+ AP) (6.64)

Elementy macierzy AP określamy przez (6.63a) i (6.63b), Jednakże:

‘m.n “ K? 1,X • c + ^».n (6.65)

IV. Ola etanu pf 1 ‘5' (i < ^ s e n ), jeżeli warunek (6.58) Jest spełniony, 
a warunek (6,59) nie jest spełniony, to procedura generowania stanów ma 
postać:
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V V V  ( p - ^ = 0 ) A [(U n - i ) ^ ( p ^ ^ > 0 )].(d„>n.i)A

A  (v2‘1,S,+l < £  -  P,_1'a'+ APł) *  (p^’ 2 - p?"1 '*'* AP2 )]
(6.66)

Elementy macierzy A P 1 1 A P 2 wyznaczamy z (6.63a) i (6.63b). Ponadto
t* otrzymujemy z formuły (6.63c)\1* natomiast t2 n - z formuły (6.65).

* 2 Stan P Jest dopuszczalny, gdy tB n «  K . c.
Równocześnie z generowaniem stanów można wyznaczyć współrzędne wektora 

wartości V?'1, bowiem:

Vdi?'1 - [- t „ T  (6.67a)O Lc m'nJ
oraz

I»!
VJ

dla 3t=m> Jeś H  stan pi’1 był wygenerowany 
B za pomocę proceduryl^III lub IV

(6.67b)
w przypadku przeciwnym.

E l i m i n o w a n i e  s t a n ó w  n i e p e r s p e k -  
t y w l c z n y c h

Do eliminacji stanów nieperspektywicznych nożna wykorzystać reguły do­
minacji. wyczerpywania oraz sondowania.

Reguła dominacji Jest oparta na twierdzeniu (6.31). Oowód tego twier­
dzenia dla zasobów substytucyjnych przeprowadza się identycznie Jak dla 
zasobów niesubstytucyjnych. Ponadto analogicznie Jak dla zasobów niesub- 
stytucyjnych można uzasadnić stosowanie czterech procedur generowania sta­
nów.

W ogólnym przypadku określenie dolnych ograniczeń zużycia zasobów sub­
stytucyjnych Jest problemem złożonym. Z tego względu pominiemy regułę son­
dowanie .

Reguła wyczerpywania Jest oparta na oszacowaniu (6.38a).

TWIERDZENIE 6 .6

Stan P?’* jest nieperspektywiczny, jeżeli spsłnia warunek: 

m-M m«M
(bj'1 > K)v ( £  yj'1 ♦ bg'1 - K**1 » 2 2  z. } (6'68)

* « 1  m.i

^podstawiaJ*c czaa



• 164 -

D o w ó d :  Pierwszy składnik alternatywy (6.68) można uwzględnić
wprost w (6.30). Natomiast drugi składnik taj alternatywy dotyczy mini­
malnego zapotrzebowania na narzędzia w stenie P?'X. Jeżeli liczba po­
trzebnych narzędzi jest większa od liczby dostępnych narzędzi, to ze eta­
nu P?" nie nożna uzyskać dopuszczalnegcf rozwiązania problenu.

Rozwięzanie Pareto-optynalne oraz polioptymalne można wyznaczyć za po­
mocę algorytmu przedstawionego w punkcie 6.2.

6.4. ALOKACJA OPERACJI I MONTERĆW

Monterzy stanowię zasób substytucyjny. Na każdej stacji może pracować 
jeden monter (założono linię o szeregowych stanowiskach pracy). Ponadto 
każdy monter może być przydzielony tylko do Jednej stacji. Z tego względu 
problem alokacji monterów może być traktowany Jako szczególny przypadek 
problemu alokacji narzędzi, w którym z » i , m ■ 1,..,,M.

Ponieważ na każdej stacji musi pracować Jeden monter, zeten problem 
alokacji operacji i monterów Jest Jednokryterlalny. Liczba monterów w pro­
cesie montażu Jest równa liczbie stanowisk pracy. Jednakże z uwegi ne róż­
ne czaay wykonywanie tej samej opracji przez różnych monterów, problem 
alokacji operacji i monterów nie Jest równoważny problemom BLM lub AO.

6.4.1. Model matematyczny

Załóżmy, że dany Jest zbiór .Q operacji ft>n , n » 1,...,N. Relacja ko­
lejności wykonywania operacji określona Jest macierzę P  . Do wykonania 
operacji danych Jest M monterów (M <N). Czasy wykonania operacji dane sę 
macierzę (6.52), gdzie «J1 n oznacza czas wykonania operacji w n przez 
m-tego montera, w procesie montażu dany jest cykl c. Jeżeli:

c <  ^n.n (6*69)

to m-ty monter nie może na linii wykonać operacji U n<
Na linii szeregowej na każdym etenowisku pracuje Jeden monter, co sta­

nowi ograniczenie zasobowe. Dopuszczalne rozwięzanie problemu alokacji 
operacji i zasobów musi spełniać ponadto ograniczenia niepodzielności orez 
kolejności operacji:

V  3 [ |  J  “ fc^n n " m̂ n'*] (6.70a)1 «  n ^  N m L c “'nJ Lc m' n m 'n J

V V 3 3 ( , “l)=> (t , « t - _ ) (6.70b)
n -0 m U  0,i-n n 'n °<n

gdzie: tffl n - chwila zakończenia operacji €»>n przez n-tego montera.
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W rozważanym problemie AOiZ przyjmujemy kryterium minimalizacji licz­
by stanowisk pracy, co zapiszemy w postaci:

Q « | !  max t_ T — —  min (6.71)
L 1 -S n <  N "n'"J

Dla rozwięzanla dopuszczalnego spełniony jest warunek:

Q «  M-S K (6.71e)

6.4.2. Algorytm
Ola rozwięzanla sformułowanego problemu wykorzystamy algorytm progra­

mowania wieloetapowego. Stan p”?*^ zdefiniujemy tek Jak w (6.54) przyj­
muj ęc, że " B > Je*»ll m-ty monter wykonuje operację w n.

Oefinlcle 6.7
Wartość etanu jest skalarem:

w?'1 - Ti max (6.72)
Lc 1<1<N ł 'zJ

Wartość stanu nożna również wyznaczyć wprost w trakcie generowania stanów. 

G e n e r o w a n i e  s t e n ó w
Załóżmy, że deny Jest eten pv“ł * t 1 «  ^  N. Oznaczmy przez p  nu­

mer montera, który wg stanu p?- 1 '®' został przydzielony na K^ 1 ’̂ '-te ete- 
nowleko pracy (stację montażowę). Numer ten określamy ze wzoru:

3  - T?‘1,a')=>(fi- p’"J'*'). (6.73)

Wyróżnimy dwie procedury generowenle stanów, w zależności od spełnie­

nia werunku:

. c - t’?-1'*' > #  n (6.74)

Jeżeli werunek (6.74) Jeet «pełniony, to procedura generowanie etenów me 

postać:

V V <p7„";iA-o>* [(**.n-i)=,*(p£i'*>o)] =**
n v
=£> (pi?*1 ■ p?”1 ’®' + A p ) (6.75)
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Elementy macierzy A P  określamy z (6.63), ponieważ operacja o)n Jest 
przydzielona {Ł-temu monterowi.

Jeżeli warunek (6.74) nie Jest spełniony, to operacja Jest wykony­
wana na -szej stacji przez m-tego montera, który nie został przy­
dzielony do poprzednich stacji montażowych. A zatem w tyn przypadku proce­
dura generowania stanów ma postać:

V V V  V (p̂ ‘ i' -̂0)->[(^ -i) (p^-j^>o)la
n m l ^ J ^ N  "*ł L ‘V-1 J

a (p7"J’>'/») A (*̂ _ _ < c) - (P?*1 - P?-1'1, + AP) (6.76)J »* In ,ll

Elementy macierzy A P  określamy w tym przypadku przez (6.63a), (6.63b) 
oraz (6.65).

Generowanie stanów z P®'* przeprowadza się zgodnie z procedurę (6.60).
W trakcie generowania stanów wyznaczamy wprost wartość stanu:

'/V'1 - [I V n ]  <6*77>

Jeżeli operację cOn przydzielono a-temu monterowi.

E l i m i n o w a n i e  e t a n ó w  n l e p e r e p e k -
t y w i c z n y c h

Do eliminacji etanów nieperspektywicznych wykorzystuje się reguły wy­
czerpywania, sondowania oraz dominacji. Reguła wyczerpywania jest oparta 
na naatępujęcyn twierdzeniu

TWIERDZENIE 6.7
Stan p?.l Jest nieperspektywiczny, jeżeli spełnia warunek:

3 V V (p?-J-0)A (p /m)A (c<«T „)» (K?*1.c-TV*̂  < # )
n m l « i « N  n ‘1 i 'ł *'n

(6.78)

D o w ó d :  Zgodnie z przedstawionymi procedurami generowania stanów
oraz (6.78) operacja ton nie spełnia warunku dla wygenerowania stanu.
A zatem ze stanu P?'^ nie można dojść do dopuszczalnego stanu końcowego.

Reguła sondowania ma postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.8
Stan p7'* Jest nieperspektywiczny. Jeżeli spełnia warunek:

v ° «  [ł (T?’1 ♦ ‘̂ ■n'r,)] (6.79)
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gdzie: v - wartość aktualnie najlepszego stanu k o ń c o w e g o , n - naj-n *
krótszy czas wykonania operacji 0>n przez jednego z aonterów nie przydzie­
lonego do k-tej stacji, k « -1.

0 o w ó d: Można zauważyć, przez analogię do (6.38a), że prawa strona
nierówności (6.79) Jest dolnya ograniczeniem liczby stanowisk prscy. A za­
tem zgodnie z definicję (6.29) etan p"?’* Jest nieperspektywiczny. Formu­
ły (6.38a) 1 (6.79) pokrywaję się, Jsżell czasy wykonania opsracjl sę ta­
kie 3ame dla różnych monterów.

Rozważay dwie reguły dominacji stanów, stosowane w zależności od speł­

nienia warunku:

Y Y (pS:i-o )* [ (w 1)=*  (p£ J )>0H t7,1 ♦ * * . «  >k7,1 • e>(6.80)

A zatea w stanie PV ’1 na ostatnię stację, tzn. K?*1. nie nożna już 
przydzielić żadnej operacji.

TWIERDZENIE 6.9
'^2Stan P doainuje nad stanea P , Jeżeli obs spełniaję waru­

nek (6.80) oraz warunek:

s A (w7i* ł i  . „Ta-1*, (6>ei)

gdzie: W?'* - zbiór aonterów wykorzystywanych w stanie P1?'*.

Jeżeli

3 - ■ (6.82) 
n #ł

to a-ty aonter należy do zbioru W? ’*.
D o w ó d :  Z warunku (6.81) wynika, że:

_ J Ś P *  (6.83)
v - V

Ole trajektorii lokalnie optynalnej P
>̂ 2 ' ^ f...P ' 2 możemy napisać:

,N 'l2 . v*2 ‘l2 ♦ A V 2 (6-84)
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gdzie: - minimalna liczba etanowisk pracy dla wykonania operecji
a ?2'^2 ^2*^2

(On p Si przez monterów nie należęcych do zbioru W . Analo-
*21 * N f 1*gicznie dla lokalnie optymalnej trajektorii P ,...,P otrzymany:

N, 1- #1- ^
v . v ♦ A v  (6.85)

Ponieważ zgodnie z (6.81), &  2 fi oraz W 1 ■ w za­
tem?t em:

A  V 1 <  i v 2 (6.86)

Uwzględniając (6.86) w (6.85) otrzynany:

N.l? N.l?
* « V (6.87)

7 l #^l »I«czyli stan P dominuje nad atanen P . □
7*^1 7*^2W przypadku gdy stany P i P nie spełniają warunku (6.80)

reguła dominacji stanów ma postać twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.10

J - 1!  _________ .   _?*l2 .......
nek :

7 <Al 7'1?Stan P dominuje nad stanem P , jeżeli Jest spełniony

7 >xi ? ,12 iMi 7*1? 7*xi 7"1?(£l‘ 1 , Sl‘ 2 )a ( w '  » w  2 )*(p' 1 ) A

, ? .l, 7«12
A (T 1 « T 2 ) (6.88)

gdzie: - numer montera, który z09teł przydzielony na ostatnią sta­
cję, tzn. K?'1 , w stanie p7'*.

< U 2 N.1°0 o w ó d: Ola trajektorii lokalnie optymalnej P ,...,P napi­
szemy :

N.l| N.l2
V ‘ - v £ ♦ /W* (6.89)

7.1.Jeżeli Jest spełniony warunek (6.88), to od stanu P nożna zrealizo­
wać alokacją operacji i monterów wynikającą z lokalnie optynalnej trajek-
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^llg ^,lotorii P................ W ten sposób otrzymujeny dopuszczalną trajekto­

rię P7 ’11.... PN '*.

Ponieważ w* * m w7  2 , zaten:

v ’ 2 - vN,9k (6.90)

—  .. ,
Lecz dla stanu lokalnie optymalnego 
otrzynany:

N,1® ^,1 ,

P , z uwagi na T « T ,

v 1 « v (6.91)

^il. 9̂,1 p
Z (6.90) 1 (6.9l) wynika, że stan P dominuje nad stanem P l . □

TWIERDZENIE 6.11
Jeżeli w stanie p'7-1'*' spełniony Jest warunek (6.74), to przydzie­

lenie operacji w n do k-tej stacji, k7-1,®'< k « K, daje stan nieper­
spektywiczny.

17-1 9l0 o w ó d: Załóżmy, że przydzielejąc operację C0n do K‘ 'A-teJ
”7*^1stacji otrzymamy stan P , natomiast przydzielając operację w n do

? ’*2k-tej stacji otrzymamy stan P . Zauważmy, że:

2 (6.92)

t^ ’*1 < t 7 ‘1z (6.93)

W7 * 1 C W 2 <6.94)
1 10

V  2 2Rozważmy trajektorię lokalnie optymalną P ,...,P , dla której na­
piszemy :

N.1° fl.l- ,
v 2 - v ' 2 ♦ 4 v 2 (6.95)

przy tyn dla stacji 31. X  - K?"1 ♦ l,...,k-l otrzynujeny:

(6.96)
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Z uwagi na (6.92), (6.93) i (6.94) od stanu  ̂ nożna zrealizować
alokację operacji i aonterów, która wynika z trajektorii lokalnie opty-

T'^2 N, lg fl,L >
malnej P ,...,P . A zatem otrzymamy trajektorię P ,,...P ,
dla której napiszemy:

«"* ■ V « *
Przy uwzględnieniu (6.96) otrzymamys 

V ’ *2 1?*lł
v - v - 1 <6.98a)

O « A v J - 4 v 2 < 1  <6.98b)

A zatem z (6.95), (6.96) 1 (6.98) dochodzimy doi

N A  N'1!v ł « y * * «  v 2 (6.19)

ponieważ stan P ^  na ogół nie Jest 9tanea lokalnie optymalnym P

Twierdzenie 6.11 daje uzasadnienie dla stosowania podanych wcześniej 
procedur generowania stanów.

7. ZAKOŃCZENIE

W rozprawie przedstawiono wybrane deterministyczne modele Jednowersyj- 
nego procesu montażu. Dla sformułowanych problemów opracowano następujęce 
algorytmy:

- BLM (z dodatkowymi parametrami operacji, z enklawami operacji, z fron­
tami pracy oraz z uwzględnieniem kosztu montażu),

- AO na linii o szeregowych stanowiskach pracy (z ograniczeniami pozycyj­
nymi, z ograniczeniami czasowymi, z ograniczeniami zakresowymi oraz 
dla linii asymetrycznej),

- AO na linii o równoległych stanowiskach pracy (dle modelu podstawowego
z relację wykluczania oraz z relację synchronizacji),

- AOiZ (z uwzględnieniem kontenerów, narzędzi oraz monterów).
Wszystkie algorytmy oparto na metodzie programowania wieloetapowego.
W DODATKU przedstawiono modele 1 algorytmy eterowanie dynamicznym pro­

cesem montażu (jednowersyjnym oraz wielowersyjnym). Sę to algorytmy symu­
lacyjne oparte na równaniach stanu procesu montażu.

Modele i algorytmy BLM, AO oraz AOiZ dotyczę Jednowersyjnego montażu 
na linii w przedziale [O.cJ. Modele 1 algorytmy sterowania montażem pozwa­
laj ę analizować przebieg procesu, gdy w przedziale [o,cJ montowane sę 
obiekty różnych wersji.

Z teoretycznego punktu widzenia w rozdziałach: 2, 3, 4, 5 1 6 rozprawy 
rozważano problemy alokacji zasobów. BLM stanowi szczególny przypadek alo­
kacji zasobów, w którym dla każdej operacji przydzielane Jest Jedno sta­
nowisko pracy. Przy tym nie rozróżnia się stacji i stanowisk pracy.
AO Jest szczególnym przypadkiem alokacji zasobów, wjktórym każdej operacji 
przydzielone jest stanowisko pracy na określonej stacji montażowej. Sta­
nowiska pracy stanowię podstawowy zasób w procesie montażu. Uwzględnienie 
zasobów dodatkowych (kontenerów, narzędzi oraz monterów) prowadzi do 
ogólnych modeli alokacji zasobów. Z powyższych względów problemy rozważa­
ne w rozprawie nazwano ogólnie alokację operacji i zasobów.

Z praktycznego punktu widzenia w procesie montażu istotne znaczenie ma 
określenie stanowiska pracy, na którym ma być wykonana każda operacja.
Dla montażu statycznego problem taki jeat rozwięzywany jednokrotnie w 
przedziale [O.cj. W przypadku montażu dynamicznego problem alokacji opera­
cji Jest rozwlęzyweny dle każdego cyklu. Stęd też przedstawione w DODATKU 
modele i algorytmy sterowania montażem dotyczę w istocie alokacji opera­
cji.
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W rozprawie wprowadzono klasyfikację linii i procesu montażu. Wykorzy­
stania »etody programowania wieloetapowego do konstrukcji wszystkich algo­
rytmów ułatwia ocenę stopnia komplikacji rozwiązywanych problemów - dla 
wyróżnionych modeli. Poza tym łatwo można zauważyć pewne analogie, np, po­
między modelami z dodatkowymi zasobami a modelem uwzględniającym koszt 
montażu.

Problem AOiZ można uznać za wiodący w dziedzinie sterowania montażem 
na liniach. Wynika to wprost z charakterystyki ekonomicznej linii monta­
żowej. Wymaganiom stawianym przez linie montażowe podporządkowuje się do­
stawy detali. Problemy harmonogramowania dostaw detali przedstawiono mię­
dzy innymi w pracach £l6, 172, 173, 177, 178, 179, 194].

Rozwięzanie problemu AOiZ dla różnych cykli daje charakterystykę sta­
tyczną linii montażowej. W oparciu o taką charakterystykę można sterować 
montażem na liniach jednostrefowych lub wielostrefowych. Ponadto uwzględ­
niając stanowiska podmontażowe i rozwiązując problemy alokacji operacji 
dla różnych podzbiorów operacji - otrzymuje się charakterystyki sterowa­
nia statycznego. Zagadnienia te były przedstawione w pracach [l67, 186, 
194].

W rozprawie przedstawiono problemy AOiZ dla montażu Jednowersyjnego. 
Uogólnienia dla ! montażu wlelowersyjnego można konstruować w oparciu o 
koncepcje przedstawione w pracach [289, 290, 291, 292]. Jednakże dla nie­
których modeli (np. montaż przestrzenny lub montaż na liniach z równo­
ległymi stanowiskami pracy) pojawiają się wówczas dodatkowe problemy, 
związane z kolejnością’montażu obiektów różnych wersji.

Uogólnienia deterministycznych modeli i algorytmów przedstawionych w 
rozprawie, na przypadek probabilistyczny, można opracować wykorzystując 
koncepcje z pracy [ll6]. Metoda programowania wieloetapowego pozwala skon­
struować odpowiednie algorytmy.

Metoda programowania wieloetapowego pozwala uzyskać rozwiązanie opty­
malne lub przybliżone z oszacowaniem dokładności. Zajętość pamięci kompu­
terowej nożna ograniczyć do Jednej trajektorii - stąd też istotne znacze­
nie ma Jedynie czas obliczeń. W przypadku wykorzystania limitu czasu obli­
czeń otrzymuje się rozwiązanie przybliżone z oszacowaniem dokładności.

W rozprawie przedstawiono różne elementy mające wpływ na efektywność 
algorytmów programowania wieloetapowego. Najwięcej uwagi poświęcono regu­
łom eliminacji atanów nieperspektywicznych, przytaczając liczne twierdze­
nia. Konstrukcja innych twierdzeń o eliminacji stanów nieperspektywicz­
nych Jest sprawą otwartą.

W rozprawie przedstawiono pewne wyspecyfikowane modele AOiZ. Perspek­
tywę dalszych prac w tym kierunku (mogących nieć znaczenie praktyczne) 
stanowią modele kompleksowe. Modela takie są Jednak znacznie bardziej zło­
żone.

W zwięzku z tendencję do rozwijania montażu wlelowersyjnego na liniach 
z robotami przemysłowynl, istotnego znaczenia nabiera problematyka stero­
wania montażem dynamicznym. W tym przypadku w modelach montażu należy 
uwzględnić automatyczne tranaportery-i magazyny dla detali.
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DODATEK
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MODELE MATEMATYCZNE I ALGORYTMY STEROWANIA MONTAŻEM DYNAMICZNYM

Streszczenie. W dodatku rozważana jest szeregowa linia montażowa 
oraz proces montażu - z dokładnością do operacji (detalu). Analizo­
wany jest proces nontażu w kolejnych cyklach na każdym stanowisku 
pracy (stacji montażowej).

Ola opisu procesu wprowadzono definicję stanu montażu. Wyróżnio­
no: stan początkowy 1 końcowy oraz lewostronny 1 prawostronny waru­
nek brzegowy. Ponadto przyjęto klasyfikację procesu montażu, roz­
różniając proces: statyczny, dynamiczny oraz przejściowy. W analo­
giczny apo3ób zdefiniowano sterowanie montażem oraz przyjęto klasy­
fikację sterowania wyróżniając sterowanie: statyczne, dynamiczne 
oraz przejściowe. W oparciu o definicje etanu i sterowania wyprowa­
dzono równania stanu procesu montażu. Równania te interpretuję za­
leżności logiczne w montażu na kolejnych stanowiskach pracy w kolej 
nych cyklach.

W dodatku wyróżniono procssy montażu Jednowersyjnego oraz wlelo­
wersyjnego. Szczegółowo przeanalizowano proces Jednowersyjny. Wypro 
wadzone wzory uogólniono dla montażu wlelowersyjnego. Rozważane mo­
dele matematyczne eą oparte na równaniach etenu. Algorytmy oferowa­
nia wykorzystuję heurystyczne reguły decyzyjne orez symulację pro­
cesu montażu.

Dla procesu jednowersyjnego przedstawiono deterministyczny oraz 
probabilistyczny model montażu. Ponadto rozważono deterministyczny 
model montażu i zapasów detali. Dla modelu deterministycznego prze­
analizowano sterowanie; etatyczne, pseudoststyczne, peeudodynamlcz- 
ne oraz dynamiczne. Pokazano różne algorytmy sterowania dynamiczne­
go. W modelu wlelowersyjnym Istotne znaczenie ma lewostronny warunek 
brzegowy (ponieważ jest sterowalny). Interpretuje on kolejność 
obiektów (różnych wersji) wprowadzanych na linię montażową. Dla de­
terministycznego modelu montażu wlelowersyjnego przedstswlono ste­
rowanie dynamiczne.

Rozważane w dodatku modele matematyczne i algorytmy aterowania, 
oparte na równaniach stanu, są modelami typu symulacyjnego. Korzy­
stając z nich można zatem wyznaczyć racjonalna sterowanie, bez gwa­
rancji optymalności. Przedstawione modele mogą być wykorzystane na 
liniach montażowych z robotami przemysłowymi.

SPIS OZNACZEŃ

zbiór oparacj1 
liczba stacji lin ii montażowej 

numer stacji lin ii Montażowej 
liczb« cykli (lub obiektów) w procesie montaż««



numer cyklu w procesie montażu 

liczbę stanowisk pracy na llnll montażowej 
numer stanowiska pracy na linii Montażowej 

numer stacji, na której znajduje się m-te stanowisko pracy 
liczba operacji montażowych 
numer operacji montażowej 

liczba wersji montowanych obiektów 
numer wersji montowanego- obiektu 
zbiór operacji s-tej wersji 

liczba operacji s-tej wersji 
n-ta operecja

macierz relacji kolejnoóciowej 
element macierzy F

macierz relecjl kolejnośclowej s-tej wersji
deterministyczny czas wykonania operacji W n
czas cyklu montażu
1—ty czas cyklu montażu
okres (horyzont) montażu

losowy czas wykonania operacji <t>n

wektor alokacji operacji na atanowiskach montażowych
numer stacji, na której je8t wykonywana operecje <i)n
stan montażu na linii po 1-tym cyklu
stan montażu na k-tej stacji po 1-tym cyklu
współrzędne wsktora (lub macierzy X*)
warunek początkowy montażu
warunek końcowy montażu

lewostronny warunek brzegowy montażu
prawostronny warunek brzegowy montażu

sterowanie jednowersyjnym procesem montażu w 1-tym cyklu na 
m-tym stanowisku pracy
współrzędna wektora A^

sterowanie procesem montażu na linii w 1-tym cyklu 
sterowenie|procesem montażu w 1-tym cyklu na k-tej stacji

u£ n - współrzędne wektora
h - logiczna funkcja transformacji współrzędnej atanu n

- logiczna funkcja transformacji stanu
H - logiczna funkcja transformacji stanu

wektor korap 
1-tym cyklu
funkcja gęs 
operacji (0
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Hk

A  X1 - wektor kompletności montażu obiektu schodzącego z linii w 
1-tym cyklu

fn(t) - funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa czasu wykonsnia

'n
ó j  n_1 - Burns losowych czasów operacji przydzielonych w 1-tym cyklu do

k-tej stacji przed operacją Ci>n 
% * - wektor pseudolosowych czasów operacji w 1-tym cyklu

O1 - wektor dostaw detali w 1-tym cyklu
d* - dostawa n-tego detalu w 1-tym cyklu
Z1 - stan zapasów detali po 1-tyo cyklu
z1 - zapas n-tsgo dstalu po 1-tym cyklu
F - funkcja transformacji zapasów detali
T* - chwila uruchomienia transportera po 1-tym cyklu
gn - koszt wykonania operacji 0>n na linii montażowej
g' - dodatkowy koszt montażu operacji a>n poza linią

n - straty wynikające z braku wykonania operacji o>n w 1-tym cyklu 
na k-tej stacji 

q£ - strata w 1-tym cyklu na k-tej stacji
qk - strata przejściowego procesu montażu w k-tej stacji

R^ - zadanie na k-tej stacji

rk rt - współrzędne wektora R^
% k - czas wykonania zadania R^
U1 - sterowanie statyczne
„jtU - składowa zmienna starowania pseudodynamlcznego
12k - podzbiór operscji, które mogą być wykonane na k-tej stacji
ck - czas wykonania najmniejszego podzbioru operacji na k-tej ata-

■ •J*/ "
W - macierz przyporządkowania operacji 03n do s-tej wersji

wn 8 - element macierzy W
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uk,o " flu" er "«rsji obiektu, który w 1-tym cyklu znajduje się na k-tej
stacji

AU - sterowanie qua3l-dynamlczne

1. WPROWADZENIE

Rozważane w rozprawie problemy alokacji zadań i zasobów mają podstawo­
we znaczenie dla montażu seryjnego. Jednakże w seryjnym procesie montażu 
występuję pewne zaburzenia - na styku dwóch kolejnych okresów, dwóch ko­
lejnych serii lub w przypadku zakłóceń, (np. braku niektórych detali, lo­
sowych czasów operacji ltp.). Efektem tych zaburzeń sę niekompletnie zmon­
towane obiekty. Zagadnienia te będę przedmiotem rozważań w niniejszym do­
datku.

w zmiennym procesie montażu zbierana Jest (sporadycznie) duża liczba 
informacji [230]. Ponadto w zależności od charakteru zaburzeń montażu sto­
sowane sę różne modele dla sterowenia [l39, 146]. W ogólnym przypadku ste­
rowanie to obejmuje nie tylko montaż, lecz również synchronizację dostaw 
detali [241].

Analiza zaburzeń w procesie montażu obiektów różnych wersji sprowadza­
na Jest do tzw. problemu kolejnościowego [93, 128, 129, 314, 289, 290,
291, 292, 179, 205, 178]. Problem ten polega na określeniu najlepszej 
(w sensie pewnego kryterium) kolejności montażu obiektów. W opublikowa­
nych dotęd pracach z tego zakresu proces montażu był analizowany z dokład­
nością do podzbioru operacji na stanowisku pracy.

Analiza zaburzeń procesu montażu na styku dwóch kolejnych Okresów była 
przedstawiona w pracach [4 3 , 44, 145, 271, 272, 176, 180, 194]. Istota za­
gadnienia wynika z różnej alokacji operacji w dwóch kolejnych okresach.
A zatem w tym przypadku proces montażu Jest analizowany z dokładnością do 
pojedynczej operacji.

Synchronizacja dostaw detali była przedstawiona w pracach [l49, 241, 
119, 154, 221, 164]. Ponieważ detal Jest związany z operację, zatem rów­
nież w tym przypadku proces montażu jest analizowany z dokładnością do 
operacji.

Analiza zakłóceń procesu montażu, wynikających z losowych czasów ope­
racji, była przedmiotem prac [228, 18l]. Określenie kompletności montażu 
obiektów wymaga przeprowadzenia analizy z dokładnością do operacji.

Ewidencja (identyfikacja) oraz sterowanie procesu montażu z dokładno­
ścią do operacji wymagają określenia podzbiorów operacji, jakie muszą być 
wykonane w każdym cyklu na każdym stanowisku pracy. Realizacja montażu w 
takich warunkach Jest możliwa. Jeżeli operacje są wykonywane przez robo­
ty przemysłowe [l5, 49, 231, 234, 140, 143].

- 179 -

W przypadku gdy montaż Jest realizowany przez roboty przemysłowe, pro­
gram pracy robota może być różny w kolejnych cyklach. Dla grupy współpra­
cujących robotów istotne znaczenie ma wybór programu pracy robota na każ­
dym stanowisku pracy w każdym cyklu. Zagadnienia te były przedstawione w 
pracach [l98, 215, 22l].

W niniejszym dodatku zostaną przedstawione modele matematyczne 1 algo­
rytmy sterowania montażem dynamicznym. Będę to modele 1 algorytmy symula­
cyjne, umożliwiające wybór racjonalnego wariantu sterowania.

2. ZAŁOŻENIA

W procesie montażu wyróżniamy obiekty, które formalnie są zbiorami 
określonych detali. Jeżeli każdy montowany obiekt składa się z detali te- 
go samego typu, to mcr>taż Jest Jednowersyjny. W przypadku przeciwnym mon­
taż Je6t wielowersyjny. Rozważymy najpierw montaż Jednowersyjny, a następ­
nie otrzymane formuły uogólnimy dla montażu wielowerayjnego.

Model matematyczny procesu montażu zostania przedstawiony w postaci 
równań stanu, które interpretują zależności logiczne. Ne podstawie tych 
równań można symulować deterministyczny lub probabilistyczny proces mon­
tażu. Ponadto można również uwzględnić ograniczenia wynikające z dostaw 
detali do stanowisk pracy.

Celem modelowania i symulacji procesu montażu jest analiza efektów 
zmian i zakłóceń montażu. Ponadto metodą eymulecji wyznacza się sterowa­
nie montażem.

Do dalszych rozważań założymy, że linia montażowa składa się z trans­
portera obiektów, wzdłuż którego rozmieszczone są stacje montażowe. Na 
pewnych stacjach montażowych mogą być zlokalizowane stanowiska pracy. 
Rozważymy linię szeregową, dis której na stacji znajduje się najwyżej 
jedno stanowisko pracy. Przyjmujemy, że linia montażowa ekłada się z K 
stacji (ponumerowanych: 1,...,k,...,K, zgodnie z kierunkiem ruchu obiek­
tów). Punkt instalowania chassis znajduje się bezpośrednio przed pierwszą 
stację montażową (tzn. na stscjl zerowej). Ponadto punkt kontroli komplet­
ności montażu znajduje elę bezpośrednio po K-tej stacji (tzn. na K+l-azeJ 
stacji).

W trakcie montażu obiekt przesuwa się ruchem Jednostajnym wzdłuż eta- 
nowiska pracy - lub pozostaje w spoczynku na środku tego stanowiska, a po 
zakończeniu operacji przesuwa się na następne stanowisko. W pierwszym 
przypadku operacje są wykonywane przez monterów, natomiast w drugim - 
przez roboty przemysłowe. W obu przypadkach obiekt Jest dostępny na sta­
nowisku pracy w cięgu cyklu c. Dalsze rozważania będę obejmowały oba przy* 
padkl.

Proces montażu obiektu polega na wykonaniu wzdłuż linii, na kolejnych 
stanowiskach pracy, zbioru SI operacji w n , n » 1 .....N, gdzie: S - licz-



* aao -
ba operacji. Czas pobytu obiektu na linii (przy stałym cyklu) wynosi K.c. 
W dalczym cięgu rozważymy montaż na linii w okresie [0,C]. Dla montażu 
przy stałym cyklu C » L.c, gdzie: L - liczba obiektów zmontowanych w 
«kresie [o,c]. Kolejne cykle ponumerujemy: 1 « l,...,L.

W procesie montażu musi być respektowana relacja kolejności dana ma- 
cierzę p  * ^  “ *■•••••* oraz n * Oeżeli - 1. to
operacja jest bezpośrednim poprzednikiem (i>n (w przypadku przeciw­
nym » O). Założymy, że dane są deterministyczne (tĴ ) lub probabili­
styczne (Jn ) czasy operacji G>n . n »

■Do dalszej analizy założymy, że numeracja operacji spełnia warunek:

< n) (l)

A zatem następnik ma wyższy numer niż poprzednik. Warunek (l) będzie miał 
Istotne znaczenie w obliczeniach prowadzonych na podstawie równań stanu. 
Warunek ten nie ogranicza ogólności rozważań.

Przyjmiemy, że w rezultacie rozwięzania problemu alokacji operacji da­
na Jest lokalizacja operacji na atacjach montażowych, tzn. dany jest wek­
tor:

A * M  (2)

gdzie: an - numer stacji montażowej , do której przydzielono operację a>n.
Z wektora (2) nożna łatwo określić numer stacji (m « oraz

M <K), na której zlokalizowano m-te stanowisko pracy.

3. PODSTAWOWE OKREŚLENIA

Rozważmy Jednowersyjny proces montażu. W jednowersyjnym procesie mon­
tażu w każdym cyklu na każdym stanowisku pracy mogę być wykonywane Jedna­
kowe lub różne zbiory operacji. Balansowanie linii montażowej lub aloka­
cje operacji określa zbiory operacji i ich lokalizację na stanowiskach 
pracy. Oednakże procedury te nie uwzględniają stanu zaawansowania montażu 
obiektów znajdujęcych się na linii. Stęd w procesie montażu Jednowersyjne- 
go w kolejnych cyklach na stanowisku pracy mogę być wykonywane różne ope­
racje.

3.1. STAN PROCESU MONTAŻU

Załóżmy, że proces montażu będzie analizowany z dokładnością do opera­
cji con (n ■ 1,... ,N). Elementarnę jednostkę przestrzennego podziału li­
nii Jest k-ta stacja montażowa (k ■ 1.....K). Ponadto wprowadzamy dyskre-

I
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tyzację czasu wyróżniejęc cykle c1 (1 ■ 1.....L). A zatem proces monta­
żu na linii jest zależny od czasu (cyklu c^) oraz przestrzeni (k-tej sta­
cji).

Z punktu widzenia ewidencji (identyfikacji) procesu montażu Istotne 
znaczenie maję chwile zekończenia kolejnych cykli. Można wówczas spraw­
dzić, które operacje zostały wykonane na k-tej stacji, a zatem Jakie de­
tale sę zamontowane do obiektu, który wchodzi na k+l-szę stację.

Definicja la
Stan Jednowersyjnego procesu montażu obiektu na k-tej stacji (kai,... 

...,K) po 1-tym cyklu (1 - 1.....L) Jest wektorem:

xk - R n L  N (3)

Elementy tego wektora określamy następujęco:

X1 k ,n

1, jeśli n-ty detal Jest zamontowany w obiekcie 
znaj dujęcym się na k-tej stacji po 1-tym cyklu

O, w przypadku przeciwnym.
(3a)

Definicja lb
Stan jednowersyjnego procesu montażu na linii po 1-tym (1 • 1,...,L) 

cyklu Jest maclerzę:

• l * i ]  ■ R - L ,  k
n - l , N

W uzupełnieniu definicji 1 przyjmiemy:
• warunek poczętkowy jednowersyjnego procesu montażu na linii

*° ■ K ]  ■ K J
- warunek końcowy Jednowersyjnego procesu montażu na linii

i xl*‘- H  - K i ]  > >
- lewostronny warunek brzegowy jednowersyjnego procesu montażu na linii

X* i 0 V
0 O < 1 « L



- prawostronny warunek brzegowy jednowersyjnego procesu aontażu na linii

• « i . , - K i , ]

W szczególnym przypadku (majęcyn istotne znaczenie praktyczne) prawo­
stronny warunek brzegowy jest warunkiem montażu kompletnego, czyli:

4 * 1  " 1 V  (8a). +1 1 < 1 < L

Lewostronny warunek brzegowy przedstawia sytuację, w której obiekt 
wchodzący na pierwszą stację nie ma zamontowanego żadnego detalu. Stan po­
czątkowy x° określa stopień zaawansowania montażu obiektów znajdujących 
się na linii przed rozpoczęciem montażu w okresie [o,c], Z kolei stan koń­
cowy xL określa stopień zaawansowania montażu obiektów na linii po za­
kończeniu okresu [O,cl.

W oparciu o dsfinicję stanu 1 można wprowadzić następującą klasyfika­
cję procesu montażu:
- Proces statyczny

Procss montażu nazwiemy a/catycznym, jeżeli Jeat spełniony warunek:

V  * l - X1- *  ( ,)
1 < 1 « L

- Proces dynamiczny

Proces montażu nazwiemy dynamicznym. Jeżeli werunek (9) nie Jest speł­
niony, tzn. :

1 •€ 1 «5 L
X1 y X1”1 (10)

- Proces przejściowy

W montażu Jednowersyjnym wyróżnimy szczególny przypadek procesu dyna­
micznego, który nazwiemy procesem przejściowym. Proces przejściowy speł­
nia warunek :

3 V U *1 / XJ’-1) a  (X1 » X1“1 ) (ll)
i « & . « k k < i « l

Proces przejściowy jest dynamiczny do K-tego cyklu, a następnie jest 
statyczny. Jest on charakterystyczny dla montażu Jednowersyjnego przy 
przejściu pomiędzy dwoma kolejnymi okresami pracy (przy odmiennej aloka-
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cji operacji). Proces przejściowy zanika po zejściu * linii obiektów mon­
towanych w dwóch różnych (kolejnych) okresach pracy.

3.2. STEROWANIE PROCESEM MONTAŻU
Sterowanie procesem montażu polega na określeniu podzbiorów operacji, 

które powinny być wykonane na m-tym stanowisku pracy (m « 1.....M) w każ­
dym cyklu 1 (1 « 1.....L).

Definicja 2a
Sterowanie Jednowersyjnym procesem montażu w 1-tym cyklu (1 » 1,...,L) 

na m-tym atanowisku pracy (m « 1  M) Jest wektorem:

Am1 - IV „1 (**>
* L Jn-1,....N

Elementy tego wektora określamy następująco:

1
8m,n

1, jeśli w 1-tym cyklu na m-tym stanowisku pracy 
ma być wykonana n-ta operacja

(12a)
O, w przypadku przeciwnym.

Oeflnlcla 2b
Sterowanie Jednowersyjnym procesem montażu w 1-tym cyklu (1 « 1.....L) 

na k-tej stacji (k « 1  K) Jest wektorem:

“i ■ K-Li.
przy tym istotns znaczenie ma u£ dla:

k - łC ,

(13)

(l3a)

Sterowanie U* dla k Jast wektorem zerowym.
Elementy wektora (13) eą określone następująco:

<4,
1, Jeśli w 1-tym cyklu na k-tej stacji należy

wykonać n-tą operację (i3b)

O, w przypadku przeciwnym.

Znając lokalizację stanowisk pracy na stacjach montażowych można wyzna­
czyć u£ na podstswis a J. Tak więc otrzymujemy:



V n
«■i. «• J eńli <  • k
O, w przypadku przeciwny».

(14)

01« procesu statycznego sterowanie A1 nożna wyznaczyć z (2). bowiem:

■i.
1, Jeśli a « m n

(15)
O, *» przypadku przeciwny».

Definicja 2c

Sterowanie Jednowersyjnym procesem montażu na linii w 1-tym cyklu 
(1 » 1,...,L) Jest macierzą :

ui ■ R ] - k » ]   :M <«>
k-l K

Analogicznie Jak proces nontażu nożna sklasyfikować sterowanie proce­
sem. A zatem wyróżnimy:
- sterowanie statyczne

Sterowanie procesen nontażu nazwieny statyczny», jeżeli Jest spełniony 
warunek:

V U 1 - U 1-1 (17)1 < 1 « L

- Sterowanie dynamiczne

Sterowanie procesen nontażu nazwieny dynanicznyn. Jeżeli warunek (17) 
nie Jest spełniony, czyli:

3 U 1 / U1"1 (18)1 < 1 <S L

- Sterowanie przejściowe

Sterowanie przejściowe jest szczególnym przypadkiem sterowania dyns- 
sicznego. Sterowanie to spełnia warunek:

3  V (UX  / UV 1 ) a (Uk = Uk_1) (19)l < & « K K < k € L

Zauważny, że sterowanie przejściowe aa charakter dynaaiczny do K-tego 
cyklu oraz statyczny - po K-tya cyklu. Sterowanie statyczne będzleny ozna­
czali przez U1, natoniast sterowanie dynamiczne przez tĴ .
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Sterowanie statyczne U* wynika z alokacji operacji na linii nonta- 
żowej. Jeżeli K < L, to sterowanie statyczne prowadzi do statycznego 
procesu aontażu poczęwszy od K-tego cyklu^ Ola 1 K K na linii występu­
je proces przejściowy.

4. RÓWNANIA STANU

W oparciu o wprowadzone założenia i określenia przedstawione zostanę 
modele matematyczne jednowersyjnego procesu nontażu.

W deterministycznym modelu montażu przyjmujemy, że dany Jest normatyw­
ny czas wykonania operacji (i>n , n <= 1.....N. Aby wyprowadzić rów­
nani* stanu rozważymy proces montażu na k-tej stacji w 1-tyn cyklu. Zatem 
dany Jest stan:

X1-1
1 .1  L
k«l K

oraz sterowanie:

iU,
k 1-1.....L 

k « 1 ,  K

Sterowanie to na istotne znaczenie tylko na stanowiskach pracy, a zaten 
założymy, że k »8*B , n ■ 1,...,M.
Przejście do stanu:

1=1 L
k»l,...,K

wymaga wyznaczenia wszystkich współrzędnych na podstawie xj”f i uJ.
q  K ,»1 K“ 1 j .  *  .

Ponadto dane sę: stan poczętkowy X oraz lewostronny warunek brzegowy XQ.
Załóżmy, żo współrzędne sę wyznaczane kolejno od 1 do N. A zatem

1zgodnie z (l) najpierw wyznaczamywspółrzędny xk ^  dla poprzednika CO
a później xj| n dla następnika <an.

Anallzujęc możliwość i konieczność wykonania w 1-tyn cyklu na k-tej sta­
cji operacji o>n , bierzemy pod uwagę: współrzędny stanu n > sterowa­
nie u£ n oraz sprawdzamy, czy jzostały wykonane poprzedniki operacji 
u n. Mogę przy tym występie sytuacje, w których operacja G)n nie na po­
przedników, lub Jej poprzedniki sę wykonane lub ni*. — ----
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A zatem wyróżnimy następujące przypadki:

I. Oeżeli operacja c<>n została wykonana przęd k-tę stację nontażowę,
to:

V '(20)

II. Oeżeli operacja a>n nie została wykonana przed k-tę stację nonta- 
żowę i nie na być wykonana na k-tej stacji, to:

V  (21)

III. Oeżeli operacja ti>n (która nie została wykonana przed k-tę sta­
cję i na być wykonana na k-tej stacji) nie na bezpośrednich poprzedników,
to:

V V - °)a (u£ - 1> 0 ) = » ( x £ <n - 1) (22)n *v < n

IV. Oeżeli wszystkie bezpośrednie poprzedniki operacji con (która 
nie została wykonana przed k-tę 3tację i Ba być wykonana na k-tej stacji) 
sę wykonane, to:

(23)

V. Oeżeli pewien bezpośredni poprzednik operacji ton (która nie 
została wykonana przed k-tę stację i ma być wykonana na k-tej stacji) nie 
został wykonany, to:

V  < 3  (X^ J (n.o)A(uJ(n.l)A [ ( ^ (n-l)=»(x^^O)]=J> (X£ in-0)

(24)

Warto podkreślić, że sprawdzenia wykonania bezpośrednich poprzedników
<3,0 operacji to dokonuje się na podstawie poczętkowych n-1 współrzęd-

1 nnych stanu Xr. Oest to Istotne, ponieważ bezpośrednie poprzedniki
1 —  1operacji &>n nogę być wykonane również na k-tej stacji (wówczas xkI1

lecz xkl- = l). Z drugiej strony, Jeżeli •\>-ty detal zamontowano w l-l-szym
cyklu na k-i-szej stacji (lub wcześniej), to jest on również zamontowany
w obiekcie na k-tej stacji (tzn. Jeżeli t0 xk

Tak więc wyznaczajęc stan xj korzystamy z niektórych współrzędnych
1tego stanu. Oednakże wzory dla wyznaczania współrzędnych n nie sę uwi-
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kłane, gdyż zawlaraję jedynie xj|^, dla K <  n, natomiast numeracja ope­
racji spełnia warunek (l).

Z warunków (20424) wynika, że współrzędne stanu procssu nontażu na
k-tej stacji wyznaczany z następujęcych równań rekurencyjnych:

xk,n “ h(xk-l.n* Xk.l- ,xk ,S) " *  * >* U * Uk n^‘k ,n-l * uk,n

k,N - h( 1-1 X1 
k-1 ,N' k ,1 ‘ Kk /5 "  * * ,xk ,N-1' uk ,N ̂

(25)

gdzie: h - funkcja logiczna.
Przebieg obliczeń funkcji logicznej h pokazano na rys. 0.1.
Z równań tych wynika, że wielkościanl niezależnymi eę oraz uJ.

A  zatem równania stanu procesu nontażu na kolejnych stacjach nożeny napi­
sać w postaci:

A  ■ hi(xo"1 * ui>

x k ■ Hk(xk-i* ° k )
(26)

gdzie: - funkcja logiczna dla k-tej stacji.
Funkcję Hk deflniujeay za ponocę (25), Jeżeli k »38^, n » 1 ,...,M, 

tzn. na k-tej stacji znajduje aię n-te stanowisko pracy. W przypadku prze-
clwnyn otrzyauj eay wprost:

X1'1*k-l
(27)

1-1,... .L

Tak więc ogólne równanie etanu dla deteralnietycznego procesu aontażu aa 

postaćt
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gdzie: H - funkcja logiczna.
Zgodnie z przedstawionymi równaniami etanu obliczenia sę prowadzone 

dla 1 cykli (1 = i,...,L), k stacji (k >» 1.....K) oraz n współ­
rzędnych (n = 1,...,N). Ogólny schemat blokowy przebiegu obliczeń dla 
deterministycznego procesu montażu pokazano na rys. 0.2. Na rysunku tym 
funkcję h oznaczono Jako procedurę.

W pierwszym kroku obliczeniowym przyjmujemy 1=1. Obliczenia rozpo­
czynamy od k=l, korzy3taJęc z lewostronnego warunku brzegowego (7). Oe­
żeli »fcj » 1 ,  to stosujęc funkcję Hj wykorzystujemy dis kolejnych n

X1 - H(X1_1, U1) (28)

n

Rys. D.l. Schemat blokowy obliczeń dla funkcji logicznej h 
Fig. 0.1. Block diagram for computation of the logical function h
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procesu montażu
Fig. 0.2. General block dlagrae of coaputation for deteraUilatle

assembly procaaa ,
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(n ■ I...».!*) funkcję h. W przypadku przeciwny# (gdy 9tA > i), stosu je­
ny procedurę (27). W efekcie obliczany kolejne współrzędne x? , 
n - 1 , . . . , N .  W analogiczny sposób postępujemy dla kolejnych stacji k, 
k - 2.....K. korzystając z warunku początkowego (5). Po wyznaczeniu sta­
nu procesu nontażu na linii po pierwszy« cyklu określany kompletność mon­
tażu pierwszego obiektu schodzęcego z linii. Do tego celu służy procedura:

(29)

Ola nontaźu Jednowereyjnego wykorzystujeny prawostronny warunek brzego­
wy (8a). A zaten z (29) otrzynujeny:

1, jeżeli w 1-tym obiekcie schodzącym z linii, 
n-ty detal nie został zamontowany

(29a)
O, w przypadku przeciwny«.

Następnie obliczenia sę powtarzane dis kolejnego cyklu 1 (1 = 1,...,L).
Schenaty blokowe pokazane na rysunkach 0.1 oraz 0.2 ilustruję przebieg 

obliczeń (nie uwzględniając minimalizacji czasu obliczeń). Można to osiąg- 
nęć np. określając zakres pętli dla Zmiennej n na podstawie wektora A 
alokacji operacji. Ponadto zajętość pamięci Jost mniejsza Jeśli obliczenia 
|Sę prowadzone od k'=K do k=l.

5. PROBABILISTYCZNY MODEL MONTAŻU

W probabilistycznym modelu montażu przyjmujemy, że czasy wykona­
nia operacji G>n sę losowe. A zatem założymy, że dane sę funkcje f (t) 
gęstości prawdopodobieństwa czasu wykonania operacji 0>n.

Równania stanu probabilistycznego procesu montażu wyznaczamy analogicz­
nie Jak dla procesu deterministycznego. Istotna różnica wynika z warunku,
by suma czasów operacji wykonanych na każdym stanowisku pracy nie
przekraczała cyklu c, tzn.

V V Y Z  (xk,n " xk-l,n) * $ n  55 c (30)
1 < k < K 1 3 1 < L n>l

Z uwagi na losowe czasy operacji pewne operacje mogę nie być
wykonane na k-tej stacji, chociaż spełniają warunek:

A X xi U  -

(31)
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Ponadto as tej samej przyczyny podzbiór operacji wykonywanych na k-tej sta­
cji w kolejnych cyklach może zawierać różne operacje. Poza tyn trzeba pod­
kreślić, Ze istotną rolę odgrywa kolejność wykonywania operacji na stacji 
montażowej. Założymy, że kolejność ta Jest zgodna z numeracją operacji.

A zatem operacja &>n może być przydzielona do k-tej stacji montażowej 
(na n-te stanowisko pracy, przy 9£m“k), Jeżeli jest spełniony dodatkowy 
warunek:

! . ♦ * . «  ( K >
i k

przy tyn do zbioru £1^ należą tylko te operacje, które zostały przydzie­
lone Iwcześniej do k-tej stacji. Tym sanym przyjmujemy, że operacja cOj 
spełniająca warunek:

( * ^ ^ - 0 )  a  (uj^-l) a  ( • *  <  n) (33)

i nie spełniająca warunku (32) nie zostanie przydzielona do k-tej stacji. 
Aby wyprowadzić równanie stanu dla probabilistycznego procesu montażu,

zakładamy, że dany Jest stan (1 » 1,...,L, k » 1.....K), sterowanie
1 1 OUjj, lewostronny warunek brzegowy XQ oraz warunek początkowy X|{. Po­

nadto przyjmujemy, że na podstawie danych funkcji f„(t) można wygenero­
wać pseudolosowe czasy operacji

Funkcja hj wyznaczająca współrzędne n uwzględnia przypadki (20)
(21) 1 (24). Ponadto warunki (22) 1 (23) ulegają pewnej modyfikacji do po­
staci i

Y „Yn (jtk:i,n’o)A(uk.n-i)A{(̂ ,n-o)
ł K k ,n . l ł 5n 5 c)=^ (xM - l )  (34)

gdzie: ój n_j - suna losowych czasów operacji przydzielonych w 1-tym cy­
klu do k-tej stacji, przed operację o>n.
Oeżeli w (34) warunek:

«U »  ♦ J.« ‘
ni« jest spełniony, to otrzynujeny:

(34b)



£•

V 1

Rys. 0.3. Schemat blokowy obliczeń dla funkcji logicznej hv 
(R - generator liczb pseudolosowych) «

D t  Block diagran for computation of the logical function hv 
(R - pseudorandom numbers generator) »

Pig. 0.3 .
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Schemat blokowy obliczań dla funkcji hj pokazano na rys. 0.3. Ne 
schemacie tym uwidoczniono procedurę R generowania pseudolosowych cza­
sów operacji ^ n.

Ola każdego stanowiska pracy przyjmujemy Q = O, co należy uwzględ 
nić na rysunku 0.2 (bezpośrednio po bloku decyzyjnym k «

Ola probabilistycznego modelu montażu współrzędne stanu wyznaczamy z 
następujących równań rekurencyjnych:

xk ,1 ' hJ (xk-l,l* uk ,1 ’

'k,n “ h| (xk-l.n* xk ,1 ' ,xk ,n-l * uk,n' 3 n ’ ó k,n-i) (35)

xk,N ° ^^k-l.N' xk IN'*'* ■xk,N-l‘ “k ,N ' $ N ' 6 k ,N-1}
✓

Sumy <3̂  n_1 sę zależne od czssów ^  , "J < n na każdej stacji. A za­
tem równania stanu probabilistycznego procesu montażu na kolejnych sta­
cjach aożeay napisać w postaci:

Xj ■ H1(xQ , J i • • • • <5n )

Xk “ Hk(xk-1' Uk'

XK ” HK(XK-1* °K*

(36)

Tak więc ogólne równanie stanu dla probabilistycznego procesu montażu 
ma postać:

X1 - HfX1“1 . U1 , X 1 ) (37)

gdzie: 9C* - wektor pseudolosowych czasów operacji w 1-tya cyklu.
Przebieg obliczeń dla probabilistycznego procesu aontażu zilustrowano 

na rys. 0.2, przy uwzględnieniu procedury h^ z rys. 0.3 oraz warunku 
<»£ Q m o przed rOzpócz^ciea przydzielania operacji na a-tya stanowisku 
pracy («B » k).
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Analogicznie jak dla modelu deterministycznego nożna rejestrować kom­
pletność Montażu obiektów schodzęcych z linii w kolejnych cyklach.

Probabilistyczny model montażu pozwala oszacować efekty montażu dla 
różnych czasów cyklu. Można w ten sposób wybrać cykl, przy którym efekty 
montażu sę najlepsze. Przy krótkim cyklu liczba obiektów zmontowanych w 
okresie [o.cj jest duża, lecz prawdopodobieństwo montażu niekompletnego 
jest również duże. Przy długim cyklu liczba zmontowanych obiektów Jest 
mała, lecz prawdopodobieństwo montażu kompletnego - większe.

6. MODEL MONTAŻU I ZAPASÓW DETALI

Rozważymy obecnie deterministyczny proces montażu uwzględniając zapasy 
detali. Założymy, że transporter montowanych obiektów nie zatrzymuje się 
w okresie czasu £o,c], zatem liczba obiektów, które zejdę z linii, wynosi 
L. Oeżeli w trakcie montażu zabraknie pewnego detalu (tzn. jego zapas bę­
dzie zerowy), to pewne obiekty nie zostanę zmontowane kompletnie. Analiza 
tego zjawiska może być przeprowadzona na podstawie równań stanu.

Załóżmy, że dostawy detali w 1-tym cyklu sę określone wektorem:

O 1 - [dj] (38)

gdzie: d1 - liczba detali n-tego typu, które sę dostarczone do linii mon­
tażowej w 1-tym cyklu.
A zatem dostawy detali w okresie [o,Cj można przedstawić za pomoęę macie­
rzy D o L kolumnach.

Przyjmujemy, że w każdym obiekcie należy zamontować jeden detal każdego 
typu. Ponadto, jeżeli n-ty detal ma być zamontowany w l*tym cyklu, to za­
pas tego detalu w 1-1-azym cyklu nie może być zerowy.

W dalszym cięgu rozważań przyjmujemy wszystkie założenia poczynione dla 
deterministycznego procesu montażu.

Definicja 3

Stan zapasów detali po 1-tym cyklu jest wektorem:

Z1 . [z*] (39)
L J n«l.... ,N

gdzie: z* - liczba detali n-tego typu, które po 1-tym cyklu znajduję się 
na stanowiskach pracy linii montażowgj.
Zakładamy, że stan początkowy Z0 jest dany.

Przy powyższych założeniach można wyprowadzić równania stanu procesu 
montażu i zapasów detali, wyróżniajęc analogiczne przypadki jak dla deter-
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ministycznego modelu montażu. Istotna różnica polega jedynie na sprawdze­
niu dodatkowego warunku dla zapasów detali:

(40)

A zatem przypadek (20) nie ulega zmianie. Przypadek (21) zmodyfikujemy 

do postaci:

Y (xk ll.n  ■ ° ) * [ (u£,n ■ o M t * * " 1 - 0 ) ] = *  ( x i łB -
O) (41)

gdyż operacja 0>n nie zostanie wykonana z powodu braku n-tego detalu.
W przypadkach (22), (23) i (24) wystarczy jedynie dodatkowo przyjęć,

że warunek (40) nie Jest spełniony.
Funkcję loglcznę, za pomocę której wyznaczamy współrzędne n> ozna­

czymy przez h^. Schemat blokowy przebiegu obliczeń dla tej funkcji po­

kazano na rys. 0.4.Oeżeli w 1-tym cyklu n a s t ę p u j e  dostawa detali lub zostanie wykonana
operacja a>n< to zapas n-tego detalu ulega zmianie. M o d y f ik ac je  zapasów 

detali opisuje wzór:

f ii'1 * “i'*1- j*“ u  • ‘«i,-»
*1 *

(42)

1-1 1z* * d*, w przypadku przeciwnym

Modyfikacje te pokazano na rys. D.4.
Stosujęc funkcję h^ można równania stanu procesu montażu zapisać w

postaci i N

k,l d k-1,1' k ,1' zl >

*k.n “ hd(xk - i . n * uk."' ^  }

1 . h (,1-1 „1 „1 U1 ,1-1) 
*k,N d k-l,N' k ,1 k,N-i* “k.N* *N '

(43)

Równania te uzupełniamy o równanie (42) określające etan zapasów oraz 
warunki początkowe X0 , Z 1 lewostronny warunek brzegowy Xq . Tak więc 
dla k-tej stacji (k • K) otrzymamy:



Funkcje Hk maję takie samo znaczenie jak w deterministycznym modelu mon­
tażu. A zatem działanie tej funkcji ilustruje schemat blokowy przedstawio­
ny na rys. D.2. Na schemacie tym zamiast procedury dla funkcji h należy
uwzględnić procedurę dla funkcji h^, który pokazano na rys. 0,4.

Równania stanu procesu montażu 1 zapasów detali na linii maj« postać:

X1 - H(X1“1 . U1 . Z1-1) (45a)

oraz

Z1 = Ftz1"1 , X.1’1 . U1 . O1 ) (45b)

gdzie: F - funkcja transformacji zapasów, oparta ns formule (42), pray wa­
runkach x°, z° oraz x^.

Przy zadanym prawostronnym warunku brzegowym X^+1 (np. (8a)) na pod­
stawie równań stanu można analizować efekty montażu (kompletność) przy 
braku niektórych detali. Odpowiednie procedurę (dla AX*) pokazano na 
rys. 0,2.

Przeprowadzone rozważania dotyczyły przypadku, gdy transporter obiektów 
nie zatrzymuje się w okresie [o.cj. A zatem liczba obiektów, które zejdę 
z linii w okresie [b,Cj, wynosi L. Jednocześnie niektóre obiekty nie sę 
zmontowane kompletnie.

W drugim skrajnym przypadku można założyć, że każdy obiekt powinien 
być zmontowany kompletnie. Wówczas transporter obiektów jest zatrzymywany 
przy braku co najmniej Jednego detalu. W takim przypadku liczba zmontowa­
nych obiektów jest mniejsza od L.

Analiza procesu montażu z uwzględnieniem dostaw detali przy warunku 
montażu kompletnego może być przeprowadzona na podstawie równań (45).
A zatem obliczenia można prowadzić wg schematu blokowego przedstawionego 
na rys. D.2, wprowadzając proste modyfikacje. Zamiast procedury dla funk­
cji h trzeba wprowadzić procedurę dla funkcji h. z rys. 0.4. W proce-

1-1durzę h^ pomijamy warunek zn » 0 ,  ponieważ w montażu kompletnym nie 
może on być spełniony. Ponadto dla montażu kompletnego AX* =0, a zaten
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n

Rya. 0.4. Schemat blokowy obliczeri dla funkcjl logicznej hd 
Fig. 0.4. Block diagram for computation of the logical function hd



Rys. 0.5. Schemat blokowy obliczeń czasów cykli c^ oraz chwil T* 
uruchamiania transportera głównego

Fig. D.5. Block oiagram for computation of the cycle-time c* and 
the moment T* to 3tart main conveyor
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odpowiednia procedura na rys. 0.2 nie ma znaczenia. Dlatego też procedu­
rę tę zastępujemy obliczeniem czasu cyklu c1 lub inaczej - chwili T1 
uruchomienia transportera po 1-tym cyklu. Schemat blokowy takich obliczeń 
pokazano na rys. D.5. Idea postępowania jest następujęca. Po I-tym cyklu 
sprawdzamy, czy zspas n-tego detalu (n - 1,..,,N) Jest dodatni. Jeśli tak, 
to transporter obiektów nie zatrzymuje się, a cykl c1 « c. W przypadku 
przeciwnym transporter obiektów zatrzymuje się w chwili T*“1 ♦ c. Przyj­
mujemy, że cykl c ^  Cc1 > c )  trwa do chwili, gdy zapas każdego detalu
będzie dodatni. Wynika to z przyjętego wcześniej założenia, że dla reali­
zacji procesu montażu w 1+i-szym cyklu zspas każdego detalu w 1-tym cyklu 
mual być dodatni.

Cykl c^ wyznaczamy następujęco. Dostawy detali sę dane wektorami 0^,
J « 1,... ,L. Zatem jeżeli dla j«l zapas pewnego detalu Jest zerowy, to 
tranaporter obiektów oczekuje od chwili l.c do chwili Jĵ  . c (jj > 1). 
w której zapas każdego detalu jest dodatni. Stęd wynika, że:

O • c ♦ (j^ - 1) . c (46a)

oraz

T1 « T1"1 ♦ o1 (46b)

(warunek T° « O umieszczamy bezpośrednio po 1 —  1 na rys. D.2). Prze-
bisg tych obliczeń przedstawiono na rys. 0.5.

Ponieważ c* ^ c, zatem liczba cykli może być mniejsza od L. Z tego 
względu na ogólnym schemacie blokowym (rys. D.2) zamiast warunku 1 < L 
podstawiamy T* + c « C. Jest to oczywiste, gdyż jedynie w przypadku gdy 
w 1-tym cyklu zapas każdego detalu Jest dodatni i C - T1 » c, można ana­
logicznie analizować l+l-szy cykl.

Rozważone dwa przypadki skrajne (montaż bez zatrzymań transportera oraz 
montaż kompletny) mogę nie dać najlepszych efektów. Wówczas trzeba rozpa­
trywać pewien kompromis, gdy czas postoju transportera Jest ograniczony. 
Analizę takiego przypadku można przeprowadzić w analogiczny sposób, na pod­
stawie równań stanu. Istotne znaczenie ma określenie chwil T1 , tsk by efek­
ty montażu były największe. Jednakże, Jak dotęd, nie ma algorytmów optynal- 
nego rozwiązania tego problemu. Można Jedynie analizować metodę symulacji 
cyfrowej efekty stosowania różnych reguł heurystycznych dla określenia

: chwil t 1. .

7. STEROWANIE MONTAŻEM JEONOWERSYJNYM

Dla przedstawienia problemów sterowania montaż«« Jednowersyjnym rozwa­
żymy deterministyczny model montażu. Wyróżnimy sterowani«« «tatyczne, pseu- 
dostatyczne, psaudodynamiczna 1 dynamiczna.
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7.1. STEROWANIE STATYCZNE

Ze względów organizacyjnych i technicznych najprostszy« rozwięzaniem 
Jest sterowanie statyczne. Wówczas w chwili t°0, czyli na początku okre­
su [o.c], ustala się podzbiory operacji, które należy wykonywać na sta­
nowiskach pracy. W każdym cyklu podzbiory ta sę takie same - bowiea eę 
one rezultaten alokacji operacji. Jednakże sterowanie statyczne nie 
uwzględnia efektów procesu przejściowego, dlatego powoduje dodstkows stra­
ty w montażu.

Załóżmy, że dany jest koszt wykonania operacji o>n na linii montażo­
wej. Koszt ten aoże być zależny od montera, który wykonują tę operację.
A zatem przyjmiemy, że dany jest wektor kosztów:

M (47a)

gdzie: gn - koszt wykonania operacji a>n na linii montażowej.
Jeżeli operacja b>n Jest wykonywana poza linię nontażowę, to koszt 

jej wykonania jest wyższy. A zatem przyjmiemy, że dany Jest wektor dodat­
kowych kosztów:

(47b)

gdzie: g'n - dodatkowy koszt montażu operacji ci>n poza linię.
Straty w przejściowym procesie montażu wynikaję z faktu, że monterzy 

nie wykonuję (z przyczyn od nich niezależnych) pewnych operacji. Przypadek 
taki występuje wtedy, gdy operacja przydzielona monterowi została wykonana 
wcześniej. lub gdy monter nie może wykonać operacji z uwagi na ogranicze­
nia kolejnościowe. Zakładamy przy tym, że płace montera Jest zależna od 
przydzielonych (a nie wykonywanych) operacji. A zatem jeżeli monter nie 
wykonuje przydzielonych mu operacji, to występuje strata. Oeżeli pominię­
te operacje muszę być wykonane poza linię, to występuje dodatkowa strata.
Oznaczmy przez qj - stretę zwięzanę z operację , która powinna być k t n n
wykonana na k-tej stacji w I-tym cyklu. Zatem możemy napisać:

Ok.n
gn . jeśli <uj>n - D a n - D v C x ^ n - o)]

O, w przypadku przeciwnym.
(48)

Strata q* dla k-tej stacji w 1-tym cyklu:

n»N
qk " E  i n  (49)

n»l
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Proces przejściowy na k-tej stacji trwa k-i cykli, a zatem strata qk 
dla k-tej stacji:

>  ‘ g ?  k-2.....K

Stęd strata w procesie przejściowym wynosi: 

k-K

• - T Zk»2
(51)

Analizujęc obiekty schodzęce z linii w procesie przejściowym, wyzna­
czamy straty dodatkowe wynikajęce z montażu niekompletnego:

1»K-1 n-N
" ZZ (*K+l.n _ xK,n̂ * 9ń 5̂2)

1*1 n»l

Oak wynika ze wzorów (48) 1 (52), straty sumaryczne w procesie przej­
ściowym można wyznaczyć symulujęc proces montażu na podstawie równań sta­
nu (przyjnujęc sterowanie wynlksjęce z alokacji operacji).

7.2. STEROWANIE PSEUDOSTATYCZNE
Sterowanie procesem przejściowym nazwiemy pseudostatycznym, jeżeli 

spsłni8 warunek:

V (U1 / U1-1) a (Uł“ł - U1) (53)
2 < 1 S L

Tak więc poczęwszy od drugiego cyklu sterowanie Jest statyczne. Nazwa ste­
rowanie pseudoetatyczne więżę się z tym, że pierwszy cykl Jest umowny.
W trakcie tego cyklu transporter Jest nieruchomy, amonterzy wykonuję za­
dania na różnych stacjach. Ponadto w trakcie sterowania pseudostatycznego 
proces montażu może mleć przebieg dynamiczny.

Rozważmy pracę M monterów w pierwszym cykiu. Monterzy wykonuję K za­
dań. Każde k-te zadanie Jest podzbiorem operacji montażowych na k-tej sta­
cji. Załóżmy, że dany Jest stan początkowy X° oraz stan końcowy XL+ł(dla 
K < L). Ponadto przyjmujemy lewostronny warunek brzegowy Xq  « 0 oraz 
prawostronny warunek brzegowy x£+1 “'1 (jako warunek montażu kompletne­
go).



Zadani« określamy za pomoce wektora:

k [rk'n] n- l  N (54)

Elementy tego wektora definiujemy następująco:

1 k,n
1, jeśli > x°k.n

(55)
0, w przypadku przeciwnym. 

Czasy X wykonania zadań wyznaczamy jako:

n=N
X. • \ ' r. . <\l} k / . k,n n

n=l
(56)

Przyjmując, że monterzy realizuję zadania na sąsiednich stacjach, otrzy­
mujemy sekwencję zadań od k*l do k=K. Dla wyznaczenia zadań, które w 
cyklu c1 ma wykonać m-ty monter, należy rozwiązać prosty problem balan­
sowania. Tak więc m-temu monterowi przydzielamy zadania o numerach od 
kj!l_1+l do kn , przy tym musi być spełniony warunek:

k=kn■

I Z

k=k_+l
X k « c < (57)

k=k „+1 ro-1 k“km-l+1 m»l ,M 
k0“°

Cykl c1 Jest najkrótszym czasem potrzebnym do wykonania wszystkich za­
dań przez M monterów. Tak więc:

k=K

b14 E  k̂
k-1

(58)

oraz przyjmuje się, że c Jest wielokrotnością cyklu c, tzn.:

c = lj . c (59)

gdzie: 1^ - liczba naturalna.
W wyniku realizacji procesu montażu w pierwszym cyklu przechodzimy ze 

stanu X° do stanu X1. Ponieważ transporter był nieruchomy, zatem stosujemy 
wzór:

- Z03 -

ProstB euraa algebraiczna w (60) wynika z faktu, że R jest macierzą zadań 
(operacji różnicowych), których.nie ma w X0» Po uruchomieniu transportera 
proces montażu opisują równania stanu, przy warunku początkowym X1.

Sterowanie peeudostatyczne pozwala wyeliminować straty wynikające z 
niewykonywania przez monterów pewnych operacji, które w konsekwencji pro­
wadzą do montażu niekompletnego. A zatem składowa strat dodatkowych (52) 
jest zerem. Ponadto składowa strat (48) ulega zmniejszeniu, bowiem:

(uk.n -• (xk,n " Ł) (61)

A zatem otrzymany:

k-K 1-k-l n«N

Ż I qi.n (62)
k-2 1«1 n-1

przy tym:

gn , jeśli (uj^n-l) * CxJ;Jłn-l)

X* -  x °  + R (60 )

qk,n (62a)
0, w przypadku przeciwnym.

Ponieważ w trakcie sterowania pseudostatycznego transporter jest za­
trzymany przez lj cykli c, zetem w przedziale czaau [0,c] z linii zej­
dzie tylko L-lj obiektów. Stąd drugi skłednlk strat wynosi:

Q#- lt . g (63)

gdzie: g - strata linii wynikające z braku jednego obiektu.
Sterowanie pseudostetyczne pozwela nontoweć obiekty kompletne. Jednak­

że liczba tych obiektów jest mniejsza niż L.

7.3. STEROWANIE PSEUDOOYNAMICZNE
Sterowanie pseudodynaniczne można przedstawić w postaci:

u 1 « U1 ♦ U1 (®4 ^

Składowa znlenna U1 występuje tylko w procesie przejściowym, tzn. d l e ^
1 «  1 < K. Ola cykli K «  1 *  L «terowanie U1 ■ 0. Składowa atała U 
Jeet sterowanie« statyczny« wyznaczony« w wyniku rozwiązani« problemu alo­
kacji operacji (AO).
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Celom sterowania psaudodynamicznego jest zapewnienie montażu komplet­
nego w przedziale [o,cj. Aby ten cel zrealizować, w kolejnych cyklach 
1 S 1 « K na etenowl3kach pracy wyznaczane sę operacje, które mogą i mu­
szę być wykonane. Zatem, Jeżeli z AO wynika, że na k-tym stanowisku pracy 
ma być wykonana operacja o>n , lecz operacja ta została wykonana wcześniej 
(przed przedziałem [O,c]), to odpowiednia korekta, sterowania jest zawar­
ta w t?1 (S* „ - -1). Analogicznie, Jeśli operacja <3^miała być wykonana 
przed k-tę stecję, lecz nie została wykonana, to uł .,=> 1. W pozostałychoolprzypadkach uk n = O.

Ze sterowania pseudodynamicznego wynika, że w kolejnych cyklach 1,
(l € 1 < K), podzbiory operacji. Jakie powinny być wykonana na stanowi­
sku pracy, mogę być różne. A zatem również cykle c1 mogę być różne.
Efekt sterowania pseudodynamicznego można ocenić na podstawie liczby 
obiektów zmontowanych w przedziale [0,cj. Oednakże poczęwszy od K-tego 
cyklu proces montażu Je3t statyczny. A zatem problem sprowadza się do mi­
nimalizacji czasu trwania procesu przejściowego.

Załóżmy, że dany jest stan poczętkowy X^, stan końcowy X*"+^(dla K <  L)—1 <oloraz sterowanie statyczne U'. Sterowanie dynamiczne U wyznaczamy dla 
kolejnych cykli 1, 1 < 1  <K, następujęco:
Krok 1: dla 1»1 otrzymujemy:

U1 - XL+1- X° (65)
oraz

u1 - u1 + O1

n =N

trZ

Na podstawie U1 z równań stanu wyznaczamy X1.
Krok 1: dla 1 < 1 < K otrzymujemy:

U1 = XL+1- X1“1 , (68)

. U1 - U1 ♦ U1 (69)i

Na podstawie z równań stanu wyznaczamy X^.

W każdym cyklu 1, 1 « 1 < K wyznaczamy czas Jego trwania:

n=N
c1 . max S uł „ . (70)

l « k « K  ^ 1  ’
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Ponadto:

1-K-l
Q - \ Cj (71)

1-1

7.4. STEROWANIE DYNAMICZNE
W sterowaniu dynamicznym zakłada się, że musi być spełniony warunek 

montażu kompletnego (8a). Ponadto liczba obiektów zmontowanych w okresie 
[O.C] powinna być maksymalna. Z tych względów w każdym cyklu 1, 1-1,...,L 
na każdym stanowisku pracy mogę być wykonywane różna podzbiory operacji. 
Sterowanie dynamiczne U* nie jest dane dla 1 « 1,...,L lecz należy
Je sukcesywnie wyznaczać.

Załóżmy, że dany Jest stan poczętkowy X° i prawostronny warunek brze­
gowy (8a), a ponadto 96M » K. Ogólny algorytm dla sterowania dynamiczne­
go ma następujęcę postać:
Krok 1: dla 1-1 otrzymujemy:

UK - 1 - XK-1 (72)

n-N
cl - L !  uK-i,n • <  (73)

n«l

Ponadto dla k - 1.....K-1 wyznaczamy llj tak, by spełniony był warunek: 

n*N •'

H  uk." • & 45 cV (74)
n»i

Ola stacji* na których nie są zlokalizowane stanowiska pracy, sterowanie
U * .  0 .

Krok 1: dla 1 < 1 « L  otrzymujemy:

„1 - xl-l (75)
UK " K-l

fl-N

*-x:• c
n-1



Ponadto dla stacji k, (k » SG^). na których 89 zlokalizowana stanowiska 
pracy, wyznaczany u£ tak, by spełniony był warunek:

n-N

E i n - ^ n ^ 1 <77)n-1

Obliczenia kończyny, gdy:

1-L 1-L+l

y z  ° l  * c < m  ci (78)
1-1 1-1

W każdyn cyklu 1 ■» można w różny sposób wyznaczyć uJ , dla
k ■« 1.....K-1. Deżeli kolejność wykonywania operacji Jest ustalona (od 1 
do N), to operacje, które maję być wykonane w I-tym cyklu na k-tej stacji
(k “ 36n , m ■ l,...,M-l) wyznaczamy następująco. Oznaczmy przez nfc nu-
ner ostatniej operacji wykonywanej w stanie (dla xq -1 . no“0 *̂
Zaten n^ wyznaczamy z warunku:

n-nfc n-n^+1

J Z 2  *  cl < ) *n
n"nk-l+1 n*nk 1**

nk « N (79a)

W tym przypadku sterowanie Uk na postać:

1 , jeśli n){_ 1 < n « nk
'('79 b)

O, w przypadku przeciwnym.
u1k,n

W innych przypadkach sterowanie U^ wyznacza się za pomocę bardziej 
złożonych algorytmów. Oeżeli kolejność wykonywania operacji nie Jest okre- 
ślona, a Jedynie musi być respektowana relacja r  , to można maksynalizo- 
wać sumę czasów operacji, które maję być wykonywana w I-tym cyklu na k-tej 
stacji. Wówczasl sterowanie U^ wyznaczamy za pomocę algorytmów programo­
wania wieloetapowego.

Oeżeli podzbiór operacji fi. k (k = 1 ,...,k), które mogę być wykonane 
na k-tej stacji jest ograniczony, to cykl c1 wynika nie tylko z ostatnie­
go stanowiska pracy. Załóżny, ie:
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k-K
{J ftk - fi (80«)
k -1

fi. n fi < 0
k k+1 k-1 ,...,K-1  (80b)

a. n a . „ »  o
k+9Ł fl«>l (80c)

Przy tych założeniach na k-tej stacji nożns wykonać najwyżej wszystkie
operacje ze zbioru fik. Ponadto na k-tej stacji muszę być wykonane co 
najmniej te operacje, które nie zostały wykonane na stacjach J < k oraz
nie należę do zbioru fik+1- Powiemy, że operacje te tworzę najmniejszy
podzbiór zbioru fi k • W przeciwnym przypadku warunek montażu kompletnego 
nie byłby spełniony (jeżeli operacja co(1 nie należy do zbioru fi k\ fi > 
to o n nie należy również do zbioru fik\ f i k+j{' > l)« A zaten cykl 
c1 wyznaczamy jako:

c1 - max c* (SD
l « k « K

gdzie: c£ - czas wykonania najmniejszego podzbioru operacji na k-tej sta­
cji w 1-tyn cyklu.

Ola tak wyznaczor 
sób pokazany wyżej.

cji w 1-tyn cyklu. 1 1
Dla tak wyznaczonego cyklu c* nożna określić sterowania Uk w spo-

8. MODEL MONTAŻU WIELCWERSYONEGO

Montaż wielowersyjny stanowi uogólnienie nontażu Jednowersyjnego. Wer­
sja obiektu jest określona przez zbiór detali, z których składa się ten 
obiekt. Załóżmy, że danych Jest S wersji. Montaż obiektu s-tej wersji wy­
maga wykonania wszystkich operacji ze zbioru fi . Załóżny, że liczba tych 

soperacji wynosi N .
W dalszym ćięgu rozważać będziemy zbiór wszystkich operacji, tzn. :

s-S
fi - u  a 8 (82)



- 208 -

Przygniemy, ie 

8 «8
P| fi8 / 0 (83)
8»!

Liczbę .operacji zbioru fi oznaczymy przez N.
Załóżmy, że na podstawie relacji F s (3 = 1,...,S) określona jest re­

lacja r  dla operacji ze zbioru fi . Przez &  (n = 1.....Ń) oznaczymy czas 
wykonania operacji (0n. Przyjmiemy, że numeracja operacji spełnia warunek 
( 1 ).

Założymy, że przyporządkowanie operacji con do s-tej wersji Jest 
określone macierzą:

* • fw 1 (84)
L n ' 9J n - l  N

3=1,... , S

Elementy tej macierzy maję następujęce znaczenie:

wn,s
i, Jeśli operacja a> należy do s-tej wersji

n (84a)
0, w przypadku przeciwnym.

Dla wielowersyjnego procesu montażu stan zdefiniujemy następująco.

Definicja 4

Stan wielowersyjnego procesu montażu na k-tej stacji, (k * 1,...,K) 
po 1-tyra cyklu (1 = 1,...,L) jest wektorem:

Xki ■    (85!

Element Q Jest numerem s, (s = 1,...,S) wersji obiektu montowane­
go w 1-tym cyklu na k-tej stacji. Pozostałe elementy (dla n = 1 ,...,N)
są określone w (3a).
A zatem stan wielowersyjnego procesu montażu na linii po 1-tym (1-1,,..,L) 
cyklu Jest macierzą - analogiczną do (4). Tym samym w analogiczny sposób 
Jak w (5 ) i (6) określamy warunki początkowy i końcowy dla montażu wielo­
wersyjnego.

W lewostronnym warunku brzegowy® dla montażu wielowersyjnego istotne 
znaczenie me współrzędna Q , (1 = 1,...,L). Współrzędna ta określa wer­
sję obiektu, który w 1+1-szym cyklu znajdzie się na pierwszej stacji. Po­
zostałe elementy warunku Xq (dla n = 1,...,N), analogicznie jak w (7), 
•ą żarowa.
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Prawostronny warunek brzegowy X^+1 ma istotne znaczenie dla montażu 
kompletnego. Współrzędna *^+1 q określa wersję obiektu, który w 1-tym 
cyklu powinien być na K+l-szeJ stacji. Oeżell:

XK+1,0 “ 8 <86)

to warunek montażu kompletnego dla 1-tego cyklu przyjmie postać:

1 < V < M  (87)l $ n $ N

A zatem w obiekcie znajdującym się po 1-tym cyklu na K+l-szeJ stacji muszą
być wykonane wszystkie operacje e fi8.

Przyjmując definicję stanu (85) zauważymy, że montaż wielowersyjny Jest 
procesem dynamicznym - w sensie definicji (10).

Definicja 5

Sterowanie wielowersyjnym procesem montażu w 1-tym cyklu (1 • i,...,L), 
na k-tej stacji (k ■ 1 ,...,k ) Jest wektorem:

uk " [ uknl  (88)L Jn-0,1... . ,N

Element u£ Q Jeet numerem s (s • 1 S) wersji obiektu montowanego
w 1-tym cyklu na k-tej stacji (k “ 96„. * “ 1.....M). Pozostałe elementy
(dla n » 1,... ,N) są określone w (l3b). A zatem analogicznie Jak w (16)
sterowanie wielowersyjnym procesem montażu w 1-tym cyklu można przedsta­
wić w postaci macierzy. Ponadto w sensie (18) Jest to sterowanie dynamicz­
ne.

W montażu wielowersyjnym zachodzi:

wk O " uk”l 0 (89)' k-1.....K+l
1*1!•••|C . .

natomiast współrzędna uq”o Joat sterowalna. Kolejność wersji obiektów 
podawanych na pierwszą stację ma wpływ na efekty montażu wielowersyjnego.

W równaniach stanu montażu wielowersyjnego uwzględniamy (89), a poza 
tym wyróżniamy przypadki (20) t (24) - Jak dla montażu Jednowersyjnego.

Tak więc równania stanu dla montażu wielowersyjnego, w 1-tym cyklu na 
k-tej stacji, stanowią formuły (89) i (26). Tym samym ogólne równanie sta­
nu dla montażu wielowersyjnego ma postać (28). Jednakże dla monteżu wielo­
wersyjnego istotna znaczenie aa lewostronny warunek brzegowy XQ , poprzez 
który aterowalny Jest proces montażu.
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Na schemacie blokowym przedstawiony® na rys, D.2 dla montażu wielo­
wersyjnego trzeba wprowadzić pewne modyfikacje. Formułę (89) (î  o"”- U k-1 0̂  
należy umieścić bezpośrednio przed blokiem dla h *•*— 1. Ponadto w pro­
cedurze analizy kompletności montażu przyjmujemy:

XK~0 » s (90a)

oraz

- *1 Jeśli w »1 K+l,n K,n J n ,s

0, w przypadku przeciwnym.

Ponadto sterowanie U* na ogół nie Jeat dane, gdyż u£ Q Jest zależ­
ne od sterowalnego lewostronnego warunku brzegowego dla û , g.

Dla montażu wielowersyjnego można, analogicznie Jak dla montażu Jedno- 
wersyjnego, przedstawić inne modele: probabilistyczny oraz uwzględniający 
dostawy detali. Jednakże zasadnicze znaczenie ma sterowanie dynamiczne 
procesem deterministycznym.

9. STEROWANIE DYNAMICZNE MONTAŻEM WIELOWERSYJNYM

Montaż wielowersyjny Jest procesem dynamicznym, wymagającym sterowania 
dynamicznego. Rozważymy dwa warianty takiego sterowania, które nazwiemy 
quasi-dynBmicznyro oraz dynamicznym.

Definicja 6

Sterowanie wielowersyjnym procesem montażu Jest quasi-dynamiczna, Je­
żeli spełnia warunek:

V  V  V  (u* - uj*' )=3> (u£ « U?1) (91)
l « k « K  l^lsJL l «a , «L  K,U K'U K

AlSterowanie quasi-dynamiczne oznaczymy przez U .
A zatem podzbiór operacji. Jakie należy wykonać w 1-tym cyklu na k-tej 
stacji. Jest zależny tylko od wersji montowanego obiektu. Takie proste 
sterowanie dynamiczne Jest stosowane, gdy operacje są wykonywane przez 
monterów.

Przyjmiemy, że sterowanie dynamiczne nie spełnia warunku (91). Tym sa­
mym na pewnej stacji przy montażu obiektu tej samej wersji w różnych cy­
klach są wykonywane różne podzbiory operacji. Ten złożony sposób stero­

wania można rozpatrywać, gdy operacje są wykonywane przez roboty przemy­
słowe.

W przypadku sterowania quasi-dynamicznego zakładamy, że dany jest wek-» 
tor (2) alokacji operacji do stacji montażowych. Ponadto m-te stanowisko 
pracy, (m n 1,... ,M) znajduje się na stacji X a niezależnie do wersji 
montowanego obiektu, w całym okresie [o.cj.

Załóżmy, że dane są: Xq , X°, X*+1. Sterowanie quasl-dynamiczne u£ w
1-tym cyklu, (1 » 1,...,L) na k-taj stacji, (k « 1,...,K) określamy na­
stępująco:

ó1k,n
1, jeśli ( a n = m ) A  (atn»k) a  (uJ q=s) a  (t>n  g*i)

(92)
0, w przypadku przeciwnym

0*1i•••|N,

Współrzędną uj| Q wyznaczamy z (89). 
Czas cyklu c* określamy jako:

1 ’ Bax I Z  “k n ' ^  {93)l s k s K  K'n nn»l

Algorytm quasi-dynamicznego sterowania montażem wielowersyjnym Jeat 
oparty na równaniach stanu. W 1-tym cyklu (1 = 1,...,L) wyznaczamy uJ 
(k » 1,.. . ,K) zgodnie z (92) oraz c^ na podstawie (93). Następnie mając 
stan X^ 1 sterowania U* wyznaczamy - z równań stanu - kolejny stan 
X^+*. Na podstawie stanu otrzymujemy sterowanie U*+Vltd.

Jako kryterium sterowania quasl-dynaaicznego przyjmuje się maksymali­
zację liczby L obiektów zmontowanych w okresie [o,c], A zatem obliczenia 
kończymy, gdy spełniony jest warunek (78).

Sterowanie quasi-dynamiczna Jest szeroko stosowane w praktyce. Z tego 
względu poczynimy kilka uwag krytycznych. Przede wszystkim należy pod­
kreślić, że przy sterowaniu quasi-dynamiczny8i na ogół nie Jest spełniony 
warunek montażu kompletnego dla początkowych K obiektów schodzących z 
linii. Przez analogię do montażu Jednowersyjnego można powiedzieć, że w 
początkowych K cyklach proces montażu jest przejściowy. Proces przej­
ściowy nie występuje (a montaż jest kompletny) tylkojw przypadku, gdy 
sterowanie quasi-dynamiczne w dwóch kolejnych okresach (0,cJ Jest iden­
tyczne.

Liczba obiektów zmontowanych w okresie [p,c] Jest zależna od kolejno­
ści wprowadzania na pierwszą stację obiektów różnej wersji. Dlatego taż 
w montażu wielowersyjnym istotne znaczenie ma tzw. problem kolejnościowy. 
Polega on na określeniu najlepszej kolejności montażu obiektów różnej wer­
sji. W dwóch skrajnych przypadkach wyróżnia się montaż seryjny oraz mon­
taż mieszany. W montażu seryjnym obiekty należące do Jednej werajl aą po-
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dawane na linię kolejno Jeden po drugim. Na ogół liczba obiektów w serii 
Jest większa niż K. W takim przypadku problem kolejnościowy upraszcza się, 
bowiem liczba serii S Jest znacznie mniejsza od liczby wszystkich obiek­
tów. Ponadto istotne znaczenie maj? jedynie te cykle, w których na linii 
znajoują się obiekty dwóch różnych wersji. W przeciwny« przypadku mamy do 
czynienia ze statycznym procesem Jednowersyjnym.

W przypadku montażu mieszanego dokładne rozwiązani* problemu kolejno- 
ściowego nie Jest możliwe z uwagi na długi czas obliczeń. 2 tego względu 
stosowane s ą  algorytmy heurystyczne. Algorytmy te są oparte na symulacji 
procesu montażu.

Sterowanie dynamiczne montażem wielowersyjnym można przedstawić analo­
gicznie jak dla montażu Jednowersyjnego. Tak więc przyjmujemy warunek mon­
tażu kompletnego (87). Czas cyklu c^ wyznaczamy na podstawie stanu pro­
cesu montażu na ostatnim stanowisku pracy (niech aeM - K). Sterowania dy­
namiczne U nie jest dane (na podstawie wektora (2)), lecz należy je 
sukcesywnie wyznaczać dla kolejnych cykli 1 = 1,...,L.

Załóżmy, że dany jest stan początkowy X®, lewostronny warunek brzego­
wy X0 oraz prawostronny warunek montażu kompletnego (87). Ogólny algo­
rytm sterowania dynamicznego ma następującą postać:
Krok 1: dla 1 « i ,... ,L
- jeżeli x ^ (Q - s, to

- dla n = 1,...,N otrzymujemy

1, Jeśli (x*-? =0) a (w -1)K-l ,n n ,8
(95)

0, w przypadku przeciwnym

- czas cyklu c* określamy Jako

n»N

EHa 1 K,n (96)

- dla stacji k ■ Jt , m »

(97)
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- dla kolejnych n « 1,...,N uwzględniając (96) i (97) otrzymujemy

«ł»n
' 1, jeśli (wn<8-l) A (x£:J>n-0) A ( J~ 2  « cl)

V -1
u1k.n (98)

O, w przypadku przeciwny*

- dla stacj i k / otrzymujemy

X* - x £  (99)

Obliczenia kończymy, gdy spełniony Jest warunek (78). W algorytmie tym 
założono, że dla każdej wersji operacje są wykonywane w kolejności zgod­
nej z numeracją.

10. ZAKOŃCZENIE

W przeprowadzonych rozważaniach przedstawiono modele matematyczne mon­
tażu dynamicznego. Z wprowadzonej klasyfikacji wynika, że alokacja zadań 
i zasobów, rozpatrywana w rozprawie. Jest formą sterowania statycznego 
montażem.

Stosowanie sterowania statycznego Jest uzasadnione dla montażu seryjne­
go, gdyż zaburzenia występują Jedynie w procesie przejściowym. Ponadto w 
zależności od efektów tych zaburzeń można stosować różne formy sterowania. 
Sterowanie procesem przejściowym wymaga ewidencji wykonanych operacji w 
każdym cyklu, na każdym stanowisku pracy. Dlatego też Jest to możliwe w 
przypadku wykorzystania robotów przemysłowych oraz mikroprocesorowego sy­
stemu sterowania.

Przedstawione modele matematyczne montażu dynamicznego są oparte na 
równaniach stanu. Ten sposób modelowania proceaów dyskretnych daje pewne 
analogie do procesów ciągłych. Ponadto umożliwia Jasną klasyfikacją pro­
cesów i sterowań.

Modele matematyczne oparte na równaniach stanu są modelami typu symu­
lacyjnego. Można za ich pomocą wyznaczyć racjonalne sterowanie, baz gwa­
rancji optymalności.
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1, Jeśli (x*~J =0) a (w = 1 )K-l,n n ,3
(95)

0, w przypadku przeciwnym
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n»N

n=l
K,n (96)

- dla stacji k » 9<B , m - 1,... ,M-1

(97)
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dla kolejnych n » 1,...,N uwzględniając (96) i (97) otrzymujemy

«3»n
r 1 , jeśli ( v 9-l)A(x£:J(n-0)A (Z Z  Uk ,■$ cl)

•i -1
u1 k ,n (98)

0, w przypadku przeciwnym

- dla stacji k / otrzymujemy

Xk ’ XklJ (99)

Obliczenia kończymy, gdy spełniony Jest warunek (78). W algorytmie tym 
założono, że dla każdej wersji operacje sę wykonywane w kolejności zgod­
nej z numerację.

10. ZAKOŃCZENIE

W przeprowadzonych rozważaniach przedstawiono modele matematyczne mon­
tażu dynamicznego. Z wprowadzonej klasyfikacji wynika, że alokacja zadań 
i zasobów, rozpatrywana w rozprawie. Jest formę sterowania statycznego 
montażem.

Stosowanie sterowania statycznego jest uzasadnione dla montażu seryjne 
go, gdyż zaburzenia występuję Jedynie w procesie przejściowym. Ponadto w 
zależności od efektów tych zaburzeń można stosować różne formy sterowania 
Sterowanie procesem przejściowym wymaga ewidencji wykonanych operacji w 
każdym cyklu, na każdym stanowisku pracy. Olatego też Jest to możliwe w 
przypadku wykorzystania robotów przemysłowych oraz mikroprocesorowego sy­
stemu sterowania.

Przedstawione modele matematyczne montażu dynamicznego sę oparte na 
równaniach stanu. Ten sposób modelowania procesów dyskretnych daje pewne 
analogie do procesów cięgłych. Ponadto umożliwia Jasnę klasyfikację pro­
cesów i sterowań.

Modele matematyczne oparte na równaniach stanu sę modelami typu symu­
lacyjnego. Można za Ich pomocę wyznaczyć racjonalne sterowanie, bez gwa­
rancji optymalności.
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Д О П О Л Н Е Н И Е

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКОЙ СБОРКОЙ

Р е з ю м е

В дополнении рассматривается последовательная сборочная линия а также 
процесс сборки с точностью в одну операцию (одну деталь). Рассматривается 
процесс сборки в очередных циклах сборки на каждом рабочем месте сборочной 
станции. Для описания процесса введено определение состояния сборки. В част­
ности определены: начальное и конечное состояния а также левостронный и пра- 
востронный краевые условия. Кроме этого принята классификация процесса сбор­
ки, выделяя процессы: статический, динамический и переходной. Аналогичным 
образом определено управление сборкой а также принята классификация управ­
ления с выделением управлений: статического, динамического и переходного.
На основании определения состояния и управления, выделены уравнения состо­
яния процесса.сборки. Уравнения эти показывают логические зависимости при 
сборке на очередных рабочих местах в очередных циклах.

В дополнении выделены одноверсионные и многоверсионные процессы сборки. 
Детально проанализирован одноверсионный процесс. Выделенные формулы обо­
бщены для случая многоверсионной сборки.

Рассматриваемые математические модели основываются на уравнениях состоя­
ния. Алгоритмы уравнения используют эвристические решающие правила а также 
симуляцию сборочного процесса.

Для одноверсионного процесса представлена детерминистическая и вероят­
ностная модели сборки. Кроме[_этого рассмотрена детерминистическая модель 
сборки и запаса деталей. Для детерминистической модели дан анализ уравнений 
статического, псевдостатического, псевдодинамического и динамического. При­
ведены различные алгоритмы динамического управления.

3 многоверсионной модели существенное значение имеет левостороннее крае­
вое условие. Определяет оно очерёдность объектов (различных версий) введён­
ных на сборочную линию. Для детерминистической многоверсионной модели сбор­
ки представлено динамическое управление.

Рассмотренные в дополнении математические модели и алгоритмы управления, 
основанные на уравнениях состояния, являются моделями симуляционного типа. 
Используя эти модели можно таким образом определить рациональное управле­
ние однако без гарантированной оптимальности. Представленные моделм могут 
быть использованы на сборочных линиях с промышленными роботами.
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A P P E N D I X

MATHEMATICAL MODELS AND ALGORITHMS FOR CONTROL 
OF DYNAMIC ASSEMBLY

S u ■ ■ a >r y
In the appendix a sequential assembly line and an assembly process is 

considered - with precision to the operation (assembly element). The as­
sembly process is analysed in the succesive cycles on each work place 
(line station).

For description of the process the definition of an assembly state is 
introduced. The initial and final states end boundary conditions (the 
left and the right hand side) are distinguished. Futhermore the classifi­
cation of the assembly process has been introduced. According to the clas­
sification the static, dynamic and transient assembly processes are di­
stinguished. In analogious way the control of the assembly process is de­
fined. The state equatione of the assembly process are found out basing 
on the appropriate definitions. The equations interpret logical dependen­
ces at the assembly on sequential line stations during succesive cyclee.

In the appendix the single-version of assembly and its multi-version 
are distinguished. The single-version assembly process is analysed in de­
tails. The worked out formulas have been generalized for the multi-ver- 
sion assembly process.

The mathematical models considered in the appendix are besed on the lo­
gical state equations. Control algorithms use heuristic decision rules 
and a simulation of the assembly process.

For the single-version process deterministic and stochastic models of 
the assembly are shown. Futhermore a deterministic model of the assembly 
and assembly element stocks has been considered. For the deterministic 
model the following controls have been analysed: static, pseudostatic, 
pseudodynamic and dynamic.

At the multi-veraion process has the left hand side boundary condition 
has got a key because it is controlable. The left hand aide boundary con­
dition interprets the sequence of varloue vereion object which are intro­
duced on the assembly line. For the multi-version determinietic model of 
assembly the quasl-dynamlc and dynamic controls are presented.

The mathematical modele end control algorithms considered in the ap­
pendix are based on the stete equatione. These are the simulation systems 
which give feasible solutions without warrant of the optimality.
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MODELE I ALGORYTMY ALOKACJI OPERACJI I ZASOBÓW 
NA LINII MONTAŻOWEJ

S t r e s z c z e n i e

Rozprawa składa się z sześciu podstawowych rozdziałów oraz dodatku, 
w części zasadniczej przedstawiono deterministyczne modele matematyczne 
i  algorytmy alokacji operacji i zasobów, w Jednowersyjnym procesie monta­
żu na liniach o szeregowych oraz równoległych stanowiskach pracy. Doda­
tek zawiera deterministyczne i probabilistyczne modele matematyczne i al­
gorytmy sterowania Jednowersyjnym oraz wielowersyjnym montażem dynamicz­
nym .

Rozdział pierwszy stanowi wprowadzenie do rozważanej problematyki. Na 
tle ogólnych zagadnień związanych z dyskretnymi procesami przemysłowymi 
przedstawiono opis linii i procesu montażu oraz scharakteryzowano podsta­
wowe problemy. Określono klasyczny problem balansowania linii montażowej 
(BLM) i dokonano przeglądu dokładnych oraz przybliżonych algorytmów Jego 
rozwiązania. Ponadto wprowadzono koncepcję metody programowania wieloeta­
powego.

W rozdziale drugim rozwiązano klasyczny problem BLM za pomoc? różnych 
a l g o r y t m ó w  (binarny, szeregowania, przydziału oraz harmonogramowania), 
o p a r t y c h  na  m e t o d z i e  programowania wieloetapowego. Algorytmy te zilustro­
w a no  p r z y k ł a d a m i  obliczeniowymi. Na podstawie testów komputerowych oraz 
o g ó l n y c h  s f o r m u ł o w a ń  przeanalizowano efektywność algorytmów programowania 
w i e l o e t a p o w e g o .  Do dalszej analizy wybrano algorytm harmonogramowania.

W r o z d z i a l e  trzecim sformułowano uogólnione modele BLM. Wyróżniono mo­
d e l e  z :  dodatkowymi parametrami operacji, enklawami operacji (podzielnymi 
oraz n i e p o d z i e l n y m i ) ,  frontami pracy oraz kosztem montażu. Dla każdego mo­
d e l u  przedstawiono algorytm oparty na metodzie programowania wieloetapo­
w e g o .  W algorytmach tych szczególny uwagę zwrócono na eliminowanie stanów 
nieperspektywicznych.

Rozdział czwarty dotyczy alokacji operacji na liniach z szeregowymi 
stanowiskami pracy. Sformułowano modele z ograniczeniami: pozycyjnymi, 
czasowymi oraz zakresowymi. Ponadto rozważano linię asymetryczną. Dla każ­
dego modelu przedstawiono algorytm programowania wieloetapowego. W roz­
dziale tym wprowadzono rozróżnienie stacji montażowej i stanowiska pracy.

W r o z d z i a l e  p i ą t y m  r o z w a ż a n o  a l o k a c j ę  operacji na linii z  równoległy­
mi s t a n o w i s k a m i  p r a c y  ( dwa  s t a n o w i s k a  p r a c y  na jednej stacji montażowej). 
S f o r m u ł o w a n o  m o d e l  p o d s t a w o w y  i  modele z relację wykluczania oraz synchro­
n i z a c j i .  Ola każdego modelu przedstawiono algorytm programowania wielo-
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etapowego. W modelu podstawowym szczegółowo przedyskutowano eliminację 
stanów nieperspektywicznych.

W rozdziale szóstym przedstawione s? problemy alokacji operacji i za­
sobów na linii z szeregowymi stanowiskami pracy. Wyróżniono modele aloka­
cji: operacji i kontenerów, operacji i narzędzi oraz operacji i monterów. 
Dl>a każdego modelu przedstawiono algorytm programowania wieloetapowego.
W ogólnym przypadku dodatkowe zasoby w procesie montażu s? substytucyjne 
i podwójnie ograniczone.

W dodatku proces montażu Jest rozważany z dokładności? do operacji (de 
talu) na 'każdym stanowisku pracy. Wprowadzono definicje stanu procesu mon 
tażu oraz sterowania montażem. Na tej podstawie wyróżniono montaż (oraz 
sterowanie) statyczny, dynamiczny oraz przejściowy. Wyprowadzono równania 
stanu procesu montażu i zapasów detali (deterministyczne oraz probabili­
styczne), W oparciu o te równania stanu można symulować proces montażu 
przy różnych (heuryetycznych) regułach sterowania. Dla modelu Jednower- 
syjnego przeanalizowano sterowanie: statyczne, pseudostatyczne, pseudody- 
namiczne oraz dynamiczne. Dla montażu wielowersyjnego przedstawiono algo­
rytmy sterowania dynamicznego.

Algorytmy alokacji operacji i zasobów pozwalaj? wyznaczyć rozwiązanie 
optymalne lub przybliżone (jeżeli wyczerpany zostaje czas obliczeń kompu­
terowych). Algorytmy sterowania montażem dynamicznym s? oparte na równa­
niach stanu i heurystycznych regułach decyzyjnych, dlatego nie gwarantuj? 
rozwiązań optymalnych.



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ АЛЛОКАЦИИ ОПЕРАЦИЙ И РЕСУРСОВ
В СБОРОЧНОЙ ЛИНИИ

Р е з и н е

Работа состоит из шести основных глав и дополнения. В основной части 
работы представлены детерминистические и вероятностные математические мо­
дели а также алгоритмы управления одно и многоверсионной динамической сбор­
кой.

Первая глава является вводной в рассматриваемую проблематику. На фоне 
общих вопросов, касающихся дискретных промышленных процессов, дано описа­
ние линии и процесса сборки а также охарактеризованы основные проблемы. 
Определена классическая проблема балансирования сборочной линией (БСЛ) а 
также дан обзор точных и приближенных алгоритмов её решения. Кроме того 
введена концепция метода многоэтапного программирования.

Во второй главе решена классическая проблема ВСЛ при помощи различных 
алгоритмов (бинарного, упорядочения, приписания а Также календарного Пла­
нирования), основанных на методе многоэтапного программирования. Алгоритмы 
эти проиллюстрированы расчётными примерами. На основе компьютерных тестов 
а также общих определений дан анализ эффективности алгоритмов многоэтапно­
го программирования. Для дальнейшего анализа выбран алгоритм календарного 
планирования.

В третьей главе сформулированы общие модели БСЛ. В частности показаны 
следующие модели» с добавочными параметрами по операциям, с энклавами опе­
раций (делимыми и неделимыми), с фронтами работ и стоимостью сборки. Для 
каждой модели представлен алгоритм на основе метода многоэтапного програм­
мирования. В этих алгоритмах особое внимание обращено на возможность исклю­
чения неперспективных состояний.

Четвёртая глава касается аллокации операций на линиях с последователь­
ными местами работы. Сформулированы модели с ограничениями! позиционными, 
временными, а также диапазонными. Кроме этого рассмотрена ассиметрическая 
линия. Для каждой модели дан алгоритм многоэтапного программирования.
В этой главе введены отличия сборочной станции и мест работы,

В пятой главе рассмотрена аллокация операций на линии с параллельными 
рабочими местами (два рабочие места на одной сборочной станции). Сформули­
рованы основная модель и модели с отношениями исключения и синхронизации. 
Для каждой модели представлен алгоритм многоэтапного программирования.
В основной модели подробно оговорено исключение неперспективных состояний.

В шестой главе представлены проблемы аллокации операций и ресурсов на 
линии с последовательными рабочими местами. В частности показаны следующие
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модели аллокации* операций и контейнеров, операций и рабочего инструмента 
а также операций и монтёров. Для каждой модели дан алгоритм многоэтапного 
программирования. В общим случае добавочные ресурсы в процессе сборки яв­
ляются взаимозаменяемыми и двухкратно ограниченными.



MATHEMATICAL MODELS AND ALGORITHMS IFOR RESOURCE 
AND OPERATION ALLOCATION ON AN ASSEMBLY LINE

S u si a a r y

INTRODUCTION ' •

A subject of consideration in the idssertation is an assembly process 
realized on a line, shown on the figure 1.1. The assembly line consists 
of: a main conveyor, assembly stations and fields, at which tools and as­
sembly elements are placed. The main conveyor transports an assembly 
object along the line (with uniform or 3tep motion). Chassis of the as­
sembled objects are installed on the main conveyor in equal distances.
The assembly stations are distinguished fields, which are placed sequen­
tially along the line. On the assembly stations work places are localized. 
The work place is a place on the assembly station, at which only one ope­
rator can occur (an assembler or industrial robot). An assembly elements 
is a part of the assembly object. The tools and containers with assembly 
elements are placed on the fields beside the main conveyor. The assembly 
objects remain on each assembly station during time called the cycle-ti- 
me. During the cycle-time on each station only one object is placed.

In the dissertation the assembly process is analysed at the period of 
time [O.C], where C is a multiple of the cycle-time c. Ah initial condi­
tion of the assembly process is defined by degree of assembly objects 
completeness on the line at the moment t=0. A final condition of the as­
sembly process is defined respectively for the moment t=C. At the as­
sembly process on the line, boundary conditions are also distinguished 
(see fig. l.l). The. conditions are defined by the type of assembly 
objects which enter the first station or respectively leave the last sta­
tion of the line.

If at each assembly station no more than one work place is arranged, 
assembly process is sequential and the line consists of sequential work 
places. Otherwise the line with parallel work places is considered. In 
the dissertation on more than two work places at each assembly station 
are assumed (placed at different sides of the main conveyor). If opera­
tion parameters (for example performance time) |are equal for the diffe­
rent sides of the main conveyor, then assembly line is symmetrical; ot­
herwise the assembly line is asymmetrical. The assembly process is con­
sidered as spatial (three-dimensional) if transport times between the 
points at which assembly elements are placed can not be omitted; other-
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wise we call It point assembly process. Assembly stations are basic re­
sources of the assembly process. Additional resources are: operators, 
tools and containers with the assembly elements. In the dissertation it 
is displayed that the additional resources are double-constrained and 
substitutional.

In assembly process versions of objects are distinguished. The ver­
sion is defined by the assembly elements of which the assembly object 
consists. At single-version of assembly process each object consists of 
the same assembly elements. At multiversion assembly objects may consist 
of various assembly elements. An assembly is called sequential if all the 
objects of the same version form the sequence without objects of other 
version; otherwise mixed assembly is considered. In the dissertation a 
detailed description of the sequential single-version assembly is given.

An assembly process is called static if at each cycle in the period 
[o,c] the same operations are performed on the work places, otherwise the 
assembly is dynamic. A transient assembly process is a particular case 
of the dynamic one. The transient assembly process is dynamic during ini­
tial K cycles only then the process is the static one, (K is the number 
of stations). The transient assembly process occurs during a change of 
the object version which are assembled on the line. A detailed descript­
ion of the dynamic assembly process is given in the appendix.

The dissertation displays that for single-version of assembly essen­
tial meaning have the following problems:

i) Assembly line balancing (ALB) 
li) Allocation of operations (AO), for the lines with sequential and pa­

rallel work places 
ill) Resource and operation allocation (ROA)
The problems are considered in the chapters 2, 3, 4 , 5  and 6 of the dis­
sertation.

MULTI-STAGE PROGRAMMING METHOD
To solve the problems formulated in the dissertation, aulti-stage pro­

grams) ing method is proposed. The.method is based on the ideas of the 
branch arid bound and the dynamic programming methods. Fundamental con­
struction elements of multi-stage programming algorithms are: a state of 
decision process, a value of the state, state generation procedures and 
rules for elimination unperspective states. An idea of the algorithms de­
pends on generation of feasible trajectories (sequence of 9tates) and an 
elimination of unperspective trajectories, which does not lead to the op­
timal solution.

In the dissertation the N-stage decision processes are considered,
(N is the number of assembly operations). The numbers of the decision
stages are denoted by if , however the numbers of states at the^-th stage
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are denoted by 1 , (L^ means a feasible nuaber of states et the-7-th
stage). ■ ■ r:-

The etate P of decision process interprets a situation at the sy­
stem after an appropriate decision. In the dissertation the state is a 
vector for the ALB and AO problems, however for the ROA problem the state 
is a matrix with two columns. At the multi-stage programming algoritms the 
following states are distinguished: p®'^ _ initial state (specifies ini­
tial conditions of the process on the line), pN *̂  - final state (gives a 
feasible solution of the problem),  ̂- active state (enables to gene­
rate next states), P8 - actually the best .final state, pN »̂  - local op­
timal state (the best final state obtained from the state pV'1 ), P°- glo­
bal optimal state (the best final state).

Each state p“?'1 is associated with its value v'?'1. The value v?'*
18 an estimation of the state p“'!'̂  from a given criterion point of view. 
The final state with the extremal value gives the optimal solution. In ge­
neral case the value v"?’1 is a vector. Elements of the vector are calcu­
lated with aid of the apropriate state value function or recursively - du­
ring generation of the state p*)’1 from the state P1? * .

State generation consists in a selection of a certain active state 
pt?-l,>. and a decision to perform the n-th operation, what gives the next 
state P?’1. The active states are placed in lexicographically ordered 
sets<f^. The number of elements in the set can be limited to Lq, whe­
re L̂ , si. For selection of the active state various rules (for example 
FIFO, LIFO, LLB and so on) are used. The branch rule is called complete, 
if starting from the state p'9“1 *®' all its immediate successors pV ’1 are 
generated; otherwise the branching is partial. For the complete branching 
the state P7-i.a. is selected only once because after state generation 
It is no active: contrary for the partial branching the state p?”!»®' i8 
selected many tines. In this case with each state P?*'̂  the index iV’1 
is associated. The index I1?'1 indicates which states have already been 
generated from the state p'?'*. In this way each state is generated only 
once and futhermore there are no omitted states. The application of the 
state indices gives possibility to limit the number of states in the sets

A state generation procedure is a logical sentence defining conditions, 
which must be satisfied to generate new states. The state generation 
starts from the initial state P0,1 and is continued until the sets d&y
(for 1} = 0,1..... N— 1) are not empty. The calculations are finished if
each set is empty.

During calculations unperspective states are eliminated. For this pur­
pose the elimination rules called: exhausting, fathoming and domination 
are applied. The exhausting rule eliminates the state from which there is 
no possibilities to get feasible solution of the problem. The fathoming Q 
rule eliminates the state P?'1 if appropriate local optimal state pN>1
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is worse than the given state Pa. The domination rule permits to eliaina-
te one of the two states p" ,a or P ‘,A , which has the worse appropria­
te local optimal state.

In the dissertation all the formulated problems are solved with aid of 
the multi-stage programming algorithms. For this purpose the state, the 
state value, the state generation procedures and the unperspective state 
elimination rules are defined at each algorith. The proofs for the elimi­
nation rules are also given. Futhermore for illustration of the multi-sta­
ge programming algorithms In the dissertation there are examples and com­
putational tests.

STANDARD ALB PROBLEM

In the second chapter a single version assembly process on a line with 
sequential work stations is considered. The standard ALB problem is formu­
lated in the following way. There is a set £i of the assembly operations. 
Performance times of the operations and a sequencing relation are given. 
For the given cycle-rtiae c the minimum number of operation subsets, 
which form work stations, should be calculated. For the given cycle-time 
c the number M of work places can not be greater than the number K 
of assembly stations (M « k). Futhermore the following subsets of opera­
tions j ,. ;. , ,.. . ,iiM are located to the succeeding assembly stations
from the first one to the k-th one (k-Sk).

The standard ALB problem was solwed with the aid of four multi-stage 
programming algorithms. The algorithms are called: binary, sequencing, 
allocation and scheduling one. In the algorithms a state is a vector, 
elements of which are defined In a different way. In the binary algorithm 
the vector element is equal to 1, If the decision about performing the 
appropriate operation has been taken, (0 - otherwise). In the sequencing 
algorithm the vector element is equal to s (where s is the position
number of the operation in the sequence), if the decision about performing
the appropriate operation has been taken, (0 - otherwise). In the alloca­
tion algorithm the element of the state vector is equal to o , if the 
appropriate operation is allocated to the subset (0 - otherwise);Bl
In thé scheduling algorithm the element of the state vector is equal to 
tn, (where t- is the moment at which performing of the operation is fi­
nished), if the decision about performing the appropriate operation ha3 

been taken, (0  - otherwise). Calculation examples and computer tests of 
the algorithms also have been given. For considerations in the following 
chapters the scheduling algorithm has been selected.

GENERALIZED ALB MODELS
In the third chapter the generalized ALB models are considered. In the 

models the following additional reetrlctlons have been taken into account:
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l) exclusion of certain subsets of the operations at one work place 
11) inclusion of certain operations to subset called an enclave 

ill) spacial localization of operations at assembly object
Futhermore at the fourth model more general criterion of ALB, namely as­
sembly cost, is considered.

To solve the formulated problems, the scheduling algorithm of the mul­
ti-stage programming method is used. The state of the decision process is 
defined in the same way for each problem.For the problem of the assembly 
cost the state value is defined more general than for other problems. Sta­
te generation procedures and the rules for elimination of the unperspec­
tive states are different at each problem. In the algorithms proofs of 
the elimination rules have been given.

ALLOCATION OF OPERATIONS. SEQUENTIAL WORK STATIONS
In the fourth chapter the models of the operation allocation on a line 

with sequential work places are given. In general case for the operation 
allocation problems, subsets Jl a are not located to the succeeding sta­
tions k of the assembly line. In the chapter the following mcdels are 
distinguished:

i) The line with positions for work places 
11) The assembly process with time restrictions of operations 

iii) The line with station ranges for operations 
iv) An asymmetrical line

In each model the operations are performed sequencialy and at each station 
no more than one work place can be arranged. To solve the formulated pro- '
blems the scheduling algorithms of multi-stage programming have been used.
In the problems of operation allocation on symmetrical lines the state of 
the decision process is defined in the same way in the standard ALB pro­
blem. For the asymmetrical line the state of the decision process is de­
fined differently. If the n-th operation is performed on the left hand 
side of the main conveyor, then the appropriate element of the state vec­
tor is negative (-*„)» (otherwise the element is equal + tR). In the pro­
blems of the operations allocation the state value is defined more gene­
rally than in the ALB ones. In this chapter state generation procedures 
and rules for elimination of unperspective states are given for each pro­
blem. The rules have been proved.

ALLOCATION OF OPERATIONS. PARALLEL WORK STATIONS
Solution of the ALB and AO problems can be not possible on the line 

with sequential work stations, if the cycle-time is respectively short.
In this case the problem of operation allocation on the line with para­
llel work stations is considered. In the fifth chapter the problem is ana­
lysed with the assumption that no oore than two work places on each line
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station are present. The parallel work stations are placed at both sides 
of the main conveyor. On the lines with parallel work stations the ope­
rations can be performed parallely.
In the chapter the following models are distinguished:

i) The basic model (with the sequencing relation)
ii) The model with the sequencing and exclusion relation 

iii) The model with the sequencing and synchronization relation

The formulated problems are solved with aid of the scheduling algorithms 
of the multi-stage programming method. The decision process state Is de­
fined in the same way as for AO problem on the asymmetrical line with 
sequential work places. The state value determines the sum of work places 
at the both sides of the main conveyor. For each problem particular s t a t e  

generation procedures are Introduced. Futhermore uhperspective states 
elimination rules have been given.

RESOURCE AND OPERATION ALLOCATION

In the problems of ALB and AO only work places as a basic resource at 
the assembly process were considered. In the sixth chapter some additio­
nal resources such as: containers with assembly elements, assembly tools 
and operators (assemblers or industrial robots) are taken into conside­
ration. In the chapter the following models are distinguish;

i) Operation and containers allocation
11) Operation and tools allocation 

ill) Operation and assemblers allocation

In the models the assembly line with the sequential work places is assu­
med. In general case the discussed additional resources are substitutio­
nal and double-constrained.

The formulated problems are solved with aid of scheduling algorithms 
of the multi-stage programming method. The decision process state Is de­
fined as a matrix with two columnes. The first column is analogious to 
the decision process state in the problems of ALB and AO. In the second 
column an information about the resource used to performing the operstlon 
has been written. The state value is a vector. The first element of the 
vector gives the number of work plsces, however other elements described 
numbers of used additional resources.

For each problem particulars state generation procedures and unperspec­
tive states elimination rules are presented. Futhermore multi-objective 
optimization has been discussed.



W YDAW NICTW A NAUKOW E I DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

MOŻNA NABYĆ  W  NASTĘPUJĄCYCH PLACÓW KACH:

44-100 Gliwice —  Księgarnia nr 096, ul. Konstytucji 14 b 

44-100 Gliwice —  Spółdzielnia Studencka, uL Wrocławska 4 a 

40-950 Katowice — Księgarnia nr 015, ul. Żwirki 1 Wigury 33
40-098 Katowice — Księgarnia nr 005, uL 3 Maja 12
41-900 Bytom — Księgarnia nr 048, PL Kościuszki 10 

41-500 Chorzów —  Księgarnia nr 063, ul. Wolności 22 

41-300 Dąbrowa Górnicza —  Księgarnia nr 081, ul. ZBoWiD-u 2 

47-400 Racibórz —  Księgarnia nr 148, ul. Odrzańska 1 
44-200 Rybnik — Księgarnia nr 162, Rynek 1 
41-200 Sosnowiec — Księgarnia nr 181, uL Zwycięstwa 7 

41-800 Zabrze — Księgarnia nr 230, ul. Wolności 288
00-901 Warszawa —  Ośrodek Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych 

Pałac Kultury 1 Nauki
PAN —

Wszystkie wydawnictwa naukowe 1 dydaktyczne zamawiać można poprzez Składnicę 
Księgarską w  Warszawie, ul. Mazowiecka 9.


