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FIGURES IN DISSERTATION

Fig. 1.1, Assembly line (I - main conveyor, 2 - assembled object entering
the first line station (chassis), 3 - complete assembled object
leaving the last line station, 4 - assembled object entering
the k-th line station, 5 - places for tools and containers with
assembly elements, 6-k-th assembly station)

Fig- L. 2. An economic characteristic of assembly line

Fig. 1.3, A static characteristic of assembly line

Fig. 2.7, Diagram of immediate predecessors and successors

Fig. 2.2. Network of states for binary algorithm

Fig. 2.3. Network of states for sequencing algorithm

Fig. 2.4. Network of states for allocation algorithm

Fig. 2.5 Network of states for scheduling algorithm

Fig. 2.6. Block diagram of algorithm for ALB with selection rule FIFO

FIGURES IN APPENDIX

Fig. D.1. Block diagramfor computation of the logical function h

Fig- D-2. General blockdiagram of computation for deterministic assembly
process

Fig. D.3. Block diagramfor computation of the logical function hv,
(R - pseudorandom numbers generator) 0

Fig. D. 4. Block diagram for computation of the logicalfunction hn

Fig. D-E  Block diagram for computation of the cycle-time c”and the
moment TI to start main conveyor

TABLES

Table 2 Comparison of_state networks for algorithms with and without
state domination rules

Table 232. Comparison of computations with and without state domination

OD AUTORA

Zagadnienia przedstawione w niniejszej dysertacji wywodze sie z do-
Swiadczen zebranych przez autora w latach 1973-1985 w pracach naukowo-ba-
dawczych prowadzonych przez Zakdtad Automatyzacji Dyskretnych Procesoéow
Przemysdowych w Instytucie Automatyki Politechniki Sliskiej w Gliwicach,
Prace te dotyczyty podstaw teoretycznych proceséw dyskretnych oraz za-
stosowah - gtownie w przemysle motoryzacyjnym.

0d momentu ogtoszenia przez M.E. Salvssona w roku 1955 pracy pt.:

"The Assembly Line 8alancing Problem™ liczba publikacji na temat proce8U
montazu stale rosnie. Aktualnos¢ tej problematyki przejawia sie duza roéz-
norodnoscig rozwazanych modeli oraz algorytméw.

Zamierzeniem autora byto wprowadzenie klasyfikacji podstawowych proble-
moéw sterowania montazem oraz przedstawienie jednolitej metody rozwigzania
tych probleméw. Z tego wzgledu w dysertacji wyrézniono: standardowy pro-
blem balansowania linii montazowej, uogélnione modele balansowania linii
montazowej, alokacje operacji na linii o szeregowych 1 réwnolegtych sta-
nowiskach pracy oraz alokacje operacji 1 zasobéw. Wszystkie algorytmy
rozwiezania tych probleméw oparto na metodzie programowania wieloetapowe-
go.

W dysertacji zamieszczono réwniez obszerny dodatek opisujecy dynemike
procesu montazu. Wprowadzone w tym dodatku réwnania stanu montazu twSrze
pewne analogie pomiedzy procesami ciegdtymi i dyskretnymi. Z teoretiyczi"fgo
punktu widzenia udato sie tym sposobem pokezaé¢, ze problemy rozwazane *
czesci zasadniczej dysertacji naleze do sterowania statycznego montazem.
Przedstawione modele i algorytmy sterowanis dynamicznego montazem nabie-
raj? znaczenie w zwlezku z wprowadzaniem na linie montazowe robotéw prze-
mysdtowych .

Ukoniczenie pracy nie bytoby mozliwe bez ustawicznej zachety 1 inspira-
cji Prof, dra inz. H. Kowalewskiego, dlatego poczuwam sie do mitego obo-
wiezku zkozenia Mu te droge podziekowan. Ostateczne posta¢ pracy zawdzie-
czam w duzej mierze Jej opiniodawcom Prof. drowi inz. H. Goéreckiemu i
Prof. drowi hab. inz. 0. Weglarzowi. Sk#adam Im za to gorece podziekowa-
nia. Trud przygotowania maszynopisu pracy wzieta na siebie moja kolezan-
ka mgr inz. E. Krol, ktérej roéwniez sktadam wyrazy podziekowania.

Franciszek Marecki



SPIS 0ZNACZEN

zbidr operacji montazowych
operacja Montazowa
liczba stacji na linii montazowej

liczba 3tanowlsk pracy n8 linii nontazowej (lub liczba typéw do-
datkowych zasoboéw)

liczba operacji

numer stacji montazowej (k »

numer stanowiska pracy (m »

numer operacji montazowej (n »

horyzont procesu montazu

cykl (rytm lub takt) montazu

numer etapu decyzyjnego (N « i N)
numer stanu w ramach etapu decyzyjnego
1-ty stan-"~-tego etapu

dopuszczalna liczba stanéw tego etapu
stan poczagtkowy

stan koncowy

stan aktywny wybrany do generowania dalszych stanéw
aktualnie najlepszy stan koncowy

stan lokalnie optymalny

stan globalnie optymalny

stan lokalnie Pareto-optymalny

stan polioptymalny

wartos¢ stanu p<?*»

funkcja wartosci stanu, tzn. V?*1 « v(P?"1)
zbidr stanéw aktywnych ~-tego etapu
indeks stanu P?"*

zbidér operacji na a-tym stanowisku pracy



zbidér operacji na k-tej stacji
optymalny zbidér operacji na m-tym stanowisku pracy

zbidr operacji przydzielonych do J-tego stanowiska na k-tej
stacji

zbidér operacji wykonanych w stanie P?"*
chwila zakonczenia operacji COn

chwila zakonczenia operacji
m-tego typu

o>nwykonanej za pomoce zasobu

chwila zakonczeni, wszystkich operacji ze zbioru
numer ostatniej stacji wykorzystanej w stanie pV™"
dolne ograniczenie wartosci etanu yN -1°
najmniejsze dolne ograniczenie wartosci stanu V°
j-ty parametr operacji G>n

dopuszczalna suma wartosci parametréw J-tego typu dla operacji
na k-tej stacji

suma wartosci parametréw j-tego typu,operacjiznajdujecych sie
na tej stacji

podzbidr operacji nazywany enklawe

parametr alokacji operacji tn do enklawy E

numer Tfrontu pracy operacji con

czas przejscia od i-tego do j-tego frontu pracy

podstawowy front linii

front pracy pierwszej operacji nastacjiK ? ~*w stanie P?-17
front pracy ostatniej operacji nastacji stenie P~ 1
koszt wykonania operacji ocon

koszt wykonania operacji na k-tejstacjiw stanie PP™*

koszt wykonania operacji na wszystkich stacjech od 1l do K""~-1
w stanie P2"1

koszt wykonania operacji ne stacji w stanie P?"1
dolne ograniczenie kosztu montazu
parametr przyporzadkowania operacji wn do j-tej pozycji

parametr przyporzadkowania operacji na KP"1 -tej stacji do
J-tej pozycji

parametr przydziatu stanowiska pracy do k-tej stacji w stenie
pP?=1
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minimalny czas. Jaki musi uptyneé¢ od zakoniczenia operacji &*
do rozpoczecia operacji o)n

maksymalny czas, jaki moze uptyneé¢ od zakonczenia operacji

do rozpoczecia operacji o>n

chwila najwczesniejszego rozpoczecia operacji @&h w stanie
p?1

chwila najpézniejszego rozpoczecia operacji to. w stanie
P?"1

czas wykonania operacji ®n przy pomocy zasobu o-tego typu
nejmniejszy numer stacji, na ktérej moze by¢ wykonana operacja
“n

najwiekszy numer stacji, na ktérej moze byc wykonana operacja
wn

czss wykonania operecji Qh po j-tej stronie linii (g =1,2)
numer ostatniej stacji, na ktérej po J-tej stronie linii znajdu-
je sie ostatnie stanowisko pracy w stanie p?*?

liczba stanowisk pracy po J-tej stronie linii w etanie p&*"
zbioér operacji, ktore se bezposrednimi poprzednikami operacjiWn

zbidér operacji, ktore wykluczaje sie z operacje OOn i zostaty

wykonane w stanie PQ{l

zbidr operacji, ktére musze by¢é wykonane réwnoczesnie z opera-
cje n

chwile zakonczenia bezposrednich poprzednikéw operacji Gn w
stanie pV’1l

element macierzy F relacji kolejnosci operacji (0™oraz (On
element macierzy relacji wykluczania operacji 00" oraz con

element macierzy A relacji synchronizacji operacji U orez tn
»

chwile najwczes$niejszego rozpoczecie operacji co_ w stanie
pC z uwagi na relacje wykluczanie

liczba dodatkowych zasobéw m-tego typu

parametr przyporzedkowenie zasobu m-tego typu do operacji U)..

wskaznik kryterlelny liczby stanowisk pracy

wskaznik kryterialny liczby zasob6éw n-tego typu

parame¥F pFzydziatu Jednostki zasobu m-tego typu do k-tej stacji
w stante pV'



operacja wymagajeca zasobu »-tego typu
tolerancja bezwzgledna dla wskaznika kryterialnego

zbi6ér aontaréw wykorzystanych w stanie P~™*

1. WPROWAOZENIE

1.1. WST~”P

W dziedzinie automatyzacji proceséow przemystowych wyréznia sie procesy
ciegta oraz kompleksy operacji [33, 35j. Wyr6znienie to wynika z charak-
teru procesu rzeczywistego lub poziomu abstrakcji opisu matematycznego.

Z punktu widzenia przeptywu sygnatu lub medium mozna méwié¢ o systemach
wejsciowo-wyjsciowych. Kompleksy operacji stanowie zbiory operacji z ogra-
niczeniami czasowymi. Rozrdéznienie systeméw wejsciowo-wyjsciowych i kom-
plekséw operacji wprowadza sie z punktu widzenia powiezan miedzy ich pod-
systemami. Do opisu matematycznego procesow ciegtych wykorzystywane se
réwnania roézniczkowe. W kompleksach operacji model matematyczny pojedyn-
czej operacji moze by¢ przedstawiony w postaci roéwnan rézniczkowych. Pro-
blemy powigzan pomiedzy operacjami se rozwiezywene za pomoce metod badan
operacyjnych - g#béwnie programowania matematycznego. Obszerne klase sta-
nowie problemy, w ktérych operacje se opisane przez czas ich wykonania.

Kompleks operacji z ograniczeniami: logicznymi, czasowymi i przestrzen-
nymi, realizowany w systemie wejsSciowo-wyjsciowym (w sensie przeptywu
obiektéw), nazywany jest dyskretnym procesem przemysdowym [146j. Przez sy-
stem rozumiany Jest zbiéor agregatéw (maszyn itp.), ktére teczy wspolny
cel dziatania, okreslony przez odpowiednie kryterium lub kryteria {68j.

w dyskretnym procesie przemysdowym pomiedzy agregstami przeptywaj? obiek-
ty. Wej $ci8 i wyjscia takiego systemu se wyznaczone przez dopuszczalne
marszruty obiektéw. W trakcie procesu obiekty moge by¢ dzielone lub +43-
czone. W dyskretnym procesie przemystowym wyrdéznia sie operacje transpor-
towe (przemieszczanie obiektow miedzy agregatami) oraz operacje technolo-
giczne (obrobki obiektéw w agregatach). Istotne znaczenie maje magazyny
buforowe pomiedzy agregatami [214j . Do realizacji procesu oprécz agregatéw
Wykorzystywane se dodatkowe zasoby.

Problematyka automatyzacji dyskretnych proceséw przemysdowych obejmu-
je: identyfikacje, modele matematyczne i algorytmy, systemy komputerowe
oraz elementy wykonawcze, ktérymi se operatorzy lub roboty przemystowe
[aa, a2. 13, 14]1. Ildentyfikacji podlegsje parametry operacji oraz struktu-
ra kompleksu [34J. Z uwagi na duze roéznorodnos$¢ proceséw dyskretnych, for-
mudowanie adekwatnych modeli matematycznych Jest réwnie istotne Jak dla
procesow ciegtych [62, 139, 140]. Modele te dotycze gtownie alokacji za-
dan 1 zasobdéw [26j oraz harmonogramowania [233, 214j. Komputerowe syste-
my automatyzacji dyskretnych proceséw przemystowych charakteryzuje sie
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duze liczbe danych zbieranych sporadycznie [230]. Roboty przemystowe sto-
sowane jako elementy wykonawcze zapewniaj? elastyczne automatyzacje dy-
skretnych proceséw przemystowych [I5, 213, 143, 146, 147].

Do opisu dyskretnych proceséw przemystowych stosowane se roézne podej-
Scia oparte na teoriach: automatéw [64, 65, 66, 67], stanu [327, 261, 28],
graféow [1, 19, 63, 70, 71] oraz wieloetapowych proceséw decyzyjnych [76,
78, 193, 200]. W problemach optymalizacyjnych istotne znaczenie ma z4ozo-
nos¢ obliczeniowa algorytméw [41, 318, 319]. Dla problemédw nie nalezecych
do klasy P szerokie zastosowanie znajduje algorytmy: przegledowe [266],
heurystyczne [240] oraz symulacyjne [B11]. Algorytmy doktadne oparte na
programowaniu dynamicznym Ro, 21, 47, 76, 78] oraz na binarnym programo-
waniu catkowltoliczbowym [17, 18, 58, 157] nie znajduje zastosowania w
praktyce z uwagi na duze zapotrzebowanie na pamie¢ komputerowe. W obli-
czeniach istotne znaczenie dla efektywnosci algorytméw maje komputerowe
struktury danych [75, 322, 324]. Modyfikacje wprowadzane w algorytmach
doktadnych [86, 285] maje na celu uzyskanie bardziej efektywnego przegla-
du rozwiezan, poprzez odrzucenie gatezi (trajektorii) nieperspektywicz-
nych. Skraca to czas obliczen i zmniejsza zajetos¢ pamieci komputera.

W ztozonych problemach kombIn8torycznych preferowane se algorytmy
przegledowe typu podziatu i ograniczen [I55, 137, 57, 136]. W konwencjo-
nalnym ujeciu algorytmy takie se oparte na teorii graféw. Pozwalaje one
uzyska¢ rozwlezanie doktadne, a w przypadku limitowanego czasu obliczehn -
rozwiezanie przyblizone z oszacowaniem dok#adnosci. W niniejszej rozpra-
wie metoda ipodziatu i1 ograniczen zostanie przedstawiona w sposéb niekonwen-
cjonalny, w oparciu o jezyk wieloetapowych proceséw decyzyjnych [193,

199, 200]. Ten spos6b rozwiezywania probleméw kombinatorycznych nazwiemy
programowaniem wieloetapowym. Optymalizacja dyskretnego procesu przemysdo-
wego moze by¢ rozwazana jsko przegled dopuszczalnych wariantéw przebiegu
procesu« Symulacja kazdego wariantu jest rezultatem realizacji pewnej
strategii (clegu decyzji) wieloetapowego procesu decyzyjnego. A zatem je-
zyk wieloetapowych proceséw decyzyjnych daje dobre interpretacje algoryt-
méw optymalizacji dyskretnych proceséw przemysdtowych. W tym sensie algo-
rytmy heurystyczne lub symulacyjne generuje tylko Jedne trajektorie wie-
loetspowego procesu decyzyjnego. Sted tez przejscie od algorytméw heury-
stycznych lub symulacyjnych do algorytméw programowania wieloetapowego
Jest naturalne [146j. Stosowanie algorytméw przegledowych z oszacowaniem
doktadnosci rozwiezanla przyblizonego jest uzasadnione kilkoma wzgledami .
Po pierwsze w zdozonych problemach kombinatorycznych czas potrzebny ns
dojscie do rozwiezanla doktadnego czesto przekracza dopuszczalny limit.
Ponadto dane liczbowe nie se doktadne, sted prawdopodobienstwo realiza-
cji wyznaczonego rozwiezanla jest mniejsze od 1 [l109, 110, 111. 112, 113,
114]. Wreszcie problemy komblnatoryczne z dodatkowymi zasobami se zwykle
wielokryterialne [267, 268]. W takich przypadkach wyznacza sie zbiér roz-
wiezan niezdomlnowanych (Pareto-optymalnych [4, 6, 238]) lub rozwigzanie

polioptyoalne, ktére stanowi kooproaie oparty na subiektywnych preferen-

cjach decydenta [2, 5, 7, 69, 267, 268]. Z powyzszych wzgledéw preferowa-
ne se algorytmy przegledowe typu podziatu 1 ograniczen pozwalajece wyzne-
czy¢ rozwiezanie doktadne lub przyblizone z oszacowaniem doktadnosci.

Przedmiotem rozwazan niniejszej rozprawy bedzie montaz jako wybrany
dyskretny proces przemystowy. Specyfike procesu montazu Jest zalezna od
systemu, w ktérym jest on realizowany (por. np. [241] i [244]). Z tego
wzgledu rozwazania dotyczy¢ bede linii montazowej. Linig montazowa jest
systemem, ktérego agregatami se stacje montazowe.

Geneze niniejszych rozwazan se prace naukowo-badawcze prowadzone przez
Instytut Automatyki Politechniki Sleskiej w Gliwicach dla przemystu moto-
ryzacyjnego, w latach 1974-82 [141, 142, 145]. Problematyka tych prac
obejmowata: alokacje operacji i zasobédw, harmonogramowanie oraz sterowa-
nie statyczne i dynamiczne montazem [194]. W niniejszej rozprawie uwaga
zostanie skoncentrowana na alokacji operacji i zasobéw.

w ramach alokacji operacji i zasobdéw zostane przedstawione determini-

styczne modele i algorytmy:

- balansowanie linii montazowej (BLM)1%,

- alokacji operacji (A0) do szeregowych oraz réwnolegtych stanowisk pra-
cy,

- rownoczesnej alokacji operacji i zasobow (A012) do stanowisk pracy.

w kazdym modelu zostane wyeksponowane jego cechy charakterystyczne.

Z tego wzgledu, zamiast modelu uniwersalnego zostane przedstawione wyspe-
cyfikowane problemy, majece odzwierciedlenie w praktyce produkcyjnej.
Wprowadzona klasyfikacja tych probleméw wynika z ich odmiennosci (w ramach
rozdziatu) oraz stopnia ogélnosci (w kolejnych rozdziatach). Przedstawione
w rozprawie problemy AQOiZ stanowie rozwiniecie i uogdlnienie analizowanego
w literaturze [26, 278] problemu 3LM. Problem 8LM by+ rozwlezywany w lite-
raturze za pomoce roéznych metod programowania matematycznego. W rozprawie
wszystkie problemy AOiZ bede rozwiezywane za pomoce metody programowania
wieloetapowego. Z tego wzgledu nieco dalej we wprowadzeniu zostanie przed-
stawiona koncepcja metody programowania wieloetapowego.

Literatura przytoczona w pracy wywodzi sie z dwéch dziedzin: procesu
aontazu na liniach oraz programowania wieloetapowego. Dla linii montazo-
wych starano sie wskaza¢ pozycje zroddowe (w tym prace doktorskie), celem
podkreslenia wagi problematyki. Publikacje przedstawiajgce zastosowania
metody programowania wieloetapowego przytoczono Z uwagi na fTakt, ze wyko-
rzystanie jezyka wieloetapowych proceséw decyzyjnych w metodzie podziatu

i1 ograniczen stanowi podejsScie niekonwencjonalne.

1~Stosowane se réwniez inna terminy, np. bilansowanie, réwnowazenie lub
synchronizacja.



1.2. OPIS LINIlI I PROCESU MONTAZU

Przedmiotem rozwazan w rozprawia bedzie proces montazu realizowany na
linii pokazanej na rys. 1.1. Linia montazowa sktada sie z transportera
gtéwnego, stacji montazowych oraz pé6l, na ktoérych znajduje sie narzedzia
i kontenery z detalami. Transporter g#éwny przenosi montowany obiekt
wzdduz linii. Chassis montowanych obiektéw se instalowane w réwnych od-
stepach na transporterze gtéwnym. Transporter gkéwny porusza sie Jedno-

Rys. 1.1. Linia nontazowa

1 - transporter giéwny, 2 - montowany obiekt wchodzecy na pierwsze stacje

linii (chassis montowanego obiektu), 3 - zmontowany kompletnie obiekt

schodzgcy z ostatniej stacji linii, 4 - montowany obiekt wchodzecy na k-te

stacje, 5 - pola dla narzedzi i konteneréw z detalami, 6 - k-ta stacja
montazowa

Fig. 1.1. Assembly line

1 - main conveyor, 2 - assembled object entering the first line station
(chassis), 3 - complete assembled object leaving the last line station,
4 - assembled object entering the k-th line station, 5 - places for tools
and containers with assembly elements, 6 - k-th assembly station

stajnie lub skokowo; Stacje montazowe sa wyréznionymi polami usytuowanymi
szeregowo wzdduz linii. Na stacjach montazowych lokalizowane se stanowi-
ska pracy. Stanowisko pracy Jest miejscem na stacji montazowej, w ktérym
znajduje sie Jeden operator (monter lub robot przemystowy) w trakcie wy-
konywania montazu. Detal Jest czescia montowanego obiektu. Narzedzia oraz
kontenery z detalami znajduje sie na polach rozlokowanych po obu stronach
transportera gtoéwnego. Zatozymy, ze diugos¢ stacji montazowej jest réwna
odstepowi pomiedzy punktami instalacji dwéch sasiednich obiektéw na trans-
porterze giébwnym. Czas pobytu montowanego obiektu na stacji montazowej na-

zwiemy cyklem (rytmem lub taktem). W trakcie cyklu na kazdej stacji znaj-
duje sie Jeden obiekt.

Oezeli transporter gktéwny porusza sie skokowo, to operatorzy pracuje w
czasie postoju transportera, a obiekt znajduje sie na $Srodku stacji mon-

tazowej. Po wykonaniu wszystkich operacji na kazdej stacji montazowej
transporter przesuwa sie o jedne stacje. Przy takich uwarunkowaniach ope-
ratorami se zwykle roboty przemystowe.

w przypadku gdy transporter giéwny porusza sie Jednostajnie, operatora-
mi se zwykle monterzy. Obiekt pojawia sie na stacji na poczetku cyklu i
od tej chwili jest dostepny dla montera. Monter obstuguje obiekt porusza-
Jec sie z nim w ramach stanowiska pracy. W chwili gdy mija cykl, obiekt
przestaje by¢ dostepny dla montera, poniewaz wchodzi na kolejne stacje
montazowg. RoOwnoczesnie monter moze rozpocza¢ obstuge kolejnego obiektu.

W rozprawie przedmiotem rozwazah bedzie proces montazu * przedziale
czasu [o,c], gdzie C Jest wielokrotnoscia cyklu c. Warunek poczatkowy
procesu montazu Jest okreslony przez zaawansowanie montazu obiektéw na
poszczegb6lnych stacjach w chwili t=0. Analogicznie warunek koricowy Jest
okreslony przez zaawansowanie procesu montazu obiektéw na poszczegdlnych
stacjach w chwili t*C. Z uwagi na to, ze operacie sg niepodzielne, w pro-
cesie montazu istotne znaczenie maja Jedynie chwile rozpoczecia i zakon-
czenia operacji. W ten spos6b w dyskretnym procesie przemystowym wyréznia
sie stany istotne [50, 101, 102, 103, 165, 299, 300, 301, 302, 328].

W rozprawie proces montazu bedzie analizowany z doktadnoscie do standw
istotnych.

Oezeli na kazdej stacji montazowej znajduje sie co najwyzej jedno sta-
nowisko pracy, to proces montazu jest sekwencyjny, a linia sktada sie¢ z
szeregowych stanowisk pracy. W przypadku przeciwnym méwimy o linii z réw-
nolegtymi stanowiskami pracy. W rozprawie przyjmiemy, ze na kazdej stacji
montazowej moge sie znajdowa¢ co najwyzej dwa stanowiska pracy (po réznych
stronach transportera gkéwnego). Oezeli parametry (np.czas) wykonania ope-
racji po réznych stronach transportera gtéwnego sg takie same, to linia
Jest symetryczng. W przypadku przeciwnym linia Jest asymetryczna. Proces
montazu moze mie¢ charakter przestrzenny, Jezeli nie mozna pomingeé czasow
przejscia miedzy punktami lokalizacji detali w montowanym obiekcie. W przy-
padku przeciwnym proces montazu jest punktowy.

Na liniach montazowych wyréznia sie fragmenty zwane strefami, w ktérych
wykonywane sa okreslone podzbiory operacji. Strefy se zwigzane wspélnym
transporterem gtéwnym. Z tego wzgledu rozréznia sie linie: lednostrefowe
oraz wielostrefowe. Ponadto poza linie moga znajdowa¢ sie stanowiska pod-
montazowe. Na stanowiskach tych montowane sa zespoty, ktére na linii se
traktowane Jako detale. W przedziale czasu [o.c] zespét moze by¢é montowa-
ny wydacznie na linii lub na stanowisku podmontazowym. Oezeli zesp6t Jest
montowany na linii, to liczba operacji montazu obiektu zwieksza sie. Pro-
ces montazu moze by¢ realizowany na linii bez lub ze stanowiskami podmon-
tazowyml. Linie wielostrefowe oraz linie ze stanowiskami podmontazowyal
byty przedstawione w pracach [166, 167, 171, 194].
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W procesie montazu operatorzy pracuje cyklicznie na swych stanowiskach.
Réwnoczesnie w trakcie przeptywu obiektéw przez kolejne stacje montazowe
liczba zamontowanych detali rosnie - co na rys. 1.1 przedstawiono symbo-
licznie w postaci ko6t o narastajacym stopniu wypednienia. Oak widaé¢ z
rys. 1.1. przyjmujemy warunki brzegowe procesu montazu, zgodnie z Ktory-
mi :

- do linii se dostarczane tylko chassis montowanego obiektu,
inii

n schodze obiekty zmontowane kompletnie.

A zatem na stanowiskach pracy linii musze by¢ zamontowane wszystkie deta-
le. Czynno$¢ zamontowywanla detalu nazwiemy operacja. Podstawowym parame-
trem operacji Jest czas Jej trwania. W rozprawie przyjmuje sie determini-
styczne czasy operacji. Ceche charakterystyczne procesu montazu Jest rela-
cja kololnoscl operacji, ktére przedstawia sie w postaci macierzy (lub gra-
fu) bezposrednich poprzednikédw i1 nastepnikéw.

Stacje montazowe stanowie podstawowy zagdéb procesu montazu (agregaty
linii montazowej). Zasobami dodatkowymi se operatorzy, narzedzia oraz kon-
tenery z detalami. Monterzy nie se uniwersalni, tzn. maje kwalifikacje do
wykonania okreslonych operacji. Niektéore operacje moge by¢ wykonywane
przez réznych monteréw. A zatem monterzy stanowie zas6b substytucyjny.
Nalezy przy tym podkresli¢, ze monter noze pracowa¢ na stanowisku pracy.
Jezeli ma kwalifikacje do wykonania kazdej operacji przydzielonej do tego
stanowiska. Do wykonania operacji wymagane Jest narzedzie okreslonego ty-
pu. Niektére operacje moge by¢ wykonywane narzedziami réznych typéw. Tyn
samym narzedzia stanowie zasob substytucyjny. Na kazdym stanowisku pracy
wymagane Jest co najwyzej Jedno narzedzie okreslonego typu. Detale wyko-
rzystywane w montazu obiektéw znajduje sie w kontenerach (lub transporte-
rach specjalnych) okreslonego typu. Przyporzedkowanie detalu do kontene-
ra (transportera specjalnego) Jest Jednoznaczne, a zatem kontenery (trans-
portery specjalna) stanowie zas6b niesubstytucyjny.

W procesie montazu wyréznia sie wersje obiektow okreslone przez zbiory
detali, z ktérych sktada sie obiekt. W jednowersyjnym procesie montazu
kazdy obiekt sktada sie z tych samych detali. W montazu wiedtowersvjnym
obiekty montowane na linii moge sktada¢ sie z réznych detali. Oezeli wszy-
stkie obiekty tej samej wersji tworze na linii sekwencje, ktoéra nie zawie-
ra obiektéw innych wersji, to méwimy o montazu seryjnym. Seria Jest sek-
wencje obiektédw Jednakowej wersji. W rozprawie przyjmiemy, ze liczba
obiektéw w sorli Jest wieksza niz liszba stacji na linii montazowej,

w ten spos6b na linii moge znajdowa¢ sie obiekty co najwyzej dwéch wer-
sji. Oezeli obiekty pewnej Wersji nie tworze serii, to montaz jest miesza-
ny. w rozprawie bedzie analizowany szczegétowo Jednowersyjny proces mon-
tazu.

Oezeli w kazdym cyklu przedziatu [o,c] na stanowiskach pracy linii wy-
konywane se te same podzbiory operacji, to proces montazu Jest statyczny,
w przypadku przeciwnym montaz Jest dynamiczny. Szczegélnym przypadkiem
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montazu dynamicznego Jest proces przejsciowy. w ktérym proces statyczny
nastepuje po K cyklach. Proces przejsciowy wystepuje przy zmianie wersji
obiektéw montowanych seryjnie na linii. Opis dynamicznego procesu montszu
zostanie przedstawiony w dodatku do rozprawy.

1.3. CHARAKTERYSTYKA POOSTAWDWYCH PROBLEMOW

Problemy zwiezane z optymalizacje procesu montazu na linii wynikeje z
dezenla do maksynalizacjl efektywnosSci produkcji. Z badan przeprowadzo-
nych w pracach [123, 124, 127, 310] wynika, ze efektywnos$¢ te mozna przed-
stewi¢ za pomoce charakterystyki ekonomicznej Ulinii montazowej pokazanej
na rys. 1.2. Z charakterystyki tej wynika, ze optymalna wielko$¢ produk-
cji pQ daje minimalne straty sO. Oednakze linia montazowa z przyczyn
zewnetrznych na ogét nie pracuje w punkcie (p0,s0). Wynika to z faktu,
ze z rozne wielkoscie produkcji p Jest zwiezany roézny zysk z. Oezeli
z - zQ> s - 80> to linia pracuje w punkcie (p,s). Poza tyra linia nie
pracuje w punkcie (P0>80) na skutek chwilowych ograniczen wewnetrznych
(np- zbidér monteréw dostepnych na zmianie roboczej).

Rys. 1.2. Charakterystyka ekonomiczna linii montazowej
Fig. 1,2. An economic characteristic of assembly lino

Pomiedzy produkcje p oraz cyklem c¢ istnieje prosta zaleznosc¢

c » I/p. A zatem wraz z wyborem punktu pracy linii montazowej powstaje
problem wyznaczenia podzbioréw operacji, ktére powinny by¢é wykonywane na
stanowisku pracy. Z tego wzgledu w przedziale [o0,c] mozna korzysta¢ =z
cnarekterystykl statycznej linii montazowej [148. 279, 165, 167, 168, 169].
Charakterystyke take pokazano na rys. 1.3. Zauwazmy, ze liczba stanowisk
pracy jest funkcje schodkowe zalezne od cyklu. Ole cyklu c & cBax (e-ax
jest sume czaso6w wazystkich operacji montazowych) na linii wystarcza Jed-
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Rys. 1.3. Charakterystyka statyczna Unii montazowej
Fig. 1.3. A static characteristic of assembly line

no stanowisko pracy. Dla linii z K szeregowymi stanowiskami pracy minimal-
ny cykl wynosi cmin* Oezeli c < cmin, to na linii wystapie roéwnolegte
stanowiska pracy. W przypadku gdy c*”~ c ™ Cg. liczba stanowisk pracy
wynosi k. A zatem charakterystyka statyczna linii montazowej sduzy do
statycznego sterowania procesem montazu. Problematyka ta byta przedstawio-
na w pracach [148. 167, 168, 169, 194].

Sterowanie statyczne procesem montazu na linii jednostrefowej wymaga
wyznaczenia stanowisk pracy dla zadanego cyklu. Problem ten w najprost-
szym ujeciu sprowadza sie do BLM [26]. BLM stanowi problem, ktéremu po-
fwiecono wiele prac. Przeglad tych prac zostanie przedstawiony w punkcie

Klasyczny model BLM uwzglednia Jedynie: zbidér operacji z re’acjj ko-
lejnosci oraz czasy operacji (przy zadanym cyklu). Rozwiezanle tego pro-
blemu za pomoce réznych algorytmédw programowania wieloetapowego zostanie
przedstawione w rozdziale 2 rozprawy.

W procesie montazu wystepuje czesto dodatkowe parametry, np. koszt
operacji, TFfronty pracy lub enklawy operacji. Uwzgledniajec te parametry
mozna sformutowaé¢ uogélniona modele BLM. W modelach tych nie rozréznia

sie stanowisk procy i stacji montazowych. Uogélnione modele BLM zostane
przedstawione w rozdziato 3 rozprawy.
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Rezultatem rozwigzania problemu BLM jest minimalna liczba podzbioréw
operacji. Kazdy podzbidér operacji tworzy Jedno stanowisko pracy. Przyjmu-
je sie przy tym, ze nie ma ograniczen lokalizacji operacji do stacji mon-
tazowych. W praktyce takie ograniczenia istnieje 1 maje istotne znaczenie
Se to ograniczenia: pozycyjne, zakresowe oraz czasowe. Istota tych ogra-
niczen powoduje przydzielanie operacji bezposrednio do stacji montazowych
W ten spos6b na pewnych stacjach zostaje zlokalizowane stanowiska pracy.
Odpowiednie modele AO do szeregowych stanowisk pracy zostane przedstawio-
ne w rozdziale 4 rozprawy.

Oezeli wymuszony cykl montazu jest odpowiednio krétki, to na linii wy-
stepuje rownolegte stanowiska pracy. Ceche charakterystyczne procesu mon-
tazu z rownolegtymi stanowiskami pracy se relacje: kolejnosci, wyklucza-
nia oraz synchronizacji operacji. Odpowiednie modele AO na liniach z réw-
nolegtymi stanowiskami pracy zostane przedstawione w rozdziale 5 rozpre-
wy -

W problemach BLM oraz AO przyjmuje sie, ze dodatkowe zasoby nie wnosze
zadnych ograniczen. W wielu przypadkach ograniczenia takie istnieje. Wy-
nikaje one z kwalifikacji monteréw oraz liczby narzedzi 1 konteneréw
okreslonego typu. Modele réwnoczesnej AOiZ zostane przedstawione w roz-
dziale 6 rozprawy.

W przypadku montazu seryjnego istotne znaczenie ma harmonogramowanie.
Celem harmonogramowania jest wyznaczenie chwil: rozpoczecia i zakonczenia
montazu serii oraz zmiany predkosci transportera gtéwnego. W trakcie mon-
tazu musze by¢ uzupednione zapasy detali w kontenerach, co réwniez wymaga
harmonogramowania. Modele i algorytmy harmonogramowania bydty przedstawio-
ne w [16. 93, 145, 146, 154, 194, 205]. Ponadto w dodatku do rozprawy
przedstawione zostane zagadnienia sterowania statycznego i dynamicznego.

W rozprawie rozwazane se niekonwencjonalne modele montazu, ktoére sta-
nowie uogllnienie probleméw przedstawionych w literaturze. Wszystkie al-
gorytmy przedstawione szczeg6towo w rozprawie zostaly opracowane przez
autora. Dla innych algorytméw podano Jedynie zrédto literaturowe.

1.4. PROBLEM BLM

Problem BLM zostat po raz pierwszy opublikowany przez M.E. Salvesona
w [258, 259], aczkolwiek niepublikowane prace z tej dziedziny wykonat
wczesniej B. Bryton £31]. Problem ten polega na pogrupowaniu operacji
montazowych w dopuszczalne podzbiory, ktdére tworze stanowiska pracy.
Przyjmuje sie, ze dany Jest zbidr operacji z relacje kolejnosci oraz cza-
sy operacji. Wyréznia sie dwa warianty BLM:

- dla danego cyklu nalezy wyznaczy¢ minimalne liczbe podzbioréw operacji

(stanowisk pracy),
- dla danej liczby stanowisk pracy nalezy wyznaczy¢ minimalny cykl.
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Prébie» BLM jest NP-zupedny w sensie zdtozonosci obliczeniowej [i158].
Wyréznione warianty BLM sg w pewnym sensie dualne [278]. Rozwigzujac wa-
riant pierwszy wielokrotnie dla réznych cykli, mozna uzyska¢ rozwiazanie
dla wariantu drugiego.

Do rozwigzania problemu BLM opublikowano dotad wiele algorytméw [26,
27s] - Prawie wszystkie algorytmy doktadne (z wyjatkiem [42]) dotycza
pierwszego wariantu BLM. Niektdére algorytmy (np. [lis]) uwzgledniaja lo-
sowe czasy operacji montazowych. Warto podkresli¢, ze w problemie BLM
(dla wariantu pierwszego) nalezy wyznaczy¢ nie tylko minimalng liczbe
podzbioréw operacji, ale réwniez operacje nalezgace do tych podzbioroéw.
Tak rozumiany problem BLM Jest forma sterowania procesem montazu [26].

W procesie montazu wystepuje wiele ograniczen, co prowadzi do rézno-
rodnych modeli. Z tego wzgledu poréwnywanie algorytméw dla réznorodnych
modeli jest utrudnione. Do rozwiagzania probleméw BLM z wieloma ogranicze-
niami stosowane byty dotad algorytmy heurystyczne. Algorytmy doktadne
stosowano dla modelu BLM bez dodatkowych ograniczen.

1.4.1. Klasyczny problem BLM

Klasycznym problemem BLM nazwiemy model bez dodatkowych ograniczen,
ktéry mozna sformutowaé nastepujaco:

Dany Jest zbidr operacji montazowych:

a _{O) .Jn«l N tl-l)

gdzie: o>n - n-ta operacja, N - liczba operacji.

Relacje kolejnosci operacji Jest opisana macierza:
n*l,...,N

Elementy tej macierzy se okreslone nastepujaco:

; Jesli operacja 10" jest bezposrednim poprzednikiem
operacji on, (i.2a)

0j w przypadku przeciwnym.
Czasy operacji dane 33 wektorem:
® - [tf] (1.3)

gdzie: 4fm - czas operacji ain.

- 33
Cykl ¢ procesu montazu spednia warunek:
N
CL.
Sax N < c *y~l -n K
1/\
Oznaczmy przez £LB (m » 1..... M), o-ty kolejny podzbidr operacji tworzacy
stanowisko pracy (gdzie: M - nieznana liczba podzbioréw operacji).
Dopuszczalny balans linii musi spednia¢ nastepujace ograniczenia:
m=M
U fi, "fl (1.5)
m» 1
(1.6)
au’ n LN e] P * LA
<1.7)

\ E *n °

15m~AM wne€
y H3 (fi -1)a@€a)="wea) fl §

Optymalny balans linii musi spednia¢ kryterium minimalizacji nie wy-

korzystanego czasu pracy:

ra=M
C? - I > - EE oyl
a-1 tneaB
lub w innej postaci:
n*N \
i.gh
QmuM . C-y-1 — - nin (3-9b)
n=1

Oak wida¢ z (1.9), Q Jest funkcje dwéch parametréw: c oraz M. A zatem
Jesli c«const . to nalezy minimalizowa¢ M, natomiast gdy M=const, to
minimalizujemy c. W ten spos6b nozna wyznaczy¢ charakterystyke statycznag
linii montazowej pokazang na rys. 1.3. Warto podkresli¢, ze minimaliza-
cja nie wykorzystanego czasu pracy Jest roéwnowazna minimalizacji liczby

stanowisk pracy.
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1.4.2. Algorytmy BLM

Dla rozwiazania problemu SLM opublikowano dotad wiele algorytméw, kto-
re mozna podzieli¢ na doktadne i heurystyczne. Algorytmy te dotycza mon-
tazu Jednowersyjnego (z wyjatkiem [289, 290, 291, 292]) o zdeterminowa-
nych danych (z wyjatkiem [116] ). Za pomoca algorytméw doktadnych rozwig-
zywany byt klasyczny problem BLM, natomiast do rozwigzywania probleméw
BLM z dodatkowymi ograniczeniami wykorzystywano algorytmy heurystyczne.
Oedynie w komentarzach do algorytméw dok#adnych sugerowano mozliwos¢
uwzglednienia dodatkowych ograniczehn, ktére nazwsno (niejednoznacznie)

- strefowymi. Przeglad algorytméw BLM zamieszczono w uzupedniajgcych sie
pracach [26, 278]. Algorytmy te poréwnywano z uwagi na wymagany obszar

pamieci komputerowej (liczba zmiennych i ograniczehn lub generowana siec)
oraz czas obliczen.

Algorytmy dok+adne

Algorytmy doktadne sg oparte na metodach: liniowego programowania dy-
skretnego, programowania sieciowego, programowania dynamicznego oraz nha
metodzie podziatu i ograniczen.

W algorytmach liniowego programowania dyskretnego [157, 57, 137] model
matematyczny BLM jest przedstawiony za pomoca zmiennej binarnej [30, 317,
134, 313, 287, 288, 235]. Zasadniczy problem w tych modelach stanowi duza
liczba zmiennych i ograniczen. Z tego wzgledu w kolejnych algorytmach BLM
opartych na liniowym programowaniu dyskretnym przedstawiono rézne sposoby
redukcji zmiennych. Algorytmy te sg oparte ne metodzie przegladowej [17,
18, 58]. W ostatniej pracy z tej dziedziny [284] wprowadzono zmienne dy-
skretne (niebinarne) oraz wykorzystano metode cie¢ [285] dla zwiekszenia
efektywnosci algorytmu.

Algorytmy BLM oparte na metodzie programowania dynamicznego [20, 2I]
sa zroznicowane. Dla wariantu pierwszego BLM (c=const) mozna wyroéznic
prace [89, 90, 77]. W pracy [42] przedstawiono algorytm dla Wariantu dru-
giego BLM (M=const). Algorytmy programowania dynamicznego wymagaja duzego
obszaru pamieci komputerowej do zapamietania generowanej sieci.

Metoda programowania sieciowego byta wykorzystywana w algorytmach BLM
przedstawionych w pracach [99, 134, 72, 73]. PonBdto w [162, 45, 46]
przedstawiono modyfikacje algorytmu z pracy [73]. Modyfikacje te wymagaja
oszacowania poszukiwanej liczby stanowisk pracy. Algorytmy programowania
sieciowego bez modyfikacji wymagaja duzej pamieci komputera. Efektywnosé
algorytméw programowania sieciowego z modyfikacja zalezy od oszacowania
liczby stanowisk pracy.

BLM metode podziatu i ograniczen przedstawiono w pracach [91, 160,

161, 162, 220, 226, 229, 159]. Algorytmy prezentowane w tych pracach ce-
chuje roézny stopien skomplikowania i roéozna efektywnos¢. Na podstawie prze-
prowadzonych testéw komputerowych mozne uznaé¢, ze algorytm przedstawiony
w pracy [159] Jest najbardziej efektywnym algorytmem BLM. Algorytmy meto-

dy podziatu i ograniczen wymagaja niewielkiej pamieci komputerowej. Ich
efektywnos¢ jest zalezne od sposobu generowania dendrytu decyzyjnego oraz
eliminacji getezl nieperspektywicznych.

W rozprawie do rozwigzania probleméw BLM, AO oraz A0l1Z zostanie wyko-
rzystana metoda programowania wieloetapowego, ktéra jest niekonwencjonal-
nym wariantem metody podziatu i ograniczen. Algorytmy programowania wie-
loetapowego dla probleméw BLM przedstawiono w pracach [182, 167, 189,
196, 197, 201, 203. 206, 207, 208, 209, 210, 211. 212, 213, 247].

Algorytmy heurystyczne

Algorytmy heurystyczne cechuje duza réznorodnos$é¢. 0Ogélnie mozna Je po-
dzieli¢ na algorytmy: szeregowanie orez przydziatu. Do pierwszej grupy
nalezg algorytmy, ktére pozwalaja wyznaczy¢ bezposrednio dopuszczalnag
sekwencje wykonywania operacji. Sekwencje te okresla sie na podstawie
heurystycznych regut. Algorytmy szeregowania przedstawiono w pracach [B,
9, 10, 79, 80, 81, 297]. Do drugiej grupy nalezg algorytmy, ktére pozwa-
laja wyznaczy¢ bezposrednio dopuezczalne podzbiory operacji na stanowi-
skach pracy. Podzbiory te wyznecza sie na podstawie regut heurystycznych.
Algorytmy przydziatu przedstawiono w pracach [82, 83, 84, 121, 122, 126,
296, 315, 316]-. Algorytmy szeregowania zaleca sie, gdy cykl Jest krotki
wzgledem czaséw operacji, tzn. liczba operacji na stanowiskach pracy nie
Jest duza. W przeciwnym przypadku lepsze rezultaty daja algorytmy przy-
dzlatu, poniewaz kolejnos$¢ operacji niezaleznych noze by¢ dowolne.

1.5. METODA PROGRAMOWANIA WIELOETAPOWEGO

Do rozwiezenie wielu probleméw kombinatorycznych (np. alokacji zadan
1 zasob6éw oraz harmonogramowania) wykorzystywane sg algorytmy przegladowe
typu podziatu i ograniczen [I55, 26, 92, 137, 57, 136]- Konwencjonalny
spos6b przedstawienie tych algorytméw bazuje na teorii grafow [I, 70, 71,
63]. Efektywnos$¢ tych algorytméw zalezy od sposobu przeszukiwania drzewa
decyzyjnego [2, 86]- W niniejszej rozprewie do przedstawienia algorytméw
podziatu i ograniczen zostenle wykorzysteny jezyk wieloetapowych procesoéw
decyzyjnych [20, 27]. Podejs$cie takie, nazwane progremowaniem wieloetapo-
wym, zostato zaproponowane w [193, 200, 199].

Podstawowymi elementeml konstrukcyjnymi algorytméw programowania wielo-
etapowego sa: sten procesu decyzyjnego, warto$¢ stanu, procedury genero-
wania stanéw oraz reguty eliminowania stanéw nieperspektywicznych. Idee
algorytmu polege na generowaniu dopuaZczalny¢h trajektorii 1 eliminowaniu
trajektorii nleaerspektywlcznych, ktére nie prowadza do rozwiazania opty-

malnego.
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Oznaczmy przez < numer etapu decyzyjnego, «0 N. Przez 1 ozna-
czamy numer stanu w ramach -~-tego etapu, 1«1 ,...,L", gdzie: L” - dopu-
szczalna liczba stendéw ee-tego etapu.

Okreslenie 1.1

Stan P interpretuje sytuacje, jaka powstaje w systemie po podjeciu decy-

zji. W ogélnym przypadku st8n Jest macierza [200j.

Stan poczatkowy P0,1 okresla warunki poczatkowe procesu w systemie.

Stan konicowy P * kazdej trajektorii daje dopuszczalne rozwigzanie pro-
blemu.

Stan aktywny P?*" (perspektywiczny) pozwala wygenerowa¢ dalsze stany.

Stan wybrany P? +  jest stanem aktywnym, Kktory zostat wybreny dla gene-
rowania dalszych stanéw.

Stan wygenerowany P jest stanem otrzymanym ze stanu wybranego
Stan P Jest testowany z uwagi ns perspektywicznos¢. Oezeli P okaze sie
stanem perspektywicznym, to zostaje stanem aktywnym. W przypadku prze-
ciwnym stan ten zostaje wyeliminowany z dalszych obliczen.

Stan wyczerpany Pw jest stanem wygenerowenym P, z ktdérego nie mozna otrzy-

ma¢ zadnego stanu koncowego.

Stan aktualnie najlepszy Pa Jest najlepszym stanem koricowym wyznaczonym w
ograniczonym czasie obliczen.

_ N, 1° _ _ . . .
Stan lokalnie optymalny P *  jest najlepszym stanem koncowym, Kktéry moz-
na otrzyma¢ ze stanu
Stan globalnie optymalny P° jest najlepszym stanem koncowym.
Okreslenie 1.2

Wartos¢ stanu jest ocene stanu PI?°" z punktu widzenia przyjetego
kryterium optymalizacji. A zatem warto$¢ stanu koresponduje z przyjetym
kryterium optymalizacji .
tremalnej wartosci. W og6lnym przypadku wartos¢ stanu jest wektorem,

Rozwiazanie optymalne daje atan koncowy o eks-

ktorego wspoétrzedne wyznacza sie na podstawie danego stanu, za pomoca
okreslonych funkcji wartosci stanu. Wspédrzedne wartosci stanu mozna wy-
znaczy¢ roéwniez rekurencyjnle w trakcie generowania etanu N z wybra-
nego stanu P?-1"\ W problemach wielokryterialnych poszczeg6lne wspot-
rzedne wektora wartosci stanu koresponduje z odpowiednimi kryteriami,

w problemach jednokryterialnych wartos¢ stanu Jest (nhajczesciej) skala-

rem. Dla kryterium minimalizacji stan globalnie optymalny P° speknia
warunek:

(Min VN>1 = w1710) =p (PN'1 = P°) (*+.10)

W obliczeniach 6ten P jest ostatnim z wyznaczonych stenéw P8.
Dopuszczalne (i optymalne) rozwigzania problemu reprezentuje stany
konicowe. Zeby zatem otrzymac¢ rozwiagzanie dopuszczalne, nalezy wygenerowac

- 37 -

kompletng trajektorie. Kazda trajektoria wychodzi ze startu PO,1. Genero-
wanie stanéw polega na stosowaniu regud: wyboru, podziatu oraz odpowied-
nich procedur. Do generowanie stanéw wykorzystywane se steny aktywne,
ktére se elementami uporzedkowanych zbioréw” ,”«0,...,N-1 (steny kon-
cowe nie se aktywne). Liczba elementéw zbioru (€%, moze by¢ ograniczona do
Ly, (L_ & 1).

Do wyboru stanu aktywnego P?"I mozna stosowa¢ klasyczne reguty wy-
boru, np. FIFO, LIFO, LLB itp. oraz strategie czyste lub mieszans. Oeze-
li z wybranego stanu p7_1 se generowane wszystkie Jego bezposrednie
nastepniki P1?°*, to reguta podziatu Jest zupedna. W przypadku przeciwnym
podziat jest czesSciowy. Stosujec podziat zupedny, stan P?“1 eliminujemy
z dalszych obliczen, poniewaz przestaje by¢ aktywny. Przy podziale czes$-
ciowym stan pozostaje aktywny. W tym przypadku z kazdym stenem
p-W-i.S. je8t zwigzany indeks Indeks stanu okresla, ktore
bezposrednie nastepniki P?7°* zostaty Juz wygenerowane ze stanu p?'*e/

W ten spos6b kazdy stan Jest generowany Jednokrotnie, a ponadto zeden
stan nie zostaje pominiety.

Procedura generowania standéw Jest zdaniem logicznym okreslajacym wa-
runki, Jakie musza by¢ epednione, by wygenerowaé¢ stan. Procedura ledno-
etapowa pozwala wygenerowa¢ bezposrednie nastepniki p?” wybranego stanu
aktywnego P~-1"*. Procedura wieloetapowa generuje nastepniki P°7™*

(< 5 e i n) danego stanu P?”1 ™. Generowanie standéw rozpoczyna sie od
stanu Po'1 1 trwa dopéty, dopoki zbiory <y»0,...,N-1 nie se puste.
Oezeli zbiory se puste, to obliczenia zoetaje zakonczone.

W trakcie obliczen eliminowane sa stany nieperspektywiczne, ktére nie
pozwalaje uzyska¢ optymalnego rozwigzania problemu. Do eliminacji standw
nieperspektywlcznych stuzg reguty: wyczerpywania, sondowania oraz domi-
nacji. Reguta wyczerpywania eliminuje stan P?"*, z ktdrego nie mozna
otrzyma¢ dopuszczalnego stanu koncowego p**"~ (wyczerpane zostaty mozliwo-
Sci generowania rozwigzan dopuszczalnych). Reguta sondowania eliminuje
stan P?7°1, ktoérego stan lokelnie optymalny P < ° Jest gorszy od stanu
aktualnie najlepszego P8. W tym celu dla stanu P?"* wyznacza sie dolne

ograniczenie b?"~ wartosci stanu VN’ " tzn*e

b?* « V7 Gi.ib)

Tak wiec. Jezeli:

b?*1 » V* (1.12)

to etan P?*1 Jeet nieperspektywiczny.
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Okreslenie | _*

75-11

Stan P dominuja nad stanem P?Z’AZ Jeseli i )
FOWNOSE - s ezeli Jest spedniona nie-
N® N 71?2 / \
v a<yv ‘ G.13)
a zatem stan lokalnie optymalny PM_4I daje lepsze rozwigzanie niz stan

lokalnie optymalny Pn"I2
Reguta dominacji standéw pozwala wyeliminowaé¢ Jeden z dwéch stanéw ak-
1 22772

tywnych P lub P , ktorego odpowiedni stan lokalnie optymalny

Jest gorszy. Poniewaz w obliczeniach wartosci odpowiednich stanéw lokal-
nie optymalnych nie se znane, zatem trzeba formutowaé¢ twierdzenia, Kktoére

o ?1#M N2*AD _ . -
musze spednia¢ stany P 1 P , by zachodzita nieréwnos¢ (1.13).

Na twierdzeniach takich opsrte sa reguty dominacji standéw.

Rozwigzywanie probleméw: BLM, AO oraz AO i 2 przy pomocy metody progra-
mowania wieloetapowego polega na generowaniu trajektorii - poprzez przy-
dzielanie operacji montazowych do kolejnych stacji. Dopuszczalne rozwiagza-
nie reprezentuje stan koncowy, ktory otrzymujemy po przydzieleniu wszyst-
kich operacji. Zatem w metodzie programowania wieloetapowego warunki (1.5)
i (1.6)aa zawsze speinione, dla linii szeregowych. Dlatego w przedstawio-
nych dalej modelach matematycznych nie bede one wypisywane w sposéb Jawny.

2. BLM METODA PROGRAMOWANIA WIELOETAPOWEGO

2.1. WST~P

W niniejszym rozdziale rozwazymy Jednowersyjny proces montazu ma; linii
o szeregowych stanowiskach pracy. Zatozymy zatem, ze dla zadanego cyklu

c liczba stanowisk pracy M nie przekracza liczby stacji montazowych K,
tzn. :

M SK .1
Ponadto zaktadamy, ze kolejne podzbiory operacji flj ,... , oo XM sg

lokowane na kolejnych stacjach montazowych od pierwszej do k-tej , (K j k),
Tym samym lokalizacja stanowisk pracy na stacjach montazowych Jest jedno-
znaczna.

Przy powyzszych zatozeniach alokacja operacji na linii montazowej
sprowadza sie do klasycznego problemu BLM. W niniejszym rozdziale problem
ten rozwiezemy za pomoce algorytméw opartych na metodzie programowania
wieloetapowego. W tym celu zostane okreslone: etan procesu decyzyjnego,
wartos¢ stanu, procedura generowania stanéw oraz reguty eliminacji standw
nieperspektywicznych.

Wyréznione zostane algorytmy: binarny, szeregowania, przydziatu oraz
harmonogramowania. Nazwa algorytmu wynika z charakteru informacji zawar-
tej w stsnie. Algorytmy te przy jednakowej ztozonosSci pozwalaje rozwiezy-
waé¢ problemy o réznym stopniu ogélnosci.

Wyszczeg6lnione wyzej algorytmy programowania wieloetapowego dla pro-
blemu BLM zostane zilustrowane przykdtadami obliczeniowymi. Ponedto podane
zostane elementy majece wpdyw na efektywnos¢ tych algorytméw. Oo dalszych
rozwazan (uogélnionych probleméw BLM, AO i AOiZ) uzasadnimy wyboér algo-

rytmu harmonogramowania.

2.2. PODSTAWOWE OKRESLENIA

Rozwazmy klasyczny problem BLM, sformudowany w rozdziale 1. Dis rozwiag-
zania tego problemu metode programowania wieloetapowego, stan procesu de-

cyzyjnego zdefiniujemy nastepujaco:
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Definicja 2.1

stan P7-1  jost wektorera:

P?-1 . [p?-1] (2.2)
L™ Jn=I N
m7=0,...,N
1*11. ee 1"

gdzie: L~ - liczba stanéw ~-tego etapu.
Wspétrzedne stanu P?*~ zostane okreslone roznie dla poszczegélnych

algorytméw (binarnego, szeregowania, przydziatu oraz harmonogramowania).
W ogbéInym przypsdku:

P%*1 / O @.3a)

jezeli podjeta zostata decyzja o realizacji oJn; w przypadku przeciwnym
przyjmiemy:

p*1 -0 (2.3b)

Tak wiec stan poczetkowy PO,1 Jest wektorem zerowym, natomiast wszystkie
wspotrzedne stanu koricowego P > se rézne od zera. W zaleznosci od okre-
Slania wspodrzednych stanu, ze stanu koncowego pN =1y, rézny sposoéb jest
wyznaczane dopuszczalne rozwlezanie problemu BLM.

2 kazdy® stanem p"5°™ jest zwlezena Jego wartos¢ V?7°», ktéra kores-
ponduje z przyjetym kryterium optymalizacji BLM (minimalizacja liczby
stanowisk pracy). Przed podaniem definicji wartosci stanu wprowadzimy
pewne dodatkowe okreslenia.

Rozwazmy montaz wybranego obiektu od chwili wejsScia chassis ns pierw-
aze stacje (pierwsze stanowisko pracy). Oznaczmy przez t chwile zakon-
czenia realizacji operacji tn na linii. A zatem tn oznacza réwnoczes-
nie czas, ktéry uptywa od wejsScia montowanego obiektu ne pierwsze stacje
do zakonczenie realizacji Gn (wkecznie z nie wykorzystanym czasem ne
niektérych stanowiskBch pracy).

Oznaczmy przez zbidr operacji wykonanych w stanie P?**_ a zetem:

V =S 6 24

Oznaczmy przez t"?’* chwile zekonczenia wszystkich operacji ze zbioru
£LV"1 (czyli w Btanle P?[ ). Tak wiec:

T?'1. Bex tn (2.5)
«ne vesl oo
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Dla stanu PO"‘L memy :

0.1 _0 2s6)
Definicjg 2.2

Wartos¢ stanu V?"* Jest skalarem v?"/:
ve'l1 -[] T?"1OQ* (2.7 (2.7)

gdzie: [«]* - najmniejsza liczbs catkowita nie mniejsza od wartosci w na-

wiasie kwadratowym.
Wartos¢ stanu Jest zatem liczbe stanowisk pracy wykorzystenych w tym

stanie. Optymalny stan koncowy P° wyznaczamy z warunku

( min VN*1 - vNFl ) =£* (PN>1 » P°) (2.8)

Jezeli zbidr standéw konicowych nie Jest danyexplicite, lecz stany koncowe
se generowane sekwencyjnie, to P° Jest ostatnim sposrédwyznaczonych sta-

néw aktualnie najlepszych Pa.
W przypsdku gdy ze stanu pV’>» mozna okresli¢ T?°", warto$¢ stanu yP"1

wyznaczamy z tzw. funkcji wartosci stanu:

V?2'1 - V(P?"1) 2.9

W przypadku przeciwnym warto$s¢ stanu wyznaczamy z Fformuty rekurengyjnej,

w trakcie generowania stanu:
V2 1 « V*-1"* ¢ AV (2.10)

gdzie: - wartos¢ bezposredniego poprzednika P?-*""" stanu P?"%,

AV - przyrost wartosci stanu.
Generowanie stanow polega na uzupednieniu wybranego stanu PJ * o

operacje o)n tak, by otrzyma¢ kolejny stan P?"*.
Dla rozwazanego klasycznego problemu BLM procedura generowania stanéw

ma postac :

V\(pri=.-o Ty A T I _P?le*ép.)ll)
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Wektor 4P na wspétrzedne:
Ap~ m O, dla i/n (2.12a)
Ap,, /7 0O (2-12b)

Wartos¢ wspodrzednej Apn bedzie okreslona odmiennie dla poszczegélnych
algorytmow.

Generujac stan p77°* ze stanu Pr 17"* przez przydzielenie do realizacji
operacji ¥n, mozemy napisac:

T?2°1 . 1?-1-* ¢ AT

(2.13)
przy tym:
[#n. jesli [] - [ a7-1** 7>n)]*
AT - J (2.14)
[i 1,9J + - T?“1™ = W przypadku przeciwnym
ponadto
(0, jesli [FT?«1"~ _ L (O0?2-1" «N)J +
AV (2.15)

1, w przypadku przeciwnym

Tak wiec. Jesli w obliczeniach oprécz stanéw P?"* sg zapamietywane war-
tosci T?"\ to za pomocg Fformuk rekurencyjnych (2.13), (2.14) i (2.7) lub

(2.13), (2-14), (2-.15) i (2-10) mozna +*atwo wyznaczy¢ wartos$¢ generowane-
go stanu.

2.3. REGULY ELIMINACOl STANOW NIEPERSPEKTYWICZNYCH

Do eliminacji standéw nieperspektywicznych wykorzystujemy regudy: wy-
czerpywania. sondowania oraz dominacji. Reguty wyczerpywania oraz sondo-
wania wykorzystuja oszacowanie dolnego ograniczenie b?"* wartosci VN1
stanu lokalnie optymalnego PN‘1
TWIERDZENIE 2.1.

Dla stanu P?"1 oszacowanie dolnego ograniczenia b?"* mozna wyznaczyc¢
ze wzoru:

b?-1 . TiCT?2"1 " X *,,ﬁbo (2.16)
wn*a’/
Dowdéd. Dla kazdej trajektorii p?*" .. ,pN** mozemy napisac
tN A . t?"1 * at” .17)

Z (2.13) 1 (2.14) wynika, ze:

2.18
*T* |Z ) ¢ )

Uwzgledniajac (2.18) w (2.17) otrzymamy:

TN**"» T?2%1 * Y2 (2.19)
<ni N

skad:

2 -20)

Uwzgledniajac (2.7) 1 (2.16) w (2-20) dochodzimy do nieréwnosci:

VN S, %b"7"1 (2.21)

Nieréwnos¢ (2.21) Jest speiniona dla kazdego stanu koricowego pN,9% (otrzy-
manego ze stanu P?"1). a zatem réwniez dI8 stanu lokalnie optymalnego
PN "#°. O

Reguta wyczerpywania

Poniewaz rozwazana linia montazowa sktada sie z K stacji, zatem stan

pv*~ spedniajacy warunek:

K< T

Jest nleperspektywiczny.

Reguta sondowania
Zatézmy, ze znany Jest aktualnie nejlepszy stan koricowy Pa o warto-

Sci Vs. stan p7* jest nleperspektywiczny, jezeli spednia warunek:

b?*1 > v* (2.23)



Reguty dominacji

. . 7.1 i}.12
Zatézmy, ze dane s dwa steny P oraz P B

TWIERDZENIE 2.2

71 o 72 . )
Stan P dominuje nad stanem P , Jesli Jest spedniony warunek:
| V2 7 7,1
(i - DA Jl« t""2) (2>24)
Dowod . Zat6zmy, ze dana Jest trajektoria Ilokalnie optymalna
?.12 N, T <12
P y---sP . Kazda operacja «n t £1 Jest wykonana zgodnie z te
trajektorie w przedziale jt 7 ""n"tnr jezeli warunek (2.24) Jest spet-
niony, to dopuszczalna Jest trajektoria P ,---,P " , w ktérej kazda

- Y e § P - r
OPerecja wn t ii Jest wykonana rowniez w przedziale tn - a;n*tnjl—

Mozemy zatem napisac

?
tN> . TN’l'
(2.25)
lub
N.1°
Lo} *
WN "9"« V (2.26)
nie_mozna uzyaka¢ lepszego rozwigzania niz ze sta-
Vil =, 712
nu P* *_ 6dy T € T 2, % moze istnieé¢ lokalnie optymalna tra-
7.1- N.1° N.1° N.IE
Jektoria P eeen*pP « dla ktérej T <T .0

TWIERDZENIE 2.S

V\ '~ 1 S 727 12 .
Stan P dominuje nad etanem P -

niony warunek:

N2 Jezeli Jest spet-

(ft?! *3  SIA2" 2) a (TA1* 1« THA2’ 2) (2.27)
Dowodd. Zatozmy, ze dana Jest trajektoria lokalnie optymalna
ApTN2 N,12 4 7272
° ,P , dla operacji Cop f B - Ope gje te sg wykonywane

sekwencyjnie w przedziale j\n - Oezeli w sekwencji tej pominiemy
operacje lo* takie, te:

A« (an L xA siv2tlz) (2.28)
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7, ij
to przy spednieniu (2.27) otrzymamy dopuszczalng trajektorie P1" «...
N-T,
c...p"™". Dla standtw P t i PN,J" mozemy napisac:
N.1°
TN *€ T (2.29)
A zatem:
N_1 >
be N org M2 (2.30)
R 72 "2
czyli stan P * Jest nleperspektywlczny.
TWIERDZENIE 2.4
. .
Oezell stany P7I i P?2 2 spedniaja wsrunki:
N/ e .1 ,*re. (2.312)

V (tiIMIN2 255~ [i((T°21z 7 >V 2 (2310

a ponadto
@71,1i 2 0?22712)* (71 H . v72"12) (2-32)
7ifli R 72%N2
to stan P dominujg nad stansm P
Dowod. Oezeli spe#nione sg warunki (2.31) i (2.32), to operacji
N - _ i
*N A\ *11
w_£ﬂ7|1 ! oraz 0,1& 0’,72 2 sa realizow%ne od chvi/ili V71 1 . C «
-V ?2 2 . ¢, nawet w przypadku gdy T7I 1, T72' 2. Zatem enaloglcz-
71 1
nie Jak w twierdzeniu 2.3 mozna wykaza¢, ze stan P ~ dominuje nad
70»12
stanem P .0

Eliminacja etandéw nieperspektywicznych polega ns testowaniu wygenero-
wanego stanu p?"1. 7 <N za pomocag regut - kolejno: wyczerpywania, son-
dowania i dominacji. Regudty dominacji stosujemy dla 1 <7 < N.



Reguty doalnacll

) ) 7.n 7.12
Zato6zmy, ze dane sa dwa etany P oraz P R
TWIERDZENIE 2.2
7. 1 7*1n2
Stan P dominuje nad stanem P , Jesli Jest spedniony warunek:
7.1, 7.1- 7.1, 7 .15
(fi 1 - fi 2)a (@ 1« T1 2) (2.24)
Dowodd. Zatézmy, ze dane Jest trajektoria Jlokalnie optymalna
NyN2 N >>|g T7*N2
- — . Kazda operacja Wn t Sl Jest wykonana zgodnie z te
trajektorle w przedziale |t - tr, I* 3oieli warunek (2.24) Jest spek-
” .
nlony, to dopuszczalna Jest trajektoria P’ #11,...,PN"A’, w ktorej kezdB
non r 1
operacja Gn t fi Jest wykonana réwniez w przedziale th - " "tn |*
Mozemy zatem napisac:
N a
TN> - T 2 (2.25)
Tub
N f& N «12
V*"*« V 2 (2.26)
E AN
czyli ze stBnu P nie mozna uzyska¢ lepszego rozwigzania niz ze sta-
7»1j ?2'n2
nu P . Gdy T < T , to moze istnie¢ lokalnie optymalna tra-
7 -1 N.1° N.1° N.I*
Jektoria P y---,P , dla ktérej T < T .0
TWIERDZENIE 2.3
n LAY
Stan P7|9,\l dominuje nad etanem P 2 2, 7] ’.‘>72, jezeli Jest spet-
niony warunek:
(R7 5,112 £f22712) . (T*1"1* « t52"12) 2.27)
Dowodd. Zatozmy, ze dana Jest trajektoria lokalnie optymalna
722 N,12 | n2 A2
P R . dla operacji G& f Sl . Operacje te sg wykonywane

sekwencyjnie w przedziale Tt - Oezeli w sekwencji tej pominiemy

operacje 1t takie, ze:

By * (Fi~"~"A R,22712) (2.28)
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7, 1.
to przy spednieniu (2.27) otrzymany dopuszczalng trajektorie P1” _._.
N, 1IN
....PN*_ Dla etanéw P 2 1 pN* nozemy napisac:

TN 9"« TN-l“ (2.29)
A zatem:

V. 1e&\T v (2.30)
czyli stan Pﬂo o Jest nleperapektywlczny. O

TWIERDZENIE 2.4

. i , o ]
Oezeli stany P +1V i pr2>12 gpetniajg warunki:

V <D (2.31a)

Y ~ a2 2m12)~. [J(?2712+~)3+ >V (2.31b)
a ponadto

(a?1,1i 2 0?22712)a (V71711 . w2"2) (2.32)

7,.1. o 22
to stan P dominuje nad stanem P
Dowodd . Oezeli apeinione sg warunki (2.31) i (2-32), to operacje

7.1 72°*2 71'*1

o ~dl > oraz o< i & sa realizowane od chwili V . C «

-" MZ2.'12 - €, nBwet w przypadku gdy Tzl#l'l> {?2.*2_ Zatem analogicz-

ni 1
nie Jak w twierdzeniu 2.3 mozna wykaza¢, ze stsn P ~ dominuje nad
2 "2
stenem P .0
Eliminacja stanow nieperspektywlcznych polega na testowaniu wygenero-
wanego stanu p*"1l. 7 <N za pomoca regut - kolejno: wyczerpywania, son-

dowania i dominacji. Reguty dominacji stosujemy dla 1 <7 < N.
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2.4. ALGORYTMY PROGRAMOWANIA WIELOETAPOWEGO

W oparciu o idee netody programowania wieloetapowego rozwazymy cztery

algorytmy, ktére roéznig sie przede wszyetkim definicja wspédrzednych »ta-
nu.

2.4.1. Algorytm binarny

w algerytmie BiRarnym wspodrzedne wektora stanu P?’1 przyjmuja warto-
sci O lub i, czyli:

1, jesli zostata podjeta decyzja o wykonaniu operacjlon;

APN7 "1 - (2.33)
0, w przypadku przeciwnym.

Odpowiednio dla wektora AP otrzymamy:

( 1» dla i »n

(2.34)
0, w przypadku przeciwnym.

Kazdy stan konhcowy p ~ ma wszystkie wspotrzedne réwne Jednosci. A zatem
ze stanu koncowego nie mozna okresli¢ wprost podzbioréw k=1_..... K.
Podzbiory te wyznaczamy nastepujaco.

Ola kazdego stanu P?"~ dany jest czas T?"1 (wielkosci te sg zapa-

mietywane w obliczeniach). Zgodnie z warunkiem (2.8) otrzymamy optymalny
stan koncowy P°, 2z ktérego:

M - Ve (2.35)
Aby okresli¢ optymalne podzbiory £ 1 ° -, , trzeba wyznaczy¢
optymalng trajektorie PO*1..... P?”1"®, p?°~ ,...,P°. Obliczenia prowa-

dzimy od stanu P° do stanu P°*k. Oezeli znany Jest optymalny stan

ft-tego etapu P?"* , to optymalny stan y-l-go etapu P~ 1 wyznacza-
my ze wzoru:

min (T?271 "*"* AT?"1*3%) « TA"1"N0 & AT?*1,07 - t"?"1“ (2.36)
>, «<*7.1°

- —k1° .
przy tym zbidér oC »* numeréw & wyznaczamy z warunku:

n l«i«M Pn"1A) => (@, ««?,1°)
1/0 .37

3 V. (e

Z optymalnej trajektorii otrzymujemy optymalng sekwencje operacji, z kto-
rej wyznaczamy kolejno ft

2.4.2. Algorytm szeregowania

W algorytmie szeregowania wspédrzedne stanu okreslajg sekwencje opera-

cji, bowiem przyjmujemy:

s. Jesli b>n ma by¢ wykonana Jako s-ta z kolei, i s s Sy;
p?*1 - (2.38)
0, w przypadku przeciwnym.

Odpowiednio dla wektora AP otrzymamy:

Ap4d « (2.39)
0, w przypadku przeciwnym.

Kazdy stan koncowy Jest wektorem o dodatnich wspédrzednych. Z optymalnego
stanu koncowego P° wyzneczana Jest optymalna eekwencja operacji

iy n .G% .z ktérej wyznaczamy wprost optymalne podzbiory

operacji £i° .. ... meeeffe

2.4.3. Algorytm przydziatu

W algorytmie przydziatu wspéirzedne stanu okreslaja stanowiska pracy
(stacje montazowe), do ktérych zostaty przydzielone operacje. Wspédrzedne
te definiujemy nastepujaco:

m. jesli operacja dn zostata przydzielona do podzbioruO,n;
0, w przypadku przeciwnym. (2.40)
Odpowiednio dla wektore AP otrzymemy:

(P;ls~“' };]. dla 1 -n

0, w przypadku przoclwnya.

(2.41)
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Z optymalnego «tanu koricowego otrzymujemy wprost optymalne podzbiory ope-
racji:

V (Pn * oy @']’E:ﬂo) (2.42)

oraz minimalne liczbe stanowisk pracy:

(2.43)

2.4.4_. Algoryf harmonogramowanla

W algorytmie harmonogramowania wspédrzedne stanu okreslaje chwile za-
konczenia wykonywania operacji. Przyjmujemy, ze:

tn. Jesli podjeto decyzje o wykonaniu operacji o>n
-?7"1

Rn (2-44)

0, w przypadku przeciwnym.
Odpowiednio dla wektora 4P otrzymamy:

tn< dla i»n

A Pi

! 2.45)

0, w przypadku przeciwnym.

Z optymalnego stanu koncowego P° otrzymujemy wprost:

t, - p° (2.46)

czyli optymalny harmonogram wykonania operacji.

Ponadto numer stanowiska pracy mn, na ktéorym me by¢ wykonana opera-
cja wynika z:

"n - [f Pnd. (2-47)
A zatem minimalne liczbe stanowisk pracy wyzneczemy Jako:

M -TLi max pel+ (2.48)
L 1« n«N J

W algorytmie harmonogramowanie chwile tR wyznaczamy ze wzoru:
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ty*.* *An, gdy |™AF2-1°9T* W [| (T2.1 ¢ ~0)]

*n (2.49)
c . i?“1l w przypadku przeciwny*.

Algorytm binarny wymaga wiec zapamietywania wszystkich stanéw i dwu-
krotnego przejscia przez sie¢. W algorytmach szeregowanie, przydziatu
oraz hsrmonogramowania zapamietywane se tylko stany aktywne, a rozwieze-
nie problemu otrzymujemy wprost ze stanéw koncowych.

2.5. PRZYKLADY

Dla ilustracji algorytméw BUM opartych na metodzie programowania wie-
loetapowego rozwiezany zostanie problem przyktadowy zaczerpniety z [30]-
Dane do przyktadu se przedstawione na rys. 2.1, Wezty diagramu przedsta-
wiaje operacje. Numery operacji zapisano w wezdach, a czasy operacji -
obok wez#éw. tuki reprezentuje ograniczenia kolejnosci wykonywania opera-
cji (np. operacja &6 moze by¢ wykonana po zakonczeniu operacji CJj i OM).

Przyjmujemy cykl montazu réwny 20.

Rys. 2.1. Diagram bezposrednich poprzednikéw i naatepnikow

(numery operacji zapisano wewnetrz wezddéw, natomiast czasy operacji na
zewnetrz)
Fig. 2.1. Diagram of imnediatepredecessors and successors
Celem pordéwnania kompletnej wiezki trajektorii dla poszczegélnych al-

gorytméw, w przyktadach bedzie stosowana reguta FIFO wyboru stanu aktyw-
nego orez reguta podziatu zupeknego. Ponadto dla ilustracji eliminacji
stanéw bedzie wykorzystana tylko reguta dominacji, oparta na twierdzeniu
2.2. Poniewaz w rozwiezywanym problemie wystepuje osiem operacji, proces
decyzyjny ekteda sie z oSmiu etapéw. Rozwiezanie optymalne otrzymujemy z

Jednego ze standéw ostatniego etapu.



Rys. 2.2. Sie¢ stenéw algorytmu binarnego
Fig. 2. Network of states for binary algorith

Rys. 2.3. Sie¢ standéw algorytmu szeregowania
Fig. 2.3. Network of states for sequencing algorithm
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Sie¢ stanéw (wiazke trajektorii) algorytou binarnego pokazano na rys.
2.2. Stany sa wektorami o wspétrzednych O lub i. Ponizej kazdego wektora
stanu zapisano czas montazu operacji wykonanych w danym stanie. Pojedyn-
czymi strzatkami (z lewej na prawag strone) zaznaczono bezposrednie przej-
Scia pomiedzy stanami (w trakcie generowania). Ponad tymi strzatkami po-
dano numery przydzielonych operacji. Strzatki podwéjne (z prawej na lewe
strone) wyznaczajg trajektorie optymalng. Stany zdominowane oznaczono
przez ich skreslenie dwoma liniami przerywanymi, jednoczes$nie linie krop-
ka-kreska i strzatke pokazano odpowiedni stan dominujgcy. Ponizej rysunku
zamieszczono numery etapéw decyzyjnych.

Optymalnym stanem koncowym jest P . o wartosci V8’2 = 5. Trajekto*
ria optymalna: <P8,2, P7"3, P6"3, P5"3, P42, P3*1, P2"1, P11, PO 1»
okresla sekwencje operacji: <u>7 . Wg> Wge O0)Y\. ag. Wl >
(przez <.> oznaczono zbidr uporzadkowany). Z sekwencji tej otrzymujemy
kolejno: £Ilg » <®g, iy >. = <CJ4> Wg-"x« Ffij s<s ;i Wg> =
fi2 «< t62> oraz flj = <(1)!>= Podana kolejnos¢ operacji w tych pod-
zbiorach jest zgodna z ograniczeniami.

Rozwigzujac ten sam przyktad za pomoca algorytmu szeregowania otrzymu-

Lz

>
-

|

|

|

|

|

|
-
.

I

|

|

|

|

|

|
c
-

- B3 -

N * o«

i-1 Vv *v

jemy sie¢ stanéw pokazang na rys. 2.3. Sieci przedstawione na rysunkach P-WtO<»#-00C>f8  —rirrirrjOn-cb@” +«A~""mno0 0,  x
\ i 1 !

2.2 i 2.3 rbéznig sie tylko wsp6trzednymi stanéw. Ponadto w algorytmie sze-

regowania optymalne rozwiazanie otrzymujemy wprost z optymalnego stanu
kohcowego. Ze stanu P~ otrzymujemy zatem podzbiory operacji: _—
A~ <Cipl> 7 ®2 ¢ <<iD2> ¢ =<w3° c05> - " <W4 . tég. B> .

fi5 “ <W7 >« Rozwigzanie wyznaczone za pomocg algorytméw binarnego i

szeregowania sg roézne. Jednakze réwnowazna w sensie przyjetego kryterium

e -

________ A_—— 1

> AN)ONMD 00N AQGHQIT006cay

optymalizacji (daja 5 stanowisk pracy). t;ﬁ?BZBEo!»

Rozwigzujac ten sam przyktad za pomoca algorytmu przydziatu otrzymamy
sie¢ stand6w pokazang na rys. 2.4. Sieci przedstawione na rysunkach 2.2,
2.3 1 2.4 robzniag sie tylko wspotrzednymi stanéw. Z optymalnego stanu kon-
cowego P * otrzymujemy wprost optymalne podzbiory operacji:
fit = {to6~. Fi2 - = {<*VW5} a4 “ {wi- “V  Wa}-

A5 = Rozwi?zaniB otrzymane z algorytméw szeregowania i przydzia-
+u sa identyczne. Jednakze algorytm przydziatu nie okresla kolejnosci
operacji na stanowisku pracy.

Rozwigzujac ten sam przykdad za pomocg algorytmu harmonogramowania
otrzymamy sie¢ standéw pokazang na rys. 2.5, ktéra Jest taka ssma Jak na
rysunkach 2.2., 2.3 i 2.4. Sieci te réznie sie tylko wspoédrzednymi sta-
nu. Z optymalnego stanu korcowego P872 otrzymujemy podzbiory operacji;
fil = <<»l> .1 fi2 < A2 >+ "3 B<a>3" 03s> - tég. U 8>
fig * <a>7 >. Otrzymane rozwigzanie jest identycznejjz tym. Jakie uzyska-
no za pomoca algorytméw szeregowania i przydziatu.

W przyktadach ilustrujacych algorytmy: binarny, szeregowania, przydzia-
+u oraz harmonogramowania, pokazano kompletng sie¢ stanéw (wigzke trajek-
torii). w algorytmach tych uwzgledniono tylko regute dominacji, stosujac

L
MNOOOOOO~

r— \J ,

i -,
CaCsOO Ct0 O
TR T .FS

o

tan6w algorytmu przydziatu

ie¢ s

Network OF states

2.4.

Rys.

algorithm

allocation

for

2.4.

Fig.
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Fig-
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2.6. Schenat blokowy algorytau BLM z regute wyboru FIFO

B+ock diagram of algoritha for ALB with eelection rui* FIFO
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regut« FIFO wyboru steou aktywnego. Schenat blokowy tych algorytméw poka-
zano na rye. 2.6. Ze schematu tego widzimy, Ze po wyborze na etapie -1 Krok 4:
etanu o nuaerze 5., dla kolejnych Operacji o numerze n stosowana jest 4 5 6 7 8 T7*1 b?"1
procedura genaronanla stanu oraz eliminowania stanu nleperspektywlcznego. 7 1 1 2 3

5
Nowy stan zostaje wygenerowany tylko dla opereeji an, ktéra nie zostata 3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49
Jeszcze przydzielona i ktdorej bezposrednie poprzedniki n » i) zo~ 4 1 11 37 54 45 0 0 0 0 54 5
ataty Juz przydzielone. Wygenerowany stan zosteje poddany testom na wy-
czerpywanie, sondowanie Oraz dominacje. Po wygenerowaniu wszystkich sta-
Sgwlzgk*sltam‘tg;\ 1 do dalszego generowanis wybierany Jest kolejny stan Krok 5:

! - Po wykorzystaniu wszystkich stanéw etapu 7 -i (tzn. gdy 5 3 4 5 _ 6 7 8 t7*1 b?"1

& » L»_i ) przechodzimy do etapu ”~ (przyjmujec numer ostatniego stanu f 1 L o 49 5
0
1= w analogiczny sposéb generowane se wszystkie stany etapéw < N. 3 1 1 37 49 0 0 0
Po wygenerowaniu stenéw N-tego etapu wyznaczany Jest etan optymalny, a 5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 5
ze etanu optymalnego otrzymujemy optymalny balans linii.
pty [¢] ymujemy opty y 5 5 1 37 54 45 0 72 0 0 72 5

Schemat blokowy na rys. 2.6 przedstawiono zgodnie z zasadami programo-
wania strukturalnego. Procedury: generowania stanu, eliminacji stanu nle-
perspektywicznego oraz wyznaczania optymalnego balansu nalezy wkomponowac Krok 6:
zgodnie z zasade zagniezdzenia. Procedury te se ré6zne dla réznych algo- 8 - T
rytméw programowania wieloetapowego. 2 1 1 2 3 4 S 6 7 ’

Spos6b generowania wlezkl trajektorii (sieci stanéw) Jest zalezny od 3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 5
regut wyboru stanu aktywnego. Ponadto przy réznych regutach wyboru mozna 5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 5
stoaowa¢ odmienne reguty eliminacji stanéw nleperspektywlcznych. Dla ilu- 80 7 0 0 80 5
stracji tego zagadnienia rozwiezeray ten sam przykdtad stosujec regute LIFO, 6 1 1 87 54 s 5
a nastepnie LLB (z pewnym uzupednieniem). W przykkadach tych zastosowany 6 2 11 37 54 45 0 72 0 75 1B
zostanie algorytm harmonogramowanie. Zbiory stanéw aktywnych w kolejnych
krokach obliczeniowych bede przedstawione w postaci tabsl. K

R - Krok 7:
Stosujec regute LIFO otrzymamy b0,l =4, a nastepnie:
T7.1 p2=11
Krok 1: v 1 1 2 .3 m 4 5 6 7 8
3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 5
i
. i 2 3 4 5 6 7 8  T?*1 b2l s 1 11 37 54 45 68 0 0 0 . 5
i i ii 80 5
" 0 0 0 0 0 0 0 11 4 6 1 1 37 54 45 80 72 0 0
Krok 2 7 1 11 37 54 45 88 72 0 75 88 5
ro :
7 1 1
2 3 4 5 6 7 8 t?2*1 b?71 Krok 8:
2 1
11 37 0 0 0 0 0 0 37 5 8 b7*1
1 i 2 3 4 5 6 7
! 49 5
Krok 3: 3 1 i 37 49 0 0 0 0 0
5 1 i 3 54 45 68 0 0 0 68 >
1 -
7 1 2 3 4 5 6 7 e o T7.1 p7=y 6 1 li 37 54 45 80 72 0 0 80 5
3 1 11 7
3 49 0 0 0 0 0 49 5 3 i li 37 54 45 88 72 90 75 90 V5
3 2 11 37 0 45



W tabelach tych 7 - oznacza numer etapu, 1 - Jest numerem atanu ak- Krok 7:
tywnego w zbiorze £y W kolumnach od 1 do 8 zapisane sa kolejne wspodrzed-

ne stanu P?"1. Ponadto T?'1 1 b~r*1 se odpowiednimi wielkosSciami sta-
nu P?"1.
5
w przyktadzie tym nie mozna stosowa¢ reguty dominacji. Nie stosowano
réowniez regudy sondowania - przed wyznaczeniem pierwszego ze stanéw kon- 5
cowych. 5
Oak wynika z obliczen, rozwiezanie optymalne uzyskano w 6smym kroku, 5

bowiem wszystkie stany aktywne okazaty sie nieperapektywiczne. Wygenero-

wano tylko 11 stanéw, a w zbiorze standéw aktywnych bydty maksymalnie 4

stany. Dla poréwnania, stosujec regute FIFO wygenerowano 22 stany. Krok  8:
Rozwazmy z kolei ten sam przyktad z regute wyboru LLB. Z rozwigzanego

przyktadu wynika, te dla n > 1 dolne ograniczenie b~"" wszystkich wy-

generowanych stanéw daje 5 stanowisk pracy. Dlatego stosujec regute wy-

boru LLB trzeba dodatkowo okresli¢, ktdory stan aktywny ma by¢ wybrany.

W przypadku reguty LLBF1F0 uzyskuje sie take samg kolejno$¢ generowania

stanéw Jak dla reguty FIFO. Stosujec regute LLS8LIFQ uzyskuje sie prze-

bieg obliczen taki sam Jak dla reguty LIFO. Aby zilustrowaé¢ dziatanie re-

guty LLB, przyjmiemy Jej modyfikacje do postaci LLB/TLIFO, gdzie Krok 9:

o o u <

\
T «T?71 ¢ Jz » (2.50)
5

Wybierany jest stan o najmniejszej wartosci T. 6
Stosujec te regute otrzymujemy przebieg obliczen w pierwszych czterech 7
krokach taki sam jak dla reguty LIFO. Pozostate kroki obliczeniowe (od
5 do Il) pokazano nizej. Rozwigzanie uzyskano po 11 krokach. Oznaczenia
elementéw tabel se takie same Jak w poprzednim przyktadzie. Liniami prze- Krok 10:
rywanymi ze strzatkami pokazano dominacje standw.

V
Krok 5: 5
v 1 1 2 3 4 5 6 7 B 171 T !
3 1 11 37 49 0 0 0 0 0 49 87 !
5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93 !
5 2 11 37 54 45 0 72 0 0 72 93 Krok 11:
Krok 6:
\
\Vi 1 1 2 3 4 5 6 7 8 T? 1 T °
5 1 11 37 54 45 68 0 0 0 68 93 !
5 2 11 37 54 45 0 72 0 0 72 93 °
4 1 11 37 49 54 0 0 0 0 54 87
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11

11
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11

11

11

11
11
11

11
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68

68

68

80

68
80
88

68
80
80
68

68
80
80

72

72

72
72

72
72

72
72

72

72
72

o o o N o o o© o N

o o o N

90
93

O O O O o

75

75

63
75

93

y P*1
68
72
68
72

v 1l
68
80

75

68
80
88

t?"1
68
90
83
88

T?"1
68
90
93

93
93
93
93

53
93
93

93
93
98

93
93
93
98

93
93
93



Rozwigzane przyktady ilustrujg sposdéb generowania trajektorii standw
dla réznych regut wyboru stanu aktywnego. Eliminacja stanéw nleperspek-
tywicznych za pomoca reguty sondowania byta bardziej efektywna niz za po-
moca reguty doainacji. Efektywnos¢ regudty dominacji ilustruje rezultaty
teatow komputerowych, przedstawione nizej.

Sformutowany problem przyktadowy nozna rozwigzywa¢ bez stosowania re-
gut eliminacji standow nieperspektywicznych. Woéwczas generowane sg wszy-
stkie dopuszczalne stany, a wiec wszystkie dopuszczalne rozwigzania (prze-
glad zupedny rozwigzan dopuszczalnych). Reguta dominacji eliminuje nie-
ktére dopuszczalne stany nieperspektywiczne. Efekt, Jaki daje reguta do-
minacji, w poréwnaniu z przegladem zupednym rozwigzan dopuszczalnych
(dla rozwigzywanego problemu przyktadowego), ilustruje tabela 2.1.

Tabela 2.1

Poréwnania sieci stanéw w algorytmach z reguda dominacji stanéw
oraz bez dominacji standw

Wariant Lictba stanéw na kolejnych etapach

) B B
Bez dominac 1 1 2 3 6 11 16 16
Z dominacje 1 1 2 3 4 5 4 2

Tak wiec z dominacja wygenerowano 22 stany, natomiast bez dominacji 56

stanéw. Czas obliczen dla wariantu z dominacja wynosit 0,814 [sj (Fortran,
ODRA 1305).

2.5.1. Testy komputerowe

Dla ilustracji efektow, jakie daje reguta dominacji, przedstawione zo-
stang rezultaty 10 testow komputerowych. Obliczenia przeprowadzono w Jezy-
ku Fortran na komputerze ODRA 1305. Dla kazdego testu zostang podana;

- cykl c,
- liczba operacji N,
- czasy operacji (w kolejnosci od pierwszej do N-tej).

- relacja kolejnosci (w postaci uporzagadkowanych dwéjek, 'bezposredni po-
przednik - bezposredni nastepnik®).

Przebieg obliczeh zostanie pokazany poprzez podanie liczby stanéw dla po-
szczeg6lnych etapéw decyzyjnych (dla programéw bez dominacji oraz z domi-
nacjg stanoéw),

W kazdym tesScie zostang podane czasy obliczen dla algorytméw bez domi-
nacji oraz z dominacja 1 pewng modyfikacjg dominacji. Modyfikacja ta po-
lega na pominieciu sprawdzenia dominacji standéw, ktére zostaty wygenerowa-
ne z tego samego bezposredniego poprzednika (dla takich stanéw dominacja

nie zachodzi). Rezultatem obliczen jest liczba stanowisk pracy na linii
montazowej -
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Rozwigzania suboptymalne zostang oznaczone przez §. Rozwigzania takie
otrzymuje sie, gdy na pewnym etapie zostang pominiete niektére stany.
Wynika to z ograniczonej wielkosci tablicy stanéw aktywnych. W tablicy
tej stany etapu-~-1 sg zapisywane od gory, natomiast generowane steny
etapu y sg zapisywane od dotu. Oezeli w tablicy takiej brak Jest wolnych
miejsc, to z danego stanu mozna wygenerowac¢ tylko Jeden stan (ha jego
miejsce), natomiast pozostate stany sa pomijane. Pominiecie stenu powodu-
je utrate pewnych trajektorii, ktére moga prowadzi¢ do rozwigzania opty-

malnego.

TEST 1

Dane: ¢ » 12, N = 5, czasy operacji: 7, 6, 5, 7, 8, relacja kolej-

nosci: 1-3, 1-5, 3-5.

Liczby stanéw na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 3, 7, 13, 20, 20,

- z dominacja: 3, 4, 4, 3, 1.

W algorytmie bez dominacji wystepujg w sumie 63 stany, natomiast w algo-

rytmie z dominacja 15 stanéw, co stanowi 24%.

Czasy obliczen:

- bez dominacji 0,840 [s]

- z dominacja 0,769 [s]

- z modyfikacja 0,764 [s]

Skrécenie czasu obliczen wynosi 8% (9% - dla algorytmu z modyfikacje).

Kazdy algorytm daje rozwigzanie optymalne - 4 stanowiska pracy.

TEST 2

Dane: ¢ * 12, N * 7, <czasy operacji: 7, 6, 5, 7, 8, 4, 5, relacja
kolejnosci: 1-3, 1-5, 3-5.

Liczby stanéw na kolejnych etapach

- bez dominacji 21, 73, 208, 480, 840, 840.

5,
- z dominacje: 5, 11, 15, 15, 11,5, 1.
W algorytmie bez dominacji wystepuje w sumie 2467 standéw, natomiast w
algorytmie z dominacjg standow 63 stany, co stanowi 3%.
Czasy obliczen:
- bez dominacji 6,959 [s]
- z dominacje 1,961 [s]
- z modyfikacje 1,862 [ej
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Skrécenie czasu obliczen wynosi 72% (73%). Kazdy algorytm daje rozwigza-

p R TEST 5
nie optymalne - 4 stanowiska pracy.

Dane: c « 14, N « 10, czasy operacji:3, 5, 7, 3, 8,4, 5, 5, 6, 5,
TEST 3 relacjakolejnosci 1-2, 6-3, 1-5,4-6, 5-7, 4-8.5-10.

Liczby stanéw na kolejnych etapach:

Oane: C « 12, N «9, czasy operacji:7, 6. 5,7, 8, 4, 5, 5, 6, re- - bez dominacji: 3,10. 37, 139. 518, 663, 498, 818, 397, 397.
lacja kolejnosci: 1-3, 1-5,3-5, 4-6. - z dominacje: 3,7, 14, 22, 28, 30, 26, 16, 6, 1.
Liczby stanow na kolejnych etapach: W algorytmie bez dominacji standéw wystepito 3480 standéw, natomiast w al-
- bez dominacji:6,32, 151. 626,530, 716, 459, 851, 851. gorytmie z dominacje 153 stany.
- z dominacje: 6, 17,31, 41,41, 37, 17, 6, 1. W algorytmie bez dominacji niektdre stsny zostaty pominiete.
W algorytmie bez dominacji wystagpity 4222 stany,natomiastw algorytmie Czasy obliczen:
z dominacje 160 stanéw. W algorytmiebez dominacji =zostaty pominiete nie- - bez dominacji 11,680 [sj
ktore stany. - z dominacje 6,206 [s]
Czasy obliczen: - z modyfikacje 5,745 [ej
- bez dominacji 12,895[s] Skrocenie czasu obliczen wynosi 47% (51%).
- z dominacja 8,156[s] Algorytm bez dominacji standéw (suboptymalny) daje takie samo roznlezanie
- z modyfikacja 7,594[ej Jak algorytmy z dominacje, tzn. 4 stanowiska pracy.

Skrécenie czasu obliczen wynosi 37% (41%),

Algorytm bez dominacji standéw (suboptymalny) daje takie eamo rozwiezsnie
Jak algorytmy z dominacje, tzn. 5 stanowisk pracy. TEST 6

Dane: ¢ » 14, N « 10, czasy operacji: 6. 5. 4, 7, 6, 5, 5, 6, 7, 6,

TEST 4 relacja kolejnosci: 1-2, 1-3, 3-4, 3-5, 2-6, 4-7, 6-7, 5-8, 7-9,
8-9. 9-10,
Dane: ¢ - 14, N « 9, czasy operacji: 3, 6, 4, 6, 8, 4, 5, 5, 6, Liczby stanéw na kolejnych etapach:
relacja kolejno$ci: 1-2, 1-3. 6-3, 2-4, 1-5, 3-5, 4-6, 5-7, 4-8. - bez dominacji: 1. 2, 5. 12. 27, 51, 71, 71, 71, 71.
Liczby stanéw na kolejnych etapach: - z dominacje: 1, 2, 4, 5, 5, 4, 2, 1, 1, 1.
- bez dominacji: 2, 3, 4, 6,13,22, 33, 45, 45. W algorytmie bez dominacji wystepuje 382 stany, natomiast w algorytmie z
- z dominacje: 2, 2, 2. 3.4,4,4, 3, 1. dominacje 26 standéw, co stanowi 7%.

w algorytmie bez dominacji wystepuje w sumie 173 stany, natomiast w algo- Czasy obliczen:

rytmie z dominacje 25 stanbéw, co stanowi 14%. - bez dominacji 2,664 [s]

Czasy obliczen: - z dominacje 1,458 [€]

- bez dominacji 1,761 [s] - z modyfikacje 1,448 [s]

- z dominacje 1,379 [si Skrécenie czasu obliczen wynosi 45% (46%).-

- z modyfikacje 1,365 [aj Kazdy z algorytméw daje rozwiezanie optymalne - 5 stanowisk pracy.

Skrécenie czasu obliczen wynoei 22% (22%).

Kazdy algorytm daje rozwlezenie optymalne - 4 stanowiska pracy. TEST 7

Oane: c » 14, N - 11, czasy operacji: 6, 5.5. 4,7, 6, 5,5,6, 7.6
relacja kolejnosci: 1-2, 1-3, 3-4, 3-5, 2-6,4-7, 6-7, 5-8, 7-9,
8-9, 9-10. 7-11.
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Liczby stanoéw na kolejnych etapach:
- bez domlnacji: 1. 2, 5, 12,27 . 51. 77. 103, 174, 245. 245.
- z dominacje: 1, 2, 4, 5, 5, 4, 3, 2, 2, 2, 1.

w algorytmie bez dominacji wystepuje 930 standéw, natomiast w algorytmie
z dominacje 31 standéw, co stanowi 3%.

Czasy obliczen:

- bez dominacji 4,817 [s]

- z dominacje 1,705 [s]

- z modyfikacje 1,684 [s]

Skrécenie czasu obliczen wynosi 65% (65%).

Kazdy z algorytméw daje rozwiezanie optymalne - 6 stanowisk pracy.

TEST 8

Dane: c m 14. N = 12. czasy operacji: 6, 7, 5, 5, 4, 7, 6, 5, 5, 6.
7, 6.

relacja kolejnosci: 1-2, 1-3, 3-4, 3-5, 2-6, 4-7, 6-7, 5-B, 7-9,
8-9. 9-10, 7-11, 10-12.

Liczby stanoéw na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 1, 2, 5. 12. 27. 51. 77. 103, 174, 245. 316, 316.
- z dominacje: 1, 2, 4, 5. 5, 4, 3, 2, 2, 2, 2, 1.

W algorytmie bez dominacji wystepuje 1329 standéw,natomiast w algorytmie

z dominacje 33 stany, co stanowi 2%.

Czasy obliczen:

- bez dominacji 6,677 [sl

- z dominacje 1,876 [s]

- z modyfikacje 1,865 [s]

Skrécenie czasu obliczen wynosi 72% (72%).

Kazdy z algorytméw daje rozwiezanie optymalne - 6 stanowisk pracy.

TEST 9

Dsne: ¢ = 14, N e 12, czasy operacji: 4, 6, 4, 5, 4, 7, 6,5, 5, 6,
7. 8,

relacja kolejnosci: 1-2, 1-3, 2-4, 3-5, 2-6, 4-7, 6-7, 5-8, 7-9,
8-9, 9-10, 7-11, 11-12.

Liczby stanéw na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 1. 2, 5. 12. 26. 52, 84. 126, 238, 420, 602, 602.
- z dominacje: 1. 2. 4. 5, 5. 5. 4. 3, 3. 3. 2. 1.
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W algorytmie bez dominacji wystepuje 2170 standéw, natomiast w algorytmie
z dominacje 38 stanéw, co stanowi 2%.
Czasy obliczen:

- bez dominacji 9,623 [s]

- z dominacje 1,992 (*]

- z modyfikacje 1,967 [s]

Skrécenie czasu obliczen wynosi 79% (8C%)-

Kazdy algorytm daje rozwiezanie optymalne - 5 stanowisk pracy.

TEST 10

Oane: ¢ « 12. N = 16. czasy operacji: 6, 8, 5, 7, 9. 3. 5, 6, 5, 4,
5. 4. 4. 5, 6. 6,
relacja kolejnosci: 1-2, 2-3. 1-4. 3-5, 4-6, 1-7, 5-8, 6-8, 7-8,
8-9. 8-10. 8-11, 9-12. 10-13, 12-14, 12-15, 13-15, 14-16.

Liczby standéw na kolejnych etapach:

- bez dominacji: 1. 3, 8. 19. 38,60. 60,60, 180, 351, 83. 172, 338. 118,

189, 189.
- z dominacje: 1. 3, 5. 6, 5, 3. 1, 1, 3, 5, 6, 6, 6, 5. 3, 1.

W algorytmie bez dominacji wystepuje 1869 stanéw, natomiast w algorytmie
z dominacje 60 stan6w. W algorytmie bez dominacji niektdore steny zostaty
pominiete.

Czasy obliczen:

- bez dominacji 159,653 {Vj
- z dominacje 25,076 (VI
- z modyfikacje 24,113 [a]

Skrécenie czasu obliczen wynosi 84% (85%)-
Algorytmy z dominacje daje rozwiezanie optymalne (8 stanowisk pracy), na-
tomiast algorytm bez dominacji daje rozwiezanie przyblizone (9 stanowisk

pracy) .-
Zestawienie rezultatédw przeprowadzonych testéw komputerowych zamiesz-

czono w tabeli 2.2.

W tabeli 2.2 rozwiezanie suboptymalne oznaczono przez §, natomiast
czasy obliczen dla algorytméw z dominacje i modyfikacje umieszczono w na-
wiasach.

Oak wida¢ z tabeli, w siedmiu testach algorytmy bez dominacji daje
rozwiezanie optymalne (lecz po dduzszym czasie obliczeh niz w algorytmach
z dominacje). W testach 3 1 5 algorytm bez dominacji nic generuje wszyst-
kich stanéw. Pomimo to otrzymane rozwiezanie se optymalne. W tescie 10
algorytm bez dominacji réwniez nie generuje wszystkich stanéw. Jednakze
w tym przypadku otrzymane rozwiezanie nie jest optymalne.
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Tabela 2.2
Poréwnanie obliczen komputerowych bez dominacji stanéw
oraz z dominacje stanodw
Nr L Bez dominacji Z dominacje
testu
ope-_ L Czas L L Czas L
racji  stanoéw st. pracy stanow st. pracy
M W i
1 5 63 0,840 4 15 0.769 4
(0,764)
2 7 2467 6,959 4 63 1.961 4
(1.862)
3 9 4222 12,895 5 160 8.156 5
§ § § (7.594)
4 9 173 1,761 4 25 1,379 4
(1,365)
5 10 3480 11,680 4 153 6.206 4
§ § § (5,745)
6 10 382 2,664 5 26 1,458 5
(1 ,448)
7 11 930 4.817 6 31 1,705 6
(1,684)
6 12 1329 6,677 6 33 1,876 6
(1,865)
9 12 2170 9,623 5 38 1,992 5
(1,967)
10 16 1869 159.653 S 60 25,076) 8
8§ § § (24,113)

Z przeprowadzonych testéw wynika, ze stosowanie dominacji zmniejsza
liczbe standéw i skraca czas obliczen. Przecietne skrécenie czasu obliczen
wyniosto 52% (pomijajac testy 3. 5, 10). Ponadto w algorytmach z domina-
cje wystepuje przecietnie 8% liczby stanéw wystepujacych w algorytnach bez
dominacji. Z powyzszych liczb mozna wyciegne¢ wniosek, ze w regudach do-
minacji nalezy dazy¢ do skracania czasu poréwnywania dwéch standw.

2.6. ANALIZA ALGORYTMOW

Do rozwiagzania klasycznego problemu BLM wykorzystano cztery algorytmy
oparte na metodzie programowania wieloetapowego (binarny, szeregowania,
przydziatu oraz haraonogramowania). Klasyczny problem BLM (w wersji decy-
zyjnej ) oraz jego uogllnienia naleze do klasy probleméw NP-zupednych w
sensie ztozonosci obliczeniowej. Z tego wzgledu algorytmy przegladowe dla
rozwigzania tego problemu maje wyktadnicza ztozonos¢ obliczeniowe. Anali-
za algorytméw programowania wieloetapowego ma na celu wykazanie pewnych
elementédw majgcych wpdyw na efektywnos¢ tych algorytméw. Ponadto zostanie
uzasadniony wybér algorytmu harmonogramowania dla rozwigzania - w dalszej
czesci rozprawy - uog6lnionych probleméw 8LM oraz probleméw AO i AOiZ.

2.6.1. Efektywnos¢ algorytmoéw

Efektywnos¢ algorytmédw programowania wieloetapowego zalezy od liczby
wygenerowanych oraz liczby wyeliminowanych stanéw nieperspektywicznych.
Z tego wzgledu przedyskutujemy pewne elementy generowania oraz elimino-

wania stanodw.
Zak6zmy, ze w stanie P?“1!"™ podejmowana Jest decyzja o realizacji

operacji W . Niech bedzie ostatnim podzbiorem operacji utworzonym
W etanie n

LEMAT 2.1

Dezeli operacja an moze by¢ ulokowana w ii to przydzielenie tej
operacji do &a, £*<«. daje Stan nleperspektywiczny.

O ow 6 d: Zatézmy, ze przydzielajac < do ii otrzymujemy stan

P . natomiast przydzielajac t®n do 0.~ dostajemy stan P . Zauwaz-
my. i»:
a?"1** u G, - 7711 - si111* (2.51)
Ponadto: *
T77°1% - T?271 "% & «fjr (2.52)
oraz:
(2.53)

T7 1z » (Fi-Dc ¢ #n
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Uwzgledniajac (2.59) w (2.24) widzimy, ze warunek dominacji stanéw nie
Jest spedniony.O
Liczbe poréwnan stanéw mozna rowniez zmniejszy¢ wprowadzajec porzedek

Z (2.52) i (2.53) wynika, zes

T7°11 —T7°1z . ,1l-»en. (_.)« (2.54) leksykograficzny w zbiorze stanéw aktywnych 17-tego etapu.

Poniewaz Definicja 2.3

Stan P poprzedza leksykograficznie stan P 2 {co oznaczamy

c «(m-I)c (2.55) 9 s P ), Jjezeli jest spedniony warunek:

zaten z (2.54) i (2.53) otrzymujemy:

N (WSO)]V[(pJ,H—o)’\(pn “12»0)]

T n (2.56)
Uwzgledniejec (2.51) i1 (2.56) w(2.24) widzimy, ze stan P7” 1 dominu- A [(p7 "11/0) (7 12%9)] (2.60)
Je nad stt-nem P 2.0

Definicja 2.4
Zatem stosujec kryteriuo minimalizacji liczby stanowisk pracy, w proce- .1 «.1»

durze generowania standéw nalezy przydziela¢ operacje u>n do najwczesniej Stany P i P sa alternatywne, jezeli Jest spedniony warunek:
dopuszczalnego podzbioru fl,, , k « K.

11fI'm
Eliminacja standéw przez dominacje wymaga poréwnania stanu P , wy-
: ) "0.1« i, .*1» ~ (2-61)
generowanego Jako ostatni, ze stanami P , ktoére zostaty wygenerowane
wczesniej. Zwiekszenie efektywnosci algorytmu mozna uzyskaé¢ przez zmniej-
szenie liczby tych poréwnan. LEMAT 2.3
W zbiorze stanéw aktywnych nie ma stanéw alternatywnych.
LEMAT 2.2 Dowod (nie wprost): Przypusémy, ze w zbiorze £ znajduje sie
. - - - a5d B
Oezeli stan P7 1 otrzymano z pP 1 przez przydzielenie U.-, ne- stany alternatywne P i i P . Wéwczas zgodnie z é2.60)\i é2.61;\
_ VN2 , _ . « 1 a _ _ - < - .
tomiast P otrzymano réwniez z P?-1 lecz przez przydzielenie a , musi by¢ spedniony warunek:
gdzie c¢a f o>n, to pomiedzy stanami P i P nie zachodzi re-
lacja dominacji. v r@p7 ,.Vo) A (pJd - 12/0] v [(pI=ii-0) (™" 12-0)] (2.62)
- R .. Un<NL J
Do w 6 d: Poniewaz:
Uwzgledniajec (2.62) w (2.4) widzimy, ze:
Shiv"I¥ * AP'-1-9" U (2.57)
a7"11 = a7’lz (2-63)
2 kolei, jezeli zachodzi (2.63), to z (2.24) wynika, ze jeden ze standw
fi7z 12 - f?"1 ,a8"uo)n (2.58) P lub P jest zdominowany - a wiec nie noze naleze¢ do zbioru
a ponadto t &n,zatem: \4 A I?atem zbiér jest uporzadkowany liniowo. Stosowanie reguty doml-

nacji polega na sprawdzeniu, czy w zbiorze znajduje sie stsn P?° 1

<12 -
G t0. 2 (2.59) alternatywy do stanu P (ktory zostat wygenerowany jako ostatni;.
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Poniewaz zbidr jest uporzadkowany liniowo, nie trzeba sprawdza¢ wszy-

stkich stan6w, od 1I-i do 1»L . Stoeujec rtp. podziat potédwkowy, nozne w
pierwszym kroku poréwna¢ stan P "z
Oezeli ﬁ?*+2 P- 7. to pozostaje do sprawdzenia stany o numé?ach jc< 1,
natomiast etanéw o numerach %&*ﬁl sprawdza¢ nie trzeba (bo na pewno nie
sa alternatywne ze atsneis P “ *), w ten sposéb stosujec kolejne podzia-
4y potbéwkowe zmniejszamy liczbe poréwnan stanow, (np. jezeli L-, « 2lc, to“
,1«.

ri i*
ze stane* o nuaerze 1 »lw L-] =

poréwnan jest k*i). Dezeli w zbiorze <€ zostanie wyznaczony stan P

E AN
2. to Jeden z tych stanéw zostanie wyeliminowany.

*
PSM

?
alternatywny do P’

HNéhodzi do zbioru .

Efektywnos¢ algorytméw programowania wieloetapowego zalezy réwniez od
stosowanych regut wyboru etanéw aktywnych. Dla reguty FIFO eliminowanie
standw przez sondowanie nie aa znaczenia, poniewaz stany kohcowe ae znane
dopiero wtedy, gdy zbiory (dla ~ <m N-4) se puste. Z kolei dla reguty
LIFO nie aozna stosowa¢ eliminacji stanéw przez dominacje (zgodnie z

W przypadku przeciwnym stan

lematem 2.2). Reguta LLB pozwala eliainowa¢ steny przez doainacje oraz
sondowanie.

2.6.2. Rozwiazanie przyblizone

Oezeli w BLM nie zostane wygenerowane wszystkie etany korficowe, to
otrzyaujemy jedynie rozwigzanie przyblizone. Rozwigzanie to reprezentuje
aktualnie najlepszy etan koricowy Pa, o wartosci V®. Zatdézmy, ze $ Jest
btedem bezwzglednym, netomiaet £ - btedem wzglednym, Stan P8 daje roz-
wigzanieprzyblizone z btedem:

J . V¥-V°ei V*-p° (2.64)
lub:
vE -NR A R 1 2.65)
Ve " pe

gdzie: b° - najmniejsze dolne ograniczenie wartosci V° stanu optymalne-
go Pe.

LEMAT 2.4

Najmniejsze dolne ograniczenie b°® otrzymujemy ze stanu P~A**, tzn.:

R-11E,

@ -66)
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D oW6 d: Ola kazdego stanu P?7’1 t PO,1 otrzymamy

(2.16):

L wni Qr - L cun 6 fi

ISIE-E ok
poniewaz T?*1 uwzglednia

LEMAT 2.5

. _ o *kli 2212
Dezeli fi «< fi

Dowoéd: Ola stanu P

b°

luzy czasu na stanowiskach pracy.t

b’ 2"t2
to b « b

napiszemy:

Oznaczmy przez fi" zbidér operacji zdefiniowany nastepujeco:

a“.a,2-12\ a ,1°"1*

Wyrazenie (2.68) mozna przeksztalci¢ do postaci:

HLII-S .te 2 *** _
L

Zauwazay, ze:

GBn € fi

A« fi wnt &

A zatem podstawiaja (2.71) do (2.70) otrzyaaay ostatecznie:

podstawie

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

2.71)

@.72)
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Poniewaz dobre oszacowanie b° powinno by¢ bliskie v°, zetem w oblicze-
niach przyjmujemy Jako b°® najmniejsze dolne ograniczenia wyznaczone dla
stanéw aktywnych.

Ograniczenie pamieci komputerowej nie jest istotne, poniewaz mozna sto-
sowa¢ regute podziatu czesSciowego. Wéwczas z kazdy« stanem aktywnym pl?™~
zwigzany Jest Jego Indeks 1?"*. Indeks ten jest najwiekszym numerem opera-
cji, ktoérg wykorzystano w generowaniu stanéw ze stanu P*?"1. Dezeli
1?"1 - 0, to ze stanu PP"* nie wygenerowano zadnego stanu. W przypadku
gdy in"* - N, stan pVrl przestaje by¢ aktywny. A zatem p!"1 noze by¢
wielokrotnie wybrany do generowania stanéw. W regule podziatu czeSciowe-
go nalezy uwzgledni¢ dodatkowe warunki:

1?*1%3"< n S N (2.73a)
Ponadto ze etanu mozne wygenerowa¢ najwyzej «Il standéw, gdzie:
(2.73b)

przy tym L7 Jest liczbe dopuszczalne stanéw w zbiorze é%“

2.6.3. Wybér algorytmu

Przedstawione algorytmy programowania wieloetapowego mozna przeanali-
zowa¢ z punktu widzenia mozliwosci rozwigzania uogdélnionych probleméw
BLM, AO oraz AOiZ. W og6lnym przypadku w rozwiazywaniu tych probleméw po-
trzebna jeet znajomos¢ historii podejmowanych decyzji. Z tego wzgledu al-
gorytm binarny nie moze by¢ wykorzystany. Algorytm przydziatu nie pozwala
rozwigza¢ probleméw AO w liniach z réwnolegtymi stanowiskami pracy oraz
pewnych uogélnionych modeli BLM (np. montaz przestrzenny). Algorytm sze-
regowanie pozwala rozwigza¢ problemy, ktére bedg sformutowane w dalszej
czesci rozprawy. Dednakze w przypadku ograniczen chwil zakohczenia opera-
cji, w algorytmie tym sg potrzebne pewne dodatkowe obliczenia. Wszystkie
z wymienionych probleméw mozna rozwiaza¢ bez dodatkowych obliczen za po-
mocg algorytmu harmonogramowania. Z tego wzgledu w dalszej czesci rozpra-
wy bedzie wykorzystany algorytm harmonogramowania, ktory «»skrécie bedzie
nazywany algorytmem programowania wieloetapowego.

3. UOGOLNIONE MODELE BLM

3.1. WST~P

W rozdziale tym zostang przedstawione pewne uogélnione modele BLM.
Uog6lnienia beda dotyczy¢ dodatkowych ograniczen orsz kryterium optymali-
zacji. Wyréznione zostang ograniczenia wynikajace z:

- wykluczania pewnych podzbioréw operacji na Jednym stanowisku pracy,
- przynaleznosci operacji do pewnego podzbioru zwanego enklswg,

- lokalizacji operacji w montowanym obiekcie,

- kosztéw wykonywania operacji.

W modelach BLM zakdtada sie, ze podzbiory operacji tworzace stanowiska
pracy sa zlokalizowane na kolejnych stacjach montazowych.

Rozwazmy linie montazowg sktadajaca sie z K stacji. Tak Jak w modelu
klasycznym zakozymy, ze dane sg: zbior Sl operacji con, n al N,
wektor ® czas6w operacji macierz F relacji kolejnosci operacji
oraz cykl c. Przez tn oznaczymy chwile zakorniczenia montazu operacji
oh na linii.

Do rozwigzania uog6lnionych probleméw BLM wykorzystamy algorytm progra
mowania wieloetapowego (harmonogramowania). W algorytmie tym przyjmiemy
stan procesu decyzyjnego taki sam jak dla klasycznego modelu BLM. Pozo-
state elementy algorytmu beda bardziej ogélne niz dla modelu klasycznego.

3.2. DODATKOWE PARAMETRY OPERACDI

Rozwazmy uogélniony model BLM, w ktérym oprécz czasu istniejg inne pa-
rametry operacji. Dla wykonania operacji potrzebne sg detale i narzedzia.
Detale znajduja sie w kontenerach o odpowiednich gabarytach. Z uwagi na
ograniczone wymiary stacji montazowej oraz gabaryty kontenerdéw z detalami
pewne podzbiory operacji nie moga tworzy¢ Jednego stanowiska pracy. Ten
sam efekt powstaje, gdy detale z uwagi na swdj ciezar wymagaja od montera
znacznej pracy dla ich przeniesienia z kontenera do montowanego obiektu.
Wprowadzajac ograniczenie wielkosci tej pracy eliminujemy pewne podzbiory
operacji jako stanowiska pracy. Na stanowisku pracy moze by¢ ograniczona
liczba narzedzi lub ptaca montera moze by¢ zalezna od ceny operacji (ogra-
niczona od dotu). Roéwniez w tych (i innych tego typu) przypadkach pewne
podzbiory operacji nie mogg tworzy¢ stanowisk pracy.



- 74 -

3.2.1. Model matematyczny

Ceche charakterystyczne przedstawionych wyzej ograniczen jest ograni-
czenie sumy parametréw operacji na jednym stanowisku pracy. Zatézmy, ze
mdodatkowe parametry operacji dane s? maclerze :

* u <J*>
J-1.....,3
gdzie: < - J-ty parametr operacji on, 3 - liczba parametréw opera-

cji.
Ponadto przyjmiemy, zs dany jest wektor O dodatkowych ograniczen li-
niowych :

D" K #L i .-_-k 32>
3
gdzie: d~"™ - dopuszczalna suma parametréw j-tego typu dla operacji ne

k-tym stanowisku pracy.

Tak wiec dodatkowe ograniczenia mozna zapisa¢ w postaci:

ont 8k “MI B o; K G-3)
J«l,. .. ,3

Z (3.3) widzimy, ze se to ograniczenia liniowe.
Ola przypomnienia, w modelu klasycznym BLM wystepuje Jedynie ograni-
czenia montazu kompletnego oraz:

- sumy czasow

"n* c (3.4)
osn * K
- kolejnosci
\ Yiik (an *&k) A fte= <3.5)

Natomiast kryterium optymalizacji ma postac:

o« _[Ol»r-“* <3—6)
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Warto zauwazyé, Zze ograniczeni» sumy czaséow (3.4) jest liniowe. A zatem
i

i
rozpatrywany model zawiera jedynie dodatkowe ograniczenia liniowe. Ogra-

niczenie (3.3). (3-4) 1 (3.5) przedstawiamy w postaci wyrazen, w ktoérych
wystepuje niewiadoma t , bowiem:

VL{]) "«J* - kj=» K « a, ) G-7)

3.2.2. Algorytm

W algorytmie programowania wieloetapowego dla rozwazanego uogélnionego
modelu stan | wartos$é etanu definiowane ee analogicznie Jak dla modelu

klasycznego.

Generowanitie etanow

Procedura generowania stanéw jest taka sana jak dla modelu klasyczne-

go BLM, z tym ze:
T*“1" * " J e § | i Tf"t,ar Sl (T, A Y ) FA

*<o1*1 ,>**n.J *-dk.J)

-8
T?71®) . c-T"™1>* + w przypadku przeciwnym
\
przy tym
G-9)
Q@ * fi, J
V §i * fIk} 3-9s)

Sumy parametrow operacji na ostatnim stanowisku pracy mozna réwniez
wyznaczy¢ roéwnoczesnie z generowaniem stanu, na podstawie wzoru rekuren-

cyjnego:

‘ri’a*”N.j*jecu [= "[e*»]
(3-.10)

4« " przypadku przeciwnym



- 76 -

Eliminowanie stanodw nieperspekty -
wleznych

Dla uog6lnionego modelu BLM z dodatkowymi parametrami operacji stany
nieperspektywiczne eliminuje sie za pomoca reguk: dominacji, wyczerpywa-
nia oraz sondowania.

TWIERDZENIE 3.1
71, 7*N2

Stan P dominuje nad stanem P , Jesli Jest spedniony waru-
nek :
\ 1.
(a®™ 1. da (t $t 2)a(b; 1l«o; 2) @-11)
1« J€ 3 J

Dow6éd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ analogicznie jak w modelu kla-
sycznym BLM.

TWIERDZENIE 3.2

Stan P?"~  Jest nieperspektywiczny, jezeli spednia warunek:

Jje—*
i ofl* 1A*1 <hi1>V d* 1)v tA"1> va) (3.12
rds=o 5 a fa?*-10B-J  7-+,, > S
3C-K <

Oezeli Jest speiniony pierwszy skdtadnik alternatywy (3.12), to stan p7°~
Jest wyczerpany (nie daje rozwigzania dopuszczalnego). W przypadku gdy
spedniony Jest drugi sktadnik alternatywy, kazdy stan koncowy otrzymany
z P~1 jest gorszy niz stan aktualnie najlepszy Pa. A zatem warunek
(3.12) jest potaczeniem reguty wyczerpywania i sondowania.

3.3. ENKLAWY OPERACOI
Rozwazmy przypadek wystepowania w procesie montazu pewnych podzbioréw

operacji, zwanych enklawami. Operacje rtalezace d6 enklawy muszg by¢ wyko-
nane w sekwencji, ktéra nie zawiera Innych operacji. Wyrdéznimy dwa typy

enklaw: podzielne oraz niepodzielne. Operacje nalezace do enklawy podziel-

nej moga by¢ wykonane na sasiednich stanowiskach pracy przez réznych mon-
terow, W przypadku enklawy niepodzielnej, wszystkie nalezgce do niej ope-
racje sa wykonywane przez Jednego montera, to znaczy nie wyrdézniamy pod-
zbioréw operacji w ramach enklawy.

W balansowaniu linii montazowej enklawa niepodzielna Jest traktowana
jako jedna operacja, ktéorej czas wykonania moze by¢ wiekszy od cyklu.
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Oezeli czas wykonania enklawy niepodzielnej Jest wiekszy niz cykl, to
monter pracuje na kilku kolejnych stacjach. Powstaje wéwczas tzw. wielo-
krotne stanowisko pracy, czyli wielokrotnos¢ stacji montazowej. Liczba
monterdéw pracujacych na wielokrotnym stanowisku pracy Jest réwna wielo-
krotnosci tego stanowiska (liczbie zajmowanych stacji montazowych). Réw-
niez cykl na takim stanowisku jest wielokrotnoscia cyklu podstawowego.

Na stanowisku wielokrotnym monter obstuguje tylko niektére (krotne)
obiekty. Wyréznienie operacji w enklawie niepodzielnej wynika z odmien-
nych typéw detali i narzedzi potrzebnych do wykonania tych operacji.

W przypadku enklawy podzlelnej operacje sa wykonywane na kolejnych sta-
cjach przez réznych monteréw. Inaczej méwigc, na kazdym stanowisku znaj-
duje sie Jeden monter, ktory obstuguje kazdy kolejny obiekt.

Wprowadzenie enklaw w procesie montazu Jest uzasadnione wzgledami
technologicznymi (konstrukcja linii dostosowang do wykonania pewnych ope-
racji, kontrolg wykonania montazu uktadu funkcjonalnego itp. ).

Z uwagi na ograniczenie grupowania operacji wyréznimy nastepujace przy-
padki :

- na pewnych stacjach sa realizowane wytgcznie enklawy,
- enklawy moga by¢ poprzedzane innymi operacjami na swych stacjach,
- po enklawach (na ich stacjach) moga nastepowa¢ inne operacje.

W dalszym ciagu uwzglednimy wyszczeg6lnione wyzej przypedki dla enklaw
podzielnych oraz niepodzielnych.

3.3.1. Model matematyczny

Uog6lniony model BLM z enklawami operacji zawiera wszystkie elementy
modelu klasycznego. Ponadto w zbiorze fit wyrézniamy podzbiory E ,
r =1 R, zwane enklawami. Zaktadamy, ze enklawy spedniaja nastepuja-
ce warunki:

Epn Ef = ° p/ r (3.13a)
r-R
(J Er=Q (3-13b)
r*1

gdzie: R - liczba enklaw.
Przynalezno$¢ operacji &n do enklawy Er Jest opisana wektorem:

(3.14)
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Elementy tego wektora maje nastepujece znaczenie:

r, jesli @®n nalezy do Ep
(3.14a)
0, w przypedku przeciwnym.

W dalszym clegu przez Er oznaczymy enklawe niepodzielny, a przez Ep

podzlelne.
Dopuszczalny balans linii musi spednia¢ nastepujace ograniczenia:

kolejnosci

VvV V «1l)=~n tn - *,) (3.15)

v n
- niepodzielnosci enklawy

3 <V Kr m [1 <*, -<>]* m* «kr - [+ In]H (3.16)
gdzie: k*, (k2) - numer poczatkowej (koncowej) stacji, na ktérej jeat wy-

konywana niepodzielna enklawa Er;

- niepodzielnosci operacji oo

V@avrn=> |k,-[] th -[]{tn- G.17)
- sk gperagi podadrg elary Bp

Yy ~ o, P)-{{II 41vility * k@) (3-18)

przy tyn:
kD « min (B (3.19a)
P wn6 Ep [ ‘J
kK « max * (3.19b)
P “wnegpll *J

Oezeli na etacjach o numerach spedniadecych warunek:

k* « k « k2 3.20
d A (3-20)

se wykonywane wykecznie operacje oh « Ep. to w (3.18) odpowiednia nie-
réownosci sa oatra.
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Analogiczny warunek nozna przytoczy¢ dla niepodzielnej enklawy Er:
(3.21)

Dednakze w tyn przypedku nie chodzi o sekwencje operacji, poniewaz enkla-
wa Er Jest traktowana Jako jedna operacja. Dezeli Zzedna operacje nie
moze poprzedza¢ enklawy Er 1 nastepowa¢ po Er na Jej stacjach, to od-
powiednie nieréwnosci w (3.21) se ostre.

Oako kryterium optymalizacji BLM z enklewani operacji przyjmujemy mi-
nimalizacje liczby stanowisk pracy. W sformutowanym modelu matematycznym
wystepuje zatem N niewiadomych, ktérymi se chwile tn.

3.3.2. Algorytm dla enklaw podzlalnych

W procesie z enklawami podzlelnyml cykl spe#nia warunek:

N
max <c< Y2 (3.22)

1« n« N n«l

Zat6zmy, ze na etacjach wyodrebnionych dla enklawy podzielnej nie moge
znajdowa¢ sie operacje nie nelezece do enklawy.

Do rozwigzania problemu BLM z podzlelnyml enklawami operacji wykorzy-
stamy algorytm programowania wieloetapowego (harmonogramowania). Stan i
wartos¢ stanu zdefiniujemy tak Jak dla klasycznego problemu BLM.

Generowanie stanoéw
Generowanie standéw prowadzi sie wg nastepujecych procedur:

- dla stanu PO,1

V V (< .0) =?> (P.PO,1 +iP) (3.23)
n  1«-0FiN

[z yn

t. dils 1*0
n

Ap. (3.23a)
o, w przypadku przeciwnym

oraz

t = (3.23b)
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jezeli ostatnie operacje przydzielony w wybranym stanie p?“lA jest
" ktéra nie nalezy do zadnej enklawy, to jako nastepne mozne przy-
dzieli¢ operacje, ktéra nalezy lub nie nalezy do enklawy:

vV VvV max n . pt-1A) a (a-0) . f~.0 a
n v (1 « T« N pP ) (p ) (pn )
I[GD.FD => (pM'1® » 0)]=» (P=P?"1,5% Ap (3.24)

Elementy wektora 4P sy okreslone przez (3.23a).
W tym przypadku dla U>n otrzymamy:

T2 1 & an, jesli <an=0)*|["i * LA (t?7-1 B Y

it

(3.25)
U TV"1X] < c + ~n>w przypadku przeciwnym

- jezeli ostatniy operacje przydzielony w wybranym stanie p*71 jest
ktéra nalezy do enklawy Ep , to Jako nastepne przydzielamy operacj e COn,
ktéra roéwniez nalezy do enklawy Ep (jezeli taka operacja istnieje).

W przypadku przeciwnym przydzielamy operacje, ktora nie nalezy do enkla-
wy Ep

V.V V ax PV A R a = r~-0).
n & j (l «»i <N 1 (" ’e) 2 (pn )
(an*P)v
%> C® - p?-1 + nAp) (3.26)

Elementy wektora iP s okreslone przez (3.23a), przy czym:

T.O—IA +A i>jeéli (8I’],,p) A [i T"’—l*]*_

(@3.27)
c +1 ,w przypadku przeciwnym.

Gdy 8n»p, to procedure (3.26) stosujemy tylko do operacji nalezycych do
enklawy Ep.

Oezeli na stacjach wyodrebnionych dis enklaw moge sie znajdowa¢ opera-
cje nie nalezyce do enklawy, to zmieniajy sie Jedynie wzory (3.25) i
i3.27). Pomijajec w (3.25) warunek @®n“O« otrzymujemy przypadek poprzedza-

nia enklawy Ep przez operacje, ktére do niej nie nalezy. Ponijajyc z kolei
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w (3.27) an«p otrzymujemy mozliwos¢ grupowania operacji nalezycych do
enklawy Ep =z operacjami nie nalezycymi do niej - na ostatniej stacji
tej enklawy.

Eliminowanie stanow nieperspekty -
wicznych

Ole problemu BLM z enklawami podzielnyoi stany nieperspektywiczne moz-
na eliminowa¢ za pomocy regut sondowania lub dominacji. Reguda sondowania
Jest taka sama Jak dla klasycznego problemu BLM. Reguta dominacji Jsst
oparta na nastepujecym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 3.3

? N - ? N2 S R
Stan P dominuje nad stanem P , Jezeli Jest spekniony waru-
nek :
«0.1. «, 1 -0.1. -0,12 -l at, 12
(tt 1=+ . (0 1ST 2):. (@ 1-a ) (3.28)
ri H
gdzie: - kod przyporzydkowania operacji 03" do enklawy, w stanie

pv*1l. Symbolem 0),, oznaczono ostatniy operacje przydzielony w stanie
P?-1. bl

Dow6éd tego twierdzenia pominiemy, gdyz Jest analogiczny Jak dowdd
twierdzenia o dominacji standéw dla modelu klasycznego BLM. Warto Jedynie
zaznaczy¢, ze ostatnie operacje w stanach P~” 1 i1 P~" 2 moge by¢ réz-
ne, lecz muszy naleze¢ do tej samej enklswy.

3.3.3. Algorytm dla enklaw niepodzielnych

W problemie BLM enklawe niepodzielny Er traktujemy jak Jedny opera-
cje, a zatem czas wykonania tej operacji moze przekracza¢ cykl c.

Zat6zmy, ze na stacjach montazowych wyodrebnionych dla enklawy Er nie
mogy by¢ wykonywane inno opracje. Ola rozwiyzania problemu 8LM z enklawa-
mi niepodzielnymi wykorzystamy algorytm programowania wieloetapowego (hai—
monogramowania). W algorytmie tym - w stosunku do problemu z enklawami po-

dzielnyoi - inna sy jedynie procedura generowania oraz reguda dominacji
stanow.
Generowanie stanow

Procedura generowania stanéw ma postac:

V OV (p7_190) . fF, =1)=> (p?"1™ > 0)1l=> (P-PP"1™ ¢ AP)
"or e L 9 J (3.29)
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Elenenty wektora 4P a; okreslone przez (3.23a), przy czyai

" Jeill T?2*1A] _

yi+-1*7J . ¢ ¢« M. mprzypadku przeciwny«.

Stacje, na ktérych se (wykonywane enklawy, wyznaczaay za wzoru (3.16).
Dezeli w (3.30) pominiemy warunek e /r, to otrzynany przypadek, w

ktérya po enklawie E noge byc wykonywane Inne operacje - ne tej eaaej

stacji. W przypadku gdy w (3.30) poainieay warunek arf r< to otrzymany

sytuacje, gdy przed enklawe nozna przydzieli¢ inne operacje, na te sone
stacje.-

nowanie etandw nleperepekty -

Reguta doninacjl etandéw jeet oparta na nastepujacym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 3.4

»1.
Sten P doninuje nad etanea P ., Jezeli jeet spedniony waru-
nek :
~7,1. f ik 1
(Fi~ fir da (T l « t= 2)a (@; 170)<=»(a, >0) (3-31)

Dowéd tego twierdzenia nozna przeprowadzi¢ analogicznie jak dla twierdze-
nia o doninacjl dla nodelu klasycznego BLM. Werto zaznaczy¢, ze Jezeli

ostatnie operacja przydzielona w stenie PV-h jest enklawe, to ostatnia
operecja przydzielone w etanie P tez nusl by¢ enklawe (niekoniecz-
nie te sane). Werunek ten Jest istotny tylko w przypedku, gdy po enklawie
nie nozna przydzieli¢ innych operecji do tej senej stscjl(w przypedku
przeciwnym ostatni czdon koniunkcji (3.31) pomijamy.

3.4. MONTAZ PRZESTRZENNY - FRONTY PRACY

w rozwezanych dotychczas nodelach BLM nie uwzgledniono lokelizecji
monteréw, narzedzi i detali. Jezeli czasy przemieszczen pomiedzy wyrdz-
nionymi w montazu punktami nie ee ponljalnie nate, to proces nontazu aa
charakter przestrzenny. Typowym przypadkien nontazu przestrzennego jeet
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proces z wyréznionymi frontami pracy. Fronty pracy 39 okreslone przez po-
zycie. jakie zajmuje monter i montowany obiekt wzgledem siebie.

Wyréznimy dwa modele montazu z frontami pracy. W pierwszym nodelu mon-
ter przed wykonaniem operacji odwraca obiekt (jesli Jest to konieczne) do
najbardziej dogodnej pozycji. W drugim modelu monter przed wykonaniem ope-
racji przesuwa sie wzgledem obiektu w celu zajecia najbardziej dogodnej
pozycji dla wykonania operacji. Model ten Jest zwiezany z gabarytami obiek-
tu.

W pierwszym modelu wyréznimy podstawowy TFfront linii, okreslony przez
ustawienie obiektu przed rozpoczeciem i po zakonczeniu wszystkich opera-
cji. Monter przed wykonaniem operacji ustawia obiekt na odpowiednim fron-
cie pracy. Front pracy obiektu, ktéry wchodzi na pewne stenowisko pracy.
Jest ostatnim frontem ustawionym na poprzednim stanowisku. Front pracy
obiektu wchodzecego na stanowisko pracy nazwiemy podstawowym frontem sta-
nowiska. Monter podejmuje wykonanie pewnej operacji. Jesli zdezy przed
zakonczeniem cyklu zmieni¢ front pracy (jesli to konieczne) i wykona¢ ope-
racje. Na ostatnim stanowisku, po zakonczeniu wszystkich operacji, nalezy
ustawi¢ obiekt na podstawowym froncie linii montazowej .

W rozpatrywanym modelu BLM isitotne (znaczenie ma znajomos$¢ podstawowych
frontéw na kazdym stanowisku pracy. Dla pierwszego stanowiska front taki
jest dany jako podstawowy front linii. Dla pozostatych stanowisk odpowied-
nie fronty podstawowe wynikaje z kolejnosci wykonywania operacji.

W drugim modelu monter zmienia swoje potozenie wzgledem montowanego
obiektu, ktéry znajduje sie na Jego stanowisku pracy. Monter przed wyko-
naniem operacji przechodzi na odpowiedni front pracy. Front pracy, na Kto-
rym znajduje sie monter przed rozpoczeciem montazu obiektu na swoim stano-
wisku pracy, nazwiemy podstawowym Ffrontem stanowiska. Monter podejmuje wy-
konanie pewnej operacji. Jesli zdezy przed zakonczeniem cyklu przejsé¢ na
odpowiedni front pracy i wykona¢ operacje, a nastepnie powréci¢ na front
podstawowy .

W rozpatrywanym modelu BLM fronty podstawowe se okreslone przez pierw-
sze operacje wykonywane na stanowiskach pracy. A zatem wynikaje one - tek
Jak w pierwszym modelu - z kolejnosci wykonywania operacji.

3.4.1. Model matematyczny

Uog6lIniony model BLM z frontami pracy zawiera wszystkie elementy kla-
sycznego modelu BLM. Ponadto przyjmujemy, ze w montowanym obiekcie wyréz-
niono 3 frontéw pracy (3 < N). Lokalizacja operacji we frontach pracy
opisana jest wektorem:

Forl - @-32)

gdzie: f - numer frontu pracy operacji
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Niech czasy przejscia pomiedzy frontami pracy bede dane macierza:

(3.33)

gdzie: t+ N~ - czas przejscia od i-tego od J-tego frontu pracy. Macierz
(3.33) moze by¢ niesymetryczna.

w modelu matematycznym BLM z frontami pracy modyfikacji ulegaja (w sto-
sunku do klasycznego modelu SLM) ograniczenia kolejnosciowe, ktdra przyj-
muja postac:

VV(ten )- {N<tn-"-<i.3> 3

przy tym:
i - (3.35)
J- f (3.36)

3.4.2. Algorytm

Do rozwigzania problemu SLM z frontami pracy wykorzystamy algorytm
programowania wieloetapowego (harmonogramowania). Stan i wartos¢ stanu
zdefiniujemy tak Jak dla klasycznego modelu BLM.

Generowanie stanodw
o 3 .2
Oznaczmy przez Jn - front pracy operacji Wn; j~ (G ) - front pracy
pierwszej (ostatniej) operacji na ostatniej stacji w stanie
J° - podstawowy front linii.
Procedura generowania stanéw ma postac:

VV(pA™1Vv-0) a [(-JFn-1)=> (P*-1.,9>0)]=> (P = pP’l u"+AP)
N .

(3.37)

Chwile tn wyznaczamy wg réznych formuk, zaleznych od przyjetego modelu
montazu z frontami pracy.

W modelu pierwszym (ruch obiektu wzgledem montera) otrzymamy dla y<N:

* ok Josti [ f 2

In -

[c .c = +f 2 e w Przypadku przeciwnym, (3.38)
L J Mn
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natomiast dla N
J -in Vv =*
* * 2 _ 0
N ~n ~n (3-39)
ri ii-**]" .c+ X 2 0’ w przypadku przeciwnym,
LC J i >Jn vV 3

przy czym

- (3.40)
i
Ju, w przypadku przeciwnym.
Dla drugiego modelu (ruch montera wzgledem obiektu) otrzymamy:
[ 2 *Mn . jeshi [i c-T*-19, » t 2 -
i >Jn N o*n
i
JnJd (3.4
. C w przypadku przeciwnym.
przy czym
f., jesli
i (3-42)
J - w przypadku przeciwnym.
V [,'. pl?_l*]* - J~1X (N € i~ -1 ) (3'43)

Ponadto w stanie PO’l przyjmujemy J2 =Jn.

Eliminowanie stanow nieperspekty -
wicznych

Stany nieperspektywiczne eliminujemy za pomoca regud sondowania
oraz dominacji. Oako regute sondowania mozna wykorzysta¢ formute przyjeta
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dla klasycznego modelu BLM. Dednakze jest ona r.alo doktadna, poniewaz nie
uwzglednia czas6w przemieszczen pomiedzy frontemi pracy. Z kolei formuty
uwzgledniajace przemieszczenia pomiedzy frontami pracy sa obliczeniowo
czasochtonne. Czas przejscia miedzy frontami pracy mozna oszacowaé¢ korzy-
stajac z dolnego ograniczenia dla problemu komiwojazera.

Dla pierwszego modelu SLM z frontami pracy dominacja standéw jest opar-
ta na nastepujgcym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 3.5

Stan P dominuje nad stenem P , Jesli jest spedniony wsrunek:
. ~tl*i AyNng
1-n 2)* (T/7 1« T/ D). (F 1 - f 2) (3.44)
ri “2
gdzie: ~ ~ front pracy ostatniej operacji wykonanej w stanie PP"1.

Dowo6d tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ analogicznie jak dla
twierdzenia o dominacji w klasycznym modelu”BLM. Nalezy zaznaczy¢, ze
ostatnie operacje wykonane w stanach P~" 1 i P?" 2 moge by¢ roézne,
lecz odpowiednie fronty musze by¢ Jednakowe.

Dla drugiego modelu BLM z frontami pracy dominacja standéw jest oparta
na nastepujacym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 3.6

Stan P dominuje nad stenem P , Jezeli jest spekniony waru-
nek :
(a*1* - @@, «x7T~rs* (F?2.,b» . F
P1 ¢2
g .1, *?2_12
Atfrj 1 - 2 %) (3.45)

gdzie: f$’* - front pracy pierwszej operacji na ostatniej stacji w sta-
nie P?"1.

Dowod tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ analogicznie Jak dla
twierdzenia o dominacji w klasycznym modelu BLM.

3.5. KOSZT MONTAZU

Uog6lnienia klasycznego modelu BLM moge dotyczy¢ ograniczen lub kryte-
rium optymalizacji. Obecnie rozwazymy model, w ktérym zamiast minimaliza-
cji nie wykorzystanego czasu pracy (liczby stanowisk) nalezy oinimaliro-
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wa¢ koszt montazu. Model taki Jest bardziej ztozony, lecz w niektérych
przypadkach dobrze opisuje sytuacje wystepujaca w praktyce przemystowej.
Istota problemu polega na tym, ze dany Jest koszt wykonania kazdej opera-
cji, 8 koszt wykonania podzbioru operacji jest kosztem najdrozszej opera-
cji. Pkaca montera na stanowisku pracy Jest zalezna od kosztu najdrozszej
operacji, ktéora wykonuje. Zatem nalezy minimalizowa¢ sume kosztédw montazu
na wszystkich stanowiskach pracy. W ogdélnym przypadku kryterium takie nie
Jest rownowazne minimalizacji liczby stanowisk pracy.

3.5.i. Model matematyczny

W uogélnionym modelu BLM zatozymy, ze oproécz elementéw modelu klasycz-
nego dane ee koszty wykonywanie operacji:

gdzie: wn - koszt wykonania operacji O»n.
Oako kryterium optymalizacji w tym przypadku przyjmiemy minimalizacje
kosztu montazu, co zapiszemy w postaci:

k-K
G -~ Zgkk—» min (3.47)
k=1

przy tym gt okreslamy nastepujaco:

g.ko a_max_ w" (3.48)
«

Warto zauwazy¢, ze Jedynie w przypadku jednakowych kosztéw montazu pod-
zbioréw operacji, kryterium (3.47) sprowadza sie do minimalizacji liczby
stanowisk pracy.

3.5.2. Algorytm

Problem minimalizacji kosztéw montazu rozwigzemy za pomoc? algorytmu
programowania wieloetapowego (harmonogramowania). Przyjmiemy definicje
stanu tak jak dla modelu klasycznego. Poniewaz wartos¢ stanu powinna byé
zwigzana z kryterium optymalizacji, zatem dla modelu "uogélnionego wprowa-
dzimy inng definicje wartosci atanu.

Definicja 3.1

Wartos¢ stanu jeat wektorem:

(3.49)
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Elementy tego wektora okreslamy nastepujgco:

kcK?" 1-1
17.1
V1 Z: -7-1 (3.50a)
kel

va7>1 * 9g» |

(3.50b)
przy czym:
«”e* m[h™"T @ .51 >
17.1
- =k vmr 3.52
«n {1)/ ( )
Ponadto do zbioru naleze tylko te operacje tn, ktére speiniaja
warunek:

V [i * T wn « (3.53)

‘. 0.1 R .
Wartos¢ stanu P " Jest wektorem zerowym, natomiast dla kazdego stanu
, N .1 . . . N .1
koncowego P mozna wyznaczy¢ koszty montazu G Jako:

G “ V] + v2 (3.54)

Stan konicowy o najmniejszych kosztach Jest stenem optymalnym. Z optymalne-
go stanu wyznaczamy, zgodnie z (3.53), optymalne podzbiory operacji .

Generowanie stanow

W rozwazanym uog6lnionym modelu BLM generowanie standéw Jest bardziej
skomplikowane niz w modelu klasycznym. Istota problemu polega na tym, by
wygenerowa¢ wszystkie rozwigzania dopuszczalne, wsrod ktérych znajduje
sie rozwiezenie optymalne. W modelu klasycznym operacja OOn by4a przydzie-
lona na J8k najwczesniejsze stanowisko pracy. Postulat ten wynikat z przy-
jetego kryterium minimalizacji liczby stanowisk pracy. W modelu uogélnio-
nym nalfiy%minimalizowaé koszt montazu. Przydzielajec operacje 0)_ w ste-
nie P< - do Jak najwczes$niejszego stanowiska pracy mozna nie uzyskac
rozwlezanla optymalnego. Istotne znaczenie ma koszt wn przydzielonej
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operacji COn, w odniesieniu do Vg?l - W zwigzku z tym wyréznimy cztery
procedury generowania stanéw. Dowéd poprawnosci konstrukcji procedur ge-
nerowania standéw zostanie przedstawiony w nastepnym punkcie.

Dezeli:

(3.55)

oraz
[ i~ . ¢c -TA"A - H~ (3.56)

to operacja wn moze by¢ przydzielona na KI? 1™*"-te stanowisko pracy
(stacje montazowe) bez podwyzszania kosztu montazu na tym stanowisku.

W przypadku gdy warunek (3.55) nie Jest spedniony i zachodzi nieréw-
nos¢ (3.56) dla 1) > i, woéwczas operacja o)n musi by¢é przydzielona do
K?-1,v_go0 ~ "n"el-go stanowiska pracy. Uwzglednienie tych dwéch wa-
riantéw pozwala wygenerowa¢ wszystkie rozwigzania dopuszczalne, a zatem
réwniez rozwlezanie optymalne.

Oedynie w stanie PO,1 operacje se przydzielone tylko do pierwszego
stanowiska pracy. Wprawdzie kazda operacja oon nie spednia wéwczas wa-
runku (3.55) 1 speinia (3.56), lecz Jej przydzielanie do drugiego stano-
wiska pracy nie miatoby sensu.

W przypadku gdy nierdéwnos¢ (3.56) nie Jest spedniona, operacja wn
Jest przydzielana tylko do K~-1"~+l-go stanowiska pracy.

Tak wiec stan P Jest wygenerowany na podstawie jednej z czterech pro-
cedur. Procedura startowa (dla P0O,1) Jest taka sama Jak dla modelu kla-
sycznego. Oezell warunek (3.55) Je3t spekniony, to procedura generowania

stanéw ma postac:
VNA«n< v2*-1s)a @3 la=0)» K n - 1~ - 1"* >0)] **

=A»(p * p?-1"k +AP) (3.57)

Elementy wektora iP se okreslone tak jak w (3.23a).
Chwile tn wyznaczamy z formuty:

F T?2“1™ e ~n, jesli i +
(3.58)

- T72~1 . c + fn. w przypadku przeciwnym.
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Réwnoczesnie z generowaniem stanu P wyznaczamy Jego wertos¢ V, za pomo-

ce wzorow:

jesli £8 T?"1-~* « JJLCT?-1 ™" +<”n)J+

(3.59)

A 1"+ v] w przypadku przeciwnym

vir 1o Jesli [| = +aM)j +
(3.60)

wn® w Pr2yP0dku przeciwnym.

W przypadku gdy warunki (3.55) i (3.56) nie se spednione, to procedu-
ra generowania stanéw ma postac:

N * s cox p
\A/\{w(vzf < Vy) [P FFe*Aj+ . X o)
@ -1A >0)]1=~>(P = P'7-1™ +1i p) (3.61)
Elementy wektora AP se zdefiniowane tak Jak w (3.23a), przy tym:

*n * c *~"n (3.62)

Elementy wektora wartosci V otrzymujemy z zaleznosci:

(3.63)

(3.64)

W przypadku gdy warunek (3.55) nie Jest spedniony, a warunek (3.56)
Jest spedniony, procedura generowania stanéw ma postac i

VV(vtnrc< N 1TATY L e-T?2M1wW *BJ
(3.65)
“Ch.n*1)=" (PI“1LA >0)JI=»(PL-pV"# *FAPL)* (p2*>V-i *""pZ)
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Elementy wektoroéw iP1 i AP2 se okreslone tak Jak w (3.23a), przy czym:

t™ » TT-178, + (3.66a)
Xl o« [] T+tAr * cC*< (3-66b)
Ponadto:
(3.67a)
V1 o« -A~1 O>* yfFU AR !(3.67b)
vl . wn (3.68a)
v2 - wn (3.68b)

A zatem za pomoce jednej z przedstawionych procedur, ze stanu p7’1"~’ge-
nerowane se kolejne stany.

3.5.3. Eliminowanie stanéw nieperspektywicznych

Ola zwiekszenia efektywnosci algorytmu, w trakcie obliczen eliminowane
se stany nieperspektywiczne. Efektywnos¢ algorytmu zalezy od liczby sta-
néw wygenerowanych oraz liczby stanéw wyeliminowanych - spos$réd wygenero-
wanych. Ola uzyskania rozwigzania optymalnego musze by¢ generowane tylko
stany perspektywiczne. Z tego tez wzgledu w rozwazanym problemie uwzgled-
niono cztery procedury generowania stanéw. W modelu klasycznym nie przy-
dziela sie operacji do dwéch kolejnych stanowisk pracy (poniewaz Jeden z
wygenerowanych stanéw bydby zdominowany przez drugi). Podobna sytuacja
wystepuje w rozwazanym modelu uogélnionym dla operacji (@n . ktéra speinia
warunek (3.55). Wynika to z nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.7

Oezeli operacja Q>n spednia warunki (3.55) i (3.56) dla y > 1, to
przydzielajec Je do K~“1*"+l-go stanowiska pracy otrzymujemy stan nie-
perspektywiczny.

Dowoé d: Zat6zmy dla dowodu, ze ze stanu P?- 1 generowane se dwa

atany P1 i2P . Stany te otrzyaujaay przez przydzielenie operacji <on

8pedniajecej warunki (3.55) 1 (3.56), odpowiednio do K?“1”~-go oraz
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Kr-1-&Ffl_g0 stanowiska pracy. Przyjmijmy dla uproszczenia zapisu
- K?-1

Zat6zmy, ze okreslona Jest trajektoria lokalnie optymalna P2,... ,PN,l1z.
Trajektorii tej odpowiadaj? kolejne podzbiory operacji ngZL SRR ,fi%
+
Drzv czy/m *
un * (3.69)

Koszt montazu w tym przypadku wyniesie:

i «k (3.70)

k-u.+ 1

Zauwazmy, ze od stanu P1l mozna zrealizowa¢ trajektorie (niekoniecznie op-

tymalne), ktérej odpowiadaj? kolejne podzbiory:

AV
przy czym:
1*1 "eu*I\ w n (3.70a)
oraz
“ oAk k=Fi+2_._.__. K (3.70b)

Koszt montazu w tym przypadkuwyniesie:

61 - * Bax-(vA"'1 " an )+° o G.71)

k="i+l

Wyznaczmy z kolei roéznice kosztow:

AG « G2 - G1 (3.72)

Podstawiajec (3.70) i (3.71) do (3.72) otrzymamy:

»0 - . £ < = - £ <« (3.73)
k=ji+l kw+1
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Uwzgledniajac (3.70a) i (3.70b) w (3.73) dochodzimy do wzoru:

AG - - ta*(v21"A'n> - 9%+ (3.74)
Poniewaz zgodnie z (3.70a):

£e1 s 9a*i @-75)
zatem:

AG - BiBx(v]-1"~,wn) (3.76)

Uwzgledniajac (3.55) w (3.76) otrzymamy ostatecznie:

AG »0 (3.77)
co konczy dowéd, bowiem koszt montazu dla trajektorii P ° P 1™
j ~ 0.1
P‘l P nie Jest wiekszy niz koszt montazu dla trajektorii P *
c...P?-17"*. P2 PN “12. O
WNIOSEK 3

Jezeli operacja Gn nie spednia warunku (3.55) 1 spednia warunek
(3.56) dla y > 1. to trzeba j? przydziela¢ do KP~-1,"-go i K? 1,>"+l-go
stanowiska pracy.

Stusznos¢ tego wniosku wynika wprost z (3.76) uwzgledniajac nie sped-
niony warunek (3.55), bowiem:

LA ma. /i ; - - e o : /-, -y e

AG S V|’1A - wn (3.78)

Tak wiec AG moze by¢ dodatnie lub ujemne. O

Sposrod wygenerowanych stanéw, niektére moge okazaé¢ sie nieperspekty-
wlczne. Do eliminacji tych stanéw mozna wykorzysta¢ reguty dominacji, wy-
czerpywania oraz sondowania.

Reguta dominacji ma postaé¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.8

Stan P dominuje nad stanem P , Jezeli Jest spetniony warunek:
_«,1, _ 2,10 V "2 7712
(FiZ771 - fi" 2)* (k" 1 . C-T 5K 2 .CT * a
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. »12 V-l 1412
J < Vj )* (V2 S v2 ) (3.79)

«.1, «,1
Dow6 d: Zatbézmy, ze liczby stanowisk pracy K 1 K noge

by¢ rézne. Oezell spednione ee pierwsze trzy czynniki warunku (3.79), to

kazda trajektoria wychodzaca ze stanu Pf'I2

daje rozwiagzanie, ktoére
nozna uzyska¢ roéwniez od stanu P

Zatozmy, ze okreslona jest trajektoria lokalnie optymalna P I

N_T]
..P , ktérej odpowiadaja podzbiory operacji:
K <
-, 2 I ?*12 - . R -
przy czyn podzbidér Sfq odpowiada K -tej stacji, a kolejne podzbiory
przypadaja na kolejne etacje] (k ¢ M N k). a zatem koszt montazu
NI
dla stanu P nozna przedstawi¢ w postaci:
2 YA WMi2
G “Vi +1_* 9n (3.80)

m«=0

N _%
Oznaczmy przez P " konncowy stan trajektorii wychodzacej ze stanu

V-1
P

, z ktérej otrzymamy podzbiory operacji:

&0 "™ **"AM
- 1 - - . R -
przy czym podzbiér O odpowiada K -tej stacji, a kolejne podzbiory
¥|1<
przypadaje na kolejne stacje (K I + M« k).
A zatem koszt montazu dla stanu nozna napisa¢ w postaci:
m=M
31 - v?T1! -1
9m (3.81)

Zatozmy, ze:

(3.82a)
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oraz

m 1 M (3.82b)

Poréwnujec (3.80) z (3.81) widzimy, ze:

G2 - G1 - Vj 12 - ¢ 99 - 9q (3-83)
- . 1, _ _ . 1 2
Poniewaz v2« Vv2 , sted wnioskujemy, ze gQ « gQ. Poza tym
«,1, e.l,
vi < , a zatem z (3.83) wynika, ze:
G2 > G1 (3.84)

co konczy dowéd. O

W rozwazanym problemie zaktade sie, ze liniemontazowa maK stacji
(K < N). Warto zauwazy¢,ze gdyby przydzielane w stanachpV~1 opera-
cje o>n byty uporzadkowane wg rosnecych kosztéw wn, todla pewnej trajek-
torii Juz w etapie =K mozna osiegne¢ K-te stacje.
Z tego wzgledu Istotne znaczenie ma reguta wyczerpywania oparta na twier-
dzeniu

TWIERDZENIE 3.9

Stan P?"1 Jest nieperspektywiczny, Jezeli spednia warunek:

b2"1 > K (3.85)

Dowod tego twierdzenia jest analogiczny jak dla reguty sondowania
w klasycznym modelu BLM.

Reguta sondowania dla rozwazanego uog6lnionego modelu BLM ma postac
twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.10

Stan P11 jest nieperspektywiczny, jezeli spednia warunek:

bj*1> v7 ¢ (3.86)

gdzie: b - dolne ograniczenie kosztu montazu stanu lokalnie optymalnego

otrzymanego za etanu P?"1.
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Dowéd tego twierdzenia nozna przeprowadzi¢ analogicznie jak dla
reguty sondowania w klasycznym modelu 3LM. W twierdzeniu tym istotne zna-
czenie ma oszacowanie gg‘ -

W najprostszym przypadku mozna przyjec:

hj'1 " V1 * »»*(v2. ma*t . wn) (3.86a)
n- fi<

W (3.86a) przyjeto, ze wszystkie operacje on N Ffi?"1 zostane przydzie-
lone do ostatniego (“Li-tego) stanowiska pracy w stanie P?"1.

Dezeli:
< bMT1 (3.86b)
to oszacowanie mozna wyznaczy¢ na podstawie nastepujacego algo-
rytmu.

Operacje &n « fi", gdzie:

Y K 2~ £L/?1)v (wn 6 (wn * fi7) (3.860)
powinny by¢ przydzielone do podzbioréw i,lil ........... fic....,ftM. gdzie M-b?'1,
Zatézmy, ze operacje o>n @ £2’ se uporzagdkowane wg malejecego kosztu.
Woéwczas mozna utworzyé Jednoelementowe podzbiory: fiM,...fim FH1**
oraz podzbiér fiF zawlerajecy pozostate operacje ze zbioru fi' . Przyjmuje-
my, ze do fi przydzielona Jest operacja o najnizszym koszcie itd. Tak
wiec:

g""1> g* a m ¢l M {3.864d)
gdzie: - koszt podzbioru fi”

A zatem b?'1 mozna oszacowaé¢ jako:

m=M
,m0.1 V 1m
G -v3+2- 9 (3.86e)
m-Fi
Przesuniecie operacji z Ffi do fim (z uwagi na ograniczenia czasu lub
kolejnos$ci) moze Jedynie zwiekszy¢ b2t

G

4. ALOKACOA OPERAC3I. SZEREGOWE STANOWISKA PRACY

4.1. WST|P

W modelach BLM stanowisko pracy utozsamiano ze stacje montazowe. Re-
zultatem BLM byty podzbiory operacji tworzece stanowiska pracy, lokowane
do kolejnych stacji montazowych. A zatem lokalizacja operacji do stacji
montazowych nie stanowita istotnego problemu.

W tym rozdziale rozwazymy problemy alokacji operacji (AO) do szerego-
wych stanowisk pracy. Przyjmujemy zatem podstawowe zatozenie, ze operacje
montazu obiektu se wykonywane sekwencyjnie. Tym samym na stacji montazo-
wej moze znajdowa¢ sie co najwyzej jedno stanowisko pracy.

w pierwszym modelu AO wyrdéznimy pozycje, na ktérych w ramach stacji
montazowej moze znajdowac¢ sie stanowisko pracy. W typowym przypadku sta-
nowisko pracy moze znajdowa¢ sie wydtecznie po lewej lub prawej stronie
osi linii. Wyréznienie pozycji Jest zwiezane z konstrukcje linii lub ga-
barytem obiektu. Problem AO pojawia sig, gdy montaz przestrzenny nie jest
dopuszczalny. Woéwczss podzbidér operacji tworzecy stanowisko pracy musi
by¢ mozliwy do wykonania z jednej pozycji. Ponadto czasy wykonywania ope-
racji z roéznych pozycji moge by¢ rézne.

Istotny problem stanowi zatem wyznaczenie takich pozycji wykonania ope-
racji w linii, by liczba stanowisk pracy byta minimalna.

W drugim z rozwazanych modeli AO uwzglednimy ograniczenia czasowe wy-
konywania operacji, ktore wynikaje z technologii montazu (np, klejenie
lub malowanie). W takich przypadkach mozna okresli¢ najkrotszy 1 najdduz-
szy czas, Jaki musi (moze) uptyneé pomiedzy zakoriczeniem pewnej operacji
i rozpoczeciem innej operacji. Z tego wzgledu przydzielanie operacji do
kolejnych stacji montazowych nie zawsze jest dopuszczalne. Problem AO po-
lega w tym modelu na wyznaczeniu stacji dla wykonania operacji tak, by
liczba stanowisk pracy byda minimalna.

W trzecim modelu AO, ktéry stanowi przedmiot rozwazan w tym rozdziale,
wyréznimy zakresy wykonania operacji. Zakres operacji okresla stacje mon-
tazowe, na ktorych mozna wykonac¢ operacje. Ograniczenie to wynika z oprzy-
rzedowanis linii montazowej oraz lokalizacji detali. Czas wykonania opera-
cji moze by¢ zalezny od stacji, na ktorej jest ona wykonywana. Zatem pro-
blem AO polega na wyznaczeniu - dla kazdej operacji - stacji montazowej
tak, by liczba stanowisk pracy bydta minimalna.

N8 zakonczenie tego rozdziatu rozwazymy linie asymetryczne, w ktoérej
stanowisko pracy moze by¢ zlokalizowane po lewej lub po prawej stronie osi
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linii. Przy zatozeniu szeregowych stanowisk pracy problem AO w linii asy-
metrycznej Jest szczegélnym przypadkiem modelu z ograniczeniami pozycyj-

nymi. Jednakze spos6b rozwigzania tego przypadku stanowi dobre wprowadze-
nie do probleméw AO w liniach z réwnolegtymi stanowiskami pracy.

4.2. OGRANICZENIA POZYCYJNE

Rozwazymy proces montazu, w ktérym na kazdej stacji operacje moge byc¢
wykonywane przez Jednego montera zajmujecego Jedne z wyréznionych pozy-
cji. Ponadto dla kazdej operacji okreslona se pozycje, z ktorych operacja
moze by¢ wykonan8. Istota ograniczen pozycyjnych polega na tym, ze pod-
zbidr operacji tworzacy stanowisko pracy musi posiada¢ wspélne pozycje,

z ktoérej moge by¢ wykonane wszystkie operacje.

4.2.1. Model matematyczny

Zat6zmy, ze dana Jest linia montazowa sktadajeca sie z K stacji. Na
kazdej stacji moze znajdowa¢ sie co najwyzej Jedno stanowisko pracy. Dla
okreslenia lokalizacji stanowiska pracy na stacji montazowej wyroéznia
sie 0 pozycji. Kompletny montaz obiektu wymaga wykonania wszystkich ope-
racji cen (= 1,... ,N) ze zbioru it. Czasy operacji * dane se wekto-
rem ® , natomiast relacje kolejnosci okresla macierz p. Dany Jest cykl
C procesu montazu.

Alternatywne przyporzedkowanie operacji do pozycji stanowiska pracy
dane Jest mecierze:

A= fa ,1 (4.1)
Ln<3ddn-01...._. N

J-1_.... 0
Elementy tej macierzy okreslamy nastepujeco:

1, JesSli operacje &n mozna wykonaé¢ z J-ted pozycji

8".«] (4.Ia)

0, w przypadku przeciwnym.

Rezultatem alokacji operacji se dopuszczalne podzbiory operacji
k « 1,...,K. Podzbiér jest dopuszczalny. Jezeli spednia nastepuje-
ce ograniczenia:

- sum czasow

V 5-0 « C (4.2a)

k K on « 4tk
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- kolejnosciowe

(4.2b)
Y Y C."“DA O 6 _A®)
- pozycyjne
V 3 Vfde )=@. -l .20
ISk<K Jk n n n,Jk

Ograniczenie (4.2c) interpretujemy Jako warunek mozliwosci wykonania z
Jk-tej pozycji kazdej operacji przydzielonej do k-tej stacji.

Jako kryterium optymalnej alokacji operacji przyjmujemy minimalizacje
liczby stanowisk pracy. Funkcje celu mozna zapisa¢ w postaci:

k=K 4.3
min -3

k-1
przy czym:

1, Jesli & k/° (4.33)

% * 0, w przypadku przeciwnym.

Wprowadzajec zmienne tn (dla oznaczenia chwili zakonczenia operacji
On), otrzymamy model matematyczny alokacji operacji w postaci:
- ograniczenia
(4.48)
V., [K-2r -ft i+
ISh<N c n J C 4]

(4.4b)

YY )N (i)
= x 4.4c
|g\!2|< ;é; Egtlﬂfisfiliﬁj IIEI- n-h ‘ ’

- kryterium optymalizacji okresla (4.3), przy tym

1. Jes$li 3[] *n]+ - kK “.5)

0, w przypadku przeciwny«.
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4.2.2. Algoryta Jezeli na wszystkich stacjach od 1 do K?"1 znajduje sie stanowiska

Do rozwigzania sformutowanego problemu wykorzystamy algorytm programo- pracy, to:
wania wieloetapowego. Stan P?"1 Jest wektorem o wspé#rzednych p~* = tn.

Jezeli operacja ton zostata przydzielona do stanowiska pracy (p,,"» “ O,

V?2"1 » K?"4 (4.12)
w przypadku przeciwnym).

" N,1 . . -
Ze stanu korficowego P °° nozna wprost otrzymaé dopuszczalna rozwieza-

Oalej udowodnimy, ze dla trajektorii perspektywicznych warunek ten
nie problemu, bowiem:

musi by¢ spedniony.
Optymalny stan koricowy P wyznaczany z warunku:

kn = [+ Pnr “4-5)
( min VN "X » VN,1°) =£> (PN "1 - P°) (4.13)
gdzie: kp - numer stacji, do ktérej przydzielono operacje G>n- 1*1*4,
Ponadto pozycje J~, na ktérej zlokalizowane jest stanowisko pracy k-tej
stacji, wyznaczamy z warunku: Generowanie stanow

Rozwazmy wyznaczanie bezposrednich nastepnikéw P wybranego stanu
P?-1<*. W tym celu respektujac ograniczenia (4.4) nalezy przydzieli¢ ope-

4  » @n.juy - 15 (4.7.) racje to do stanu P?-1%9%
Oznaczmy przez a?“1°’ wektor (o wymiarze 0) pozycji, na ktérych moge
. R R ok _tai . -
Chwile ]—V’l zakonczenia montazu wszystkich operacji nalezacych do by¢ wykonywane operacje przydzielone do K tey stacyi  w stanie
stanuy P*-i Wyznaczamy ze wzoru: p?-1 Elementy tego wektora okreslamy nastepujeco:
D
:F\A'l « ci3X p)I’l
1« T« N ’ (4.8) 7-1 £t (4.14)

0, w przypadku przeciwnym.

A zatem numor stacji K?"1, na ktorej wykonano ostatnig operacje w eta-

nie p?*1l, wyznaczamy jako: Ponadto przyjmiemy, ze dla stanu PO’1l wektor A*"1 ma wszystkie wspot-
rzedne roéwne jednosci.
Operacja n, ktére ma by¢ przydzielona na stanowisko prac K?“1 "®"-tej
K?2"1 « T2 Xj+ 4.9) p J yc przy p y )
stacji, musi spednia¢ warunek:
Wartos¢ stanu zdefiniujemy nastepujeco:
3 @,”1™ - 1)A (an - 1)a (k?"1 > . c—T*"1—*_,**R (4.15)
3 n,J
Definicja 4.1
Wartos$é stanu Jest skalarem: W przypadku przeciwnym operacje te przydzielany do nastepnej stacji.

0gélna procedura generowania stanéw ma postac:
k-K?"1

VAl=yz @1 410 VVE* >0 AN )N OF#P - 2\ a»

(4.16)

przy czym Elementy wektora AP maje postac:

Kl,, Jl* A ,I | p?’:u_'_ T, Jesli i-n 4.17)

APi 0 w przypadku przeciwny»
0, w przypadku przeciwnym. ’ i
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Chwile t wyznaczamy ze wzoru:

Jesli :3 (€]_174i) A (an<j.I)A (k?-1"*. c+

- T?"1 Q"> 4P )
c ¢ yn*w przypadku przeciwnym.

Ola wygenerowanego stanu p"?"1 nozna rekurencyjnie otrzymac:

- Jezeli spedniony Jest warunek:

to wspotrzedne wektora wyznaczany z formuty

i. Jesli @~1*0°«)n (e_ ,“1)
gf*i . n

0, w przypadku przeciwnym.

Jezeli warunek (4.19) nie Jest spedniony, tzn. gdy:
th - C en

to:

33'1 * a, }
Ponadto bezposSrednio otrzymujemy:

T?-1 -

vl "

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

4.22)

(4.23)

(4.24)

W procedurze generowania standow przydzielamy operacje &n do jak naj-

wczesniejszej stacji montazowej (co wynika z (4.18)). Przydzielenie

ope-

racji an do dalszych stacji daje stan nieperspektywiczny. Teze te udo-

wodnimy w oparciu o regudte dominacji standw.
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Eliminowanie stanow nieperspekty-
wicznych

Oo eliminacji stanéw wykorzystamy reguty wyczerpywania, sondowania
oraz dominacji. Reguta sondowania ma posta¢ twierdzenia.

TWIEROZENIE 4.1

Stan P?7’1 Jest nieperspektywiczny, jezeli spednia warunek:

b?*1 (4.25)
przy czym;
(4.26)
L «i p
oraz
\/7/(p?N -0)=£ * fi7 "1) “4.27)
vV 1
Dowodd: Sten lokalnie optymalny pN>* spednie warunek.
bvfl * W*L (4.28)

Tym samym z (4.25) i (4.28) wynika, ze:
vN.4C (4.29)

Czyli stan p?7’1 jest nleperepektywiczny, bo nie mozna uzyska¢ z niego
lepszego stanu konhcowego niz aktualnie najlepszy stan koncowy P3.D
Jezeli stan Pa nie zostat Jeszcze wygenerowany, to przyjmujec w
(4.25) V8 a K, otrzymujemy regute wyczerpywania standw.
Reguta dominacji stanéw ma posta¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.2

Nl R 12 A -
Stan P « dominuje nad stanem P , Jezeli Jest spedniony waru-

nek :

V o <a,a‘ mii7,dr) (e A yjonan - v 2)s

1€ J<0

=NE(T 18T DA 3 (4.30)
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D ow 6 d: Zatézmy, ze dana Jest trajektoria lokalnie optymalna P

K.1®
....P . Trajektoria ta reprezentuje okreslony przydziat operacji do

stanowisk pracy. Jezeli Jest spedniony warunek (4.30), to przydziat ten
jest rowniez realizowalny %d stanu P . Poniewaz T =T *  zatem
<« ?

otrzymamy trajektorie P 1,,..,PN™. stan PN"~ na og6t nie jest sta-

N.1°
nem lokalnie optymalnym P .zatem mozemy napisac:
N “11 N f© )
Vv 1 « VN (4«31)
Ponadto:
u o9, N.1°
<V (4.32)

Na podstawie (4.31) i1 (4.32) wnioskujemy, ze:

N.1° N,1°

e zatem stan Pp’12 jest nieperspektywiczny. O

Zatézmy, ze dany Jest stan P7 7~ do ktérego przydzielamy operacje
<», Niech bedzie spedniony warunek (4.15). A zatem operacje con mozna
przydzieli¢ do stanowiska pracy K?-1,9"-tej stacji.

LEMAT 4.1

Jezeli dla stanu p?“1 i operacji tOn speiniony jest warunek (4.15),
to przydzielenie tej operacji do stacji k, gdzie:

K? 1 <k (4.34)
daje stan nieperspektywiczny.

Dowod6d: Zakozmy, ze stan P* 1 otrzymujemy ze stanu P?~1" przy-

dzielajec operacje é&n do stacji Z kolei przez P”~” 2 oznaczymy

stan otrzymany z przez przydzielenie operacji o> do stacji k.Mozna
-7.il .1 n Nl
zauwazy¢, ze stany P iP spedniaj? warunek (4.30), a stan P

*71g

dominuje nad stanem P , czyli stan P je3t nieperspektywiczny.O

Zastosowana w algorytmie procedura generowania standéw spednia zatem
warunek konieczny perspektywicznosci generowanych stanéw (trajektorii).
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Jednakze nis jest to warunek wystarczajacy. Z tego wzgledu niektdre sta-
ny se eliminowane za pomoce reguk wyczerpywania, dominacji i sondowania.

4.3. OGRANICZENIA CZASOWE

Rozwazmy problem alokacji operacji z uwzglednieniem ograniczen czaso-
wych. Ograniczenia tego typu wystepuje positiedzy parani operacji. Polegaja
one na okresleniu przedziatu czasu, w ktérym musi by¢é wykonana operacja
realizowana po pewnej operacji. 8iorec pod uwage wszystkie pary operacji,
mozna dla wybranej operacji wyznaczy¢ najwczesniejszy 1 najpbézniejszy ter-
min Jej rozpoczecia. Terminy te se zalezne od chwil zakoriczenia operacji
poprzedzajecych dane operacje. A zatem rozwazane ograniczenia czasowe ma-
je charakter wzgledny. W punkcie tym zatozymy, ze na kazdej stacji znaj-
duje 3ie Jedna pozycja dla ewentualnego stanowiska pracy.

4.3.1. Model matematyczny

Zatézmy, ze dana jest linia montazowa sktadajeca sie z K stacji. Na
kazdej stacji znajduje sie jedna pozycja, w ktérej moze by¢ zlokalizowane
co najwyzej jedno stanowisko pracy. Dany jest zbiér ft operacji montazo-
wych o - n - 1,... ,N. Czasy operacji 4”} dane se wektorem ®. Ponadto
relacje kolejnosci operacji okresla macierz F . Dany Jest cykl c procesu
montazu.

Zat6zmy, za dane se minimalne czasy, ktére musze uptyneé pomiedzy za-
konczeniem i1 rozpoczeciem odpowiednich operacji (poprzednika i nastepni-
ka):

e o l* »U - .. u -35~°
n*=I,.. . ,N

gdzie: ~ n - minimalny czas, jaki musi uptyneé pomiedzy zakonczeniem

operacji (©+ (poprzednika) i rozpoczeciem operacji con (nastepnika).

Analogicznie przyjmiemy maksymalne czasy, Jakie moge uptyneé¢ pomiedzy za-
i

konczeniem i rozpoczeciem odpowiednich operacji:

n=1,... ,N

gdzie: n - maksymalny czas Jaki moze uptyne¢ pomiedzy zakonhczeniem ope-
racji co® |1 rozpoczeciem operacji Ofn.

Jako kryterium optymalizacji alokacji operacji przyjmiemy minimaliza-
cje liczby stanowisk pracy. Funkcja celu ma posta¢ (4.3). Wprowadzajac

oznaczenie tn dla chwili zakonczenia operacji co,, mozna model matematycz-

A7
ny przedstawi¢ w postaci:
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- kryterium

K

> k min (4.37)
1

przy czym

1. Jesli 3 [] *n]+ « k

% - (4.37a)
0, w przypadku przeciwnym

ograniczen

\Y, [1 >ni* « [i“,, —]" (4.38a)
1€ n« N
Vn V<V (t*|< *n (4.38b)
<
VY i +201.n « *n -An * *i +Al.n (4.38¢c)

Wyrazenie (4.38a) Jest warunkiem niepodzielnosci operacji, (4.38b) - okre-
Ssla dopuszczalng kolejnos¢ operacji, natomiast (4.38c) - wyraza ograni-
czenia czasowe operacji.

4.3.2. Algorytm

Do rozwigzania sformutowanego problemu wykorzystamy algorytm programo-
wania wieloetapowego, Stan P?"1 Jest wektorem o wspéirzednych p » tn,
jesli operacja con zostata przydzielona do stanowiska pracy, natomiast
pAT"1 * 0, w przypadku przeciwnym. Analogicznie Jak w punkcie 4.2.2 wyzna-
czy¢ moznas numer stacji k”, do ktérej przydzielono operacje COn» chwile
T?"1 zakonhczenia montazu wszystkich operacji nalezacych do stanu P?"1
oraz numer stacji K?"1, na ktdérej wykonano ostatnig operacje w stanie
PA?1. Przyjmiemy definicje (4.10) wartosci stanu. Oednakze z uwagi na
ograniczenia czasowe operacji dla trajektorii perspektywicznych spednie-

nie warunku (4.12) nie jest konieczne. Optymalny stan kohcowy wynika z
(4.13).

Generowanitie stanow

Oznaczmy przez gt krok dyskretyzacji czasu a przaz pj! (r»1,...,R)
n

i
prognozowana chwile rozpoczecia operacji «>,. Procedura generowania eta-
néw ma postact
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VVV PHA - Q. ((u n- 1 = [?1* 0J

A(th m~pn * Tr ~ > 2 @I “p,_1A + APr) (4.39)

Elementy wektora &Pr okreslamy tak Jak w (4.14). Chwile tj wyznaczamy

Ze wzoru

n rT (4.40)
lc Pnl ¢ *”n* w Przypadku przeciwnym

przy czym
pid - max (F?_1% . t£ *a ) ¢ (r-1)dt (4.40a)

Przez oznaczono chwile najwczes$niejszego (a przez chwile

najpéZniejszego) rozpoczecia operacji a>n, gdzie:

-1.9- . n (4.41)
i« * s, "V - Cr "o *ria-t
oraz
(4.42)
Zbior Jest okreslony przez (4.27).

Réwnoczesnie z generowaniem etandw wyznaczamy wartos¢ stanu stosujac

wzOr rekurencyjny:

Vor1 (4.43)
H »

¢ 1, w przypadku przeciwnym.

Ola stanu poczatkowego przyjmujemy vO,1 » O.

El iminowanie stanow nieperepekty -
w icznych
W rozwazany« problemie stany nleperspektywiczne sa eliminowane ze po-

moca regut wyczerpywania, sondowania oraz dominacji.
Reguta wyczarpywenia *a postac¢ twierdzenia.
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TWIERDZENIE 4.3

Stan P*1 jest nleperepektywlczny, jezeli spednia warunek:
3 3 (PO (PM1>Q*(E¥l+4 n=  v(T*1le
¢ Y2 <tF\>K.c) (4.44)

Dowo6d: Zgodnie z procedure (4.39) operacja 03_ spei#nlajeca waru-
nek (4.44) nie pozwala wygenerowa¢ kolejnego stanu, bowiem np. chwila tA
wyznaczona z (4.40) nie spednia warunku t* -Vn ~ Tn¥]D° Generowanie
stanéw z P?"1 przez przydzielanie innych operacji, ktére spedniaje
(4.39), nie prowadzi do dopuszczalnego stanu koricowego. Wynika to z fak-
tu, ze dla wyznaczenia rozwiezania dopuszczalnego trzeba wygenerowaé¢ stan
N-tego etapu, a zatem przydzieli¢ do realizacji wszystkie operacje. Skoro
w stanie P7?-I nie mozna przydzieli¢ operacji ¢n, to nie mozna Jej przy-
dzielié réwniez w stanach naatepujecych po P?"1. A zatem stan p?.l Jest

nieperepektywlczny, bo wyczerpane zostaty mozliwosci generowania rozwie-
zah dopuszczalnych.

Reguta sondowania ma posta¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.4

Stan P?"1 Jest nieperspektywiczny, Jezeli speinia warunek:

Vv?>1 - 1 * FIfT, 1-(<"1-1).c Y] 4 1 + & v° (4¢45)

L 1 wn sfl-1
Dowoéd: Zauwazmy, ze lewa strona nieréwnosci (4.45) jest oszacowa-
niem liczby stanowisk pracy dla etanu lokalnie optymalnego PN«l .

Wzér ten nie pokrywa sie z (4.26), poniewaz w przypadku ograniczen czaso-
wych niektére stacje moge nie zawiera¢ stanowisk pracy.
A zatem:

V?2*1 « T?*1] (4.45a)

Dalsza czes¢ dowodu przebiega tak Jak dla twierdzenia 4.1.
Reguta dominacji Jest oparta na twierdzeniu.

TWIERDZENIE 4.5

el
Stan P dominuje nad stanem P "12, Jezeli spedniony Jest waru-

nek :
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Nl nxNQ *Pil«
V7 (H 1w H 2)a(tJdI< T, 2)* @IJJ *T*J)*
v o<l n,tP n,P n,r "t T
a&n FSL
n (4.46)
A « TA'12)al[( V2'1Z)V(VI?2I< v2 12 )a(kr 11 .K2'12)]

O ow6 d tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ analogicznie jak dla
twierdzenia 4.2.

W oparciu o regute dominacji stanéw mozna wykazaé, ze procedura gene-
rowania stanéw spednia warunek konieczny generowania stanéw perspekty-
wicznych. Zgodnie ze wzorem (4.40) operacja o)n Jest realizowana w
dopuszczalnym przedziale czasu.

4.4. OGRANICZENIA ZAKRESOWE

Rozwazmy procee montazu, w ktérym stanowisko pracy na kazdej stacji
montazowsj moze by¢ zlokalizowane tylko w jednej pozycji. Z uwagi na lo-
kalizacje deteli oraz zasieg narzedzi kazda operacja moze by¢ wykonywana
tylko na pewnych (kolejnych) stacjach montazowych. Stacje te wyznaczaj?
zakres linii, w ktérym moze by¢ realizowana dana operecja. W ogélnym przy-
padku czas operacji jest zalezny od stacji montazowej, w ktdérej operecja

ta Jest wykonywene,

4.4.1. Model matemetyczny
Zatézmy, ze dana jest linia montazowa skisdajeca sie z K stacji.- Na
kazdej stacji moze by¢ zlokalizowane najwyzej jedno stanowisko pracy. Dla
kompletnego montazu kazdego obiektu trzeba wykona¢ wszystkie operacje
n«1,...,N, ze zbioru fi . Relacja kolejnosci operacji dana Jeet
macierza P , a cykl montazu wynosi c.
Czasy wykonania operacji dane se macierz«:

gdzie: *9* k - czas wykonania operacji 0n w k-tej etacji montazowej.
Zatézmy, ze cykl c spednia warunek:

V3 S t< c (4.48)
I «n«N 1<k<K

A zatem jesli pewne elementy mecierzy (4.47) nie apedniaje warunku (4.48),
to znaczy, ze dana operacja nie moze by¢ wykonana na odpowiedniej stacji.
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Zatézmy, 4« dI» kazdej operacji Okn istnieje stacjo I , w ktdérej ope-
Z-tzn. .+ przy czy»

A nx) * [1. li 3 -ﬂtfd(

racje te nozna wykona¢ w najkrotszy» czasie”’

I<ns=N I <#n<SK 1 « \|/<3’\ %<Y<K »* n n, (4.522)
0, w przypadku przeciwnym
A< j i (4.49)
ograniczenia
Ponadtﬁ E"f‘ 1kaZdej operacji t> nozna okres$li¢ przedziat stacji montazo-
kn_knJ - zwany zakresem. w ktorych operacja ta moze by¢ wykonana, V N [C tr] -k [I(tn°"ﬂ-k>] -k (4-532)
czylis 1<Sn«N
« ¢ * n _ N
Vv T« c (4.50) W n]+ k (t"< tn n<k) (4.53b)

n <k

kr‘fl‘« k«k’h
. ) ki «fi t.r*K “.53%)
Wartosci k* oraz k™ wyznaczamy ze wzorow: Lc

Wyrazenie (4.52a) jest warunkiem niepodzielnosci, a (4.53b) warunkiem

1. Jesli An l< c
’ kolejnosci operacji. Ograniczenie zakresows przedstawia wyrazenie (4.53c).
- - i (4.51a)
Vv jesli < fV1>c)A(*ni *c)
4.4.2. Algorytm
oraz Do rozwigzania sformutowanego problemu wykorzystamy algorytm programo-
wania wieloetapowego. Stan P?"1 zdefiniujemy tak jak dla klasycznego
cosli A problemu BLM. Ze stanu P?"1 mozna wyznaczy¢: lokalizacje operacji tOn
K, Jeshi Rec do stacji k , chwile T?"1 zakonczenia wszystkich operacji oraz numer
(4.51b) KP*"1 ostatniej wykorzystanej stacji w stania P?7’1. Przyjmiemy definicje
} 4 (4.10) wartosci stanu. Z uwagi nha ograniczenia zakresowe operacji, spet-
n
nienie warunku (4.12) dla trajektorii perspektywicznych nie Jest koniecz-
- - - - _ ne. Optymalny stan koncowy wynika z (4.13).
Problem alokacji operacji z ograniczeniami zakresowymi polega na wyzna- pty y y Wy ( )
czeniu dopuszczalnych podzbiordéw operacji k =1 K. Jako cel op-
- - oL - R - - R Generowanie sta no6w
tymalizacji przyjmiemy minimalizacje liczby stanowisk pracy.
Zak6zmy, ze p?“1l"™ jest wybranym stanem aktywnym, z ktérego za pomo-

Wprowadzajec zmienne tn (dla chwili zakohczenia operacji 0) ) przed-
ca operacji <en nalezy wygenerowa¢ stan P. Wyrdéznimy trzy wzajemnie wy-

stawimy model matematyczny alokacji operacji z ograniczeniami zakresowymi
w nastepujacej postaci: kluczajece sie przypadki generowania standw.
- kryterium 1. Jezeli Jest spedniony warunek:
k.K
K?"™ 1< k* (4.54)
= n
o - 12 ak mn 4.52
k»1 (4.52)
té operacje < nalezy przydziela¢ do stacji k z przedziatu:
(4.54a)

k,ii*ka'r’]‘
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11. Oezell Jest spedniony warunek:

kn « * ( .55)

to operacje &n nalezy przydziela¢ do staojl k =z przedziatu:

(4.55a)

Ponadto w przypedku gdy:

. LKF-1 . L=-TT=-»_.»,%* ” U 55p)
n K-

to operacje on przydziela aie jedynie do stacji

11l1. Oezeli Jest spedniony warunek:

e - KYalC . KT* Fo) ( 50

to operacje wn nalezy przydzieli¢ do stacji K?"1™.

Pierwsza procedura generowania stanéw na postac:

VV V(L <k ApMO A )= [+ (), «
n  kl< k« k2

n n

> (pk . p?“1 + £pk)

@ .57)
Elementy wektora 4P okreslone se nastepujeco:
tk. dla i«n
(4 .58)
0, w przypadku przeciwnym.
Chwile tn wyznaczamy ze wzoru:
*_ € (k—') * ©° * Ap_k k-k*_._._. Kk* (4.59)
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Druga procedura generowania stan6w ma postac:

VV 13V 2(n* < R)*@H4ro*

K~ 4 k<kr
=~A(p~*“1,,v >0)J o(Pk - P7"1"9, + APk) (4.60)

Elementy wektora APk se okresSlone przez (4.58), natomiast chwile tk
wyznaczamy ze wzoru:

i1 0 A7 dla (k a k?-1A)a (ck?"1"A*
n.K?"1 9"

< - (4.61)
(k-1)c+~n k. dla K?"1* <k <« k2

Trzecia procedura generowania etan6w ma postac:

vV Vv k7"1 a . k*)* >-1"* - o0 k?“1»" — T " 1l«*"** N
n ( n) (pn Ya (e ?I,W“*»J)

Jn » 1=£> (pr-179, > 0)]=?>(P - P?_1 X ¢ AP) (4.62)

Elementy wektora AP se okreSlone analogicznie Jak w (4.58), natomiast

chwile t  wyzmeazzemly ze wzoru:

t . T-7-i.9, +np
n.K?"1 ™"

(4.63)

Procedury (4.57), (4.60) i (4.6i) pozwalaja wygenerowa¢ wszystkie bez-
posSrednie nastepniki P stanu p?“leV Dia operacji o>n wykorzystywana
Jest Jedna z tych procedur. Operacja o>n Jest przydzielana kolejno do
kazdej dopuszczalnej stacji k.

El iminowania stanow nieperspekty-
wi

Do eliminacji stanéw nieperspektywicznych wykorzystuje sie reguty wy-
czerpywania, sondowania oraz dominacji.

Reguta wyczerpywania jest oparta na naatepujecym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 4.6

Stan pi?"1l Jjest nieperspektywiczny, jezeli apedniony Jeet warunek:
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JAK?"Le-t 71T, )] (4.64)
n,K? J

3 Cr-0)* f(KM 4> k) v
n Pn L n "

Dowod tego twierdzenia wynika wprost z procedury generowania sta-
néw (4.62). Jezeli operacja an spednia warunek (4.64), to nie nozne Jej
przydzieli¢ do realizacji. A zatem ze stanu pV"™ nie mozna otrzyna¢ do-

puszczalnego rozwigzania problemu.

Reguta sondowanie na postac¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.7

Stan P?"1 jest nleperspektywiczny, jezeli spedniony jest warunek:.

V7H - 1 & FI([r"1-2"1-1).c + ~Anae)l >Va (4.65)

L o)n t a ?*1 |

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze lewa strona nieréwnosci (4.65)
jest dolnyn ograniczeniem wartosci yI'*10 stanu lokalnie optymalnego PN **°
W oszacowaniu tego ograniczenia przyjeto optymistycznie, ze kazda ope-
racja Gh N fi-2d Jest wykonana w najkrotszym czasie ij = a ponadto na

odpowiednich stanowiskach pracy nie wystepuje luzy czasu. Jezeli speiniony
Jest warunek (4.65), to ze stanu P2’1 nie mozna otrzyma¢ lepszego stanu

koncowego niz P8.0

Reguta dominacji jest oparta na nastepujacym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 4.8

Stan P dominuje nad stanem P , Jezeli Jest speiniony warunek:

Y ' 0,1, 1*1
(a7 1» £tDA( ~t * 23a Fo®M < v 2y, « -

K 2ya (V 1. V2) (4.66)

f*lo
Dowodd: Zat6zmy, ze dana Jest trajektoria lokalnie optymalna P R

N .12
...,P . Trajektorii tej odpowiada pewien przydziat operacji do stacji

1, N QN2 ) »1,

montazowych. Jezeli O, - £2 i T ‘BT , to przydziat ten

jest realizowalny od stanu P . W ten sposéb mozna otrzyma¢ trajektorie

7»1] n
P P * , gdzie stan P * na og6t+ nie Jest stanem lokalnie opty-

N_ T
malnym P . A zatem mozemy nhapisac:

»
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N,12 Al 1~
V. Z .V = =4V 2
Poniewaz:
? 412 T*N V12
AV jesti P ke s
11
AV7 11
2.12 2.1, ?.12
4v < %i jesli K < K 2
a ponadto w (4.66) zedany, by:
lub
vitH V2 gk < k712

Zaten z (4.67) 1 (4.68) wynika, ze:
- dla J " 1* - K7*1*
RS 11 LA A,
e VAR VAR PR VA S VA VA

N«l, e»l?
- dla K 1<k z

vime o 0T /i\/?*“ <V 4 AP w oy NG g
czyli:

?

y’.l.*a- « VN«12

Ponadto:

VN,11 ~ VNA

(4.673)

(4.67b)

(4.68a)

(4.68b)

(4.68c)

(4.69a)

(4.69b)

(4.69¢)

(4.70)
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A zatem z (4.69) 1 (4.70) otrzymujemy ostatecznie:

N.1° N.1»

\" « V “4.71)

sted wynika, ze stan P dominuje nad stanem P ,0

4.5. LINIA ASYMETRYCZNA

Linia asymetryczna sktada sie ze stacji, na ktorych wyréznia sie dwie
pozycje - po lewej oraz po prawej stronie osi linii. Stanowiska pracy a«
szeregowe, Jezeli na kazdej stacji wykorzystywana Jeet co najwyzej jedna

pozycja. W przypadku przeciwnym stanowiska pracy se roéwnolegte. Rozwazymy
linie o stanowiskach szeregowych.

4.5.1. Model matematyczny

Zatézmy, ze linia montazowa sktada sie z K stacji. Na kazdej 3tacji wy-
rézniamy 0-2 pozycje. Niech J-1 dla lewej oraz j-2 dla prawej atrony li-
nii. Przyjmiemy, ze proces montazu Jest sekwencyjny. Dany Jest zbior ii
operacji montazowych o?n, n»l,...,N. Relacje kolejnosci operacji okresla
macierz p . Czasy operacji dane se macierze:

.-[I.m L, «
j-1.2
gdzie: J 7 czas wykonania operacji &n po J-teJ atronie linii. Cykl c

procesu montazu spednia warunek:

max ( min )< c 4.73)
1* n«N l« j«2

A zatem z (4.73) wynika, ze jezeli:

C< (4.74)

to operacja <an nie moze by¢ wykonana po J-ted stronie linii. Przez £2" j
oznaczymy podzbidér operacji tworzgcy stanowisko prscy po J-ted stronie li-
nii.

Jako cel optymalizacji alokacji operacji przyjmiemy minimalizacje licz-
by stanowisk pracy.

Oznaczmy przez tn chwile zakonczenia operacji. Aby wyrézni¢ strone
linii, po ktérej Jest wykonywana operacja u>h . przyjmiemy kodowanie chwi-
li tn. Dla j-1 (lewa atrona linii) bedziemy zapisywa¢ tR < 0, natomiast
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dla j-2 (prawa strona linii) zapiszemy tn > 0. A zatem lokalizacje ope-

racji an wyznaczamy ze wzoru:

kn - si®n «,, (4*75)

gdzie: kn - numer stanowiska pracy, do ktérego przydzielono operacje an.
Jezeli k» < 0, to operacja ®n Jest wykonywana po lewej stronie linii,
natomiast dla kR > 0, operacja an Jeat wykonywana po prawej stronie
linii. . L . . .
Przy powyzszych zatozeniach model matematyczny alokacji operacji mozna

przedstawi¢ w postaci:

- kryterium
k-K (4.76)
« e E
k-1
przy czym
1, Jesli 3 [] hjl+ - Kk (4.768)
~k .
0, w przypadku przeciwnym
ograniczenia
(4.778)
przy czym
1. tn <0 (4.770)
lm 2, w przypadku przeciwnym
(4.77c)
1
M'*«_«—*»— i«,,i
n
( 1 f T @.77d)
Y V [i l«j] »*9" tn - kn = [i |tj] aing tx / -kn
\ / \ >

Wyrazenie (4.77a) interpretuje warunek niepodzielnosci, natomiast wyraze-
nie (4.77c) - kolejnosci operacji. Ograniczenie lokalizacji operacji przed-

stawia warunek (4.77d).
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4.5.2. Algorytm

Do rozwiazania sformutowanego problemu wykorzystamy algorytm programo-
wania wieloetapowego. Z uwagi na kodowanie chwil t niektére okreslenia
ulegne modyfikacji.

Definicja 4.2

Stan Jest wektorem:

" ) En "]n»’l R (4-78)

Elementy tego wektora okreslamy nastepujaco:

In< Jesli operacja o) zostata przydzielona do
stanowiska pracy

9.1
Prf * (4.78a)
0, w przypadku przeciwnym
A zatem Jesli £l <0. to operacje &n przydzielono do stanowiska pra

cy po lewej stroni@ linii, natomiast Jesli p~"1 > 0, to po prawej-
Ze stenu pV*™™  otrzymujemy:

kn [f IPn™1G 8ign p’ .+ 4.79)

Chwile T?"1, w ktérej konczy sie wykonywania wszystkich operacji przy-
dzielonych do stanowisk pracy w stanie P?"1 wyznaczany ze wzoru:

T?"1 . max Ip? 11
1< 1<N 1 (4-60)

Tak wiec z (4.9) otrzymujemy K7*1.
Wartos¢ stanu okreslamy tak Jak w (4.10), z tym ze:

1. jesli 3[§ 1p?713]* - k

fia * (4.81)
0, w przypadku przeciwnym.

Ola trajektorii perspektywicznych musi by¢ spedniony warunek (4.12), a
optymalny stsn koricowy P° wyznaczamy z warunku (4.13).
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Generowanitie stanow
Rozwazmy algorytm Jednokrokowy, w ktérym przydzielajac do wybranego
stanu p?-1%® operacje o0) . otrzymujemy stan P. Oznaczajac przez o), ostat-

nig operacje wykonang w stanie P*° ~ mamy :

W celu wygenerowania wszystkich dopuszczalnych 1 perspektywicznych
trajektorii stosowane sg dwie procedury.
1) Jezeli operacja (@®&n nie miesci sie na ostatnim stanowisku pracy, tzn.

spedniony jest warunek:
(pf-1.fc < 0)A (K?“1 ™" . ¢c - T?~1,A< <= _)v (pf‘1l> > 0) *
AK? 1,X . C - T?"1,9%« &ni2) (4.83)

to przydzielamy Jg na lewe oraz prawe stanowisko nastepnej stacji
(o ile przydziat taki jest dopuszczalny).
Procedura generowania standéw ma postac:

Y Xk % g Ql/\

mp?”1  +Apd) (4.84)

Elementy wektora 4P~ okreslamy takJak w (4.17). Chwile t (zakodo-

wang) wyznaczamy z formuty:

-(K?-1“* _ c ¢ t). dla j-I
© - (4.85)

K?“1"9" c 2. dla j-2
Jezeli operacja Cen moze by¢ wykonana po obydwu stronach linii, to ze
stanu P?-1°k generujemy dwa stany P, wykorzystujac obie wartosci z
(4.85).
2) Jezeli operacja an miesci sie na ostatnim stsnowisku pracy, tzn. wa-
runek (4.83) nie Jest spedniony, to przydzielamy Jg tylko na to stano-

wisko.
Procedura generowania standéw ma poetac:

V V (PTIO0)a[ft* ril=* [y I>0F- 0" P't> *AP) 4%
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Elementy wektora AP

89 okreslone przez (4.17). Chwile
wany) wyznaczany ze wzoru:

tn (zakodo-

ry
(T2 * gdy P?"1™ <0

tn -
T7

(4.87)
* A~ " 2% w przypadku przeclwnyn.

Celowos¢ przydzielania operacji na Jak najwczes$niejsze stanowisko pra-
cy wynika z reguty dominacji stanodw,

ktéra zostanie podana nizej.
Réwnoczesnie z generowaniem stanu

P wyznaczamy Jego wartosc¢
v -Llltn|]+ (4.88a)
a ponadto:
T - ] (4 .88b)

Wygenerowany stan P Jest testowany na perepektywlcznosé.

E 1

nowanie
ty

m i
icznych

i stanodw nieperspek-
w

Stany nieperspektywiczne eliminujemy za pomoce regut donlnacjl oraz
aondowania. Reguta dominacji jest oparta na nastepujecym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 4.9

?. 7.12
Stan P doninuje nad stanen P , jJezeli jest spedniony waru-
nek :
~il P "2
- px 4
m - EZ« > @)3 ( &
gdzie:

- 9
_@ﬁ “%£\3’= ostatnia 6per=cga wykbmama w sfanie p s (pf,z)"i )
i
Dowod tego twierdzenia nozna przeprowadzi¢ analogicznie Jak dla
twierdzenia 4.2.

TWIERDZENIE 4.10

Stan

pA®*  Jest nieperspektywlczny, jezeli spednia warunek:

[L1CFK

Lc

Y Z nin =) 1*>V* (4.90)
2

J

1+ 3

Dowod

Anelogicznie do

(4.84) i

now.

- 121 -

lematu 4.1 mozna udowodnic¢,
(4.86) spetniaj? warunek perspektywlcznoscl

tego twierdzenia nozna przeprowadzi¢ analogicznie jak dla
twierdzenia 4.1.

ze przedstawione procedu-

generowanych sta-



5. ALOKACJA OPERACJI. ROWNOLEGLE STANOWISKA PRACY

5.1. WST~P

Linie montazowa sktada sie z transportera, na ktérym w réwnych odste-
pach znajduje sie montowane obiekty. Wzdduz linii rozmieszczone se sta-
cje montazowe tak, by na kazdej stacji znajdowat sie tylko jeden obiekt.
W liniach z szeregowymi stanowiskami pracy na stacji montazowej moze
znajdowa¢ sie co najwyzej jedno stanowisko. W liniach z réwnolegtymi sta-
nowiskami pracy warunek ten nie jest spedniony.

W rozdziale tym rozwazymy linie montazowe z réwnolegtymi stanowiskami
pracy przyjmujec, ze na stacji montazowej moge znajdowaé sie co najwyzej
dwa stanowiska - zlokalizowane po obu stronach osi linii. Wyréznimy mo-
del podstawowy, w ktorym wystepuje tylko relacja kolejnosci operacji. Po-
nadto rozwazymy modele z dodatkowymi relacjami: wykluczania oraz synchro-
nizacji operacji..RelacJe te se charakterystyczne dla linii z réwnolegty-
mi stanowiskami pracy. Z tego wzgledu skupimy na nich uwage, pomljajec
elementy przedstawione w uog6lnionych modelach BLM oraz modelach AO w li-
niach z szeregowymi stanowiskami pracy.

Linie z roéwnolegtymi stanowiskami pracy moge wynika¢ z postulatu kon-
centracji procesu montazu (minimalizacja d#ugosci linii). W liniach o
okreslonej ddugosci (liczbie stacji montazowych) o organizacji stanowisk
szeregowych lub roéwnolegtych decyduje cykl montazu.

Rozwiezanie problemu BLM lub AO w linii z szeregowymi stanowiskami
pracy moze - przy zbyt kroétkim cyklu - nie by¢ mozliwe. W takim przypad-
ku powstaje problem AO w linii z réwnolegtymi stanowiskami pracy.

5.2. MODEL PODSTAWOWY

W podstawowym modelu AO w linii z roéwnolegtymi stanowiskami pracy
uwzglednimy Jedynie zatozenia przyjete dla klasycznego modelu BLM. Jednak-
ze operacje moge by¢ przydzielane do stanowisk pracy znajdujecych sie po
lewej lub po prawej stronie osi linii. Jako cel optymalizacji AO przyjmie-
my minimalizacje liczby stanowisk pracy.

5.2.1. Model matematyczny

Zat6zmy, ze dany Jest zbidr ii operacji montazowych ®n, n *
Dla kompletnego zmontowania jednego obiektu musze by¢ wykonane wszystkie
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operacje ze zbioru fi . Relacja kolejnosci operecji dana jest macierze F

a czasy operacji - wektorem ® . Dany Jest cykl c montazu, spednlejecy
warunek:
n*N
(.1
max ‘
14 nSN SC < 9{:%

A zatem kazda operacja moze by¢ w catosci wykonana na Jednym etanowlsku
pracy.

Linia montazowa sktada sie z K stacji. Na kazdej stacji moge sie
znajdowa¢ co najwyzsj dwa stanowiska pracy (po lewej oraz po prawej stro-
nie osi linii). Kazdy obiekt przebywa w czasie cyklu c¢ na Jednej sta-
cji, a w czasie K . c - na linii. Tym samym czas montazu obiektu nie mo-
ze przekroczy¢ 2K . c.

Jezeli apedniony jest warunek:

r n=N 1*
K a [i H . (5.2)
L

to w linii montazowej musze by¢ zorganizowane réwnolegte stanowiska pra-
cy. Gdy warunek (5.2) nie Jest spedniony, mozna rozwlezywa¢ problem AO
(lub BLM) dla szeregowych stanowisk pracy. Jednakze w przypadku braku
rozwlezania dopuszczalnego - powstaje do rozwiezania problem AO w linii
z rownolegtymi stanowiskami pracy.

Kryterium optymalizacji AO w linii z réwnolegtymi stanowiskami pracy

mozna zapisa¢ w postaci:

k-K J-J
(5.3
Q-12 1Z tk.j~~ Bin
k-1 J«1
przy tym
1, jesli G ky O
(ERD)
*,J

0, w przypadku przeciwnym

gdzie: £1k N - podzbidr operacji przydzielonych do J-tego stanowiska
k-tej stacji (»l - lewa strona linii, J»2 - prawa strona IInll).
Oznaczmy przez tn chwile zakonczenia operacji b>n. Ola rozréznienia
strony linii, po ktérej zostata wykonana operecja O)n, przyjmiemy, ze tn
Jest liczbe ujemne dla j»1 oraz dodatnie dla J»2. Stoaujec takie kodowa-
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nie mozemy wyznaczy¢ numer stacji kn, do ktérej przydzielono operacje an:

kn * [c I*n (5.5)

Ponadto lokalizacje stanowiska pracy dla operacji o’ otrzymujemy z:

\/ \/ (tn <0) {[? ImI]+ ~ “ mH " “Kk.lI1

1j k{K n

\k/_ V (@ >0)
1

i K n {li o -k) =*<"«. e a k.2> (5.6b)

Przy powyzszych zatozeniach mozemy przedstawi¢ model matematyczny AO w
linii z réwnolegtymi stanowiskami pracy w nastepuj ecej postaci:

- kryterium okresla (5.3), przy czym

1, Jesli '{[I M* (t,, < 0)
gk, * (5.7a)
0, w przypadku przeciwnym

1, Jesli A(tn > 0)
w2~ (5.7b)
0, w przypadku przeciwnym
- ograniczenia
"Y«” {u "% 0>u*{& uuo.k .[l_ IVf”I]I > (tn >0)
(5.8a)

' “R 6T,

VvV V K« Qij -j> (5.80)

Z warunku (5.8a) wynika, ze kazda operacja con musi by¢ wykonana w
catosci na Jednym stanowisku pracy. A zatem wykluczone Jest wykonanie
operacji a>n roéwnoczesnie na lewym i prawym stanowisku pracy tej samej
stacji montazowej. Wyrazenie (5.8b) przedstawia ograniczenie sumy czaséw
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operacji na stanowisku pracy, natomiast (5.8c) reprezentuje ograniczenia
kolejnosciowe.

Warto podkresli¢, ze wyroéznienie w kryterium (5.3) stanowisk pracy po
lewej 1 po prawej stronie osi linii pozwala analizowa¢ bardziej z#ozone
modele. Mozna dla przyktadu ograniczy¢ lub minimalizowa¢ liczbe stano-
wisk pracy po Jednej stronie linii.

5.2.2. Algorytm

Do rozwlezania sformutowanego problemu wykorzystamy algorytm programo-
wania wieloetapowego. W algorytmie tym wykorzystamy nastepujace defini-
cje i okreSlenia.

Definicja 5.1

Stan jest wektorem:

P?'1 . fp?*ll (5.9)
) J?-0 N
nel fe«x» AN
1 M = fi]

Elementy tego wektora okreslany nastepujaco:

t , jesli operacja o)n zostata przydzielona do
stanowieka prscy

p - » - (5-9a)
0, w przypadku przeciwnym.

A zatem JeSli P, < 0, to operacje Wn przydzielono do stanowiska pra-
cy po lewej stronie osi linii, natomiast gdy p7” > 0, to operacja a>n
zostata przydzielona do stanowiska pracy po prawej stronie osi linii.
Stan poczatkowy PO*1 ma wszystkie wspétrzedne zerowe, natomiast kazdy
stan koncowy pN>* na wszystkie wspodrzedne rézne od zera.

Numer stacji montazowej kn> do ktorej przydzielono operacje on . noz-
na wyznaczy¢ znajec stan P?"<| bowiem:

kn “[+ W I J (5°10)

Dla oceny stanu P?7’1 zdefiniujemy funkcje wartosci stanu, ktére ozna-

czymy przez V.

Definicja 5.2

Funkcja wartosci stanu ma postac:

v? 1l - v(p?Hl) (5.11)
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przy ty*:
A o
v7X [v3 1]3_1_2 (5.12)
oraz
k-K?"1
N -r ! (5..3)
k-1
gdzie: kJ"1 - numer ostatniej stacji, na ktérej po J-ted stronie linii
znajduje sie ostatnie stanowisko pracy w stanie P?"*.
Numer wyznaczamy ze wzoru:
. [i (5>14)
gdzie:
51 - min ?711 5.15
1 ,|SIJ«N f 1 ( )
T?*1 - max Vil 5.16
1sesn P (-16)

Jak wida¢, z (56.15) i (5.16) wyznaczane ee chwile zakorficzenia montazu ope-
racji odpowiednio po lewej i po prawej stronie osi linii.

Oznaczmy przez D. n podzbidr operacji, ktdére sa bezposrednimi po-
przednikami operacji 0OJn- Mamy zetem:

V (*.n-1~ 6. n=* {s*47)

W stenie pV"1 dla kazdej operacji Gk ,(p~™* 0), mozna wyznaczyé chwi-

le q" zakonczenia Jej bezposrednich poprzednikéw. Zatem:

T2°J; = 1P%*11 (5.18)
/\n *

Z przyjetego kryterium optymalizacji (5.3) oraz definicji funkcji war-

tosci stanu (5.11) wynika, ze globalnie optymalny stan koricowy P° wyzna-

czamy z warunku:
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(v?"1 & v«*1) - v?°1 * El' (pN-1 . p0) (5.19)

f Bin
LurstL,, 1 2 1

U

Ze stanu P wyzmaczamy optymalny przydziat operacji do stanowisk pracy
zgodnie z (5,10) i (5.6). W trakcie obliczen wygenerowany stan koncowy

PN'l Jest poréwnyweny ze stanem aktualnie najlepezym Pa, a lepszy z nich

Jest zapamietywany do dalszych obliczen. Ostatni ze standéw aktualnie naj-

lepszych jeet etanem globalnie optymalnym.

Generowantie stanow

Oznaczmy przez P?“1™ wybrany (za pomoca dowolnej reguty) stan ak-
tywny. Zatézmy, ze reguta podziatu jest jednokrokowa 1 zupe#na. Generowa-
nie stanéw polega na uzupednieniu stanu p"?-1"" o dopuszczalng operecje
en. W rezultacie otrzymamy dwa stany: Pl - przydzielajgac operacje o)n na
lewe strone linii oraz P2 - przydzielajac operacje an na prewe strone
linii. Stany P1 1 P2 otrzymajg odpowiednie Indekey (~.l1) standéw aktyw-
nych, jesli okaza sie perspektywiczne.

Procedura generowania stanéw na postac:

WW(Pr*>A ...

[(P1-P7"1 ™ ¢ AP1)*

(P2 > P?71,9** AP2)] (5-20)
1 2 . -
Wektory AP 1 AP sg okreslone nastepujaco:
t~, dla i*n
Ap! (5.21)
0, w przypadku przeciwnym
oraz
tij, dla i«n
(5-22)
0, w przypadku przeciwny*.
Chwile t* wyznaczamy z nastepujacych wzoroéw:
- Jezeli speiniony jest warunek:
fg-1._.fc* TJ-1.* (5.23)



to wéwczas

w(TJ71™ o Jezeli K~_1"a”. ¢ -
(5.24)
-(KA"1* _ ¢ +”7~ ), w przypadku przeciwnym.

3ezeli warunek (5.23) nie Jest spedniony, otrzymujemy:
f x(T 1A-T*nA) +a 3ez«ll [i mx(T’-1~. T~V £ .

-[f{a*(r 1=~ n}]+

5.25
B«i- ¢ )
- 1Ll 7ax(Ti”1 A - -0 * " przypadku Przeciwnym

Analogicznie otrzymamy dla chwili t2 :

- Jezeli
1 * "2 (5-26)
to
+ jeslhi . C - ij* ?*» <n

(5.27)

1 _ c ¢ JJj, w przypadku przeciwnym.

Jezeli warunek (5.26) nie jest epedniony, to otrzymamy®.

ax(fFri<»'. ™ nA) *2n.Jesli [i max(4-1". wJ3*-*-)]* .

(5.28)

[c mbx(t] 1%, T2.,n"~] <« C ¢ *n, w przypadku przeciwnym.

A zatem wychodzac ze stanu P 1 mozna za pomocg przedstawionej proce-
dury wygenerowa¢ wszystkie etany. Stan P1l jest dopuszczalny. Jesli
Itn 1'i K . c; analogicznie dla stanu P2 sprawdzamy warunek dopuszczal-
nosci  t2 « K . c.
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- R . 1 .2 . - . )
W trakcie generowania stanéw P~ i P mozna oblicza¢ wspotrzedne wek-
c

tomdw V1 i V2. A zaten zanlast definicji 5.2 stosujeny wzér rekurencyj*

nyi
V2 1 - y?"1"* + AV (5.29)

Dla stanu P1 otrzymujemy:

i" j«S11 [1 ¥*ilj >KI'HA
- (5.30e)

0, w przypadku przaciwnyn

oraz

A*2 " 0 (5.30b)
- _ 2 .
Analogicznie dla stanu P~ wyznaczany:

Av* > 0 (5.30c)

oraz
1. jesli [ t2]* >4 _1%X
(5.30d)
0, w przypadku przeciwnym
przy tym
T~ - Yj (5-31b)

Tak wiec obliczenia wartosci generowanych standw upraszczaja sie.

5.2.3. Eliminowanie stendéw nieperspektywlcznych

Do ellminecji stanéw nieperepektywicznych wykorzystamy reguty sondowa-

nia, dominacji oraz wyczerpywania. Reguta sondowania ma postac¢ twieirdze-

nia. ; -

TWIERDZENIE 5.1

Stan P?"* jest nieperspektywiczny, jezeli spednia warunek:



Dowod tego twierdzenia polega na wykazaniu, te prawa strona nie-
réwnosci (5.32) Jest dolnym ograniczeniem liczby stanowisk pracy dla sta-

nu pN "~ (otrzymanego z P~"*). Oezeli w stanie pP"~ po lewej stronie
linii montaz konczy sie w chwili na stacji to wykorzystano

pednych stanowisk pracy. Czas wykonania operacji na ostatnim sta-
nowisku pracy wynosi:

t?"1 - (K1 - 1). c.

Analogiczna sytuacja wyatepuje po prawej stronie linii. Suma czaséw ope-

n
racji wykonywanych w stanie P?"”~ na ostatnich stanowiskach pracy po obu
stronach linii wynosi:

TI"1 4 T27"1 - (X?*1 + K2H - 2) . c.

Dodajac do tej sumy czasy operacji nie przydzielonych w stanie P?"*, czy-

11: Hs»il

Z .
oN*f£ V'l

otrzymujemy +aczny naktad czasu pracy na stacjach:

po lewej stronie linii

oraz

po prawej stronie linii.

Na tej podstawie (stosujac TFTormute ["]*) otrzymujemy minimalng liczbe
stanowisk pracy. A zatem prawa strona nieréwnosci (5.32) Jest oszacowaniem
najmniejszej liczby stanowisk pracy. Jaka mozna osiagna¢ ze stanu P?#1.

Reguta dominacji stanéw ma postac¢ twierdzenia.
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TWIERDZENIE 5.2

Stan P dominuje nad stanem P , jJezeli jest spedniony warunek:

V V @Pr-

1l«J«?2 n 3 3
,1 -0,1;, f <01 ij.1 ~l 1,1
A« 1«T*nM<\ 2N<K) 'z 2>*
A (VAXE « vi® 2)j (5.33)

Dowod tego twierdzenia polega na wykazaniu, ze trajektoria lo-

Io N, 12
kalnie optymalna P y---,P moze by¢ réwniez zrealizowana od stanu
pVv >™M 4 M 1 . ,
, skad otrzymamy P — . Oznacza to, ze wspltrzedne
N i« . L7 N2 . N 5w
Pn dla operacji cen T 9 sa takie same Jak pn*® , tzn:
- ULLJ —_—
V. Wt A7s1iya (dni @7 127> (" =pID (5.34)
e L _ . R . V*1? N X2 .
Mozliwo$s¢ realizacji trajektorii P ye--,P réwniez od stanu
~, - ~a, 44 R . R
P (dajaca P U ) wynika bezposrednio z warunku (5.33). Po-
. v* ol VN2
nlewaz Sl * 0, , zatem w obydwu stanach P 1 P pozosta-
711
+y do wykonania te saae operacje. W stanie P nie pbézniej niz w

Pt>’I2 zostaty zakonczone wszystkie bezposrednie poprzedniki operecjl

On P ii 7. , a ponadto wszystkie operacje po lewej 1 po prawej atronle
linii. W tych warunkach jakikolwiek przydziat operacji 6)n i S 22 (a

- T*N2 P
zatem 1 lokalnie optymalny) od stanu P Jest rowniez dopuszczalny

7»11!

od stanu P . .

. N A, L. M1l

W og6lnym przypadku etan P * Jest rézny od P , a zatem:

NAT O NAT O N> N > [, oV
\a| + v2 * vi * v2 (5-353
12 M, 1g )
Dla trajektorii P 2 P mozemy napisac:
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oraz
N, 42 77*2
*2 "ov2 + Av2
N4 u a
Z kolei dla trajektorii P R otrzymany:
N, Sk V'h 7*1j
\Y = Vi * 1
oraz
N.Sk 7*11 711
"2 * v2 + Av2

Zauwazny, ze:

? 2?2
Fa 7,12 cesti k11 . w7713
4v
AVj +1, Jesti Kk/'1! 7712
. 2712 - *1, V» 172
i iv2 “m Josli K -Kg 2
7-1j
4v,
. Y12 *1 2»i2
Av¥ +i, jesli kZ v o< k3!
Ponadto w (5.33) zedamy, by:
1] ?-12 7*11 ?2%12
Vi « V1 dla K
lub:
V-1 7*12 12
Vi o« V1 ata kCh <

(5.36%)

(5.36b)

(5.37a.)

(5.37b)

(5.38a)

(5.38b)

(5.39a)

(5.39b)
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oraz
v2 Il<: V2<I2 [oll B K2 1" *2 2 (5.40»)
lub:
vz bt dla R lA<K2 (5.40b)

Vo

Uwzgledniajac (5.38a) 1 (5.39a) w (5.-37a) otrzymany:

7*1, 7*E2
dla Kt - Kj *
> 11 *11 *
N * Vj7 e * aV7i 1t « 712
czyli
- N_1?
V1 <V1i
7*1, 7*12

- "e «l1 1< *i 2

n X 7*1, 7*1, 7*12
\% > V1 ¢ Avi * Vi
czyli
N B, N *X2
Vi V1

o avy 1?2 o fm2 (5.41a)
*S_41b)

?2*12 nLi,
+ AV1 *1-7r1 2 &1 (5.42a)
(5.42b)

W analogiczny spos6b nozna uwzgledni¢ (5.38b) 1 (5.39b) w (5.37b),

otrzynujec w rezultacie:

Podstawiajac (5.41b) 1 (5.42b) oraz

nie:
N.I?N,1° M.1? N.1°
+ yg € wl * v2

9,1«
Z (5.44) wynika, z« stan P

(5*43)

(5.43) do (5.35) otrzynany ostatecz-

(5.44)

L I
doninuja nad atanan P . P
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W przedstawionej procedurze generowania stanéw (5.20) przyjeto, ze ope-
racja Gn jest realizowana w stanie P?*1"*1 w najwczes$niejszym dopusz-
czalnym przedziale czasu. Mozna wykaza¢, ze celowe opd6znienie realizacji
tej operacji daje stan nieperspektywiczny.

Zatb6zmy, ze dany jest stan P? oraz operacja «n, spedniajgca wa- Stan P?"1 je3t nieperspektywiczny, Jeslispednia warunek:
runek (5.20).

Reguta wyczerpywania ma posta¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 5.3

2K . c-TNML -Tj'1< YZ (5.46)
LEMAT B
wnia7,1
Irzel§ operacje wn mozna w stanie P?-1,9, przydzielié najwczesniej
- itgcji kK lub t°k, to przydzielenie jej do stacji lut Dowod tego twierdzenia wynika z faktu, zew stanieP?"* suma
- gazte: czasow operacji, ktére nalezy wykona¢, Jest wieksza od czasu. Jakim dy-
sponuje monterzy na stanowiskach pracy po lewej 1 po prawej stronie linii.
1 *1 (5.442) A zatem, przy zatozeniu co najwyzej dwéch stanowisk pracy na Jednej sta-
cji, kompletny montaz obiektu nie jest mozliwy.
Tub

e2 > k2 1 (5.44b) 5.3. RELACJA WYKLUCZANIA OPERACJI

daje stan nieperspektywiczny. W podstawowym modelu AO w liniach z roéwnolegkymi stanowiskami pracy

wystepowata Jedynie relacja kolejnosci operacji. Ceche charakterystyczne
Dowod: Oznaczmy przez P ” stan otrzymany z przydzielenia procesu montazu na roéwnolegtych stanowiskach pracy Jest wystepowanie ogra-
niczen wykluczajacych wykonanie dwéch operacji Wu i ©&n w tym samym cza-

operacji tn do stacji k|~1™ (lub kf"1 ™), natomiast przez P ™ 2
sie - po réznych stronach linii. Model AO w linii z réwnolegtymi stanowi-

stan otrzymany z przydzielenia operacji @ do stacji %1 (lub *2).

Zauwazmy, ze: skami pracy 1 relacje wykluczania operacji stanowi uogélnienie przedsta-

wionego w punkcie 5.2 modelu podstawowego.

2. ?:
24 ma ?+. (5.453) 5.3.1. Model matematyczny

Rozwazmy linie montazowe i proces montazu przyjmujec wszystkie zatoze-

nia z punktu 5.2.1. Ponadto zatozymy, ze dana Jest relacja wykluczania

= 5.45b . - -
Jjr1.2 (¢ ) operacji, zapisana macierze:

imn
(5-45¢) $ ['/* & (5.47)
6 L"E*,ndu«i .... N
n»l._.. N
a ponadto:

Elementy tej macierzy okreslamy nastepujeco:
,-11

—
@
73
-
-
~

1, Jesli operacje co,1 @n nie moge by¢ wykonywane
3 3 Shi i i byé wyk
_ - (5.45d) w tym samym czasie
? . .. V.1 ? .1 5.47
ViR, jesii K 1< K 5 (5-472)

0, w przypadku przeciwny«.

Z (5.45) wynika, ze stany P i p» spetniaje warunek doaiinacji Jako cel optymalizacji AO z relacje wykluczania przyjmiemy minimalizacje

r N - N2 - . liczby etanowlak pracy.
(5-33;, przy czy* stan P Jeat nieperspektywiczny. Q



- 136 -

Wprowadzajac kodowany zmienne tp (tak Jak w podstawowym aodalu AO
w liniach réwnolegtych) otrzymamy model matematyczny rozwalanego proble-
mu w postaci:
- kryterium (5.3), (6.7):
- ograniczen (5.8).

Ponadto w modelu tym wystepie ograniczenia wykluczania operacji:
Y Y Non-2~20T1Ty 1l * I'nl -*n>*d*nl< <Feg*>

Operacje i cop moge byé wykonane po réznych stronach lub po tej sa-
mej stronie linii montazowej.

5.3.2. Algorytm

Do rozwiezahia sformutowanego problemu AO w linii réwnolegtej z rela-
cje wykluczania operacji wykorzystamy algorytm programowania wieloetapo-
wego, przyjmujec okreslenia: P?"1, k , V?"1,K?"1, T?’1 oraz f¥'i -

. o— f#
wprowadzone w punkcie 5.2.2. Ponadto dla operacjijan takiej, ktéora epeinla

warunek ton j okreslimy podzbiodr: gdzie:
\/ (P?#1y0) * ( ™~ n-1)=j>(0)/1« n ™) (5.49)
A zatem Jest podzbiorem operapji O3k, ktore wykluczaj« sie z ope-

racje 00On 1 zostaty w stanie P<* przydzielone do realizacji. Z uwa-
gi na ograniczenia wykluczania operacji, operacja dn moZe rozpoczec sie
w stenie p?** najwczedniej w chwili gdzie:

VAREE | s

Optymalny stan koncowy P° wynika z warunku (5.19).

Generowanitie stanoéw

Analogicznie Jak w algorytmie dla podstawowego problemu AO w linii
réwnolegtej przyjmiemy, ze z wybranego stanu p*"7‘1 za pomoce operacji
wn generowane se stany P~ i1 P . Stany PJ, J»1,2 se dopuszczalne. Jezeli

)« K . c.

Relacja ftb Jest traktowana lokalnie w stanie p?-1*" jako relacja V .
A zatem opericja a) moze by¢ przydzielona w stanie p?-1%" nie wczes$-
niej niz w chwili f}i%,gﬂ
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Procedura generowania stanéw ma postac:
V y<Pr=*-°> * [(fy.n"D=#> (p7°1" ,0)] [(pl " p7<1'X & AP1)

a(p2 = PP _1,9> * AP2) (5.51)
Elementy wektoréw AP3, J»1,2 okreslamy tak Jak w (5.21) i (5.22).
Chwile tl1 wyznaczamy wyrézniadec dwa przypadki:

- Jezeli spedniony Jest werunek (5.23), to tl otrzymujemy ze wzoru (5.24)
- Jezeli warunek (5.23) nie Jest spedniony, to tl wyznaczamy ze wzoru:

~[=ax(Tri1A,Tp " 9. ~ n *) *~n]" [l =ax(T?-1-",

Sy . i»;;%*) .<m )]~

(5.52)

-{[i max(Tf-#-\ tp>, "*e)]* . c ¢*) . w przypadku

przeciwny«.
\

2
W analogiczny spos6b wyznaczymy chwile tn, wyrézniajec dwa przypad-
Ki:
- Jezeli speiniony Jest warunek (5.26), to t ot62ymujemy ze wzoru (5.27).
- Jezeli warunek (5.26) nie jest epednlony, to tn wyznaczamy ze wzoru:

[maX(T|—1’\, Tp "\ 1}~A%%) ox  jaill [| m-x(Fl-#~,

eJ” 72 {0 Te Al ~nj 1+
(5.53)
FiI max(F2“1e, ©2-1*, T2°1"%)I* * 0 **V " P«yP**“ku
Lc 2 0,n ~,n J
przeciwny«.
\
Réwnoczesnie z generowaniem stanéw wyznaczamy V?* , TA* korzysta-

jec z formut (5.29), (5.30) i1 (56-31).

Eliminowanitie stanow nleperspekty -
wicznych
Do eliminacji stanéw nleperepektywicznych w rozwazanym problemie wy-

korzystujemy reguty wyczerpywania, sondowania oraz dominacji. Reguta wy-
czerpywania ma posta¢ (5.46), a reguta sondowania - (5.32).
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Reguta dominacji jest oparta na twierdzeniu,

TWIERDZENIE 5.4

Stan P dominuje nad stanem P , Jezeli Jest spedniony waru-
nek :

V.V GPF-a -~ (rj**

1<J <2 m-n n - -

<>« >, N-*FV MY "0 7 1m

-»’eS . C.fll« «fS] (5.54)

Dowoéd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ analogicznie Jak dla
twierdzenia 5.2.

W przedstawionym algorytmie relacje ~ traktowano lokalnie w stanie
p? 1 >» jako relacje f . A zatem nie analizowano mozliwosci przydziele-
nia operacji On przed chwile Tj?-*"*"_ Gdyby tska mozliwos¢ istniata, to
stan wygenerowany za pomocg procedury (5.51) bydby nieperspektywiczny.
Poniewaz w algorytmie programowania wieloetapowego generowane sg wszyst-
kie trajektorie (z pominieciem tych, ktérych nieperspektywlcznos¢ udowod-
niono), zatem odpowiedni stan perspektywiczny zostanie réwniez wygenero-
wany. Stad nieperspektywiczny stan otrzymany z (5.51) Jest eliminowany
za pomoce reguty dominacji.

5.4. ~RELACJA SYNCHRONIZACJl OPERACJI

W procesie montazu na roéwnolegtych stanowiskach®"pracy wystepuje przypad-
ki synchronicznego Wykonywania pewnych operacji po obu stronach linii.
Zatem rozwazymy obecnie model AO w réwnolegtej linii montazowej z uwzgled-
nieniem relacji synchronizacji. Model taki stanowi uogélnienie przedsta-
wionego w punkcie 5.2 modelu podstawowego.

5.4.1. Model matematyczny

Rozwazmy linie montazowa i proces montazu przyjmujac wszystkie zatoze-
nia wprowadzone w punkcie 5.2.1. Dodatkowo zatozymy, ze dana Jest relacja
synchronizacji loperacj 1, zapisana macierza:

(5.55)
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Elementy tej macierzy okreslany nastepujaco:

1, jesli operacje a>,i U dusza by¢ wykonane
réwnoczesnie “

(5.55a)
0, w przypadku przeciwnym.
Przyjmiemy, ze:
(5°56)
oraz ze operacje i &n rozpoczynaja sie w tej samej chwili 1 sg wy-

konane po réznych stronach linii.

Jako cel optymalizacji AO z relacja synchronizacji operacji przyjmie-
my minimalizacje liczby stanowisk pracy.

Analogicznie Jak w modelu podstawowym AO w liniach z réwnolegtymi sta-
nowiskami pracy, przyjmiemy kodowang zmienna tn. Model matematyczny roz-
wazanego problemu przyjmie postac:

- kryterium (5.3), (.7),
- ograniczen (5.8).

Ponadto w modelu tym wyetapiag ograniczenia synchronizacji operacji w po-
staci :

YV(<E,-«-' (> - X {53

A zatem relacja synchronizacji dotyczy dwéch operacji i &n < n«l),
ktére ea wykonywane po przeciwnych stronach linii.

5.4.2. Algorytm

Sformutowany problem rozwigzemy za pomoca algorytmu programowania wie-;
loetapowago, przyjmujac okreslenie: p7*", kn< V?" , kJ" , tJ° oraz
T?"1 - wprowadzone w punkcie 5.2.2. * algorytmie tym uwzgledni-
my ograniczenia synchronizacji operacji (5.57).

Generowanie stanow

e jak w modelu podstawowym, ze stanu p?-1°"~ mozna otrzymac
2

Analogiczni
1 .
i

dwa stany P P - wykorzystujac operacje o)n. Stany P}, j»1,2 sa do-

puszczalne, jezeli 3 «K . c.
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Wyréznity dwi# procedury generowania etandw!
1)dla operacji; Gn, ktéra spednia warunek:
1] (' )
WVY.M "0 Sse

2) dla operacji Wn. ktére nie spednia warunku (5.58).

Pierwsza procedura generowanie standéw na postac:

n

N N _1,>,-0 <* - T(«<F i.
n <1« (" Ja & -0 afeh i

5==4,(PA ' ~/0)J

- (PL wpi”1WB ¢ AP1)» (P2 - pP"?1™ *4P2) (5.59)

Wektory AP”™, j«1,2 okreslone se przez (5.-21)1 (5.22).
Chwile t* wyznaczany z nastepujacych wzoréw:

- Oezell spekniony jest warunek (5.23), to t* jeet okreslone przez (5.24).
- Oezeli warunek (5.23) nie jest spstniony, to t2 wyznaczany z (5.25).

W analogiczny sposéb, biorec pod uwage warunek (5.26), wyznaczany chwi-
le tn wykorzystujac wzory, odpowiednio (5.27) 1 (5.28).

A zatem pierwsza proceduro generowenia stanéw (5.59) daje Ildentyczne
rezultaty Jak procedura (5.20) generowania etanéw w modelu podstawowym.

Sted tez wykorzystujemy formudy (5.30) i (5.31) dla wyznaczania V?"* i
Tj 1. j-1.2.

Druga procedura generowania standw na postac:

\/\ * [f%
\n/ V 3, (Pp.18«0)a (a,, -1) a(FgT .0 ¢ <)

E-1*7)] *[(~.aD=>(p’"1'V/0)]=i>(P . pflA t AP) (5#60)
Wektor AP okreslany nastepujeco:

tn, dla i«n

*Pj t.,, dla 1-% (5.61)

o, w pozostatych przypadkach.

Poniewaz operacje w 1 dn ae wykonywane roéwnoczesnie po przeciwnych
stronach linii, zaten:

(5.62)
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Chwile tn wyznaczany ze wzoru:
max(FA"1 "% €)1 ™) jesti J| nex(1?_1, t]-1,9)J* -

Ao -1\ g -1 +Ar +

nax(T~”1 tI“J?V)J . c ¢ liP. w przypadku przeciwnym

(5.63)

A zaten operacja CJIn zostata przydzielona na prawe strone linii.

Zgodnie z procedure (5.60) generowany Jest tylko Jeden stan P, ponle-
waz stany P~ i P bytyby dla dalszych obliczehn Identyczne. Ponadto pro-
cedure (5.60) jest dwukrokowa, tzn. ze stanu P?”1™ otrzymujemy po przy-

dzieleniu operacji i ttn - stan P?+1
Réwnoczesnie z generowaniem stanu wyznaczamy na podstawie
wzoru:
ov (5-64)
przy tym

1. jesli [I |y|J r-1.».
AVj o (5.65a)
0, w przypadku przeciwnym

el £EQMHE>4"1La
Av,, [ (] (5.65b)
0, w przypadku przeciwnym

ponadto

rfi-1 -rfl1"1 - tr (5-66)

A zatem wzory (5.65) i (5.66) upraszczaja obliczenia.

Eliminowanie stanow nieperspek-

tywicznych

W rozwazany« modelu do eliminacji stsnéw nieperspektywicznych wykorzy-
etywane se regudty sondowenla (5.32), doninacjl (5.33) oraz wyczerpywanie
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(5.46). W oparciu o regute dominacji nozna wykazaé¢, ze wystarczy, by pro-

cedura generowania «tandéw (5.60) pozwalata wyznaczy¢ jeden stan

*
B

dla generacji wu i co, gdy df » 1. Zatbézmy, ze «tan P 1 otrzy-
R -1 - - re A
mujemy z P przydzielajac na lewy, e na prawe strone linii.
mp+1.12 P n
2 kolei P otrzymujemy przydzielajac (o M@ prawa, a o na lewg

strone linii @& n=

LEMAT 5.2

*p+l,1, «*1,1
StanjP dominuje nad stanem P -

0O ow o6 d: Zauwazmy, ze:

~el.1, _ qT i.i2
(5.67)
Ponadto:
W T 1710 T2+II2
1*3 TJ *TJ (5*68)
=N\ 2D
A \4 (<@nf fI7+1,H’) o <<T.J+1,||> (5.69a)

V uni &1t'12= 07;2']2* D (5.69b)
Z (5.68) wynika, ze:

U?*1-* . Kri1-* (5.70)
1sJs2 J J

Ponadto z (5.62) oraz (5.65) wnioskujemy, ze:

71N -7+1,1

vj 2 (5.71)

2 uwagi na (5.69), chwile TX+n"~ ni8 istotne w regule dominacji sta-

néw (5.33). Ponadto z réwnos¢!: (5.67), 5.68), (5.70) i (5.71) wnioskuja-
?+1,42

my, ze stan P dominuje nad stanem P
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Poniewaz reguta dominacji (5.33) Jest spedniona ''przez same réwnosci, sSt«-
7*1,1, _ 7*1,12 o ] ]
ny P i P zostaty wczesniej nazwane identycznymi.

W procedurze generowania stanow (5.60), operacje <01l con zostaja
przydzielone do najwczes$niejszego dopuszczalnego przedziad*" czasu. Przy-
dzielanie tych operacji do p6zniejszych przedziatdédw czasu daje stany nie-
perspektywiczne. Wynika to z lematu 5.1.



6. ALOKACJA OPERACJII ZASOBOW

6.1. WST|P

w rozwazany* doted procesie aontazu uwzgledniono jedynie zas6b podsta-
wowy, ktdéry stanowig stacje aontazowe (stanowiska pracy). Na liniach Mon-
tazowych Istotne znaczenie aaje rowniez zasoby dodatkowe, takie jak Mon-
terzy (lub roboty przeaystowe), narzedzia (lub aparaty aontazowe) oraz
kontenery z detalaal (lub transportery specjalne). W niniejszya rozdzia-
le zostane przedstawione problemy alokacji operacji i wymienionych zaso-
béw dodatkowych - dla linii z szeregowymi stanowiskami pracy.

W powszechnie przyjetej klasyfikacji wyréznia sie - w sensie zuzycia -
zasoby odnawialne, nieodnawialne oraz podwéjnie ograniczone. Zasoby po-
dwéjnie ograniczone se ograniczone w kazdej chwili (tak Jak zasoby odna-
wialne) oraz w pewnym okresie czasu (tak Jak zasoby nieodnawialne).

Z punktu widzenia tej klasyfikacji dodatkowe zasoby w procesie montazu se
podwéjnie ograniczone, co mozna uzasadni¢ nastepuj eco.

Proces montszu na linii Jest dyskretny, bowiea wyr6zniamy w nim niepo-
dzielne operacje oraz cykl pracy na kolejnych stanowiskach (stacjach).
Rozwazmy montaz pojsdynczego obiektu. Chassis tego obiektu Jest podawane
na pierwsze stanowisko pracy. Dla montazu kompletnego obiektu wzd¥uz li-
nii wykorzystywane se dodatkowe zasoby: monterzy, narzedzia oraz kontene-
ry z detalami. Zbiory aonterdéw, narzedzi (ich typéw) oraz konteneréw se
ograniczone w procesie nontazu pojedynczego obiektu. Ponadto na kazdym
etanowisku pracy (w kazdym cyklu) moze wystepowa¢ tylko Jeden monter,
najwyzej Jedno narzedzie okreslonego typu oraz co najwyzej Jeden kontener
z detalami okreslonego typu. Zasoby te se przyporzedkowane do okreslonych
stacji montazowych.

Wed#ug innej klasyfikacji wyréznia sie zasoby substytucyjne oraz nle-
substytucyjne. Poniewaz monterzy moge wykonywa¢ rézne operacje, zatem
stanowie oni zas6b substytucyjny. W og6élnym przypsdku za pomoce pewnego
narzedzia mozna wykona¢ wiecej niz jedne operacje, sted narzedzia mozna
réwniez traktowa¢ Jako zas6b substytucyjny. W przypadku konteneréw istnie-
je jednoznaczne przyporzadkowanie typu kontenera do typu detali i opera-
cji. Z tego wzgledu kontenery potraktujemy Jako zaso6b nlesubstytucyjny.

Problemy z dodatkowymi zasobami se zwykle wlelokryterialne. W tym sen-
sie rozwazane w poprzednich rozdziatach Jednokryterialne problemy BLM
oraz AO stanowie przypadki szczeg6lne, w ktérych dodatkowe zasoby byty
nieograniczone. W problemach AOiZ zatozymy, ze dodatkowe zasoby se ogra-
niczone.
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6.2. ALOKACJA OPERACJI 1 KONTENEROW

Rozwazmy problem, w ktérya detale potrzebne do wykonania operacji mon-
tazowych znajduje sie w kontenerach okreslonego typu. Zatozymy, ze dla
kazdego detalu (operacji) istnieje tylko jeden typ kontenera. Réwnoczes$-
nie istnieje operacje wymagajece detali tego samego typu - czyli tego sa-
mego kontenera. Grupujec takie operacje na Jednym stanowisku prscy mini-
malizuje sie liczbe konteneréw (punktéw dostaw detali) na linii montazo-
wej. Jednakze takie podejscie moze spowodowa¢ zwiekszenie liczby stano-
wisk pracy ponad ich minimalne liczbe. Zatem powstaje problem wielokryte-
rialny.

6.2.1. Model matematyczny

Zatézmy, ze dany jest zbidr £1 operacji montazowych dn, n » 1 N,
gdzie N - liczba operacji. Dane se czasy *wWn operacji ®n oraz relacja
kolejnosci w postaci macierzy p . Cykl ¢ procesu montazu spednia waru-
nek :

n»N
max AN <ec <\ "l (6.1)

1« n«N n»l

Zat6zmy, ze mamy M typéw konteneréow z detalami (M <N). Liczba kon-
teneréw kazdego typu dana Jest wektorem:

6-2)

gdzie: Zq - liczba konteneréw a-tego typu.
Przyporzadkowanie typow zasobdéw (konteneréw, detali) do operacji dane

Jest maclerze:

6.3
O * [d-.nL. (6-3)
n«li«e« N
Elementy macierzy (6-3) okreslamy nastepujeco:
1, Jesli do wykonania operacji @n potrzebny Jest
kontener z detalami a-tego typu
(6.3a)

da,n
0, w przypadku przeciwnya.
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Ponadto przyjaujeay, ze:

-
Wy -1 (6.4)

Il «n«N *e

A zatea zasoby nie se substytucyjne.

Poniewaz M < N, zatea pewne operacje wymagaje detali tego sanego ty-
pu, tzn. :

n-N

3 £ i n (6-5)

n-i
Problem alokacji zasobéw (kontenerdéw) pojawia sie wowczas, gdy:
n-N
n=1

czyli liczba operacji wymagajacych detali z konteneréw m-tego typu jest
wieksza od liczby tych konteneréw. Rozwigzanie tego problemu jest mozliwe
tylko przez grupowanie na Jednym stanowisku pracy operacji wymagajecych
detali z tego samego kontenera. Przyjmujemy bowiem, ze na stanowisku pra-
cy moze znajdowac¢ sie najwyzej Jeden kontener kazdego typu.

W rozwazanym problemie A01Z chodzi .o minimalizacje liczby stanowisk
pracy oraz liczby konteneréw kazdego typu. Przez QO oznaczymy liczbe sta-

nowisk pracy, natomiast przez QB, m - 1,...,M - liczbe kontenerdéw m-tego
typu. Tak wiec napiszemy:

5 Lk nax t1l - - aln 6.7
QO«Lcl«n«N nJ ( )

gdzie: t - chwila zakonczenia operacji on.
Ponadto
k=K
Qa * E vV k (6.6)
przy ty®

i. jesli 3 [1 tI+ - k *(da>n“l)

ok (6.82)
0, w przypadku przeciwnym
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W dalszya ciegu rozwazan przyjaleay, ze okreslona Jest hierarchia kryte-
riow} QO, Oj«... ,Qb ...
Rozwigzanie dopuszczalne ausl spednia¢ ograniczenia:

,0, (Qq Jeat najwyzszya w hierarchii).

- niepodzielnosci operacji

- kolejnosciowe

V Y ‘Un-n = A 6i0)

- zasobowe

V Q<a 611

Sformutowany problea zostanie rozwiezany aetode programowania wieloetapo-

wego .

6.2.2. Algoryta
W algorytmie prograaowanla wieloetapowego zdefiniujeay stan p?7°l pro-

cesu decyzyjnego, wartos¢ stanu oraz okresliay procedury generowa-

nia stanéw i1 eliminacji stanéw nieperspektywlcznych. Stan p?’°* definiuje-

my tak, jak dla klasycznego probleau BLM.

Definicja 6.1

Wartos¢ etanu Jest wektorea:

V2Tl . [y.7°1] (6.12)

Wspétrzedne tego wektora aozna wyznaczy¢ na podstawie stanu P?"* z formu#d

y?"1 aax PV 1] (6.13)
0 Lc 1« n <N Pn J
k-K?*"1
«0,1 n?"* (6-14)
vm * 2 q-«k
k-1
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prry ty»:

L. J.811 3 [l p”*10* - Kj A (d,.tn.i)
N (6.14a)
0, w przypadku przeciwny«

oraz

K?"1 - v?*"1 (6.14b)

Wspétrzedne wektora (6.12) nozna rénniai wyznaczy¢ na podstawlewzoroéw
rekurencyjnych - co zostanie pokazane dalej.

Generowaniestanow

Generowanie stanu P?"* na podstawie wybranego stanu P?“"*" polega
na przydzieleniu operacji an do pewnego stanowiska pracy. Z uwagi ha
ograniczenia zasobowe operacja on musi by¢ przydzielona do stanowiska
tak, by nie utraci¢ rozwigzania polioptymalnego, a Jednocze$nie nie gene-
rowa¢ standéw nieperspektywicznych. W zwiezku z tym istotne znaczenie maje
warunki :

(6.15)
K2-1* " «
[l -r .frk - (dm,f DA (dn,ﬁ D (6-16)
gdzie: Jest chwile zakonczenia wszystkich operacji w stanie P71

Dezeli warunek (6.15) Jest spedniony, to operacja ocon Jest przydziela-
na do K? ~"-tej stacji. Speknienie warunku (6.16) oznacza, ze ne
ttf-1"-tej stacji znejduje sie operacja , ktéra wymaga detalu z tego
samego kogffq%ra co operacja q> . A zatem przydzielenie operacji wn‘do
stacji K* * nie zwigeksza liczby potrzebnych konteneroéw.

Dezeli warunek (6.16) nie jest spedniony, to operacje an trzeba przy-
dziela¢ do 3tacji K? oraz 1,*"+1. Uzasadnienie takiego postepo-
wania zostanie pokazane przy dyskutowaniu eliminacji stanéw nieperspekty-
wicznych.

W zwiezku z powyzszymi uwagami wyrézniamy cztery procedury generowania
stanoéw:
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1. Ola stanu P®"1 procedura generowania stanéw ma postac:

V V (l’f (Q:» (P1,1 - PO "1 ¢ AP) (6.17)
n

n 1«”™«N u,*"
gdzie:
tn, jesli i-n
Ap. (6.18)
0, w przypadku przeciwnym

oraz

t - *ga (6.19)

Il. Dla stanu p?“1™ <N), jezeli warunki (6.15) i (6.16) se
spednione, to procedura generowania etandéw ma postac:

V'V @ rim=ny apen > 0jj~P?71 -P?2-1" + AP)
(6.20)

Elementy wektora P okreslamy na podstawie (6.18), natomiast tn wy-

i
znaczamy ze wzoru i

tn » T?-1"* + «Tn (6.21)

11l. Dla stanu p?-1"* (< i} <N), jezeli warunek(6.15) nie Jeet
spedniony, to (bez wzgledu nawarunek (6.16)). proceduragenerowania sta-
néw ma postac:

V OV (PrAa-0)A [(~An.1)==r (p?"1"* >0)] * (K?-1"* <K)A

a (VE'1'8 ¢ 1< Zg)=3> (P?°1 - P?"1°* *4P) (6.22)

Elementy wektora iP okreslamy n8 podstawie (6.18), natomiast tn wyzna-

Czamy Zze wzoru:

(6.23)
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XV. Ola stanu (i <~ < n), jezeli warunek (6.15)Jest spednio-

ny, a warunek (6.16) nie jest spedniony, to procedura generowania stanéw
as postac:

VV(pr*-o0) *k.n-> =nm >0 * (vrMi

=>»(p"?"1 . p?“1™ 4P1)* (P?*1 . p7~1=" e AP2) (6.24)

Elementy wektoroéw hPl 12AP wyznaczamy na podstawie (6.18). Ponadto

tn otrzymujemy ze wzoru (6.21), natomiast tn - ze wzoru (6.23). Stan
w12 n
P«* Jest dopuszczalny, gdy tj < K . c.

Réwnoczesnie z generowaniem stanéw mozna wyznaczy¢ wspédrzedne wektora
wartosci stanu V?" , bowiem:

v2"1 * [+ *nP <6-25€)

18"+1, Jesli J-m oraz stan P?7 byt wygenerowany

-, i za pomoce proceduryl.111 lub 1V,
A | (6.25b)
v?2el*, w przypadku przeciwnym
J-1 M.

Stosowanie wzoréw (6.25) wymaga zapamietywania wartosci atanu.

6.2.3. Eliminowanie stanéw nieperspektywlcznych

W algorytmach programowania wieloetepowego stany nleperspektywlczna
se eliminowane za pomoce regut wyczerpywania, sondowania oraz dominacji .
Rozwazane doted problemy byty jednokryterialne. Dla rozwiezywenego w tym

rozdziale problemu wielokryterialnego wprowadzimy pewne dodatkowe okre-
Slenia.

Definicja 6.2a
N-T, N,1

Stan p dominuje nad stanea P , Jezeli Jest spedniony
nek:

_ y &J . M(vi\l:u< V\’\]"l%A (VMi< Vl\"% 6.26)

0 « J < MO « a
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Definicja 6.2b
-1, N,1
Stan P dominuje nad stanea P , jJezeli Jest spedniony warunek:
[\ | [\ |
\% W,- 1 eev. 2)A (i <12) (6.27)
0O* j &M > 3
N.T, N.1-
A zatea stan P zostat wygenerowany wczesniej niz stan P

Definicja 6.3

Stany nlezdoalnowana w sensie (6.26) lub (6.27) se Pareto-ioptymalne.
Stany Pareto-optymelne otrzyaane ze stanuIPP"?l nazywaay Iokajnie
Pareto-optyaalnyai i oznaczaay Je przez P ~’ -

Definlcja 6.4

Stan P?-1 dominuje nad stanea pt Y. jezeli kazdy stan lokalnie Pa-
reto-optyaelny P N.% jest zdoainowany przez pewien etan lokalnie Pere-

>

to-optyaalny PN' -

W algorytaach programowania wieloetapowego o dominacji stanéw P?"* 1
pe 3 rozstrzyga sie bez znajomosci stanéw lokalnie Pareto-optyaalnych,
ne podstawie odpowiednich regut doalnacji.

Dla kazdego stanu P?** aozna wyznaczy¢ dolna ograniczenie
G mO0..... M), J-ted wspétrzednej "Zwartosci odpowiednich stanéw konco-
wych, tzn.:

bj"1« V.""1? (6.28)

w oparciu o dolne ograniczania formutowane se reguty sondowania
oraz wyczerpywania.
Reguta sondowania w ogélnym przypadku aa posta¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.1

Stan P?** jest nleperapektywiczny, jezeli istniej* stan Pareto-opty-

«IP

aalny pN spedniajecy warunek:

(6.29)

Dowod tego twierdzenia wynika wprost z (6.28) oraz (6*26) lub
(6.27).
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W regule wyczerpywania nozna wykorzysta¢ dopuszczalne wartos¢ g°
(k lub z>t n »1 M) j-tego wskaznika kryterlalnego.
TWIERDZENIE 6.2

Stan p7"* Jeet nleperspektywlczny, jesli spednia warunek:

3

(6.30)

Dow6 d wynika z faktu, ze przy speknieniu warunku (6.30) nie nozna
wygenerowa¢ dopuszczalnego stanu koncowego.

W rozwiezywanym problemie A01Z reguty ellnlnacjl stanéw nieperspekty-
wlcznych nozna efornutowa¢ nastepujaco.

TWIERDZENIE 6.3

Stan P dominuje nad stanem P , jezeli Jest spekniony warunek:

VvV .ovihu (TTHN I A 1 <V 12

+v > " (6.31)
Dowodd: Zat6zny, ze dane se trajektorie lokalnie Pareto-optyaalne
?.12 N_IP
P — . Dla kazdej trajektorii mozna napisac:
N, 1| V.12 N_T]
VvJ " Va + 3-0..._. M (6*32)
_ _ _ j *ND _
OeZeli operacje an i Sl (oraz & ) =zostane przydzielone
. . B . 7.i2 n il
do stacji montazowych tak Jak w trajektorii P ye--sP , lecz od
2" *
stanu P’ 1, to otrzymamy dopuszczalne trajektorie P ,...,PN &’. Do-

puszczalnos¢ tej trajektorii wynika bezposrednio z (6.31). Analogicznie
do (6.32) napiszemy:

N 5 N.X
3 3 ¢ Av, Fee,... M (6.33)

Zauwazmy, ze:

(6.34a)
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a ponadto;

- iv. <1 (6.34b)

A zaten z (6.32) 1 (6-33) otrzynany:

N N.1? **1 N 9 N#E
V-" - V. “ (V. - V. 2) e 2) (6.35)
m»l ... M

Uwzglednlajec (6.31) 1 (6.34b) w (6.35) otrzynany:

< vn n.b..._. M (6-36)
Xl 7*N2
Poniewaz T < T *_  zaten:

v Xy NS (6.37)
J 3 J-0..... M
11
Z (6.34a), (6.36) i (6.37) wynika. Ze stan P dominuje nad stanem
p’ 2.4

Dla regut sondowania i wyczerpywania nalezy okresli¢ dolne ogranicze-
nia wspodrzednych wartosci stanu lokalnie Pareto-optynalnego.

TWIERDZENIE 6.4

Dolne ograniczenia b""1, J«0,...,M, wyrazaje wzory:

- [fo-2*1 £ .<,>] * (6.38.)
w_ §1&7°1
n
bR"1 « VI’X & [i(T7.% + X1 #,)1* - v7°x (6-36b)
L J -1 M
gdzie: w"™ - operacja wynagajeca detalu n-tego typu.

Dowodd: Wzér (6.38e) udowodniono w klasycznyn nodelu BLM. Ola do-

wodu (6.38b) zauwazmy, ze w stanie p7°X liczba wykorzyetanych zasoboéw
(konteneréw) n-tego typu wynosi przy ityn na ostatnln stanowisku
pracy noze znajdowa¢ sie zas6b n-tego typu. Najnnlejsze zapotrze-

bowanie na zeedb n-tego typu wyetepl wéwczas, jezeli operacje on bede
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tworzyty enklawe, wykonywane od chwili T?*X, Liczba stanowisk pracy (po-

nijajec ) potrzebnych dla wykonania tej enklawy jest najnniejsze licz-

be konteneréw n-tego typu.
Rozwazny obecnie uzasadnienie dla przedstawionych wczesniej procedur
generowania stanéw.

TWIERDZENIE 6.5

Dezeli w etanie P* , 1<7 < N, dla operacji an spednione se
warunki (6.15) 1 (6.16), to przydzielenie tej operacji do k-tej stacji,
K2-1 &, < k ~ K> d8je gtan nieperspektywiezny. .

O ow 6 d: Zatbézay, ze przydzielajac operacje a do KM1"®"-tej

{stacji otrzynany stan P , hatoaiast przydzielalec te operacje do

k-tej stacji, Kh‘_l £ <k« K, otrzynaay stan pvt 2. Rozwazny trajekto-
rio N, IE

rie lokalnie Pareto-optynalne P .- ,P . Trajektorii takiej odpo-

wiadaje podzbiory operacji:

« R

Zauwazmy, ie wychodzec ze stanu P nozna skonstruowac¢ trajektorie

wxq
¢ ,---,P " , ktorej odpowiadaje podzbiory operacji:

gdzie:
N -0 6 .39a
" C )
K 1< & < k
a ponadto:
a”.*« a~"l2\con (6 -39b)
Vv a’-* - « N1 (6-39¢)
k< J «K 3 J
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Ponadto:
N,», - N,12
VI " ft 2.0, u "n (6-39d)
1 Kf 1
oraz
N.1jj
vy« M i Fii o Fii (6-39%)
1 <’i <K
Ola trajektorii PO'l ~7711 ,BN> moZemy napisac:
WY 98BS msie.. o (6.408)
e»l
R ; . 01 ?"*2 N, 1N ; R
natomiast dla trajektorii P * ,.__,P ye--sP - analogicznie:
(6.40b)
Z (6.39) oraz (6.15) i (6.-16) wldziay, ie:
gy - gy a2, (s»l.... K * I (6.4i1a)
0
qg-kA] qg,iz_ sk (6.41b)
A zatea:
N N-12
va*a’ <va 2 (6-423)
VN'L_\}:{.:L%’ (AMt»0,... M) a (jij~"b) (6.42b)

Na podstawie (6.42) oraz definicji (6.26) 1 (6.27) wnioskujeay, ze stan

np
P doainuje nad stanea P XZ 6_1
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WNIOSEK 6.1

Jezeli w stanie P?-1 operacja wn spednia warunek (6.15), lecz
nie spednia warunku (6.16), to przydzielenie tej operacji tylko do
K* ""'-tej stacji moze spowodowa¢ utrate trajektorii polioptymalnej.

0 ow 6 d: Jezeli warunek (6.16) nie jest speiniony, to etosujec te
same oznaczenia Jak w tw. 6-5 otrzymamy:

N *1 n % N-1?

Qci :; > W, * @ik «%.Kk 5 643>

Pozostate sktadniki sum (6.40) pozostaje bez zmiany. W konsekwencji nie-
rownos¢ (6.42a) moze by¢ zastepiona przez:

Nt N(12
ViR syl VTS (6.44)
. 2"
A zatem stan Pi?*2 moze dominowa¢ nad stanem P’ Xl. Sted tez zastoso-

wano procedure (6.24) generowania standw.

6.2.4. Potloptymallzaeja

Rozwiezanie polioptymalne Jest Jednym z rozwiezan Pareto-optymalnych.
Mozna Je wyznaczy¢ stosujec globalny model preferencji decydenta Q. Mo-
del ten moze wyraza¢: sume wazone, odpowiedni dystans pomiedzy punktami
w przestrzeni kryteriéw lub zagregowane funkcje przynaleznosci (dla pro-
gramowania rozmytego).

Definicja 6.5

Stan polioptymalny P33 Jest stanem Pareto-optymalnym epedniajecyta wa-
runek :

min QN,IP . Qp (6.45)
1

Tak wiec w algorytmach programowania wieloetapowego mozna generowac
kolejno stany koricowe i pordéwnywaé¢ je ze stanem aktualnie polioptymalnym
(najlepszym sposrod wygenerowanych). Zatem nie trzeba zapamietywaé¢ standw
Pareto-optymalnych.

Wprowadzenie syntetycznej wartosci stanu (zamiast wektora (6.12)) Jest
dopuszczalno tylko w przypadku braku ograniczen g , J=1,...,M. Jezeli ta-
kie ograniczenia istnieje, to wartos¢ stanu musi by¢ wektorem. Ponadto
reguty dominacji oraz wyczerpywania stanéw wymagsje znajomosci wspoédrzed-
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nych wektora wartosci stanu. Taki przypadek reprezentuje funkcja uzytecz-
nosci w postaci ograniczen progowych lub hierarchizacji kryterioéw.

W metodzie hierarchizacji kryteridw przyjmuje sie, ze kryteria se upo-
rzedkowane w sensie lich waznosci (zatézmy, ze od Qg do QM). Ponadto za-
ktada sie tolerancje (bezwzgledne) o, dla wskaznikéw kryterlalnych ,
j mO..... M. W ten spos6b z dwéch rozwiezan pierwsze Jest lepsze od dru-
giego, Jezeli jest spedniony warunek:

@ <Q1 -V UY-Rl«  [*@ <Q2 “<V (6.40)

W programowaniu wieloetapowym warunek (6.46) odnosi sie do dwoch sta«
né« koncowych (N-tego etapu). Jednakze stany konicowe se generowane sek-
wencyjnie. Z tego wzgledu w metodzie hierarchizacji kryteridw nie wy-
starcza zapamietywac¢ tylko stanu aktualnie polioptymalnego. W ogd6lnym
przypadku trzeba zapamietywaé¢ pewien podzbidér standéw Pareto-optymalnych,
ktore nazwiemy perspektywicznymi stanami Pareto-optymalnymi.

Algorytm wyznaczania rozwiezania polioptymalnego metode hierarchiza-
cji kryteriow sktada sie z naetepujecych krokéw obliczeniowych:

Krok 1. Sprawdzié¢, czy wygenerowano wszystkie stany N-tego etapu. Jezeli
nie, to wygenerowa¢ kolejny stan koncowy P 1 i przejs¢ do kro-
ku 2. Jezeli tek, to przejs¢ do kroku 4.

0
Krok 2. Sprawdzié¢, czy stan PN % JestPareto-optymalny. JeZ?Ii tak, to

przejs¢ do kroku 3. Jezeli nie, to pomlnec stsn P S przejsc¢
do kroku 1.

Krok 3. Sprawdzi¢, czy stan p"",w jest perspektywicznym stanem Pareto-
-optynalnym. Jezeli tak, to wkteczy¢ go do zbioru perspektywicz-
nych stanéw Pareto-optymalnych. Jezeli nie, to pomlne¢ stan phSt-
1 przejs¢ do kroku 1.

Krok 4. Wyznaczy¢ stan polloptymalny ze zbioru perspektywicznych stanéw
Pareto-optymalnych.

N X

Sprawdzenie, czy stan P *" Jest perspektywicznym stanem Pareto-opty-

malnym, Jest oparte tylko na najwyzszym kryterium w przyjetej hierarchii.

Niech PN ™ Jest perspektywicznym stanem Pareto-optymalnym. Stan pN ">
Jest perspektywicznym stanem Pareto-optymalnym, Jezeli spednia warunek:

(6.47)

A zatea stosowany Jest tylko pierwszy czdon alternatywy (6.46). Werto
podkresli¢, ze Jezeli:
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-
A*v *0 < vS'iP (6.48)

to stany PN'IP se usuwana ze zbioru perspektywicznych stanéw Pareto-rop-
tymalnych.

Wyznaczenie stanu polioptymalnego P ze zbioru perspektywicznych sta-
néw Pareto-optymalnych Jest oparte na kryteriach: Q1,...,Qm....,QM. Po-
niewaz zbidr perspektywicznych etandéw Pareto-optymalnych jest dany expli-
cite, zatem rozwiezanie polioptymalne wyznaczamy wedfug znanego schematu.
W k-tym kroku, k « 1 M, eliminujemy stany PN,4-, ktére spedniajg wa-
runek :

>1" vjj'l +«Jk (6.49)

W ten sposdéb w M-tym kroku otrzymujemy rozwiezanie polioptymalne.

6.3. ALOKACJA OPERACJI | NARZADZI

Rozwazmy obecnie problem alokacji operacji i narzedzi. Narzedzia se
traktowane jako zasoby substytucyjne. Przyjmiemy, ze dla wykonania kaz-
dej operacji potrzebne jest Jedno narzedzie. Jednakze moze to by¢ jedno
z narzedzi dopuszczalnego typu. Ponadto zatozymy, ze na stanowiska pracy
moze by¢ przydzielone najwyzej jedno narzedzie kazdego typu. A zatem roéz-
ne operacje moga by¢ wykonywane narzedziem tego samego typu oraz réznymi
(dopuszczalnymi) narzedziami mozna wykonywa¢ te same operacje.

Analogicznie Jak dla alokacji operacji i konteneréw rozwiazany zosta-
nie problem wielokryterialny. Jako kryteria przyjmiemy liczbe stanowisk
pracy oraz liczbe narzedzi kazdego typu. Zatozymy, ze kryteria te tworze
okreslonag hierarchie. Grupujac na stanowisku pracy operacje wymagajace
tego samego nharzedzia, minimalizuje sie liczbe potrzebnych narzedzi.
Roéwnoczesnie jednak moze to prowadzi¢ do zwiekszenia liczby (ponad mini-
malng) stanowisk pracy. Rozwiezanie poliotymalne zostanie wyznaczone me-
tode hierarchizacji kryteriow.

6.3.1. Model matematyczny

Zat6zmy, ze dany Jest zbidér 1ii operacji «n,n e 1,...,N. Relacja ko-
lejnosci wykonywania operacji dana Jest macierze Jl . Przyjmiemy, ze da-
nych jest M typow narzedzi (m < n). Przez zm oznaczymy liczbe narzedzi
m-tego typu. Przyporzadkowanie typéw zasobow (narzedzi) do operacji da-
ne Jest macierze (6.3), gdzie d* n = 1, Jesli do wykonania operacji on
potrzebne jest narzedzie m-tego typu (dm n = O, w przypadku przeciwny»).

Poniewaz zaktadamy, ze narzedzia se zasobami substytucyjnymi, zatem za-
miast (6.4) napiszemy:

3 12 dm,n > 1 (6-50)
1jJjgn «N m-1

czyli operacja an moze by¢ wykonana réznymi narzedziami.
Ponadto nierownos¢ (6.5) pozostaje w mocy.

Problem alokacji zasobdw (narzedzi) pojawia sie wéwczas, gdy jest sped-
niona nieréwnos¢ (6.6), czyli w koneekwencji:

m-M

y~] zm< N (6.51)
m-1

A zatem w celu rozwiezania problemu nalezy grupowa¢ na stanowiskach ope-
racje, ktore moge by¢ wykonywane narzedziem tego samego typu.
Zatozymy, ze czasy wykonania operacji dane se macierze:

®-P?1 1 (6.52)

gdzie: <¥ n - czas wykonania operacji @n narzedziem m-tego typu.
Wprowadzajec macierz (6.52) mozna przyjec¢, ze n“1* m,n N c*
A zatem przyporzedkowanie zasobdéw (narzedzi) do operacji Jest zalezne od
cyklu.

W modelu matematycznym AOiZ (nharzedzi Jako zasobu substytucyjnego)
przyjmiemy hierarchie kryteriéw: 0g-Oj<eee»Qm *ee OM (Qq - Jest najwyz-
szym w hierarchii). Funkcje kryterialne maje posta¢ (6.7) i (6.8), z tym
ze dla zasobéw substytucyjnych przyjmujemy:

1, Jesli na k-tej stacji wykorzystywane Jest
narzedzie m-tego typu
v K (6.53)
0, w przypadku przeciwnym.

Rozwiazanie dopuszczalne musi spednia¢ ograniczenia: niepodzielnosci
operacji (6.9), kolejnosciowe (6.10) oraz zasobowe (6.11). Sformutowany
problem zostanie rozwiazany metoda programowania wieloetapowego.

6.3.2. Algorytm

W algorytmie programowania wieloetapowego dla AOiZ, w przypadku zaso-
béw substytucyjnych, wprowadzona Zostania odmienna od dotychczasowych, de-
finicja stanu. Stan powinien zawiera¢ informacje o numerze stacji, do kté-
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rej przydzielono operacje oraz o typie narzedzia wykorzystanego do wyko-
nanie operacji. Pozostate elementy algorytmu se analogiczne do przedste-
wionych w punkcie 6.2.

Definicja 6.6

Dla zasobdéw substytucyjnych stan jest macierze:

p7,1 W 13311, .. N (6.54)
J-1.2
Elementy tej macierzy okreslamy nastepujeco:
m, jesli do wykonania operacji U, wykorzystano
narzedzie m-tego typu
(6.54a)

L 0, w przypadku przeciwnym

*o.«e3H4TT 2101 om ™
Pid - (6.54b)
0, w przypadku przeciwnym.

gdzlet n “ chwile zakonczenia operacji th za pomoce narzedzie m-tego
typu.
A zetem stan poczetkowy P Jest macierze zerowe, natomiast kazdy stan

koricowy pN,X aa wszystkie wspéirzedne dodatnie. Ze stanu pN,X mozna od-
czyta¢ wprost dopuszczalne AOIZ, poniewaz:

kn - FL PN L (6.55)
gdzie: k - nHm%r stacji, do ktorej przydzielono operacje co_. Ponadto

wspodrzedna Pn"j okresla wproet typ narzedzia wykorzystanego do wykonania
operacji 0G)n.

Wartos¢ stanu V?7* zdefiniujemy w postaci wektora (6-12). Wspodrzedne
tego wektora mozna wyznaczy¢ na podstawie stanu P?"1 lub rekurencyjnie w
trakcie generowania stanéw. Ze stanu pV™”~ otrzymujemy:

"»lm[*>««.7&]* 6K,)
1. jesli 3jL1p~: T+ - k .A(pdJ . m) (6 .56b)
fi7_T(l <

0, w przypadku przeciwnym.
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Ola wyznaczenia stosujemy wzér (6.14), ktérego sktadniki wyznacza-

my z (6.56b).
Zauwazmy, ze dla problemu AOiZ, w przypadku zasobéw substytucyjnych,

chwile T?°* zakonczenia operacji w stanie P4’1 wyznaczamy ze wzoru:

T?*1 - 13 (6.57)

Generowanie stanow
Generowanie stanéw dla substytucyjnych zasobéw przebiega analogicznie
jak dla zasobdéw niesubstytucyjnych. A zatem stosowane se cztery procedury

generowania stanéw, w zaleznosci od spednienia warunkéw:

(6.58)

g« ’=-1-1 . (-0 *=-*"*»*_ |«

3 {[l (6.59)

Istotna réznica polega Jedynie na tym, ze dla realizacji operacji «n
przydziela sie narzedzia (dopuszczalne) réznego typu.

Generujec stany sprawdzamy warunki (6.58) i (6.59) dla kazdej operacji
a&n< ktora nie zostata przydzielona do realizacji. Ponadto warunki te
sprawdzamy dla kazdego narzedzia dopuszczalnego typu, tzn. dla dB n«l.
A zatem otrzymujemy nastepujece procedury generowania standw:

I. Dla 3tanu 0.1

Y V V ™o rﬁo) A(d‘:*rs;il-)A(‘/L_(( C): (pl1 "'« PO,1 +iP)

» (6.60)
gdzie:
- m. Jeshli I»n (6.61a)
il
! 0, w przypadku przeciwnym
oraz
.pq s
1*61i (6.61b)
AP 1 o

0, w przypadku przeciwnym.
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IX. Ole stanu P?"1* (1< 7 <CN), Jezeli warunki (6.58) i (6.59) se
spetnione:

A(p-Z°1 . PP-1"* + AP) (6.62)

Elementy macierzy AP okreslamy nestepujeco:

m,, Jesli i=n

AP i 6.63a
Api.l 0, w przypadku przeciwnym ¢ )

t,, JesU APi j-«

Apl,2 (6.63b)

0, w przypadku przeciwnym

ponadto przyjmujec najkrotszy czas «B>n wykonanie operacji, otrzymamy
Vn - (6.63c)

I11. Dla stanu P~ 1 a < « n), Jezeli warunek (6.58) nie Jest
spedniony, to (bez wzgledu na warunek (6.59)) procedura generowanie sta-
néw ma postac:

YYY aw 2iag]rice-- < *

ACdm.n“l) *(vr1A*l * 2m)=J (p7.1 " PI*Lft"+ AP) (6.64)

Elementy macierzy AP okreslamy przez (6.63a) i (6.63b), Jednakze:

‘m.n “ K? 1,X e c +”"™».n (6.65)

IV. Ola etanu pf 1°5" (i <~sen), jezeli warunek (6.58) Jest spetniony,

a warunek (6,59) nie jest spedniony, to procedura generowania stanéw ma
postac:
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VVV (p-2=0)A[UN-i)2(p~r~r>0)].(d,>n.i)A

A (V291,841 . P,_1u+APE). (pn7 2 - p?U1 ™ AP2)]
(6.66)

Elementy macierzy AP1 1 AP2 wyznaczamy z (6.63a) i (6.63b). Ponadto
t otrzymujemy z formudby (6.63c)\1*natomiast €© n - z Formuby (6.65).

*
Stan P Jest dopuszczalny, gdy tg n« K . c.

Roéwnoczesnie z generowaniem stanéw mozna wyznaczy¢ wspodrzedne wektora
wartosci V?"1, bowiem:

R1 - [~ t .67
v ke *mnd (8-672)
oraz
dla 3t=m JesH stan pi’l byt wygenerowany
B za pomoce proceduryI™Il lub IV
I»! (6.67b)
VI R
w przypadku przeciwnym.
Eliminowanie stanobw nieperspek-

tywlcznych

Do eliminacji stanéow nieperspektywicznych nozna wykorzysta¢ reguty do-
minacji. wyczerpywania oraz sondowania.

Reguta dominacji Jest oparta na twierdzeniu (6.31). Oowdd tego twier-
dzenia dla zasobdéw substytucyjnych przeprowadza sie identycznie Jak dla
zasobow niesubstytucyjnych. Ponadto analogicznie Jak dla zasobéw niesub-
stytucyjnych mozna uzasadni¢ stosowanie czterech procedur generowania sta-
noéw.

W og6élnym przypadku okreslenie dolnych ograniczen zuzycia zasobéw sub-
stytucyjnych Jest problemem ztozonym. Z tego wzgledu pominiemy regude son-

dowanie .
Reguta wyczerpywania Jest oparta na oszacowaniu (6.38a).

TWIERDZENIE 6.6

Stan P?’* jest nieperspektywiczny, jezeli spstnia warunek:

m-M m«M
Mj*1l > KV (£ yj*L e bg"l - K**1» 22 z.} (6768)
*«1 m.i

~podstawiaJ*c czaa
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Dowod: Pierwszy sktadnik alternatywy (6.68) mozna uwzglednic
wprost w (6.30). Natomiast drugi sktadnik taj alternatywy dotyczy mini-
malnego zapotrzebowania na narzedzia w stenie P?"X. Jezeli liczba po-
trzebnych narzedzi jest wieksza od liczby dostepnych narzedzi, to ze eta-
nu P?" nie nozna uzyskac¢ dopuszczalnegcf rozwigzania problenu.

Rozwiezanie Pareto-optynalne oraz polioptymalne mozna wyznaczy¢ za po-
moce algorytmu przedstawionego w punkcie 6.2.

6.4. ALOKACJA OPERACJI I MONTERCW

Monterzy stanowie zas6b substytucyjny. Na kazdej stacji moze pracowac
jeden monter (zatozono linie o szeregowych stanowiskach pracy). Ponadto
kazdy monter moze by¢ przydzielony tylko do Jednej stacji. Z tego wzgledu
problem alokacji monteréw moze by¢ traktowany Jako szczeg6lny przypadek
problemu alokacji narzedzi, w ktérym z » i, mm 1,__.,,M

Poniewaz na kazdej stacji musi pracowa¢ Jeden monter, zeten problem
alokacji operacji i monterow Jest Jednokryterlalny. Liczba monteréw w pro-
cesie montazu Jest roéwna liczbie stanowisk pracy. Jednakze z uwegi ne roéz-
ne czaay wykonywanie tej samej opracji przez réznych monteréw, problem
alokacji operacji i monterdéw nie Jest roéwnowazny problemom BLM lub AO.

6.4.1. Model matematyczny

Zatozmy, ze dany Jest zbiér Q operacji fen, n » 1,...,N. Relacja ko-
lejnosci wykonywania operacji okreslona Jest macierze P . Do wykonania
operacji danych Jest M monteréow (M <N). Czasy wykonania operacji dane se
macierze (6.52), gdzie «Il n oznacza czas wykonania operacji wn przez
m-tego montera, w procesie montazu dany jest cykl c. Jezeli:

c< ~n.n (6*69)
to m-ty monter nie moze na linii wykona¢ operacji U n<
Na linii szeregowej na kazdym etenowisku pracuje Jeden monter, co sta-

nowi ograniczenie zasobowe. Dopuszczalne rozwiezanie problemu alokacji

operacji 1 zasobdéw musi spednia¢ ponadto ograniczenia niepodzielnosci orez
kolejnosci operacji:

C Ve Sk g IR 60
VV3 3(,., = «t - ) 6.7

gdzie: tl n - chwila zakohczenia operacji #©sn przez n-tego montera.
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W rozwazanym problemie AOiZ przyjmujemy kryterium minimalizacji licz-

by stanowisk pracy, cozapiszemy w postaci:

Q« ]! max t

T — — min (6.71)
L 1Sn<N "n""J
Dla rozwiezanla dopuszczalnego spedniony jest warunek:

Q « M-S K (6.71e)

6.4.2. Algorytm
Ola rozwiezanla sformutowanego problemu wykorzystamy algorytm progra-
mowania wieloetapowego. Stan p?*" zdefiniujemy tek Jak w (6.54) przyj-

muj ec, ze " B> Je*»Il m-ty monter wykonuje operacje wn.

Oefinlcle 6.7

Wartos¢ etanu jest skalarem:

w?"1 -Ti max (6.72)
Lc1<1<N 'z

Wartos¢ stanu nozna roéwniez wyznaczy¢ wprost w trakcie generowania standw.

Generowanitie stenow
Zatézmy, ze deny Jest eten pved* t 1 « ~ N. Oznaczmy przez P nu-
mer montera, ktéry wg stanu p?-1"®" zostat przydzielony na KN 1 ""-te ete-

nowleko pracy (stacje montazowe). Numer ten okreslamy ze wzoru:
3 - T?°L,a")=>(fi- p”"JI"*"). (6.73)

Wyréznimy dwie procedury generowenle stanéw, w zaleznos$ci od spednie-

nia werunku:

.Cc - t?-1™ > # n (6.74)

Jezeli werunek (6.74) Jeet «pedniony, to procedura generowanie etendéw me

V V Q5IA-C* [(*.H)=,*(pE£i'*>0)] =*

=£> (Pi?*1 m p?”1® + Ap) (6.75)
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Elementy macierzy AP okreslamy z (6.63),
przydzielona {t-temu monterowi .

Jezeli warunek (6.74) nie Jest spedniony,
wana na -szej stacji

poniewaz operacja o)n Jest

dzielony do poprzednich stacji montazowych.
dura generowania stanéw ma postac:

VVV V@0t ) (prr>o)la

m 1~JAN e 2

a (P >/ A (g < © - (P?*1 - P?-171 +AP)

Elementy macierzy AP

okreslamy w tym przypadku przez (6.63a), (6.63b)
oraz (6.65).

Generowanie stanéw z P®"* przeprowadza sie zgodnie z procedure (6.60).
W trakcie generowania standéw wyznaczamy wprost wartos¢ stanu:

V'l - [1 Vn]

<6*77>

Jezeli operacje ©n przydzielono a-temu monterowi .

Eliminowanitie etanow

nleperepek-
tywicznych

Do eliminacji etandéw nieperspektywicznych wykorzystuje sie reguty wy-
czerpywania, sondowania oraz dominacji. Regudta wyczerpywania jest oparta
na naatepujecyn twierdzeniu

TWIERDZENIE 6.7

stan P?-1  gest nieperspektywiczny, jezeli spednia warunek:

3V V  ([RIOA(R AAEST ) (RLeVA<H )
(6.78)

Dowodd: Zgodnie z przedstawionymi procedurami

oraz (6.78) operacja ton
A zatem ze stanu P?°"

generowania stanéw
nie speinia warunku dla wygenerowania stanu.

nie mozna dojs¢ do dopuszczalnego stanu koncowego.

Reguta sondowania ma posta¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.8

Stan p7°* Jest nieperspektywiczny. Jezeli spednia warunek:

ve« [+ (T?°1 o ~un-r)] (6.79)

to operacja Jest wykony-
przez m-tego montera, ktory nie zostat przy-

A zatem w tyn przypadku proce-

(6.76)
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gdzie: v - wartos$¢ aktualnie najlepszego stanu koﬁcowegon,*n - naj-

krétszy czas wykonania operacji O>n przez jednego z aonterdéw nie przydzie-
lonego do k-tej stacji, k « -1.

0 ow 6 d: Mozna zauwazyc,

przez analogie do (6.38a), ze prawa strona
nieréwnosci

(6.79) Jest dolnya ograniczeniem liczby stanowisk prscy. A za-
tem zgodnie z definicje (6.29) etan p'"?”* Jest nieperspektywiczny. Formu-
4y (6.38a) 1 (6.79) pokrywaje sie, Jszell czasy wykonania opsracjl se ta-

kie 3ame dla réznych monteroéw.

Rozwazay dwie reguty dominacji stanéw, stosowane w zaleznosci od spet-

nienia warunku:

Y Y (pSi-0)*[(W 1)= PEJIPH 7.1 e**« k7.1 ey
A zatea w stanie PV~1

na ostatnie stacje, tzn. K?*1. nie nozna juz

przydzieli¢ zadnej operacji.

TWIERDZENIE 6.9

N\
Stan P doainuje nad stanea P , Jezeli obs spedniaje waru-

nek (6.80) oraz warunek:

S A Wri*ti . Ta-1r, (6>ei)
gdzie: W?"* - zbidr aonterdéw wykorzystywanych w stanie P1?"*.
Jezeli
3 - m (6-82)
n H
to a-ty aonter nalezy do zbioru W?7*.
Dowod: Z warunku (6.81) wynika, ze:
_Jéps 653
Y -V
R . R R 2" ~f.__P " 2 mozemy napisac:
Ole trajektorii lokalnie optynalnej P
N"I2 . v*2°12 ¢ AV2 (6-84)
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2 e
gdzie: - minimalna liczba etanowisk pracy dla wykonania operecji
?22°Nn2 . _ . R NQHND
O p § przez monterdéw nie nalezecych do zbioru W . Analo-

R R _ _ _ . 21 * N f1*

gicznie dla lokalnie optymalnej trajektorii P y---sP otrzymany:

N, 1- #1- n

v Y] ¢ Av (6.85)
Poniewaz zgodnie z (6.81), & 2 fi oraz W 1 mw za-
tem?:

AV1 < iv2 (6-86)
Uwzgledniajac (6.86) w (6.85) otrzynany:

N_17? N_17?

* « V (6.87)
czyli stan P7I#AI dominuje nad atanen P »I«.D

W przypadku gdy stany P nie spe#niaja warunku (6.80)
reguta dominacji stanéw ma posta¢ twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.10

P 7413

Stan deminuje—nad  stanem P° , Jezeli- Jest spekniony

nek :

@, S0, N Ty pIE T

, 2.1, 7«12
A (T 1« T 2) (6-88)
gdzie: - numer montera, ktéry z09tet przydzielony na ostatnig sta-
cje, tzn. K?"1, w stanie p7°*.
. R . R _ <u2 N.1° R
0 ow 6 d: Ola trajektorii lokalnie optymalnej P — napi-
szemy :
N_T] N.12
v “ - v £ ¢ /W* (6.89)

7.1.
Jezeli Jest spedniony warunek (6.88), to od stanu P nozna zrealizo-
wa¢ alokacja operacji i monterdow wynikajaca z lokalnie optynalnej trajek-
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torii P T __L....ll0 . W ten sposo6b otrzymujeny dopuszczalng trajekto-
rie P7711_...PN"™~
Poniewaz w* * m w7 2, zaten:

v 72 - vN,9% (6.90)

N,10® i N

Lecz dla stanu lokalnie optymalnego P » z uwagi na T « T ,
otrzynany:

\% 1 « Vv (6.91)

Al 9,1p

Z (6-90) 1 (6-91) wynika, ze stan P dominuje nad stanem P I .0

TWIERDZENIE 6.11
Jezeli w stanie p"7-1"*" spedniony Jest warunek (6.74), to przydzie-
lenie operacji wn do k-tej stacji, k7-1,0"< k « K, daje stan nieper-

spektywiczny.
. . . R _ _ r1 A
O ow 6 d: Zatézmy, ze przydzielejac operacje @n do K* "A-ted
stacji otrzymamy stan P,7*Al , hatomiast przydzielajac operacje wn do
2 7

R . ? 7*2 . .
k-tej stacji otrzymamy stan P . Zauwazmy, ze:

2 (6.92)
th7*FL < t7 1z (6.93)
wW7*1 C W 2 <6.94)
1 10

. - - _ vV 2 2 -
Rozwazmy trajektorie lokalnie optymalng P R , dla ktérej na-
piszemy :

N.1° fl.l- .

\% 2 v 2 e 4v2 (6.95)

przy tyn dla stacji 31. X - K?"1 ¢ 1, __,k-1 otrzynujeny:

(6.96)
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Z uwagi na (6.92), (6.93) i (6.94) od stanu N nozna zrealizowac
alokacje operacji i aonterdow, ktéra wynika z trajektorii lokalnie opty-
T""2 N, Ig fl,L >

malnej P y---,P . A zatem otrzymamy trajektorie P ys---P R

dla ktérej napiszemy:

«"* m V«*

Przy uwzglednieniu (6.96) otrzymamys

V7*2 114
\%

v - -1 <6.98a)

0 « Avd - 4v2 <1 <6.98b)

A zatem z (6.95), (6-96) 1 (6.98) dochodzimy doi

1
\% P« y* « v 2 (6.19)

poniewaz stan P ~ na og6t nie Jest 9tanea lokalnie optymalnym P

Twierdzenie 6.11 daje uzasadnienie dla stosowania podanych wczesniej
procedur generowania standw.

7. ZAKONCZENIE

W rozprawie przedstawiono wybrane deterministyczne modele Jednowersyj-
nego procesu montazu. Dla sformutowanych problemédw opracowano nastepujece
algorytmy:

BLM (z dodatkowymi parametrami operacji, z enklawami operacji, z fron-

tami pracy oraz z uwzglednieniem kosztu montazu),

- A0 na linii o szeregowych stanowiskach pracy (z ograniczeniami pozycyj-
nymi, z ograniczeniami czasowymi, z ograniczeniami zakresowymi oraz
dla linii asymetrycznej),

- A0 na linii o réwnolegtych stanowiskach pracy (dle modelu podstawowego
z relacje wykluczania oraz z relacje synchronizacji),

- AOiZ (z uwzglednieniem kontenerdéw, narzedzi oraz monteroéw).

Wszystkie algorytmy oparto na metodzie programowania wieloetapowego.

W DODATKU przedstawiono modele 1 algorytmy eterowanie dynamicznym pro-
cesem montazu (jJednowersyjnym oraz wielowersyjnym). Se to algorytmy symu-
lacyjne oparte na réwnaniach stanu procesu montazu.

Modele i algorytmy BLM, AO oraz AOiZ dotycze Jednowersyjnego montazu
na linii w przedziale [0.cJ. Modele 1 algorytmy sterowania montazem pozwa-
laj e analizowa¢ przebieg procesu, gdy w przedziale [0,cJ montowane se
obiekty réznych wersji.

Z teoretycznego punktu widzenia w rozdziatach: 2, 3, 4, 5 1 6 rozprawy
rozwazano problemy alokacji zasobdéw. BLM stanowi szczegélny przypadek alo-
kacji zasobow, w ktorym dla kazdej operacji przydzielane Jest Jedno sta-
nowisko pracy. Przy tym nie rozréznia sie stacji i stanowisk pracy.

AO Jest szczegélnym przypadkiem alokacji zasobéw, wjktérym kazdej operacji
przydzielone jest stanowisko pracy na okreslonej stacji montazowej. Sta-
nowiska pracy stanowie podstawowy zas6b w procesie montazu. Uwzglednienie
zasobow dodatkowych (kontenerdéw, narzedzi oraz monteréw) prowadzi do
og6élnych modeli alokacji zasobow. Z powyzszych wzgledéw problemy rozwaza-
ne w rozprawie nazwano ogolnie alokacje operacji i zasobdw.

Z praktycznego punktu widzenia w procesie montazu istotne znaczenie ma
okreslenie stanowiska pracy, na ktérym ma by¢ wykonana kazda operacja.

Dla montazu statycznego problem taki jeat rozwiezywany jednokrotnie w
przedziale [O.Cj- W przypadku montazu dynamicznego problem alokacji opera-
cji Jest rozwlezyweny dle kazdego cyklu. Sted tez przedstawione w DODATKU
modele i algorytmy sterowania montazem dotycze w istocie alokacji opera-

cji.
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W rozprawie wprowadzono klasyfikacje linii i procesu montazu. Wykorzy- _ R L . _ -
_ B R . _ W zwiezku z tendencje do rozwijania montazu wlelowersyjnego na liniach
stania »etody programowania wieloetapowego do konstrukcji wszystkich algo- R R R B
B - R B . _ . z robotami przemysdtowynl, istotnego znaczenia nabiera problematyka stero-
rytm?w_uiatW|a oce?e stopnia kompllka04| rOZW|a?ywanych problem?w - dla wania montazem dynamicznym. W tym przypadku w modelach montazu nalezy
wyréznionych modeli. Poza tym 4atwo mozna zauwazy¢ pewne analogie, np, po- . ~ ~
i ~ B B o uwzglednié¢ automatyczne tranaportery-i magazyny dla detali.
miedzy modelami z dodatkowymi zasobami a modelem uwzgledniajacym koszt
montazu.
Problem AOiZ mozna uzna¢ za wiodacy w dziedzinie sterowania montazem
na liniach. Wynika to wprost z charakterystyki ekonomicznej linii monta-
zowej. Wymaganiom stawianym przez linie montazowe podporzadkowuje sie do-
stawy detali. Problemy harmonogramowania dostaw detali przedstawiono mie-
dzy innymi w pracach £16, 172, 173, 177, 178, 179, 194].
Rozwiezanie problemu AOiZ dla réznych cykli daje charakterystyke sta-
tyczng linii montazowej. W oparciu o taka charakterystyke mozna sterowac
montazem na liniach jednostrefowych lub wielostrefowych. Ponadto uwzgled-
niajac stanowiska podmontazowe i rozwiazujac problemy alokacji operacji
dla réznych podzbioréw operacji - otrzymuje sie charakterystyki sterowa-
nia statycznego. Zagadnienia te byty przedstawione w pracach [167, 186,
194].
W rozprawie przedstawiono problemy AOiZ dla montazu Jednowersyjnego.
Uog6lnienia dla !montazu wlelowersyjnego mozna konstruowa¢ w oparciu o
koncepcje przedstawione w pracach [289, 290, 291, 292]. Jednakze dla nie-
ktérych modeli (np. montaz przestrzenny lub montaz na liniach z réwno-
legtymi stanowiskami pracy) pojawiajg sie wéwczas dodatkowe problemy,
zwigzane z kolejnoscig’montazu obiektéw réznych wersji.
Uog6lnienia deterministycznych modeli i algorytméw przedstawionych w
rozprawie, na przypadek probabilistyczny, mozna opracowa¢ wykorzystujac
koncepcje z pracy [116]. Metoda programowania wieloetapowego pozwala skon-
struowa¢ odpowiednie algorytmy.
Metoda programowania wieloetapowego pozwala uzyska¢ rozwigzanie opty-
malne lub przyblizone z oszacowaniem doktadnosci. Zajetos$¢ pamieci kompu-
terowej nozna ograniczy¢ do Jednej trajektorii - stad tez istotne znacze-
nie ma Jedynie czas obliczen. W przypadku wykorzystania limitu czasu obli-
czen otrzymuje sie rozwigzanie przyblizone z oszacowaniem doktadnosci .
W rozprawie przedstawiono rozne elementy majace wptyw na efektywnosé
algorytméw programowania wieloetapowego. Najwiecej uwagi poswiecono regu-
4om eliminacji atandéw nieperspektywicznych, przytaczajac liczne twierdze-
nia. Konstrukcja innych twierdzen o eliminacji stanéw nieperspektywicz-
nych Jest sprawa otwarts.
W rozprawie przedstawiono pewne wyspecyfikowane modele AOiZ. Perspek-
tywe dalszych prac w tym kierunku (mogacych nie¢ znaczenie praktyczne)
stanowig modele kompleksowe. Modela takie sg Jednak znacznie bardziej zto-
zone.
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DODATEK

MODELE MATEMATYCZNE 1 ALGORYTMY STEROWANIA MONTAZEM DYNAMICZNYM

Streszczenie. W dodatku rozwazana jest szeregowa linia montazowa
oraz proces montazu - z dok#adnoscig do operacji (detalu). Analizo-
wany jest proces nontazu w kolejnych cyklach na kazdym stanowisku
prac¥ (stacji montazowej) . o . o

Ola opisu procesu wprowadzono definicje stanu montazu. Wyréznio-
no: stan poczatkowy 1 koricowy oraz lewostronny 1 prawostronny waru-
nek brzegowy. Ponadto przyjeto klasyfikacje procesu montazu, roz-
rézniajac proces: statyczny, dynamiczny oraz przejsSciowy. W analo-
giczny apo36b zdefiniowano sterowanie montazem oraz przyjeto klasy-
fikacje sterowania wyrézniajac sterowanie: statyczne, dynamiczne
oraz przejsciowe. W oparciu o definicje etanu i sterowania wyprowa-
dzono roéwnania stanu procesu montazu. Réwnania te interpretuje za-
leznosci logiczne w montazu na kolejnych stanowiskach pracy w kolej
nych cyklach.

W dodatku wyrézniono procssy montazu Jednowersyjnego oraz wlelo-
wersyjnego. Szczeg6towo przeanalizowano proces Jednowersyjny. Wypro
wadzone wzory uogolniono dla montazu wlelowersyjnego. Rozwazane mo-
dele matematyczne eg oparte na réwnaniach etenu. Algorytmy oferowa-
nia wykorzystuje heurystyczne reguty decyzyjne orez symulacje pro-
cesu montazu.

Dla procesu jednowersyjnego przedstawiono deterministyczny oraz
probabilistyczny model montazu. Ponadto rozwazono deterministyczny
model montazu i zapaséw detali. Dla modelu deterministycznego prze-
analizowano sterowanie; etatyczne, pseudoststyczne, peeudodynamlcz-
ne oraz dynamiczne. Pokazano rézne algorytmy sterowania dynamiczne-
go.W modelu wlelowersyjnym Istotne znaczenie ma lewostronny warunek
brzegowy (poniewaz jest sterowalny). Interpretuje on kolejnosé
obiektow (réznych wersji) wprowadzanych na linie montazowg. Dla de-
terministycznego modelu montazu wlelowersyjnego przedstswlono ste-
rowanie dynamiczne.

Rozwazane w dodatku modele matematyczne i algorytmy aterowania,
oparte na réwnaniach stanu, sg modelami typu symulacyjnego. Korzy-
stajac z nich mozna zatem wyznaczy¢ racjonalna sterowanie, bez gwa-
rancji optymalnosci. Przedstawione modele moga by¢ wykorzystane na
liniach montazowych z robotami przemystowymi.

SP1S 0ZNACZEN

zbidér oparacjl
liczba stacji linii montazowej
numer stacji linii Montazowej

liczb« cykli (lub obiektéw) w procesie montaz«
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numer cyklu w procesie montazu
Ut n - wspodrzedne wektora

liczbe stanowisk pracy na 1Inll montazowej
¢ P Y 4 h - logiczna funkcja transformacji wspotrzednej atanu n

numer stanowiska pracy na linii Montazowej logiczna funkcja transformacji stanu

- P - R - Hk
numer stacji, na ktdérej znajduje sie m-te stanowisko prac . R .
1 4 Jau € P Y H - logiczna funkcja transformacji stanu
liczba operacji montazowych L . B o
A X1 - wekteF k&pletnosci montazu obiektu schodzacego z linii w
numer operac montazowe j 1-tym cyklu
liczba wersji montowanych obiektow fn(t) - funkeja gestosci rozkkadu prawdopodobienstwa czasu wykonsnia
numer wersji montowanego- obiektu operacji @
zbi6r operacji s-tej wersji 6j n_1 - Bums losowych czaséw operacji przydzielonych w 1-tym cyklu do
R . - - k-tej stacji przed operacja Cen
liczba operacji s-tej wersji J 41 P P 1
- % * - wektor pseudolosowych czaséw operacji w 1-tym cyklu
n-ta operecja
_ - S R 01 - wektor dostaw detali w 1-tym cyklu
macierz relacji kolejnodciowej
E3 — - -
element macierzy F d dostawa n-tego detalu w 1-tym cyklu
_ R o R R . Z1 - stan zapasow detali po 1-tyo cyklu
macierz relecjl kolejnosclowej s-tej wers
L _ . z1 - zapas n-tsgo dstalu po 1-tym cyklu
deterministyczny czas wykonania operacji Wn
. F - funkcja transformacji zapaséw detali
czas cyklu montazu
. ™ - chwila uruchomienia transportera po 1-tym cykl
1-ty czas cyklu montazu we urd rent p p 4 yriu
n - koszt wykonania operacji 0> na linii montazowej
okres (horyzont) montazu g Y P 1 )
B . g" - dodatkowy koszt montazu operacji &n poza linig
losowy czas wykonania operacji <tn
n - straty wynikajace z braku wykonania operacji on w 1-tym cyklu
wektor alokacji operacji na atanowiskach montazowych _ .
na k-tej stacji
numer stacji, na ktorej je8t wykonywana operecje < _ .
] 3] y M P ] on qE -strata w 1-tym cyklu na k-tej stacji
stan montazu na linii po 1-tym cyklu - . - -
gk - strata przejsciowego procesu montazu w k-tej stacji
stan montazu na k-tej stacji po 1-tym cyklu R ) .
RN - zadanie na k-tej stac
wspodrzedne wsktora (lub macierzy X*)
rk rt - wsp6trzedne wektora R™
warunek poczatkowy montazu
% k - czas wykonania zadania R?
warunek koncowy montazu
Ul - sterowanie statyczne
lewostronn arunek brzego montaz i - -
W y waru zegowy zu 4t - sktadowa zmienna starowania pseudodynamlcznego
rawostronny warunek brzegowy montazu - . . . - .
p y gowy 12k - podzbidér operscji, ktoére mogg by¢ wykonane na k-tej stacji
sterowanie j?dnowersyjnym procesem montazu w 1-tym cyklu na ck - czas wykonania najmniejszego podzbioru operacji na k-tej ata-
m-tym stanowisku pracy
. meJ*/ "
wspotrzedna wektora AN _ _ . - .
w -macierz przyporzadkowania operacji G do s-tej wersji
sterowanie procesem montazu na linii w 1-tym cyklu B
wn 8 - element macierzy W

sterowenie]procesem montazu w 1-tym cyklu na k-tej stac
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uk,o " flu'er "«rsji obiektu, ktory w 1-tym cyklu znajduje sie na k-tej
stacji

A

u - sterowanie qua3l-dynamlczne

1. WPROWADZENIE

Rozwazane w rozprawie problemy alokacji zadan i zasob6éw maja podstawo-
we znaczenie dla montazu seryjnego. Jednakze w seryjnym procesie montazu
wystepuje pewne zaburzenia - na styku dwéch kolejnych okreséw, dwéch ko-
lejnych serii lub w przypadku zak#écen, (np. braku niektérych detali, lo-
sowych czaséw operacji Itp.). Efektem tych zaburzehn se niekompletnie zmon-
towane obiekty. Zagadnienia te bede przedmiotem rozwazan w niniejszym do-
datku.

w zmiennym procesie montazu zbierana Jest (sporadycznie) duza liczba
informacji [230]. Ponadto w zaleznos$ci od charakteru zaburzen montazu sto-
sowane se rézne modele dla sterowenia [139, 146]. W og6lnym przypadku ste-
rowanie to obejmuje nie tylko montaz, lecz réwniez synchronizacje dostaw
detali [241].

Analiza zaburzen w procesie montazu obiektéw réznych wersji sprowadza-
na Jest do tzw. problemu kolejnosciowego [93, 128, 129, 314, 289, 290,

291, 292, 179, 205, 178]. Problem ten polega na okresleniu najlepszej

(w sensie pewnego kryterium) kolejnosci montazu obiektéow. W opublikowa-
nych doted pracach z tego zakresu proces montazu byt analizowany z dok#ad-
noscig do podzbioru operacji na stanowisku pracy.

Analiza zaburzen procesu montazu na styku dwéch kolejnych Okreséw byta
przedstawiona w pracach B3, 44, 145, 271, 272, 176, 180, 194]. Istota za-
gadnienia wynika z réznej alokacji operacji w dwoéch kolejnych okresach.

A zatem w tym przypadku proces montazu Jest analizowany z doktadnosciag do
pojedynczej operacji .

Synchronizacja dostaw detali byta przedstawiona w pracach [149, 241,
119, 154, 221, 164]. Poniewaz detal Jest zwigzany z operacje, zatem roéw-
niez w tym przypadku proces montazu jest analizowany z dokdadnoscia do
operacji.

Analiza zakt6cen procesu montazu, wynikajacych z losowych czaséw ope-
racji, bykta przedmiotem prac [228, 181]. OkreSlenie kompletnosci montazu
obiektéw wymaga przeprowadzenia analizy z doktadnoscia do operacji.

Ewidencja (identyfikacja) oraz sterowanie procesu montazu z doktadno-
Scig do operacji wymagaja okreslenia podzbioréw operacji, jakie muszg byc
wykonane w kazdym cyklu na kazdym stanowisku pracy. Realizacja montazu w
takich warunkach Jest mozliwa. Jezeli operacje sa wykonywane przez robo-
ty przemysdowe [I15, 49, 231, 234, 140, 143].
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W przypadku gdy montaz Jest realizowany przez roboty przemystowe, pro-
gram pracy robota moze by¢ rézny w kolejnych cyklach. Dla grupy wspodpra-
cujacych robotéw istotne znaczenie ma wybdor programu pracy robota na kaz-
dym stanowisku pracy w kazdym cyklu. Zagadnienia te byty przedstawione w
pracach [198, 215, 221].

W niniejszym dodatku zostang przedstawione modele matematyczne 1 algo-
rytmy sterowania montazem dynamicznym. Bede to modele 1 algorytmy symula-
cyjne, umozliwiajace wybor racjonalnego wariantu sterowania.

2. ZALOZENIA

W procesie montazu wyrézniamy obiekty, ktére formalnie sa zbiorami
okreslonych detali. Jezeli kazdy montowany obiekt sktada sie z detali te-
go samego typu, to mcr>taz Jest Jednowersyjny. W przypadku przeciwnym mon-
taz Je6t wielowersyjny. Rozwazymy najpierw montaz Jednowersyjny, a nastep-
nie otrzymane formudy uogdélnimy dla montazu wielowerayjnego.

Model matematyczny procesu montazu zostania przedstawiony w postaci
réwnan stanu, ktére interpretuja zaleznosci logiczne. Ne podstawie tych
réwnan mozna symulowa¢ deterministyczny lub probabilistyczny proces mon-
tazu. Ponadto mozna roéwniez uwzgledni¢ ograniczenia wynikajace z dostaw
detali do stanowisk pracy.

Celem modelowania i symulacji procesu montazu jest analiza efektéw
zmian i zakt6cen montazu. Ponadto metodg eymulecji wyznacza sie sterowa-
nie montazem.

Do dalszych rozwazan zatozymy, ze linia montazowa sktada sie z trans-
portera obiektéw, wzdduz ktdérego rozmieszczone sg stacje montazowe. Na
pewnych stacjach montazowych moga by¢ zlokalizowane stanowiska pracy.
Rozwazymy linie szeregowa, dis ktérej na stacji znajduje sie najwyzej
jedno stanowisko pracy. Przyjmujemy, ze linia montazowa ektada sie z K
stacji (ponumerowanych: 1,...,k,...,K, zgodnie z Kierunkiem ruchu obiek-
téw). Punkt instalowania chassis znajduje sie bezposrednio przed pierwszg
stacje montazowga (tzn. na stscjl zerowej). Ponadto punkt kontroli komplet-
nosci montazu znajduje ele bezposrednio po K-tej stacji (tzn. na K+l-azel
stacji).

W trakcie montazu obiekt przesuwa sie ruchem Jednostajnym wzdiuz eta-
nowiska pracy - lub pozostaje w spoczynku na $rodku tego stanowiska, a po
zakonczeniu operacji przesuwa sie na nastepne stanowisko. W pierwszym
przypadku operacje sa wykonywane przez monterdw, natomiast w drugim -
przez roboty przemystowe. W obu przypadkach obiekt Jest dostepny na sta-
nowisku pracy w ciegu cyklu c. Dalsze rozwazania bede obejmowaty oba przy*
padkl .

Proces montazu obiektu polega na wykonaniu wzd#uz linii, na kolejnych
stanowiskach pracy, zbioru S| operacji wn, n » 1..... N, gdzie: S - licz-
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(przy statym cyklu) wynosi K.c.

ba operacji. Czas pobytu obiektu na linii
ii w okresie [0,C]. Dla montazu
lic

W dalczym ciegu rozwazymy montaz na lin
przy statym cyklu C » L.c, gdzie: L - liczba obiektéw zmontowanych w
«kresie [o,c]. Kolejne cykle ponumerujemy: 1 « I,...,L.

W procesie montazu musi by¢ respektowana relacja kolejnosci dana ma-

cierze p * N *meeeee* (Oraz n * Oezeli - 1. to
operacja jest bezposrednim poprzednikiem (@(n (w przypadku przeciw-
nym » 0). Zatozymy, ze dane sg deterministyczne (t3Y) lub probabili-

styczne (Jn) czasy operacji Gn. n »

mo dalszej analizy zatozymy, ze numeracja operacji spednia warunek:

<m m

A zatem nastepnik ma wyzszy numer niz poprzednik. Warunek (1) bedzie miat
Istotne znaczenie w obliczeniach prowadzonych na podstawie réwnan stanu.
Warunek ten nie ogranicza og6lnosci rozwazan.

Przyjmiemy, zewrezultacie rozwiezania problemualokacjioperacji da-
na Jest lokalizacja operacji naatacjachmontazowych, tzn.danyjest wek-
tor:

A * M ()

gdzie: an - numer stacji montazowej , do ktérej przydzielono operacje a>n.
Z wektora (2) nozna #datwo okresli¢ numer stacji m « oraz
M <K), na ktérej zlokalizowano m-te stanowisko pracy.

3. PODSTAWOWE OKRESLENIA

Rozwazmy Jednowersyjny proces montazu. W jednowersyjnym procesie mon-
tazu w kazdym cyklu na kazdym stanowisku pracy moge by¢ wykonywane Jedna-
kowe lub rézne zbiory operacji. Balansowanie linii montazowej lub aloka-
cje operacji okresla zbiory operacji i ich lokalizacje na stanowiskach
pracy. Oednakze procedury te nie uwzgledniajg stanu zaawansowania montazu

obiektédw znajdujecych sie na linii. Sted w procesie montazu Jednowersyjne-

go w kolejnych cyklach na stanowisku pracy moge by¢ wykonywane rézne ope-
racje.

3.1. STAN PROCESU MONTAZU

Zat6zmy, ze proces montazu bedzie analizowany z doktadnosciag do opera-
cji con (hm 1,... ,N). Elementarne jednostke przestrzennego podziatu li-
i Jest k-ta stacja montazowa (k m 1.__... K). Ponadto wprowadzamy dyskre-
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tyzacje czasu wyroézniejec cykle cl1 (@ m 1..... L). A zatem proces monta-
zu na linii jest zalezny od czasu (cyklu c?) oraz przestrzeni (k-tej sta-
cji).

Z punktu widzenia ewidencji (identyfikacji) procesu montazu Istotne
znaczenie maje chwile zekonczenia kolejnych cykli. Mozna wéwczas spraw-
dzi¢, ktore operacje zostaty wykonane na k-tej stacji, a zatem Jakie de-
tale se zamontowane do obiektu, ktéry wchodzi na k+l-sze stacje.

Definicja la

Stan Jednowersyjnego procesu montazu obiektu na k-tej stacji (kai,--.
. --.K) po 1-tym cyklu (@ - 1..... L) Jest wektorem:

xk-R n L N (3)
Elementy tego wektora okreslamy nastepujeco:
1, jesSli n-ty detal Jest zamontowany w obiekcie

znaj dujecym sie na k-tej stacji po 1-tym cyklu

XL (€=))
0, w przypadku przeciwnym.

Definicja 1Ib
Stan jednowersyjnego procesu montazu na linii po 1-tym (1 - 1,...,L)
cyklu Jest maclerze:

«I*i] mR - L, K
n-1,N

W uzupednieniu definicji 1 przyjmiemy:

< warunek poczetkowy jednowersyjnego procesu montazu na linii

*maK] mK J

- warunek koncowy Jednowersyjnego procesu montazu na linii

I x-H -Ki] > >

- lewostronny warunek brzegowy jednowersyjnego procesu montazu na linii



- prawostronny warunek brzegowy jednowersyjnego procesu aontazu na linii

W szczegélnym przypadku (majecyn istotne znaczenie praktyczne) prawo-
stronny warunek brzegowy jest warunkiem montazu kompletnego, czyli:

4%1 "1 V 8a
. #1 1<1c<L (8a)

Lewostronny warunek brzegowy przedstawia sytuacje, w ktorej obiekt
wchodzacy na pierwsza stacje nie ma zamontowanego zadnego detalu. Stan po-
czatkowy x° okresla stopien zaawansowania montazu obiektéw znajdujacych
sie na linii przed rozpoczeciem montazu w okresie [0,C], Z kolei stan kon-
cowy xL okresla stopien zaawansowania montazu obiektéw na linii po za-
konczeniu okresu [O,cl.

W oparciu o dsfinicje stanu 1 mozna wprowadzi¢ nastepujaca klasyfika-
cje procesu montazu:

- Proces statyczny

Procss montazu nazwiemy a/catycznym, jezeli Jeat spedniony warunek:
V - X1-*
o ()

- Proces dynamiczny

Proces montazu nazwiemy dynamicznym. Jezeli werunek (9) nie Jest spetl-
niony, tzn. :

X1y X171 (10)
1-€1 &L

- Proces przejsciowy

W montazu Jednowersyjnym wyréznimy szczegélny przypadek procesu dyna-
micznego, ktoéry nazwiemy procesem przejsciowym. Proces przejsciowy sped-
nia warunek :

3 V v ¥/ X3=1). (X1 » X1“1) (")

i «&.«k k <i«.1

Proces przejsciowy jest dynamiczny do K-tego cyklu, a nastepnie jest
statyczny. Jest on charakterystyczny dla montazu Jednowersyjnego przy
przejsciu pomiedzy dwoma kolejnymi okresami pracy (przy odmiennej aloka-
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cji operacji). Proces przejsciowy zanika po zejsciu * linii obiektéw mon-
towanych w dwéch réznych (kolejnych) okresach pracy.

3.2. STEROWANIE PROCESEM MONTAZU

Sterowanie procesem montazu polega na okresleniu podzbioréw operacji,

ktére powinny by¢ wykonane na m-tym stanowisku pracy (m « 1..... M) w kaz-
dym cyklu 1 (@ « 1..... L).

Definicja 2a

Sterowanie Jednowersyjnym procesem montazu w 1-tym cyklu (1 » 1,...,L)

na m-tym atanowisku pracy (m « 1 M) Jest wektorem:

A ¢

Elementy tego wektora okreslamy nastepujaco:

1, jesli w 1-tym cyklu na m-tym stanowisku pracy

ma by¢ wykonana n-ta operacja
1 Yy y p a | (12a)
8m,n
0, w przypadku przeciwnym.
Oeflnlcla 2b
Sterowanie Jednowersyjnym procesem montazu w 1-tym cyklu (1 « 1..... L)

na k-tej stacji (k « 1 K) Jest wektorem:

THK-Li.

przy tym istotns znaczenie ma uf dla:

k -1C , (I3a)

Sterowanie U* dla k Jast wektorem zerowym.

Elementy wektora (13) eg okreslone nastepujgco:

1, Jesli w 1-tym cyklu na k-tej stacji nalezy
wykona¢ n-tg operacje (i3b)

%

0, w przypadku przeciwnym.

Znajac lokalizacje stanowisk pracy na stacjach montazowych mozna wyzna-
czy¢ Uuf na podstswis aJ. Tak wiec otrzymujemy:



ami«e Jenli < ¢k
vV n as
0, w przypadku przeciwny».

0l« procesu statycznego sterowanie Al nozna wyznaczy¢ z (2). bowiem:

1, Jesli an « m

i, (15)
0, *» przypadku przeciwny».

Definicja 2c

Sterowanie Jednowersyjnym procesem montazu na linii w 1-tym cyklu
@ » 1,...,L) Jest macierzja :

umR]-k»] M <>
k-1 K

Analogicznie Jak proces nontazu nozna sklasyfikowa¢ sterowanie proce-

sem. A zatem wyréznimy:

- sterowanie statyczne

Sterowanie procesen nontazu nazwieny statyczny», jezeli Jest spedniony
warunek:

V ERTE! an

- Sterowanie dynamiczne

Sterowanie procesen nontazu nazwieny dynanicznyn. Jezeli warunek (17)
nie Jest spedniony, czyli:

uli/ u1—i1 18
1<1sSL as

- Sterowanie przejsciowe

Sterowanie przejsciowe jest szczegdlnym przypadkiem sterowania dyns-
sicznego. Sterowanie to spednia warunek:

\/ UX /7 UV 1)a (Uk = Uk_1 19
|<&«KK<k€L( ral( - a9

Zauwazny, ze sterowanie przejsciowe aa charakter dynaaiczny do K-tego
cyklu oraz statyczny - po K-tya cyklu. Sterowanie statyczne bedzleny ozna-
czali przez Ul, natoniast sterowanie dynamiczne przez t.
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Sterowanie statyczne U* wynika z alokacji operacji na linii nonta-
zowej . Jezeli K < L, to sterowanie statyczne prowadzi do statycznego
procesu aontazu poczewszy od K-tego cyklu® Ola 1 K K na linii wystepu-
je proces przejsciowy.

4. ROWNANIA STANU

W oparciu o wprowadzone zatozenia i okreslenia przedstawione zostane
modele matematyczne jednowersyjnego procesu hontazu.

W deterministycznym modelumontazu przyjmujemy, zedany Jestnormatyw-
ny czas wykonania operacji (®n, n < 1..... N. Abywyprowadzic¢ row-
nani* stanu rozwazymy proces montazu na k-tej stacji w 1-tyn cyklu. Zatem
dany Jest stan:

X1-1
1.1 L
k«l K

oraz sterowanie:

i

U,

k 1-1..... L
k« 1 , K

Sterowanie to na istotne znaczenie tylko na stanowiskach pracy, a zaten
zatozymy, ze k »8*B, n m1,...,M.
Przejscie do stanu:

1=1 L
k»l,...,K

wymaga wyznaczenia wszystkich wspédrzednych K ol
Ponadto dane se: stan poczetkowy X oraz lewostronny warunek brzegowy XQ.
Zatozmy, zo wspoédrzedne se wyznaczane kolejno od 1 do N. A zatem
zgodnie z (1) najpierw wyznaczamywspodrzedny x& ~ dla poprzednika @
a pozniej x| n dla nastepnika <an.

Anallzujec mozliwos¢ i konieczno$s¢ wykonania wl-tyncyklu na k-tej sta-

na podstawie x;ff ijug.

cji operacji on, bierzemy pod uwage: wspodrzednystanu n> sterowa-
nie Uuf n oraz sprawdzamy, czy jzostaly wykonane poprzedniki operacji
un. Moge przy tym wystepie sytuacje, w ktorych operacja G)n nie na po-
przednikéw, lub Jej poprzedniki se wykonane lub ni*. - —-
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A zatem wyréznimy nastepujace przypadki:

1. Oezeli operacja cn zostata wykonana przed k-te stacje nontazowe,
to:

V '(20)

11. Oezeli operacja an nie zostata wykonana przed k-te stacje nonta-
zowe i nie na by¢ wykonana na k-tej stacji, to:

v )

111. Oezeli operacja tn (ktéra nie zostata wykonana przed k-te sta-
cje i1 na by¢ wykonana na k-tej stacji) nie na bezposSrednich poprzednikéw,

to:
\n/ ,V\</n - (£ -P 0)=»(xE<n = 1) 22
IV. Oezeli wszystkie bezpoSrednie poprzedniki operacji con (ktéra

nie zostata wykonana przed k-te 3tacje i Ba by¢ wykonana na k-tej stacji)
se wykonane, to:

@3

V. Oezeli pewien bezposredni poprzednik operacji ton (ktéra nie
zostata wykonana przed k-te stacje i ma by¢ wykonana na k-tej stacji) nie
zostat wykonany, to:

\% <3 KNI ()AUWIM-DALM-1D)=»(x"0)]=J> (X£in-0)
@5

Warto podkresli¢, ze sprawdzenia wykonania bezposrednich poprzednikow
B,0 operacji t dokonuje sie na podstawie poczetkowych n-1 wspédrzed-
nych stanu xi. " oest to Istotne, poniewaz bezposrednie poprzedniki
operacji &n noge by¢ wykonane réwniez na k-tej stacji (wéwczas xh}
lecz xkl-=1). Z drugiej strony, Jezeli <\>ty detal zamontowano w I-l-szym
cyklu na k-i-szej stacji (lub wczesniej), to jest on réwniez zamontowany
w obiekcie na k-tej stacji (tzn. Jezeli t0 xk

Tak wiec wyznaczajec stan xj korzystamy z niektérych wspétrzednych
tego stanu. Oednakze wzory dla wyznaczania wspo6drzednych 11 nie se uwi-
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ktane, gdyz zawlaraje jedynie xj|~, dla K < n, natomiast numeracja ope-

racji spednia warunek (I).
Z warunkéw (20424) wynika, ze wspédrzedne stanu procssu nontazu na

k-tej stacji wyznaczany z nastepujecych réwnan rekurencyjnych:

(25)
LU -] * N
xk,n “ h(xk-l.n* Xk.l-  ~Xk9"* *>W.n-1*uvk.n
1-1 X1 “ .
KN - h( k-1 ,N" k,1° Kk /5" ** xk ,N-1" uk ,N%
gdzie: h - funkcja logiczna.
Przebieg obliczen funkcji logicznej h pokazano na rys. 0.1.
Z roéwnan tych wynika, ze wielkoscianl niezaleznymi ee oraz uJ.

A zatem roéwnania stanu procesu nontazu na kolejnych stacjach nozeny napi-

sa¢ w postaci:

A whico s U>

(26)
xk m Hk(xk-i* °k)
gdzie: - funkcja logiczna dla k-tej stacji.
Funkcje Hk deflniujeay za ponoce (25), Jezeli k »38%, n » 1,...,M,

tzn. na k-tej stacji znajduje aie n-te stanowisko pracy. W przypadku prze-

clwnyn otrzyauj eay wprost:

@n
Bt 1-1,... L

Tak wiec ogélne réwnanie etanu dla deteralnietycznego procesu aontazu aa

postact
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X1 - H(X1_1, Ul) (28)

gdzie: H - funkcja logiczna.

Zgodnie z przedstawionymi réwnaniami etanu obliczenia se prowadzone
dla 1 cykli @ =1i,...,L), k stacji (k »1..... K) oraz n wspot-
rzednych (n = 1,...,N). 0go6lny schemat blokowy przebiegu obliczen dla
deterministycznego procesu montazu pokazano na rys. 0.2. Na rysunku tym
funkcje h oznaczono Jako procedure.

W pierwszym kroku obliczeniowym przyjmujemy 1=1. Obliczenia rozpo-
czynamy od k=1, korzy3tadec z lewostronnego warunku brzegowego (7). Oe-
zeli »fg »1, to stosujec funkcje Hj wykorzystujemy dis kolejnych n

Rys. D.l. Schemat blokowy obliczen dla funkcji logicznej h
Fig. 0.1. Block diagram for computation of the logical function h
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procesu montazu

Fig. 0.2. General block dlagrae of coaputation for deteraUilatle
assembly procaaa ,
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(nm 1...». 1) funkcje h. W przypadku przeciwny# (gdy O9tA > i), stosuje-
ny procedure (27). W efekcie obliczany kolejne wspétrzedne x? ,
n-1,...,N. W analogiczny sposéb postepujemy dla kolejnych stacji Kk,

k -2..... K. korzystajac z warunku poczgtkowego (5). Po wyznaczeniu sta-
nu procesu nontazu na linii po pierwszy« cyklu okreslany kompletno$¢ mon-
tazu pierwszego obiektu schodzecego z linii. Do tego celu stuzy procedura:

AX iU - 29)

Ola nontazu Jednowereyjnego wykorzystujeny prawostronny warunek brzego-
wy (8a). A zaten z (29) otrzynujeny:

1, jezeli w 1-tym obiekcie schodzgcym z linii,
n-ty detal nie zostat zamontowany

(29a)
0, w przypadku przeciwny«.

Nastepnie obliczenia se powtarzane dis kolejnego cyklu 1 (@ =1,...,L).

Schenaty blokowe pokazane na rysunkach 0.1 oraz 0.2 ilustruje przebieg
obliczen (nie uwzgledniajac minimalizacji czasu obliczen). Mozna to osiag-
ne¢ np. okreslajac zakres petli dla Zmiennej n na podstawie wektora A

alokacji operacji. Ponadto zajetos¢ pamieci Jost mniejsza Jesli obliczenia
IS prowadzone od k'K do k=I.

5. PROBABILISTYCZNY MODEL MONTAZU

W probabilistycznym modelu montazu przyjmujemy, ze czasy wykona-
nia operacji ©n se losowe. A zatem zatozymy, ze dane se funkcje F (t)
gestosci prawdopodobienstwa czasu wykonania operacji 0On.

Réwnania stanu probabilistycznego procesu montazu wyznaczamy analogicz-

nie Jak dla procesu deterministycznego. Istotna réznica wynikazwarunku,

by suma czaséw operacji wykonanych na kazdym stanowiskupracy nie
przekraczata cyklu «c¢, tzn.

V V Y Z (xk,n "xk-1,n) *$n Sc (30)
1<k <K 13 1< L n>l
Z uwagi na losowe czasy operacji pewne operacje moge nie byc¢

wykonane na k-tej stacji, chociaz spedniajg warunek:

GD
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Ponadto & tej samej przyczyny podzbiér operacji wykonywanych na k-tej sta-
cji w kolejnych cyklach moze zawiera¢ rézne operacje. Poza tyn trzeba pod-
kresli¢, Ze istotng role odgrywa kolejnos¢ wykonywania operacji na stacji
montazowej. Zatozymy, ze kolejnos¢ ta Jest zgodna z numeracja operacji.

A zatem operacja &n moze by¢ przydzielona do k-tej stacji montazowej
(na n-te stanowisko pracy, przy 9£m“k), Jezeli jest spedniony dodatkowy

warunek:
T e * |« (K>

przy tyn do zbioru £1” naleza tylko te operacje, ktére zostaty przydzie-
lone Iwczesniej do k-tej stacji. Tym sanym przyjmujemy, ze operacja cOj

spedniajgca warunek:
("N -0) « (ui™=1) a¢or < n) (33)

i nie spekniajagca warunku (32) nie zostanie przydzielona do k-tej stacji.

Aby wyprowadzi¢ roéwnanie stanu dla probabilistycznego procesu montazu,
zaktadamy, ze dany Jest stan @ »1,...,L, k»1..... K), sterowanie
Uﬁ, lewostronny warunek brzegowy Xé oraz warunek poczatkowy XP{. Po-
nadto przyjmujemy, ze na podstawie danych funkcji F,,(t) mozna wygenero-

waé¢ pseudolosowe czasy operacji
Funkcja hj wyznaczajaca wspodrzedne n uwzglednia przypadki (20)
(21) 1 (24). Ponadto warunki (22) 1 (23) ulegaja pewnej modyfikacji do po-

staci i

Y, frigAaA (g

tKk,n.#5n5 c)=" (xM -1) (34

gdzie: 6j n_j - suna losowych czaséw operacji przydzielonych w 1-tym cy-
klu do k-tej stacji, przed operacje on.
Oezeli w (34) warunek:

«U » ¢J .«

ni« jest spedniony, to otrzynujeny:

(34b)



feo

V1

Rys. 0.3. Schemat blokowy obliczen dla funkcji
(R - generator liczb pseudolosowych)

Pig. B‘é' Block diagran for computation of the logical function hv

(R - pseudorandom numbers generator)

logicznej

hv

«

»
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Schemat blokowy obliczan dla funkcji hj pokazano na rys. 0.3. Ne
schemacie tym uwidoczniono procedure R generowania pseudolosowych cza-
séw operacji ~n.

Ola kazdego stanowiska pracy przyjmujemy Q = 0, co nalezy uwzgled
ni¢ na rysunku 0.2 (bezposrednio po bloku decyzyjnym Kk «

Ola probabilistycznego modelu montazu wspodrzedne stanu wyznaczamy z
nastepujacych réwnan rekurencyjnych:

xk,1 " h) (xk-1,01* uk,1”

“k,n “ h] Ock-l.n* xk,1®  .xk.,n-1*uk,n" 3n”6k,n-i) G5)

xk,N © AKk-T_N" xkIN"*"* mxk,N-1° “k ,N"$N"6Kk,N-1}

Sumy <" n_1 se zalezne od czsséw ~ , 'J < n na kazdej stacji. A za-
tem réwnania stanu probabilistycznego procesu montazu na kolejnych sta-
cjach aozeay napisa¢ w postaci:

Xj wHL(Q Jieeee<tn)

Xk “ Hk(xk-1% UK" (36)

XK 7 HK (XK-1* °K*

Tak wiec ogolne roéwnanie stanu dla probabilistycznego procesu montazu
ma postac:

X1 - HFX1“1. Ul,X1) (€1))

gdzie: 9C* - wektor pseudolosowych czaséow operacji w 1l-tya cyklu.
Przebieg obliczen dla probabilistycznego procesu aontazu zilustrowano

na rys. 0.2, przy uwzglednieniu procedury h” 2z rys. 0.3 oraz warunku

<£ Q MO przed rOzpdécz~ciea przydzielania operacji na a-tya stanowisku

pracy («B » k).
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Analogicznie jak dla modelu deterministycznego nozna rejestrowa¢ kom-
pletnos¢ Montazu obiektéw schodzecych z linii w kolejnych cyklach.

Probabilistyczny model montazu pozwala oszacowa¢ efekty montazu dla
réznych czaséw cyklu. Mozna w ten spos6b wybra¢ cykl, przy ktéorym efekty
montazu se najlepsze. Przy krotkim cyklu liczba obiektédw zmontowanych w
okresie [0.CJ jest duza, lecz prawdopodobienstwo montazu niekompletnego
jest roéwniez duze. Przy ddugim cyklu liczba zmontowanych obiektéw Jest
mata, lecz prawdopodobienstwo montazu kompletnego - wigksze.

6. MODEL MONTAZU I ZAPASOW DETALI

Rozwazymy obecnie deterministyczny proces montazu uwzgledniajac zapasy
detali. Zatozymy, ze transporter montowanych obiektéw nie zatrzymuje sie
w okresie czasu £0,C], zatem liczba obiektow, ktore zejde z linii, wynosi
L. Oezeli w trakcie montazu zabraknie pewnego detalu (tzn. jego zapas be-
dzie zerowy), to pewne obiekty nie zostane zmontowane kompletnie. Analiza
tego zjawiska moze by¢ przeprowadzona na podstawie réwnan stanu.

Zat6zmy, ze dostawy detali w 1-tym cyklu se okreslone wektorem:

01 - [dj] (38)

gdzie: dl1 - liczba detali n-tego typu, ktére se dostarczone do linii mon-
tazowej w 1-tym cyklu.

A zatem dostawy detali w okresie [0,Cj mozna przedstawi¢ za pomoee macie-
rzy D o L kolumnach.

Przyjmujemy, ze w kazdym obiekcie nalezy zamontowa¢ jeden detal kazdego
typu. Ponadto, jezeli n-ty detal ma by¢ zamontowany w I*tym cyklu, to za-
pas tego detalu w 1-1-azym cyklu nie moze by¢ zerowy.

W dalszym ciegu rozwazan przyjmujemy wszystkie zatozenia poczynione dla
deterministycznego procesu montazu.

Definicja 3

Stan zapaséw detali po 1-tym cyklu jest wektorem:

Z1 . [z* (39)
L

]
Jn«l.... N

gdzie: z* - liczba detali n-tego typu, ktdére po 1-tym cyklu znajduje sie
na stanowiskach pracy linii montazowgj -
Zaktadamy, ze stan poczatkowy ZO jest dany.

Przy powyzszych zatozeniach mozna wyprowadzi¢ réwnania stanu procesu
montazu i zapasow detali, wyrézniajec analogiczne przypadki jak dla deter-
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ministycznego modelu montazu. Istotna réznica polega jedynie na sprawdze-

niu dodatkowego warunku dla zapasoéw detali:

40)

A zatem przypadek (20) nie ulega zmianie. Przypadek (21) zmodyfikujemy

do postaci:

Y 0) 1)
(xkll.n m°)*[(UE,n m oM t**"1 - 0)]=* (xiiB -

gdyz operacja 0> nie zostanie wykonana z powodu braku n-tego detalu.
W przypadkach (22), (23) i (24) wystarczy jedynie dodatkowo przyjec,

ze warunek (40) nie Jest spedniony.
Funkcje loglczne, za pomoce ktérej wyznaczamy wspodrzedne n> ozna-

czymy przez h~. Schemat blokowy przebiegu obliczen dla tej funkcji po-
kazang na rys. 0.4. _ -

Oezeli w 1-tym cyklu nastepuje dostawa detali lub zostanie wykonana
operacja a>n< to zapas n-tego detalu ulega zmianie. Modyfikacje zapasow

detali opisuje wzér:
il > “i"kj*u ‘<l ,—» “2)

ﬂ*
z4-1 * d&, w przypadku przeciwnym

Modyfikacje te pokazano na rys. D.4.
Stosujec funkcje h” mozna réwnania stanu procesu montazu zapisac¢ w

postaci i

k,1 d k-1,1" k,1" z1I >

“43)
*k.n “hd(xk - i . n * uk."" A}
1 . h (11 W1 S ul ,1-1)
*K,N dk-T,N" 7k,1 K.N-i* “k.N* *N 7

Réwnania te uzupedniamy o roéwnanie (42) okreslajace etan zapaséw oraz
warunki poczatkowe X0, Z 1 lewostronny warunek brzegowy Xq . Tak wiec

dla k-tej stacji (k = K) otrzymamy:



Funkcje Hk maje takie samo znaczenie jak w deterministycznym modelu mon-
tazu. A zatem dziatanie tej Tfunkcji ilustruje schemat blokowy przedstawio-
ny na rys. D.2. Na schemacie tym zamiastprocedury dla funkcji h nalezy
uwzgledni¢ procedure dla funkcji h”, ktéry pokazano na rys. 0,4.

Réwnania stanu procesu montazu 1 zapaséw detali na linii maj« postac:

X1 - H(X1“1.Ul1.Zz1-1) (45a)
oraz
Z1 =Ftz1"1,X171. Ul. 01) (45b)

gdzie: F - funkcja transformacji zapaséw, oparta nsformule (42),pray wa-
runkach x°, z° oraz x”/.

Przy zadanym prawostronnym warunku brzegowym X~+1 (np. (8a)) na pod-
stawie roéwnan stanu mozna analizowa¢ efekty montazu (kompletnos¢) przy
braku niektérych detali. Odpowiednie procedure (dla AX*) pokazano na
rys. 0,2.

Przeprowadzone rozwazania dotyczyty przypadku, gdy transporter obiektow
nie zatrzymuje sie w okresie [o.cj. A zatem liczba obiektéw, ktdre zejde
z linii w okresie [b,Cj, wynosi L. Jednoczes$nie niektdére obiekty nie se
zmontowane kompletnie.

W drugim skrajnym przypadku mozna zatozy¢, ze kazdy obiekt powinien
by¢é zmontowany kompletnie. Wéwczas transporter obiektéw jest zatrzymywany
przy braku co najmniej Jednego detalu. W takim przypadku liczba zmontowa-
nych obiektéw jest mniejsza od L.

Analiza procesu montazu z uwzglednieniem dostaw detali przy warunku
montazu kompletnego moze by¢ przeprowadzona na podstawie réwnan (45).

A zatem obliczenia mozna prowadzi¢ wg schematu blokowego przedstawionego

na rys. D.2, wprowadzajac proste modyfikacje. Zamiast procedury dla funk-
cji h trzeba wprowadzi¢ procedure dla funkcji h. z rys. 0.4. W proce-
durze h™ pomijamy warunek zﬁ_l »0, poniewaz w montazu kompletnym nie
moze on by¢ spedniony. Ponadto dla montazu kompletnego AX* =0, a zaten

Rya. 0.4.
Fig-

0.4.

Block diagram

Schemat blokowy obliczeri
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for computation of the

dla funkcjl

logical

logicznej hd

function hd



Rys.

Fig.

0.5.

D.5.

Schemat blokowy obliczen czasow cykli ¢~ oraz chwil

uruchamiania transportera gtéwnego

Block oiagram for computation of the cycle-time
the moment T* to 3tart main conveyor

c*

and

T
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odpowiednia procedura na rys. 0.2 nie ma znaczenia. Dlatego tez procedu-
re te zastepujemy obliczeniem czasu cyklu «cl1 1lub inaczej - chwili T1
uruchomienia transportera po 1-tym cyklu. Schemat blokowy takich obliczen
pokazano na rys. D.5. ldea postepowania jest nastepujeca. Po I-tym cyklu
sprawdzamy, czy zspas n-tego detalu (n - 1,..,,N) Jest dodatni. JesSli tak,
to transporter obiektéw nie zatrzymuje sie, a cykl cl1 « c. W przypadku
przeciwnym transporter obiektéw zatrzymujesie w chwili T*“1 ec. Przyj-
mujemy, ze cykl ¢~ ccl > c)trwa do chwili, gdy zapaskazdego detalu
bedzie dodatni. Wynika to z przyjetego wczesniej zatozenia, ze dla reali-
zacji procesu montazu w 1+i-szym cyklu zspas kazdego detalu w 1-tym cyklu
mual by¢ dodatni .

Cykl c” wyznaczamy nastepujeco. Dostawy detali se dane wektorami O°,
J « 1,...,L. Zatem jezeli dla j«l zapas pewnego detalu Jest zerowy, 1
tranaporter obiektéw oczekuje od chwili l.c do chwili J* . ¢ ((j > 1).
w ktérej zapas kazdego detalu jest dodatni. Sted wynika, ze:

0O =ce gr-1 .c (462)

oraz

Tl « T1"1 ¢ ol (46b)

(warunek T° « O umieszczamy bezposredniopol— 1 na rys.D.2). Prze-
bisg tych obliczen przedstawiono na rys. 0.5.

Poniewaz c¢* ™~ c, zatem liczba cykli moze by¢ mniejsza od L. Z tego
wzgledu na ogélnym schemacie blokowym (rys. D.2) zamiast warunku 1 < L
podstawiamy T* + c « C. Jest to oczywiste, gdyz jedynie w przypadku gdy
w 1-tym cyklu zapas kazdego detalu Jest dodatni i C - T1l » c, mozna ana-
logicznie analizowa¢ I+l-szy cykl.

Rozwazone dwa przypadki skrajne (montaz bez zatrzyman transportera oraz
montaz kompletny) moge nie da¢ najlepszych efektéow. Wéwczas trzeba rozpa-
trywa¢ pewien kompromis, gdy czas postoju transportera Jest ograniczony.
Analize takiego przypadku mozna przeprowadzi¢ w analogiczny sposéb, na pod-
stawie réwnan stanu. Istotne znaczenie ma okreslenie chwil T1, tsk by efek-
ty montazu bydy najwieksze. Jednakze, Jak doted, nie ma algorytméw optynal-
nego rozwigzania tego problemu. Mozna Jedynie analizowa¢ metode symulacji
cyfrowej efekty stosowania réznych regud heurystycznych dla okreslenia
chwil 1. .

7. STEROWANIE MONTAZEM JEONOWERSYJNYM

Dla przedstawienia probleméw sterowania montaz«« Jednowersyjnym rozwa-
zymy deterministyczny model montazu. Wyrdéznimy sterowani«« «tatyczne, pseu-
dostatyczne, psaudodynamiczna 1 dynamiczna.



7.1. STEROWANIE STATYCZNE

Ze wzgledoéw organizacyjnych i technicznych najprostszy« rozwiezaniem
Jest sterowanie statyczne. Wowczas w chwili t°0, czyli na poczatku okre-
su [o.c], ustala sie podzbiory operacji, ktore nalezy wykonywaé na sta-
nowiskach pracy. W kazdym cyklu podzbiory ta se takie same - bowiea ee
one rezultaten alokacji operacji. Jednakze sterowanie statyczne nie
uwzglednia efektéw procesu przejsciowego, dlatego powoduje dodstkows stra-
ty w montazu.

Zat6zmy, ze dany jest koszt wykonania operacji on na linii montazo-
wej. Koszt ten aoze by¢ zalezny od montera, ktdéry wykonuja te operacje.

A zatem przyjmiemy, ze dany jest wektor kosztow:

M (47a)

gdzie: gn - koszt wykonania operacji a>n na linii montazowej.

Jezeli operacja b>n Jest wykonywana poza linie nontazowe, to koszt
jej wykonania jest wyzszy. A zatem przyjmiemy, ze dany Jest wektor dodat-
kowych kosztow:

(47b)

gdzie: dgh - dodatkowy koszt montazu operacji an poza linie.

Straty w przejsciowym procesie montazu wynikaje z faktu, ze monterzy
nie wykonuje (z przyczyn od nich niezaleznych) pewnych operacji. Przypadek
taki wystepuje wtedy, gdy operacja przydzielona monterowi zostata wykonana
wczesniej. lub gdy monter nie moze wykona¢ operacji z uwagi na ogranicze-
nia kolejnosciowe. Zaktadamy przy tym, ze ptace montera Jest zalezna od
przydzielonych (a nie wykonywanych) operacji. A zatem jezeli monter nie
wykonuje przydzielonych mu operacji, to wystepuje strata. Oezeli pominie-
te operacje musze by¢ wykonane poza linie, to wystepuje dodatkowa strata.
Oznaczmy przez dj¢, - Strete zwigzane z operacje n - kKtora powinna byc
wykonana na k-tej stacji w I-tym cyklu. Zatem mozemy napisac:

gn. jesli <uj>n - D a n-DvCx”™n - o)]

Ok.n (48)
0, w przypadku przeciwnym.

Strata g* dla k-tej stacji w 1-tym cyklu:

n»N

gk " E : in (49)
n»
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Proces przejsciowy na k-tej stacji trwa k-i cykli, a zatem strata gk

dla k-tej stacji:

> < g2 K-2..... K

Sted strata w procesie przejsciowym wynosi:
k-K
T

Analizujec obiekty schodzece z linii w procesie przejsciowym, wyzna-
czamy straty dodatkowe wynikajece z montazu niekompletnego:

GD

1»K-1 n-N

"ZZ  AKAN K 9 %)

1*1  n»l

Oak wynika ze wzoréw (48) 1 (52), straty sumaryczne w procesie przej-
Sciowym mozna wyznaczy¢ symulujec proces montazu na podstawie réwnan sta-
nu (przyjnujec sterowanie wynlksjece z alokacji operacji).

7.2. STEROWANIE PSEUDOSTATYCZNE
Sterowanie procesem przejsciowym nazwiemy pseudostatycznym, jezeli

sps#ni8 warunek:

V ULl /7 Ul-1)a (UF¥ - U1) G3)
2<1sL

Tak wiec poczewszy od drugiego cyklu sterowanie Jest statyczne. Nazwa ste-
rowanie pseudoetatyczne wieze sie z tym, ze pierwszy cykl Jest umowny.

W trakcie tego cyklu transporter Jest nieruchomy, amonterzy wykonuje za-
dania na réznych stacjach. Ponadto w trakcie sterowania pseudostatycznego
proces montazu moze mle¢ przebieg dynamiczny.

Rozwazmy prace M monterdéw w pierwszym cykiu. Monterzy wykonuje K za-
dan. Kazde k-te zadanie Jest podzbiorem operacji montazowych na k-tej sta-
cji. Zaktoézmy, ze dany Jest stan poczatkowy X° oraz stan koncowy XL+Hdla
K < L). Ponadto przyjmujemy lewostronny warunek brzegowy Xgq « O oraz
prawostronny warunek brzegowy x£+1 “"1 (Jako warunek montazu kompletne-

go).-



Zadani« okreslamy za pomoce wektora:

54
Kk [rk*n]In-1 N &9
Elementy tego wektora definiujemy nastepujgco:
1, jeslhi > Xp o4
k,n (55)
0, w przypadku przeciwnym.
Czasy X wykonania zadah wyznaczamy jako:
n=N
% *Y Tkon oW (56)
n=I

Przyjmujac, ze monterzy realizuje zadania na sasiednich stacjach, otrzy-
mujemy sekwencje zadanh od k*I do k=K. DIla wyznaczenia zadah, ktére w
cyklu c¢l1 ma wykona¢ m-ty monter, nalezy rozwigza¢ prosty problem balan-
sowania. Tak wiec m-temu monterowi przydzielamy zadania o numerach od

kf 1+1 do kn, przy tym musi by¢ spedniony warunek:

k=4 k=k_+1
| 7 Xk « ¢ < ([€1))
k=K \pp*1 Ketkm—1+1
m»1 M
kO*“°

Cykl c1 Jest najkrotszym czasem potrzebnym do wykonania wszystkich za-
dan przez M monteréw. Tak wiec:

k=K
bl4 E N 8)
k-1
oraz przyjmuje sie, ze cC Jest wielokrotnoscia cyklu c, tzn.:

c =1 .c 9

gdzie: 1~ - liczba naturalna.

W wyniku realizacji procesu montazu w pierwszym cyklu przechodzimy ze
stanu X° do stanu X1. Poniewaz transporter by} nieruchomy, zatem stosujemy
wzor:
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X* - x° + R (60)

ProstB euraa algebraiczna w (60) wynika z faktu, ze R jest macierza zadanh
(operacji roéznicowych), ktérych.nie ma w XO» Po uruchomieniu transportera
proces montazu opisujg roéwnania stanu, przy warunku poczgtkowym X1.

Sterowanie peeudostatyczne pozwala wyeliminowa¢ straty wynikajace z
niewykonywania przez monteréw pewnych operacji, ktére w konsekwencji pro-
wadzg do montazu niekompletnego. A zatem sktadowa strat dodatkowych (52)
jest zerem. Ponadto sktadowa strat (48) ulega zmniejszeniu, bowiem:

(uk.n —- (xk,n " L) (61)
A zatem otrzymany:

k-K 1-k-1 n«N
Z 1 qgi.n (62)
k-2 1«1 n-1

przy tym:

gn, jesti (uj~™n-1) * CxJ;Jn-1)

qk,n (62a)

0, w przypadku przeciwnym.

Poniewaz w trakcie sterowania pseudostatycznego transporter jest za-
trzymany przez 1j cykli «c, zetem w przedziale czaau [0,C] z linii zej-
dzie tylko L-1j obiektéw. Stad drugi sktednlk strat wynosi:

Q#- 1t . g (63)

gdzie: g - strata linii wynikajgce z braku jednego obiektu.

Sterowanie pseudostetyczne pozwela nontowe¢ obiekty kompletne. Jednak-
ze liczba tych obiektéw jest mniejsza niz L.

7.3. STEROWANIE PSEUDOOYNAMICZNE

Sterowanie pseudodynaniczne mozna przedstawi¢ w postaci:

ul « Ul & U1l @4

Sk+adowa znlenna Ul wystepuje tylko w procesie przejsciowym, tzn. dle”
1 « 1 < K. Ola cykli K« 1* L «terowanie Ul m 0. Sktadowa atata U
Jeet sterowanie« statyczny« wyznaczony« w wyniku rozwigazani« problemu alo-

kacji operacji (AO).
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Celom sterowania psaudodynamicznego jest zapewnienie montazu komplet-
nego w przedziale [0,CJ- Aby ten cel zrealizowaé, w kolejnych cyklach
1S 1 «K na etenowl3kach pracy wyznaczane se operacje, ktdére moga i mu-
sze by¢ wykonane. Zatem, Jezeli z AO wynika, ze na k-tym stanowisku pracy
ma by¢ wykonana operacja on, lecz operacja ta zostata wykonana wczesniej
(przed przedziatem [0,C]), to odpowiednia korekta, sterowania jest zawar-
taw t1 (S5*, - -1). Analogicznie, Je$li operacja <3™miata by¢ wykonana
przed k-te ste?je, lecz nie zostata wykonana, to ut .> 1. W pozostatych
przypadkach MW n =o.

Ze sterowania pseudodynamicznego wynika, ze w kolejnych cyklach 1,
(I € 1 < K), podzbiory operacji. Jakie powinny by¢ wykonana na stanowi-
sku pracy, moge by¢ rézne. A zatem réwniez cykle ¢l moge byé¢ rézne.
Efekt sterowania pseudodynamicznego mozna oceni¢ na podstawie liczby
obiektéw zmontowanych w przedziale [0,CJ. Oednakze poczewszy od K-tego
cyklu proces montazu Je3t statyczny. A zatem problem sprowadza sie do mi-
nimalizacji czasu trwania procesu przejsciowego.

Zat6zmy, ze dany jest SE%” poczetkowy X~, stan kogfowy X*+(dla K < L)
oraz sterowanie statyczne U". Sterowanie dynamiczne U wyznaczamy dla
kolejnych cykli 1, 1 <1 <K, nastepujeco:

Krok 1: dla 1»1 otrzymujemy:

Ul - XL#- X© (65)

oraz

ul -ul +01

Na podstawie U1l 2z réwnan stanu wyznaczamy X1.

Krok 1: dla 1 < 1 < K otrzymujemy:

Ul = XL#l- X1“1 , (68)
Ul - Ul & U1 (©9)i
Na podstawie z rownan stanu wyznaczamy X/

W kazdym cyklu 1, 1« 1 < K wyznaczamy czas Jego trwania:

n
cl . max S ul'" R (70)
™ 5
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Ponadto:

Q -\ Cj 71)

7.4. STEROWANIE DYNAMICZNE

W sterowaniu dynamicznym zaktada sie, ze musi by¢ spedniony warunek
montazu kompletnego (8a). Ponadto liczba obiektéw zmontowanych w okresie
[0.C] powinna by¢ maksymalna. Z tych wzgledéw w kazdym cyklu 1, 1-1,...,L
na kazdym stanowisku pracy moge by¢ wykonywane rézna podzbiory operacji .
Sterowanie dynamiczne U* nie jest dane dla 1 « 1,...,L lecz nalezy
Je sukcesywnie wyznaczac.

Zatozmy, ze dany Jest stan poczetkowy X° i prawostronny warunek brze-
gowy (8a), a ponadto 9%V » K. 0gdlny algorytm dla sterowania dynamiczne-

go ma nastepujece postac:

Krok 1: dla 1-1 otrzymujemy:

UK - 1 - XK-1 72)
n-N
cl -L! WK-i,n =< (73)
n«l
Ponadto dla k - 1..... K-1 wyznaczamy Ilj tak, by spedniony byt warunek:
n*N &
H k" <& %&HcV (74)

n»i

Ola stacji* na ktorych nie sa zlokalizowane stanowiska pracy, sterowanie
U*. o.

Krok 1: dla 1 <1 «L otrzymujemy:

W1 - x1-1 (75)
UK " K-1

N
<*-X:

n-1



Ponadto dla stacji k, (k » SG"). na ktérych 89 zlokalizowana stanowiska
pracy, wyznaczany uf tak, by spedniony byt warunek:

IEln—’\n’\l <7

Obliczenia konczyny, gdy:

1-L 1-L+1

1+ C<m @ (B

W kazdyn cyklu 1 m» mozna w rézny sposéb wyznaczy¢ uJ, dla
k me1____. K-1. Dezeli kolejnos¢ wykonywania operacji Jest ustalona (od 1
do N), to operacje, ktéore maje byc¢ wykonane wl-tymcyklu na k-tej stacji
& “3n, mml, __,M-1) wyznaczamy nastepujaco.Oznaczmy przez nt nu-
ner ostatniej operacji wykonywanej w stanie (dla xq-1. no“0”™
Zaten n™ wyznaczamy z warunku:

n-nt n-n~+1
Jz2 * cl < ) *n
n"nk-1+1 n*nk 1**
nk « N (79a)

W tym przypadku sterowanie Uk na postac:

1, jesli n{_1 < n « nk

Uk n “C7b)

0, w przypadku przeciwnym.

W innych przypadkach sterowanie U~ wyznacza sie za pomoce bardziej
ztozonych algorytméw. Oezeli kolejnos¢ wykonywania operacji nie Jest okre-
$lona, a Jedynie musi by¢ respektowana relacja r , to mozna maksynalizo-
waé¢ sume czasoOw operacji, ktére maje by¢ wykonywana w I-tym cyklu na k-tej
stacji. Woéwczasl sterowanie U~ wyznaczamy za pomoce algorytméw programo-
wania wieloetapowego.

Oezeli podzbidér operacji fi,k (k = 1,...,k), ktére moge by¢ wykonane

na k-tej stacji jest ograniczony, to cykl c1 wynika nie tylko z ostatnie-

go stanowiska pracy. Zatézny, ie:
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k-K
{J ftk - A (80«)
k-1
fi. nfi <0

k Kk+1 K-1,...,K-1 (80b)
a. na . »

o
k+9t flel (80c)

Przy tych zatozeniach na k-tej stacji nozns wykona¢ najwyzej wszystkie
operacje ze zbioru fik. Ponadto na k-tej stacji musze by¢ wykonane co
najmniej te operacje, ktore nie zostatywykonane na stacjach J < k oraz
nie naleze do zbioru fik+1l- Powiemy, Zzeoperacje te tworze najmniejszy
podzbidr zbioru fike W przeciwnym przypadku warunek montazu kompletnego
nie bytby spedniony (jJezeli operacja oo nie nalezy do zbioru fik\ fi
to on nie nalezy réwniez do zbioru fik\ fik+i > )« A zaten cykl
cl wyznaczamy jako:

cl - max c* (SD
I «k«K

gdzie: c£ - czas wykonania najmniejszego podzbioru operacji na k-tej sta-
eji w 1-tyn eyklu. 1 1

Dla tak wyznaezenego cyklu c* nozna okresli¢ sterowania Uk w spo-
s6b pokazany wyzej.

8. MODEL MONTAZU WIELCWERSYONEGO

Montaz wielowersyjny stanowi uogdlnienie nontazu Jednowersyjnego. Wer-
sja obiektu jest okreslona przez zbiér detali, z ktérych sktada sie ten
obiekt. Zatbézmy, ze danych Jest S wersji. Montaz obiektu s-tej wersji wy-
maga wykonania wszystkich operacji ze zbioru fi . Zalézny, ze liczba tych
operacji wynosi NS

W dalszym c¢iegu rozwaza¢ bedziemy zbidér wszystkich operacji, tzn. :

s-S
fi -u a8 62
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Przygniemy, ie

8«8
Pl fi8 /7 0 (383)
8»!

Liczbe .operacji zbioru fi oznaczymy przez N.
Zat6zmy, ze na podstawie relacji Fs (3 =1,...,S) okreslona jest re-
lacja r dla operacji ze zbioru fi . Przez & (n =1..... N) oznaczymy czas

wykonania operacji (On. Przyjmiemy, ze numeracja operacj

(1).

Zatozymy, ze przyporzadkowanie operacji con do s-tej wersji Jest

spednia warunek

okreslone macierza:

(CD)

Elementy tej macierzy maje nastepujece znaczenie:

i, Jesli operacja & nalezy do s-tej wersji
w n (84a)
0, w przypadku przeciwnym.

Dla wielowersyjnego procesu montazu stan zdefiniujemy nastepujgco.

Definicja 4

Stan wielowersyjnego procesu montazu na k-tej stacji, ( * 1,....,K
po 1-tyra cyklu (1 = 1,...,L) jest wektorem:
XK m (85!
Element Q Jest numerem s, (s =1,...,S) wersji obiektu montowane-

go w 1-tym cyklu na k-tej stacji. Pozostate elementy (dla n = 1,...,N)
sa okreslone w (3a).
A zatem stan wielowersyjnego procesu montazu na linii po 1-tym (1-1,,..,L)
cyklu Jest macierza - analogiczng do (4). Tym samym w analogiczny sposé6b
Jak w (58) i (6) okreslamy warunki poczatkowy i koricowy dla montazu wielo-
wersyjnego.

W lewostronnym warunku brzegowy® dla montazu wielowersyjnego istotne

znaczenie me wspotrzedna Q, (@ =1,...,L). Wspotrzedna ta okresla wer-
sje obiektu, ktéry w 1+1-szym cyklu znajdzie sie na pierwszej stacji. Po-

zostate elementy warunku Xgq (dla n = 1,...,N), analogicznie jak w (7),

*3 zarowa.
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Prawostronny warunek brzegowy X~+1 ma istotne znaczenie dla montazu
kompletnego. Wspoédrzedna *”M+1 q okresla wersje obiektu, ktory w 1-tym
cyklu powinien by¢ na K+l-szeJ stacji. Oezell:

XK+1,0 “ 8 <86)

to warunek montazu kompletnego dla 1-tego cyklu przyjmie postac:

IsMsM @n

A zatem w obiekcieznajdujacymsie po 1-tym cyklu na K+l-szeJ stacji musza
byéwykonane wszystkie operacje efi8.

Przyjmujac definicje stanu (85) zauwazymy, ze montaz wielowersyjny Jest
procesem dynamicznym - w sensie definicji (10).

Definicja 5

Sterowanie wielowersyjnym procesem montazu w 1-tym cyklu (1 < i,...,L),
na k-tej stacji (k m 1,...,k) Jest wektorem:

uk |i_l‘lkn!]n—o,l... -5N (88)
Element uf Q Jeet numerem s (s = 1 S) wersji obiektu montowanego
w 1-tym cyklu na k-tej stacji Kk 96,,* “1..... M. Pozostate elementy

(dla n » 1,... ,N) saokreslone w(l3b). A zatemanalogicznie Jak w (16)
sterowanie wielowersyjnym procesem montazu w 1-tym cyklu mozna przedsta-
wi¢ w postaci macierzy. Ponadto w sensie (18) Jest to sterowanie dynamicz-
ne.

W montazu wielowersyjnym zachodzi:

wkO "uk"to o, Kel 89

1*1leee|C . .

natomiast wspodrzedna uq”o Joat sterowalna. Kolejnos¢ wersji obiektéw
podawanych na pierwszg stacje ma wptyw na efekty montazu wielowersyjnego.
W réwnaniach stanu montazu wielowersyjnego uwzgledniamy (89), a poza
tym wyrézniamy przypadki (20) t (24) - Jak dla montazu Jednowersyjnego.
Tak wiec réwnania stanu dla montazu wielowersyjnego, w 1-tym cyklu na
k-tej stacji, stanowig formuby (89) i (26). Tym samym ogdélne réwnanie sta-
nu dla montazu wielowersyjnego ma posta¢ (28). Jednakze dla montezu wielo-
wersyjnego istotna znaczenie aa lewostronny warunek brzegowy XQ , poprzez

ktory aterowalny Jest proces montazu.
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Na schemacie blokowym przedstawiony® na rys, D.2 dla montazu wielo-

wersyjnego trzeba wprowadzi¢ pewne modyfikacje. Formute (89) (i® 0™-Uk-1 O"

nalezy umiesci¢ bezposSrednio przed blokiem dla h = 1. Ponadto w pro-
cedurze analizy kompletnosci montazu przyjmujemy:

XK~0 » s (90a)
oraz

:]es',l i w »1

K+1,n ~ *k,n n,s

0, w przypadku przeciwnym.

Ponadto sterowanie U* na og6t nie Jeat dane, gdyz uf Q Jest zalez-
ne od sterowalnego lewostronnego warunku brzegowego dla u, g.

Dla montazu wielowersyjnego mozna, analogicznie Jak dla montazu Jedno-
wersyjnego, przedstawi¢ inne modele: probabilistyczny oraz uwzgledniajacy
dostawy detali. Jednakze zasadnicze znaczenie ma sterowanie dynamiczne
procesem deterministycznym.

9. STEROWANIE DYNAMICZNE MONTAZEM WIELOWERSYJNYM

Montaz wielowersyjny Jest procesem dynamicznym, wymagajacym sterowania
dynamicznego. Rozwazymy dwa warianty takiego sterowania, ktére nazwiemy
quasi-dynBmicznyro oraz dynamicznym.

Definicja 6

Sterowanie wielowersyjnym procesem montazu Jest quasi-dynamiczna, Je-
zeli speinia warunek:

vV v v T | =3 £ « U? 91
l«k«K IMsJIL l«a,«L (UK,U LHE'U) >(uK D D

Sterowanie quasi-dynamiczne oznaczymy przez GI.
A zatem podzbidér operacji. Jakie nalezy wykona¢ w 1-tym cyklu na k-tej
stacji. Jest zalezny tylko od wersji montowanego obiektu. Takie proste
sterowanie dynamiczne Jest stosowane, gdy operacje sa wykonywane przez
monterow.

Przyjmiemy, ze sterowanie dynamiczne nie spednia warunku (91). Tym sa-
mym na pewnej stacji przy montazu obiektu tej samej wersji w roéznych cy-
klach sg wykonywane rézne podzbiory operacji. Ten z4ozony sposéb stero-

wania mozna rozpatrywaé¢, gdy operacje sa wykonywane przez roboty przemy-
stowe .

W przypadku sterowania quasi-dynamicznego zaktadamy, ze dany jest wek—»
tor (2) alokacji operacji do stacji montazowych. Ponadto m-te stanowisko
pracy, (m n 1,... ,M) znajduje sie na stacji X a niezaleznie do wersji
montowanego obiektu, w cakym okresie [0.Cj-

Zat6zmy, ze dane sa: Xq, X°, X*+1. Sterowanie quasl-dynamiczne Uuf w
1-tym cyklu, (@ » 1,...,L) na k-taj stacji, (k « 1,...,K) okreslamy na-
stepujaco:

1, jesSli (an-mya @M»k) . (U g=S) = (&0 g*i)
5% n 92)

0, w przypadku przeciwnym
0*liee=<|N,

Wspotrzedna u]l Q wyznaczamy z (89).
Czas cyklu c* okreslamy jako:

ST O {©3)

n»

Algorytm quasi-dynamicznego sterowania montazem wielowersyjnym Jeat
oparty na réwnaniach stanu. W 1-tym cyklu (1 = 1,...,L) wyznaczamy uJ
&k » 1,.. .,K) zgodnie z (92) oraz c”~ na podstawie (93). Nastepnie majac
stan X~ 1 sterowania U* wyznaczamy - z réwnan stanu - kolejny stan
X~+*_ Na podstawie stanu otrzymujemy sterowanie U*+VIitd.

Jako kryterium sterowania quasl-dynaaicznego przyjmuje sie maksymali-
zacje liczby L obiektéw zmontowanych w okresie [o,c], A zatem obliczenia
konczymy, gdy spedniony jest warunek (78).

Sterowanie quasi-dynamiczna Jest szeroko stosowane w praktyce. Z tego
wzgledu poczynimy kilka uwag krytycznych. Przede wszystkim nalezy pod-
kresli¢, ze przy sterowaniu quasi-dynamiczny8i na og6t nie Jest spedniony
warunek montazu kompletnego dla poczatkowych K obiektéw schodzacych z
linii. Przez analogie do montazu Jednowersyjnego mozna powiedzieé¢, ze w
poczatkowych K cyklach proces montazu jest przejsciowy. Proces przej-
Sciowy nie wystepuje (a montaz jest kompletny) tylkojw przypadku, gdy
sterowanie quasi-dynamiczne w dwoéch kolejnych okresach (0,cJ Jest iden-
tyczne.

Liczba obiektéw zmontowanych w okresie [p,c] Jest zalezna od kolejno-
Sci wprowadzania na pierwsza stacje obiektéw réznej wersji. Dlatego taz
w montazu wielowersyjnym istotne znaczenie ma tzw. problem kolejnosciowy.
Polega on na okresleniu najlepszej kolejnosci montazu obiektdow réznej wer-
sji. W dwéch skrajnych przypadkach wyréznia sie montaz seryjny oraz mon-
taz mieszany. W montazu seryjnym obiekty nalezgace do Jednej werajl aa po-
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dawane na linie kolejno Jeden po drugim. Na og6t liczba obiektéw w serii
Jest wigksza niz K. W takim przypadku problem kolejnosciowy upraszcza sie,
bowiem liczba serii S Jest znacznie mniejsza od liczby wszystkich obiek-
tow. Ponadto istotne znaczenie maj? jedynie te cykle, w ktéorych na linii
znajouja sie obiekty dwéch réznych wersji. W przeciwny« przypadku mamy do
czynienia ze statycznym procesem Jednowersyjnym.

W przypadku montazu mieszanego doktadne rozwigzani* problemu kolejno-
Sciowego nie Jest mozliwe z uwagi na d¥ugi czas obliczen. 2 tego wzgledu
stosowane sa algorytmy heurystyczne. Algorytmy te sg oparte na symulacji
procesu montazu.

Sterowanie dynamiczne montazem wielowersyjnym mozna przedstawi¢ analo-

gicznie jak dla montazu Jednowersyjnego. Tak wiec przyjmujemy warunek mon
tazu kompletnego (87). Czas cyklu ¢~ wyznaczamy na podstawie stanu pro-
cesu montazu na ostatnim stanowisku pracy (niech aeM - K). Sterowania dy-
namiczne U nie jest dane (ha podstawie wektora (2)), lecz nalezy je
sukcesywnie wyznacza¢ dla kolejnych cykli 1 = 1,...,L.

Zat6zmy, ze dany jest stan poczatkowy X®, lewostronny warunek brzego-
wy X0 oraz prawostronny warunek montazu kompletnego (87). 0gélny algo-
rytm sterowania dynamicznego ma nastepujacag postac:

Krok 1: dla 1 « i,...,L

- jezeli x ~ Q - s, to

-dla n=1,...,N otrzymujemy

S *_o = -
1, Jesli (X 0)a (Wn,8 1)

K-1 ,n
95
0, w przypadku przeciwnym
- czas cyklu c* okreslamy Jako
n»N
K,n (96)
Hal

- dla stacji k mJt , m »

©n
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- dla kolejnych n « 1,...,N wuwzgledniajac (96) i (97) otrzymujemy

«d»n
"1, jesli (wn<8-1) A (x£:J>n-0) A (J~2 « cl)
V-1
ut (98)
0, w przypadku przeciwny*
- dla stacji k 7/ otrzymujemy
X* - x £ 99

Obliczenia konczymy, gdy spedniony Jest warunek (78). W algorytmie tym
zatozono, ze dla kazdej wersji operacje sg wykonywane w kolejnosci zgod-
nej z numeracja.

10. ZAKONCZENIE

W przeprowadzonych rozwazaniach przedstawiono modele matematyczne mon-
tazu dynamicznego. Z wprowadzonej klasyfikacji wynika, ze alokacja zadan
i zasobd6w, rozpatrywana w rozprawie. Jest formg sterowania statycznego
montazem.

Stosowanie sterowania statycznego Jest uzasadnione dla montazu seryjne-
go, gdyz zaburzenia wystepuja Jedynie w procesie przejsciowym. Ponadto w
zaleznosci od efektéw tych zaburzen mozna stosowa¢ rézne formy sterowania.
Sterowanie procesem przejsciowym wymaga ewidencji wykonanych operacji w
kazdym cyklu, na kazdym stanowisku pracy. Dlatego tez Jest to mozliwe w
przypadku wykorzystania robotéw przemystowych oraz mikroprocesorowego sy-
stemu sterowania.

Przedstawione modele matematyczne montazu dynamicznego sg oparte na
réwnaniach stanu. Ten spos6b modelowania proceadéw dyskretnych daje pewne
analogie do proceséw ciagtych. Ponadto umozliwia Jasng klasyfikacja pro-
cesOw 1 sterowan.

Modele matematyczne oparte na réwnaniach stanu sa modelami typu symu-
lacyjnego. Mozna za ich pomocag wyznaczy¢ racjonalne sterowanie, baz gwa-
rancji optymalnosci.
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dawane na linie kolejno Jeden po drugim. Na og6t liczba obiektéow w serii
Jest wigksza niz K. W takim przypadku problem kolejnosclowy upraszcza sie,
bowiem liczba serii S Jest znacznie mniejsza od liczby wszystkich obiek-
téw. Ponadto istotne znaczenie maje Jedynie te cykle, w ktérych na linii
znajouje sie obiekty dwéch réznych wersji. W przeciwny« przypadku mamy do
czynienia ze statycznym procesem jednowersyjnym,

W przypadku montazu mieszanego dokdadna rozwigzanie problemu kolejno-
Sciowego nie jest mozliwe z uwagi na ddugi czas obliczeh. Z tego wzgledu
stosowane se algorytmy heurystyczne. Algorytmy te se oparte na symulacji
procesu montazu.

Sterowanie dynamiczne montazem wielowarsyjnym mozna przedstawi¢ analo-
gicznie jak dla montazu Jednowersyjnego. Tak wiec przyjmujemy warunek mon-
tazu kompletnego (87). Czas cyklu wyznaczamy na podstawia stanu pro-
cesu montazu na ostatnim stanowisku pracy (niech 8MM = K). Sterowania dy-
namiczne U nie jest dane (ha podstawie wektora (2)), lecz nalezy je
sukcesywnie wyznacza¢ dla kolejnych cykli 1 » 1,...,L.

Zato6zmy, ze deny jest stan poczatkowy X°, lewostronny warunek brzego-
wy X0 oraz prawostronny warunek montazu kompletnego (87). 0go6lny algo-
rytm sterowania dynamicznego ma nastepujece postac:

Krok 1: dla 1 =1,... ,L

-dla n =1 N otrzymujemy

1, Jesli (= =0 a (n 5=1)

95
0, w przypadku przeciwnym
- czas cyklu ¢~ okreslamy jako
n»N
K,n (96)
n=I

- dla stacji k »9%B, m-1,... ,M-1

©n
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dla kolejnych n » 1,...,N wuwzgledniajac (96) i (97) otrzymujemy

3N
ri, jesti (v 9-DHAXE:J(M-0)A (Z Z Uk ch)
“i-1
Uk n (98)
0, w przypadku przeciwnym
- dla stacji k 7/ otrzymujemy
Xk * Xk1J 99

Obliczenia konczymy, gdy spedniony Jest warunek (78). W algorytmie tym
zatozono, ze dla kazdej wersji operacje se wykonywane w kolejnosci zgod-
nej z numeracje.

10. ZAKONCZENIE

W przeprowadzonych rozwazaniach przedstawiono modele matematyczne mon-
tazu dynamicznego. Z wprowadzonej klasyfikacji wynika, ze alokacja zadanh
i zasobd6w, rozpatrywana w rozprawie. Jest forme sterowania statycznego
montazem.

Stosowanie sterowania statycznego jest uzasadnione dla montazu seryjne
go, gdyz zaburzenia wystepuje Jedynie w procesie przejsciowym. Ponadto w
zaleznosci od efektéw tych zaburzen mozna stosowac¢ rézne formy sterowania
Sterowanie procesem przejsciowym wymaga ewidencji wykonanych operacji w
kazdym cyklu, na kazdym stanowisku pracy. Olatego tez Jest to mozliwe w
przypadku wykorzystania robotéw przemysdowych oraz mikroprocesorowego sy-
stemu sterowania.

Przedstawione modele matematyczne montazu dynamicznego se oparte na
réwnaniach stanu. Ten spos6b modelowania proceséw dyskretnych daje pewne
analogie do procesow ciegtych. Ponadto umozliwia Jasne klasyfikacje pro-
cesow i sterowan.

Modele matematyczne oparte na réwnaniach stanu se modelami typu symu-
lacyjnego. Mozna za Ich pomoce wyznaczy¢ racjonalne sterowanie, bez gwa-

rancji optymalnosci.
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AONONHEHMWE

MATEMATUUYECKWE MOAENN U ANFOPWUTMbl YNPABEHUS
JVHAMUYECKOW CBOPKOW

Pe3swwme

B pgononHeHuMn paccmaTpuBaeTCs nocfefoBaTesibHas CO60poYHas NMHUA a Takke
npouecc c6opkM C TOYHOCTbW B OAHY onepauuw (OogHy geTanb). PaccmaTpuBaeTcs
npouecc c60pkM B o4epefHbiX Uukaax CO0pKM Ha KaxaoMm paboyem mecTe COOpPOYHONA
cTaHuun. [ns onucaHus npouecca BBeAEeHO onpejefieHne coCcTosHMS Cc6opku. B vacT-
HOCTU oOMnpejenieHbl: Hava/lbHOe M KOHEeYHOe COCTOSHUS a TakKke /IeBOCTPOHHbIA 1 npa-
BOCTPOHHbI KpaeBble yCnoBusi. Kpome 3TOro npuHATa Knaccupukaums npouecca cbop-
KN, BbIAENAA MNPOLECCh:I CTaTUYeCKuii, AUHAMUYECKUIA M nepexofHol . AHanorU4HbIM
o6pa3om onpefeneHo ynpasneHne c6OpKOli a Takke NpuHATa kKnaccudukauus ynpabB-
NeHnsi C BbigeNeHVeM yrnpaBfeHuin: CcTaTU4eckKoro, AWMHAMWUYECKOro W MepexofHoro.

Ha ocHoBaHWM ornpefeneHnss COCTOSHUSA W YNpaBfeHUs, BblAeseHb ypaBHEHUS COCTO-
AHUA npouecca.cbopkn. YpaBHEHUA 3TW MnokasbiBawT IOrMYeckue 3aBUCUMOCTU Mpu
cbopKe Ha ouepefHbiX paboyMx MecTax B O4YepefHbIX LuKiax.

B AononHeHWW BblfeneHsl OAHOBEPCUOHHbIE W MHOMOBEPCUOHHbIE MPOLEeCcChl COOPKU.
[eTanbHO MpoaHanu3upoBaH OAHOBEPCUOHHLI Mnpouecc. BbigeneHHsie (Gopmynsl 060-
6uweHb AnNA cnydyas MHOrOBEPCUMOHHOWN COOpPKM.

PaccvmaTprBaemble MaTemMaTW4eCKMe MOAENN OCHOBbLIBAWTCH Ha ypaBHEHUSX COCTOS-
HUS . ANropuTMbl YpaBHEHWS WCMONb3YT 3BPUCTUYECKME pelawlue npaBuia a Takke
cumynsaumi cbopoyHoro mnpouecca.

[lnA ofHOBEpPCMOHHOIO Mnpouecca npeacTaBfeHa AeTepMUHUCTUYECKAs U BeposiT-
HOCTHas mogenun c6opku. Kpome[ aToro paccmoTpeHa AeTepMMHMCTMYECKas Mofesb
c6opkn 1 3anaca feTaneii. [nA AeTEePMUHUCTUYECKOW MOAenu faH aHau3 ypaBHeHWi
cTaTuyeckoro, mnceBfoCTaTUYECKOro, MNCeBAOANHAMWYECKOrO U AMHamuyeckoro. [pu-
Be/leHbl pa3/inyHble anropuTMbl AMHAMUYECKOro YynpasieHus .

3 MHOrOBEPCUOHHOl MOAeNnu CyleCTBEeHHOe 3HadeHue WuMeeT /1IeBOCTOPOHHee Kpae-
Boe ycnoBue. OnpefensieT OHO O4YepéAHOCTb 06bEKTOB (PasNnyHbLIX Bepcuil) BBeAEH-
HbIX Ha COOPOYHYKW NMHMI. [N AeTepMUHUCTUYECKOW MHOrOBEpPCUOHHON Mogenu cbop-
KN MNpeAcTaBfeHo [MHaMU4YeCcKoe yrnpaBs/eHue.

PaccmoTpeHHble B AOMOMIHEHMM MaTeMaTM4yecKkue MOAeNM U anropuTMbl yrnpasreHus,
OCHOBaHHble Ha YpaBHEHWSIX COCTOSHWSA, SABASAKWTCHA MOAENAMU CUMYALUMOHHOIrO Tuna.
cnonb3ys 3T MOA4ENN MOXHO Takum obpa3om onpefenvTb paunoHasibHOe ynpasie-
HMe ofHako 6e3 rapaHTMpPOBaHHOW ONTuUMasbHOCTU. [peAcTaBfieHHble MOAEM MOryT
GbiTb MCMO/b30BaHbl Ha COGOPOYHLIX SIMHUAX C MPOMbILJEHHbIMM poBOTaMU -
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APPENDTIX

MATHEMATICAL MODELS AND ALGORITHMS FOR CONTROL
OF DYNAMIC ASSEMBLY

Summasx>y

In the appendix a sequential assembly line and an assembly process is
considered - with precision to the operation (assembly element). The as-
sembly process is analysed in the succesive cycles on each work place
(line station).

For description of the process the definition of an assembly state is
introduced. The initial and final states end boundary conditions (the
left and the right hand side) are distinguished. Futhermore the classifi-
cation of the assembly process has been introduced. According to the clas-
sification the static, dynamic and transient assembly processes are di-
stinguished. In analogious way the control of the assembly process is de-
fined. The state equatione of the assembly process are found out basing
on the appropriate definitions. The equations interpret logical dependen-
ces at the assembly on sequential line stations during succesive cyclee.

In the appendix the single-version of assembly and its multi-version
are distinguished. The single-version assembly process is analysed in de-
tails. The worked out formulas have been generalized for the multi-ver-
sion assembly process.

The mathematical models considered in the appendix are besed on the lo-
gical state equations. Control algorithms use heuristic decision rules
and a simulation of the assembly process.

For the single-version process deterministic and stochastic models of
the assembly are shown. Futhermore a deterministic model of the assembly
and assembly element stocks has been considered. For the deterministic
model the following controls have been analysed: static, pseudostatic,
pseudodynamic and dynamic.

At the multi-veraion process has the left hand side boundary condition
has got a key because it is controlable. The left hand aide boundary con-
dition interprets the sequence of varloue vereion object which are intro-
duced on the assembly line. For the multi-version determinietic model of
assembly the quasl-dynamlc and dynamic controls are presented.

The mathematical modele end control algorithms considered in the ap-
pendix are based on the stete equatione. These are the simulation systems
which give feasible solutions without warrant of the optimality.
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MODELE 1 ALGORYTMY ALOKACJI OPERACJI 1 ZASOBOW
NA LINII MONTAZOWEJ

Streszczenie

Rozprawa sktada sie z szesciu podstawowych rozdziat#déw oraz dodatku,
w czesci zasadniczej przedstawiono deterministyczne modele matematyczne
i algorytmy alokacji operacji i1 zasobow, w Jednowersyjnym procesie monta-
zu na liniach o szeregowych oraz réwnolegtych stanowiskach pracy. Doda-
tek zawiera deterministyczne i probabilistyczne modele matematyczne i al-
gorytmy sterowania Jednowersyjnym oraz wielowersyjnym montazem dynamicz-
nym .

Rozdziat pierwszy stanowi wprowadzenie do rozwazanej problematyki. Na
tle ogbélnych zagadnien zwigzanych z dyskretnymi procesami przemystowymi
przedstawiono opis linii i procesu montazu oraz scharakteryzowano podsta-
wowe problemy. Okreslono klasyczny problem balansowania linii montazowej
(BLM) i dokonano przegladu dok#adnych oraz przyblizonych algorytméw Jego
rozwigzania. Ponadto wprowadzono koncepcje metody programowania wieloeta-
powego -

W rozdziale drugim rozwiazano klasyczny problem BLM za pomoc? réznych
algorytméw (binarny, szeregowania, przydziatu oraz harmonogramowania),
opartych na metodzie programowania wieloetapowego. Algorytmy te zilustro-
wano przyktadami obliczeniowymi. Na podstawie testéw komputerowych oraz
ogdlnych sformutowan przeanalizowano efektywnos¢ algorytméw programowania
wieloetapowego. Do dalszej analizy wybrano algorytm harmonogramowania.

W rozdziale trzecim sformutowano uogélnione modele BLM. Wyrézniono mo-
dele z: dodatkowymi parametrami operacji, enklawami operacji (podzielnymi
oraz niepodzielnymi), frontami pracy oraz kosztem montazu. Dla kazdego mo-
delu przedstawiono algorytm oparty na metodzie programowania wieloetapo-
wego. W algorytmach tych szczegélny uwage zwrécono na eliminowanie standéw
nieperspektywicznych.

Rozdziat czwarty dotyczy alokacji operacji na liniach z szeregowymi
stanowiskami pracy. Sformutowano modele z ograniczeniami: pozycyjnymi,
czasowymi oraz zakresowymi. Ponadto rozwazano linie asymetryczng. Dla kaz-
dego modelu przedstawiono algorytm programowania wieloetapowego. W roz-
dziale tym wprowadzono rozrdéznienie stacji montazowej i stanowiska pracy.

W rozdziale piatym rozwazano alokacje operacji na linii z roéwnolegty-
mi stanowiskami pracy (dwa stanowiska pracy na jednej stacji montazowej).
Sformutowano model podstawowy i modele z relacje wykluczania oraz synchro-
nizacji. Ola kazdego modelu przedstawiono algorytm programowania wielo-
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etapowego. W modelu podstawowym szczegétowo przedyskutowano eliminacje
stanéw nieperspektywicznych.

W rozdziale széstym przedstawione s? problemy alokacji operacji i za-
sobéw na linii z szeregowymi stanowiskami pracy. Wyrézniono modele aloka-
cji: operacji i kontenerdéw, operacji 1 narzedzi oraz operacji i monteréw.
Di>a kazdego modelu przedstawiono algorytm programowania wieloetapowego.

W og6lnym przypadku dodatkowe zasoby w procesie montazu s? substytucyjne
i podwéjnie ograniczone.

W dodatku proces montazu Jest rozwazany z doktadnosci? do operacji (de
talu) na "kazdym stanowisku pracy. Wprowadzono definicje stanu procesu mon
tazu oraz sterowania montazem. Na tej podstawie wyrézniono montaz (oraz
sterowanie) statyczny, dynamiczny oraz przejsciowy. Wyprowadzono réwnania
stanu procesu montazu i zapasow detali (deterministyczne oraz probabili-
styczne), W oparciu o te réwnania stanu mozna symulowa¢ proces montazu
przy roéznych (heuryetycznych) regutach sterowania. Dla modelu Jednower-
syjnego przeanalizowano sterowanie: statyczne, pseudostatyczne, pseudody-
namiczne oraz dynamiczne. Dla montazu wielowersyjnego przedstawiono algo-
rytmy sterowania dynamicznego.

Algorytmy alokacji operacji i zasobéw pozwalaj? wyznaczy¢ rozwigzanie
optymalne lub przyblizone (jezeli wyczerpany zostaje czas obliczeh kompu-
terowych). Algorytmy sterowania montazem dynamicznym s? oparte na réwna-
niach stanu i heurystycznych regutach decyzyjnych, dlatego nie gwarantuj?
rozwigzan optymalnych.



MATEMATWUYECKWE MOAENN W ANTOPUTMbl ANIJIOKALMU OMEPALUA N PECYPCOB
B CBOPOYHOWN NIVHUN

Pe3wnHe

Pa6oTa cOCTOUT M3 WECTW OCHOBHbLIX FfaB W AOMNOMHEHUSA. B OCHOBHOW 4acTu
paboTbl npeAcTaBfeHb AeTEePMUHUCTUYECKME U BEPOSATHOCTHbE MaTemMaTuyeckue MoO-
Aenn a TakKxe anropuTmsl ynpaBfieHWs OAHO M MHOFOBEPCUMOHHON AMHaAMU4YeCKOoW cb6op-
KOWi .

MepBass rnaeBa fABNseTCHA BBOAHOW B paccmaTpuBaemyl npobnematuky. Ha ¢oHe
o6WNX BOMPOCOB, KacawWMXCs AUCKPETHbIX MNPOMbIWLIEHHBIX MNpoueccos, AaHO onuca-
HMEe NMHUM K npouecca COOPKM a TakKke oxapaKTepu3oBaHb OCHOBHble MNPO6GMEeMsbl.
OnpepeneHa knaccuyeckass npo6nema 6anaHcupoBaHusi c6opouyHoili nuHueli (BCN) a
Takxe faH 0630p TOYHbLIX M MPUBANKEHHBIX anropuTMos eé peweHunss. Kpome Toro
BBefleHa KOHLUenuus mMeToja MHOroaTamnHoro nporpamMMMpoBaHus .

Bo BTOpoli rnaBe pelweHa knaccuyeckass npo6nema BC/l npy nomowm passinMyHbIX
anroputmos (6uHapHOro, ynopsgoyeHusi, npunucaHusa a Takxe KaneHgapHoro Mna-
HUPOBAHUA), OCHOBAHHLIX Ha MeToje MHOroaTarnHoro nporpaMmMMpoBaHusa. ANCOPUTMbI
3TU NPOUNIOCTPUPOBAHL PACHETHLIMM NpuMepamn. Ha OCHOBe KOMMNbHTEPHLIX TecToB
a Takxe o06WwMx onpepeneHuii AaH aHann3 3pPEeKTUBHOCTM aNropuTMOB MHOFO3TaNHO-
ro nporpammupoBaHusi. [Nns panbHelwero aHanusa BbiGpaH anropuTMm KaneHgapHoOro
nnaHupoBaHmsA .

B TpeTbeli rnaBe coopmynupoBaHb obwme mogenu BC/l. B 4acTHOCTW NOKa3aHbl
cnepywoume mogenu» € AobaBOo4YHbIMW NapameTpaMu Mo onepauyusaMm, C 3HKIasamu one-
paunii  (AenumeiMM U HepenumbiMn), C GpoHTamm paboT M cTouMOCTbi cbopku. [Ans
Kaxjoi mopenu npefcTaBfieH anropuTM Ha OCHOBe MeToja MHOroaTamHOro nporpam-
MupoBaHus. B 3Tux anroputmax ocoboe BHUMaHWe ob6paweHo Ha BO3MOXHOCTb MWCK/WO-
YeHUA HenepcrneKTUBHbLIX COCTOSHUN .

YeTBEépTas rnaBa KacaeTcs anfokauuu onepauuii Ha AUHUSAX C nocnepoBaTesb-
HbIMM MecTamu paboTbel. ChopMynnpoBaHbl MOAENUN C OrpaHnyeHusmn! MNo3UUNOHHLIMK,
BPEMEHHbLIMM, a Takxe Auana3oHHbMW. Kpome 3TOro paccmoTpeHa accumeTpuyeckas
nMHMA. [ns Kaxgoi mogenu gaH anropuTM MHOro3TamnHOro nporpaMMmMpoBaHUs .

B 3Toil rnaBe BBefeHb OTAMUYMA COOPOYHOW CTaHuUM U mMecT paboTsl,

B nAToli rnaBe paccMOoTpeHa an/jiokauus onepauuii Ha AMHWW C napaniesbHbMU
pa6bounmm mecTtamm (ABa paboume MecTa Ha ofHOM C6GOpPOYHON cTaHuum) . Chopmynu-
poBaHb OCHOBHas Mofeslb U MOLE/IN C OTHOWEHUAMW WUCKINYEHUA WU CUHXPOHU3ALMUNU.
Ons kaxpgoii mogenu npeacTaBfieH anropuTM MHOFO3TamnmHOro MNPOrpaMMMpOBaHUSA .

B OCHOBHOW Mogenu NoApPO6HO OroBOPEHO WCK/AKNYEHWE HenepcrneKTUBHbIX COCTOSHWUN .

B wecToili rnaBe npepcTaBfeHb Npo6aembl annokauuu onepauunii U1 pecypcoB Ha
NMHUM € nocnepoBaTeflbHbIMM pabounMy mMecTamMnm. B 4YaCcTHOCTU nNokasaHb crnepgywouune
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MoAenu annokauuum* onepauunii U KoHTeliHepoB, onepauuii U paboyero MHCTPyMeHTa
a Takxe onepauuvii U MOHTEpPOB. [ns KaxAoli mogenu paH anropMuTM MHOro3TamnHoOro
nporpammmpoBaHusa. B ob6uwum cnyyae pob6aBo4YHble pecypchbl B npouecce cHOpKu sAB-

NAKNTCA B3aMMO3aMeHsAeMbiMU N ABYXKPATHO OrpaHUYeHHbIMU.



MATHEMATICAL MODELS AND ALGORITHMS IFR RESOURCE
AND OPERATION ALLOCATION ON AN ASSEMBLY LINE

Sudaary

INTRODUCTION " .

A subject of consideration in the idssertation is an assembly process
realized on a line, shown on the figure 1.1. The assembly line consists
of: a main conveyor, assembly stations and fields, at which tools and as-
sembly elements are placed. The main conveyor transports an assembly
object along the line (with uniform or 3tep motion). Chassis of the as-
sembled objects are installed on the main conveyor in equal distances.
The assembly stations are distinguished fields, which are placed sequen-

tially along the line. On the assembly stations work places are localized.

The work place is a place on the assembly station, at which only one ope-
rator can occur (an assembler or industrial robot). An assembly elements
is a part of the assembly object. The tools and containers with assembly
elements are placed on the Tfields beside the main conveyor. The assembly
objects remain on each assembly station during time called the cycle-ti-
me. During the cycle-time on each station only one object is placed.

In the dissertation the assembly process is analysed at the period of
time [0.C], where C is a multiple of the cycle-time c. Ah initial condi-
tion of the assembly process is defined by degree of assembly objects
completeness on the line at the moment t=0. A final condition of the as-
sembly process is defined respectively for the moment t=C. At the as-
sembly process on the line, boundary conditions are also distinguished
(see fig. 1.1). The. conditions are defined by the type of assembly
objects which enter the first station or respectively leave the last sta-
tion of the line.

If at each assembly station no more than one work place is arranged,
assembly process is sequential and the line consists of sequential work
places. Otherwise the line with parallel work places is considered. In
the dissertation on more than two work places at each assembly station
are assumed (placed at different sides of the main conveyor). If opera-
tion parameters (for example performance time) Jare equal for the diffe-
rent sides of the main conveyor, then assembly line is symmetrical; ot-
herwise the assembly line is asymmetrical. The assembly process is con-
sidered as spatial (three-dimensional) if transport times between the
points at which assembly elements are placed can not be omitted; other-
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wise we call It point assembly process. Assembly stations are basic re-
sources of the assembly process. Additional resources are: operators,
tools and containers with the assembly elements. In the dissertation it
is displayed that the additional resources are double-constrained and
substitutional.

In assembly process versions of objects are distinguished. The ver-
sion is defined by the assembly elements of which the assembly object
consists. At single-version of assembly process each object consists of
the same assembly elements. At multiversion assembly objects may consist
of various assembly elements. An assembly is called sequential if all the
objects of the same version form the sequence without objects of other
version; otherwise mixed assembly is considered. In the dissertation a
detailed description of the sequential single-version assembly is given.

An assembly process is called static if at each cycle in the period
[0,C] the same operations are performed on the work places, otherwise the
assembly is dynamic. A transient assembly process is a particular case
of the dynamic one. The transient assembly process is dynamic during ini-
tial K cycles only then the process is the static one, (K is the number
of stations). The transient assembly process occurs during a change of
the object version which are assembled on the line. A detailed descript-
ion of the dynamic assembly process is given in the appendix.

The dissertation displays that for single-version of assembly essen-
tial meaning have the following problems:

i) Assembly line balancing (ALB)
1i) Allocation of operations (A0), for the lines with sequential and pa-
rallel work places
ill) Resource and operation allocation (ROA)

The problems are considered in the chapters 2, 3, 4,5 and 6 of the dis-
sertation.

MULTI-STAGE PROGRAMMING METHOD

To solve the problems formulated in the dissertation, aulti-stage pro-
grams) ing method is proposed. The.method is based on the ideas of the
branch arid bound and the dynamic programming methods. Fundamental con-
struction elements of multi-stage programming algorithms are: a state of
decision process, a value of the state, state generation procedures and
rules for elimination unperspective states. An idea of the algorithms de-
pends on generation of feasible trajectories (sequence of 9tates) and an
elimination of unperspective trajectories, which does not lead to the op-
timal solution.

In the dissertation the N-stage decision processes are considered,

(N is the number of assembly operations). The numbers of the decision
stages are denoted by if , however the numbers of states at the”-th stage
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are denoted by 1, (L~ means a feasible nuaber of states et the-7-th
stage). [ ] -

The etate P of decision process interprets a situation at the sy-
stem after an appropriate decision. In the dissertation the state is a
vector for the ALB and AO problems, however for the ROA problem the state
is a matrix with two columns. At the multi-stage programming algoritms the
following states are distinguished: p®*~ _ initial state (specifies ini-
tial conditions of the process on the line), pN* - final state (gives a
feasible solution of the problem), ~ - active state (enables to gene-
rate next states), P8 - actually the best .final state, pN» - local op-
timal state (the best final state obtained from the state pV-®l), P°-glo-
bal optimal state (the best final state).

Each state p?"1 is associated with its value v™?"1. The value v?**
18 an estimation of the state p*"!" from a given criterion point of view.
The final state with the extremal value gives the optimal solution. In ge-
neral case the value V'?’1 1is a vector. Elements of the vector are calcu-
lated with aid of the apropriate state value function or recursively -du-
ring generation of the state p*)’1 from the state P? *

State generation consists in a selection of a certain active state
pt?-1,>. and a decision to perform the n-th operation, what gives the next
state P?’1. The active states are placed in lexicographically ordered
sets<f*. The number of elements in the set can be limited to Lg, whe-
re L si. For selection of the active state various rules (for example
FIFO, LIFO, LLB and so on) are used. The branch rule is called complete,
if starting from the state p'9‘1*®" all its immediate successors pV’l are
generated; otherwise the branching is partial. For the complete branching
the state P7-i-a. s selected only once because after state generation
It is no active: contrary for the partial branching the state p?”I»®" i8
selected many tines. In this case with each state P> the index iV’l
is associated. The index 1?1 indicates which states have already been
generated from the state p"?"*. In this way each state is generated only
once and futhermore there are no omitted states. The application of the
state indices gives possibility to limit the number of states in the sets

A state generation procedure is a logical sentence defining conditions,
which must be satisfied to generate new states. The state generation
starts from the initial state PO,1 and is continued until the sets d&y
(for }=0,1..... N—1) are not empty. The calculations are Tfinished if
each set is empty.

During calculations unperspective states are eliminated. For this pur-
pose the elimination rules called: exhausting, fathoming and domination
are applied. The exhausting rule eliminates the state from which there is
no possibilities to get feasible solution of the problem. The fathoming Q
rule eliminates the state P?"1 if appropriate local optimal state pN>1
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is worse than the given state Pa. The domination rule permits to eliaina-

te one of the two states p" ,a or P *“,A , which has the worse appropria-
te local optimal state.

In the dissertation all the formulated problems are solved with aid of
the multi-stage programming algorithms. For this purpose the state, the
state value, the state generation procedures and the unperspective state
elimination rules are defined at each algorith. The proofs for the elimi-
nation rules are also given. Futhermore for illustration of the multi-sta-
ge programming algorithms In the dissertation there are examples and com-
putational tests.

STANDARD ALB PROBLEM

In the second chapter a single version assembly process on a line with
sequential work stations is considered. The standard ALB problem is formu-
lated in the following way. There is a set £i of the assembly operations.
Performance times of the operations and a sequencing relation are given.
For the given cycle-rtiae c¢ the minimum number of operation subsets,
which form work stations, should be calculated. For the given cycle-time
c the number M of work places can not be greater than the number K
of assembly stations (M « k). Futhermore the following subsets of opera-
tions 3., ,-- - ,1IM are located tothe succeedingassembly stations
from the first one to the k-th one (k-Sk).

The standard ALB problem was solwed with the aid of four multi-stage
programming algorithms. The algorithms are called: binary, sequencing,
allocation and scheduling one. In the algorithms a state is a vector,
elements of which are defined In a different way. In the binary algorithm
the vector element is equal to 1, If the decision about performing the
appropriate operation has been taken, (0 - otherwise). In the sequencing
algorithm the vector element is equal to s (where s is the position
number of the operation in the sequence), if the decision about performing
the appropriate operation has been taken, (0 - otherwise). In the alloca-
tion algorithm the element of the state vector is equal to o, if the
appropriate operation is allocated to the subset a4 (0 - otherwise);

In thé scheduling algorithm the element of the state vector is equal to
tn, (where € is the moment at which performing of the operation is fi-
nished), if the decision about performing the appropriate operation ha3
been taken, (0 - otherwise). Calculation examples and computer tests of
the algorithms also have been given. For considerations in the following
chapters the scheduling algorithm has been selected.

GENERALIZED ALB MODELS

In the third chapter the generalized ALB models are considered. In the
models the following additional reetrlctlons have been taken into account:
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D) exclusion of certain subsets of the operations at one work place
11) inclusion of certain operations to subset called an enclave
ill) spacial localization of operations at assembly object

Futhermore at the fourth model more general criterion of ALB, namely as-
sembly cost, is considered.

To solve the formulated problems, the scheduling algorithm of the mul-
ti-stage programming method is used. The state of the decision process is
defined in the same way for each problem.For the problem of the assembly
cost the state value is defined more general than for other problems. Sta-
te generation procedures and the rules for elimination of the unperspec-
tive states are different at each problem. In the algorithms proofs of
the elimination rules have been given.

ALLOCATION OF OPERATIONS. SEQUENTIAL WORK STATIONS

In the fourth chapter the models of the operation allocation on a line
with sequential work places are given. In general case for the operation
allocation problems, subsets Jla are not located to the succeeding sta-
tions k of the assembly line. In the chapter the following mcdels are
distinguished:

i) The line with positions for work places

11) The assembly process with time restrictions of operations
iii) The line with station ranges for operations

iv) An asymmetrical line

In each model the operations are performed sequencialy and at each station
no more than one work place can be arranged. To solvethe formulated pro-
blems the scheduling algorithms of multi-stage programming have beenused.
In the problems of operation allocation on symmetrical lines the state of
the decision process is defined in the same way in the standard ALB pro-
blem. For the asymmetrical line the state of the decision process is de-
fined differently. If the n-th operation is performed on the left hand
side of the main conveyor, then the appropriate element of the state vec-
tor is negative (-*,)» (otherwise the element is equal + tR). In the pro-
blems of the operations allocation the state value is defined more gene-
rally than in the ALB ones. In this chapter state generation procedures
and rules for elimination of unperspective states are given for eachpro-
blem. The rules have been proved.

ALLOCATION OF OPERATIONS. PARALLEL WORK STATIONS

Solution of the ALB and AO problems can be not possible on the line
with sequential work stations, if the cycle-time is respectively short.
In this case the problem of operation allocation on the line with para-
Ilel work stations is considered. In the fifth chapter the problem is ana-
lysed with the assumption that no oore than two work places on each line
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station are present. The parallel work stations are placed at both sides
of the main conveyor. On the lines with parallel work stations the ope-
rations can be performed parallely.

In the chapter the following models are distinguished:

i) The basic model (with the sequencing relation)
ii) The model with the sequencing and exclusion relation
iii) The model with the sequencing and synchronization relation
The formulated problems are solved with aid of the scheduling algorithms
of the multi-stage programming method. The decision process state Is de-
fined in the same way as for AO problem on the asymmetrical line with
sequential work places. The state value determines the sum of work places
at the both sides of the main conveyor. For each problem particular state
generation procedures are Introduced. Futhermore uhperspective states
elimination rules have been given.

RESOURCE AND OPERATION ALLOCATION

In the problems of ALB and AO only work places as a basic resource at
the assembly process were considered. In the sixth chapter some additio-
nal resources such as: containers with assembly elements, assembly tools
and operators (assemblers or industrial robots) are taken into conside-
ration. In the chapter the following models are distinguish;

i) Operation and containers allocation
11) Operation and tools allocation
ill) Operation and assemblers allocation

In the models the assembly line with the sequential work places is assu-
med. In general case the discussed additional resources are substitutio-
nal and double-constrained.

The formulated problems are solved with aid of scheduling algorithms
of the multi-stage programming method. The decision process state Is de-
fined as a matrix with two columnes. The first column is analogious to
the decision process state in the problems of ALB and AO. In the second
column an information about the resource used to performing the operstlon
has been written. The state value is a vector. The first element of the
vector gives the number of work plsces, however other elements described
numbers of used additional resources.

For each problem particulars state generation procedures and unperspec-
tive states elimination rules are presented. Futhermore multi-objective
optimization has been discussed.



WYDAWNICTWA NAUKOWE | DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI SLASKIEJ
MOZNA NABYC W NASTEPUJACYCH PLACOWKACH:

44-100 Gliwice — Ksiegarnia nr 096, ul. Konstytucji 14b
44-100 Gliwice — Spotdzielnia Studencka, uL Wroctawska 4a
40-950 Katowice — Ksiegarnia nr 015, ul. Zwirki 1 Wigury 33
40-098 Katowice — Ksiegarnia nr 005, uL 3 Maja 12

41-900 Bytom — Ksiegarnia nr 048, PL Kosciuszki 10

41-500 Chorzéw — Ksiggarnia nr 063, ul. Wolnosci 22

41-300 Dabrowa Goérnicza — Ksiegarnia nr 081, ul. ZBoWiD-u 2
47-400 Racibérz — Ksiegarnia nr 148, ul. Odrzanska 1

44-200 Rybnik — Ksigegarnia nr 162, Rynek 1

41-200 Sosnowiec — Ksiegarnia nr 181, uL Zwyciestwa 7
41-800 Zabrze — Ksiggarnia nr 230, ul. Wolnosci 288

00-901 Warszawa — Os$rodek Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN —
Patac Kultury 1 Nauki

Wszystkie wydawnictwa naukowe 1 dydaktyczne zamawia¢ mozna poprzez Skitadnice
Ksiegarska w Warszawie, ul. Mazowiecka °]



