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1 Wprowadzenie

Pytanie o pochodzenie czlowieka jest jednym z najwazniejszych pytan nurtu-
jacych ludzi od dawna. Pierwsze naukowe podstawy w probie odpowiedzi na to
pytanie zostaly sformutowane dopiero w potowie XIX wieku przez takich uczonych
jak Charles Darwin [12], Alfred Wallace [13]| oraz Gregor Mendel [35]. Od tego
czasu naukowcy probuja zidentyfikowaé i poznaé wszystkie aspekty mechanizmoéw
stojacych za ewolucja organizméw. Szczeg6lnie intensywny wzrost zainteresowania
genetyka pojawit sie w latach 80-tch XX wieku wraz z wprowadzeniem powszech-
nego dostepu do technik informatycznych oraz rozwojem nowoczesnej biologii (np.
metod sekwencjonowania DNA). Obecny rozwéj genetyki stymulowany jest przez
coraz to wieksze naklady finansowe. Naukowcy maja do dyspozycji dane genetyczne
pochodzace od tysiecy osobnikow (nie tylko ludzkich). Dane te sg rezultatem wielu
projektow prowadzonych na catym $wiecie (np. The Human Genome Project 26|,
The International HapMap Project [9] lub The 1000 Genome Project [10]). Pomimo
tego, iz nasza wiedza o podstawowych sitach genetycznych i interakcjach wystepuja-
cych miedzy nimi znacznie wzrosta od czasow Darwina, olbrzymia ztozonosé tychze
procesOw wciaz stanowi przeszkode w poznaniu odpowiedzi na bardziej szczegoltowe
pytania. Wykorzystujac wyniki obserwacji rzeczywistych osobnikéw mozemy jednak
konstruowa¢ modele genetyczne, ktére, w ramach przyjetych zalozen i ograniczen,
pozwolg nam wyjadni¢ zjawiska wystepujace w procesie ewolucji.

Mozemy wyr6zni¢ dwa glowne kryteria podziatu stochastycznych modeli
ewolucyjnych. Ze wzgledu na perspektywe czasu modele dzielg sie na retrospek-
tywne (ang. backward-time) oraz prospektywne (ang. forward-time). W koncep-
cyjnie prostszych modelach prospektywnych zwykle symulowana jest cata populacja
od wybranego momentu w przeszto$ci do czasu aktualnego. Wyniki uzyskiwane
sa zwykle na podstawie probki (ang. sample) wylosowanej z ostatniego pokole-
nia. Modele retrospektywne bazuja na teorii koalescencji (ang. coalescent the-
ory) [25, 31]. W odréznieniu do metod prospektywnych, w modelach retrospek-
tywnych uwaga skupiona jest jedynie na wybranej grupie osobnikow (probce). W
modelach tych modelowanie przebiega w dwoch etapach. Najpierw tworzone jest

drzewo genealogiczne wybranej probki z korzeniem bedacym ostatnim wspolnym



przodkiem (ang. Most Recent Common Ancestor, MRCA) wszystkich osobnikow
wchodzacych w sktad probki. Nastepnie, bazujac na otrzymanym drzewie, do mode-
lu dodawana jest informacja genetyczna (np. na galeziach drzewa rozmieszczane
sa mutacje, zwykle z prawdopodobieristwem proporcjonalnym do dlugosci galezi).
Modele te wymagaja czesto dodatkowych zalozen i sa dostosowane jedynie dla
waskiego przedzialu wartosci niektérych parametrow (np. niski wspolezynnik
rekombinacji). Wspomniane ograniczenia oraz ciagly wzrost mocy obliczeniowej
komputeréw powoduja, iz metody prospektywne zyskuja na znaczeniu (simuPop
[42], EASYPOP [3], TreesimJ [40]).

Drugim kryterium podzialu modeli stochastycznych jest sposéb uzyskiwania
wynikéw. Ze wzgledu na ztozonosé rozwigzywanych problemoéw, bardzo duza czesé
aktualnie wykorzystywanych modeli oparta jest na metodach symulacyjnych. Pod-
stawowym mechanizmem uzywanym w tego rodzaju modelach jest metoda Monte
Carlo |36, 37]. Doktadne wyliczenia, zwykle niemozliwe do realizacji w sensownym
czasie, zastepowane sg przez usrednione wyniki z wielokrotnie powtérzonych realiza-
cji uproszczonego modelu. Oczywista wada metod symulacyjnych jest niedoktadnosc¢
otrzymanych rezultatéw wynikajaca z koniecznosci dokonania szeregu przyblizen i
wykorzystania heurystyk. Co wiecej, poprawnos¢ skomplikowanych metod symula-
cyjnych powinna by¢ zweryfikowana za pomoca metod analitycznych przynajmniej
dla najprostszych przypadkow. Z tego tez powodu metody analityczne stanowia

czesto platforme testowa dla metod opartych o symulacje komputerowe.

2 Zakres i cel pracy

W niniejszej rozprawie skupiamy uwage na teoretycznych (nie opartych o metody
symulacyjne) systemach genetycznych modelujacych zlozone mechanizmy genety-
czne. Systemy tego typu wymagaja czesto, w celu uzyskania jakichkolwiek przy-
datnych i interesujacych wynikéw, wykonania ztozonych obliczen niemozliwych do
realizacji za pomoca klasycznych metod analitycznych.

Celem pracy jest pokazanie, iz systemy oparte na metodach
analitycznych i realizowane za pomoca wyrafinowanych, specjalnie

dedykowanych programéw komputerowych moga byé wykorzystane do



rozwigzania pewnych zlozonych probleméw genetycznych.

Co wiecej, dziatanie tak skonstruowanych systeméw moze, dla pewnych klas prob-
lemoéw, przewyzszaé sposob dziatania metod symulacyjnych. To znaczy, umozliwié¢
uzyskanie doktadniejszych wynikow w poréwnywalnym lub krotszym czasie dziala-
nia. W rozprawie (rozdzialy 4-6) przedstawione i szczeg6lowo omowione zostaly
trzy ztozone systemy genetyczne.

Pierwszy model jest modelem Morana [38, 51| z mutacjami, dryfem genetycznym
oraz rekombinacja miedzy wieloma loci. Wprowadzenie rekombinacji do modelu
genetycznego powoduje ogromny wzrost ztozonosci modelu, uniemozliwiajac czesto
jego analize. Z tego tez powodu badania nad wzajemnymi relacjami miedzy mu-
tacjami, dryfem oraz rekombinacjami zaczely byé¢ realizowane do$¢ pozno (lata
osiemdziesigte poprzedniego wieku). Dodatkowo, znaczna cze$¢ prowadzonych
badan dotyczy efektu rekombinacji jedynie w kontekécie retrospektywnej teorii koa-
lescencji [1, 14, 20, 25, 51|. Podejscie retrospektywne, mimo iz znacznie szybsze od
podejscia prospektywnego, nie pozwala na dokladne modelowanie réznych aspektow
zwigzanych z rekombinacja, szczegolnie gdy rozwazany jest system z wielokrotnie za-
leznymi loci (ang. multilinked loci). Wraz ze wzrostem mocy obliczeniowej, coraz
czedciej do modelowania rekombinacji jest wykorzystywane podejscie prospektywne
[3, 21, 23, 24, 40, 42| lub mieszane [41]. Mimo znacznego postepu w wyjasnieniu
zagadnien zwigzanych z rekombinacja, wiele pytan wciaz pozostaje bez odpowiedzi.
Nas szczegolnie interesuje asymptotyczne zachowanie modelu rekombinacji typu
crossover. Koncentrujemy sie na problemie rozréznialnosci (ang. identifiability).
Doktadniej, chcemy znalezé odpowiedZ na pytanie, czy populacja moze osiggnac
stan, w ktorym jest nieodroznialna od populacji, ktora wyewoluowalta jedynie pod
wplywem mutacji oraz dryfu. Podobne analizy dynamiki rekombinacji w modelu
Morana, aczkolwiek koncentrujace sie na nieco innych aspektach, sa przedstawione
w [1, 2|.

Znajomos¢ rozktadu czasu do MRCA w danej populacji dostarcza informacji o
historii tej populacji. Informacja o czasie do MRCA shizy réwniez do estymacji
innych istotnych parametrow danej populacji (na przyklad czas do MRCA jest
Scisle zwiazany ze stopniem pokrewienstwa osobnikow wybranych z danej populacji).

Znaleziony czas do MRCA pewnej czesci populacji moze by¢ wykorzystany w anali-



zie calej populacji. Dlatego tez metody wyznaczania czasu do wspolnego przodka
sa od dawna obiektem wzmozonych badan [19, 31, 33| i wiele aspektow wyznacza-
nia tego czasu dla prostych modeli jest obecnie bardzo dobrze znanych [51]. W
prostych modelach, opartych przede wszystkim na modelu Wrighta-Fishera, przyj-
mujemy zwykle staly lub inny dobrze znany (gloéwnie eksponencjalny) scenariusz
zmiany rozmiaru populacji. W ostatnich latach czas do MRCA jest wyznaczany
dla coraz bardziej ztozonych modeli. Jako przyktad, mozemy wspomnie¢ o podej-
Sciach dyfuzyjnych zastosowanych do modelu Wrighta-Fishera [43, 45] lub modelu
gatgzkowego [15]. Interesujacym zagadnieniem jest jednak badanie czasu do MRCA
w populacjach, w ktorych nie zaktadamy zadnych modeli zmiany ich rozmiaru. W
rozdziale piatym dysertacji wyznaczamy czas do MRCA duzej probki osobnikéw
wylosowanych z populacji, ktora wyewoluowala zgodnie z dowolnym (ale znanym)
scenariuszem wzrostu.

Slady zaleznosci miedzy réznymi gatunkami lub populacjami (rowniez tymi
wymartymi) sa widoczne w genomach ich osobnikéw (lub przodkéw tych osobnikow).
Rezultaty badan tych zaleznosci pozwalaja na znalezienie odpowiedzi na wiele py-
tan, od tych wynikajacych z prozaicznej ciekawosci historig danych populacji, az
do znacznie wazniejszych dotyczacych przykladowo szczegoltow zwigzanych z ge-
nealogia mutacji, co moze by¢ wykorzystane w metodach budowy genetycznej mapy
(ang. gene mapping methods) mutacji odpowiedzialnych za wystepowanie rzadkich
chorob genetycznych [54]. Niestety, wyjasnienie wszystkich szczegoléw wspomnia-
nych zaleznosci bazujac na pewnej (zwykle nielicznej) probee osobnikéow nie jest
latwe. Podstawowym podejsciem [22] wykorzystywanym w tym celu jest estymacja
wybranych parametrow opisujacych te zaleznosci poprzez symulowanie probek pa-
sujgcych do danych rzeczywistych. Naukowcy zaktadaja zwykle kilka mozliwych
scenariuszy demograficznych i poréwnuja wyniki uzyskane dla kazdego z nich z
rzeczywistymi danymi. W rozdziale szostym rozprawy prezentujemy efektywna,
og6lna metode modelowania ztozonych sieci demograficznych realizowana metodami
niesymulacyjnymi. Poza standardowymi zdarzeniami w sieci demograficznej (takimi
jak podzial pojedynczej populacji na dwie, potaczenie sie dwoch populacji lub mi-
gracje miedzy populacjami), podstawowa wersja naszego modelu uwzglednia dryf

wewnatrz populacji, zmiane rozmiaru populacji w czasie oraz dowolny markowski



model mutacji. Jako wynik otrzymujemy rozklad taczny (ang. joint distribution)
pary osobnikéow wylosowanych z dwoch, niekoniecznie réznych, populacji. Bazujac
na znajomosci dokladnych wartosci rozktadu tacznego, mozliwe jest wyznaczenie
innych parametrow opisujacych zaleznosci miedzy modelowanymi populacjami.

Podsumowujac, przedstawione w niniejszej rozprawie modele stuzg udowodnieniu

stusznosci nastepujacych tez:

e Mozliwe jest, stosujac analityczny system genetyczny oparty na
matematycznym modelu Morana, rozstrzygniecie kwestii rozréznial-
noéci rekombinacji, przynajmniej w znaczeniu relacji ograniczonych
do zbioru rozkladéw lacznie charakteryzujacych stany alleliczne w

dowolnej liczbie r6znych loci.

e Mozliwe jest, wykorzystujac analityczny rekurencyjny system gene-
tyczny, wyznaczenie czasu do MRCA prébki o znacznym rozmiarze
wylosowanej z duzej populacji ludzkiej, ktéra wyewoluowala zgodnie

z dowolnym, ale danym, scenariuszem zmiany rozmiaru populacji.

e Mozliwe jest zbudowanie systemu genetycznego nie opartego na
metodach symulacyjnych, ktéry modeluje zaleznos$ci miedzy popu-
lacjami lub gatunkami w zlozonej sieci demograficznej i zastepuje,
przynajmniej w pewnych zastosowaniach, symulacyjne modele sieci

demograficznej.

3  Wyniki

Model Morana

Nasz model jest uogdlnieniem na s loci modelu z dwoma loci przedstawionego w
[5, 30]. Zaktadamy, iz kazdy z 2N osobnikoéw z populacji opisany jest przez s zmien-
nych losowych X, reprezentujacych pojedynczy locus, gdzie 1 < a < 2N jest nu-
merem osobnika oraz 1 < b < s jest numerem locusa. Mutacje modelujemy jako
niezalezne zmiany wartosci zmiennych X. Kazdy z osobnikow ma swoj czas zycia

okreslony rozktadem wyktadniczym z parametrem % W chwili $§mierci osobnik jest



zastepowany nowym osobnikiem. Z prawdopodobienstwem 1 — r nie dochodzi do
rekombinacji i nowy osobnik jest jednym z osobnikéw z populacji (kazdy z nich moze
by¢ wybrany z prawdopodobiefistwem QLN) W przypadku rekombinacji, wybieramy
miejsce wystapienia rekombinacji (prawdopodobieristwo wystapienia rekombinacji
po locusie i jest rowne r;) oraz losujemy dwa osobniki j i k. Nowy osobnik pow-
staje poprzez polaczenie loci znajdujacych sie na lewo od miejsca rekombinacji z
osobnika j z pozostalymi loci wybranymi z osobnika k. Jak widaé, ewoluujace osob-
niki moga zawiera¢ loci pochodzace od roéznych osobnikéow z pierwszego pokolenia.
Wprowadzamy system rozktadow {D,,. ..} opisujacych tak ewoluujace grupy osob-
nikow. W danym rozktadzie a; = a; oznacza, iz loci na pozycjach i oraz j pochodzg
od tego samego osobnika. Wprowadzamy regularny indeks rozktadéw spelniajacy

nastepujace wlasnosci:
1. apis 1,
2. ao <max(a,...,aq-1)+1, a>2;

Rozklady sortujemy leksykograficznie od Dy 1 do Do 5. Liczba wszystkich
rozkladow w zaleznosci od liczby loci jest liczba Bella w; [18]. Tworzymy dyskretny
taficuch Markova z rozktadami jako stanami, przej$ciami miedzy stanami w chwili
smierci osobnika oraz macierza przejscia © = (1 —7)0 + Y27—| 7,0;. Otrzymujemy

nastepujace wyrazenie na ewolucje systemu:
dD(t)

dt
gdzie D jest kolumnowym wektorem rozkladow, a G jest generatorem operacji

= GD(t) + ANOD(t) — AND(t),t > 0, (1)

mutacji. Korzystajac z faktu, iz tanicuch Markova okreslony za pomoca macierzy ©
jest ergodyczny (dowod w dysertacji), rownanie (1) pozwala nam otrzymac nastepu-

jaca zalezno$é¢ dla duzych wartosci t:

12...s

Dy.a(t) ~ S(t) Y mD,(0), (2)

v=1...1
gdzie S(t) oznacza poélgrupe mutacyjna, a m jest rozkladem stacjonarnym ©.

Wynika stad, ze asymptotycznie efekt rekombinacji jest nierozroznialny od efektu
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mutacji 1 dryfu. Jest to bardzo ciekawy, chociaz nieco paradoksalny, rezultat.
Musimy jednak by¢ swiadomi, ze rezultat ten dotyczy jedynie asymptotycznego
zachowania modelu. Dodatkowo, system rozktadow D uzyty w modelu nie jest
kompletny. Zbior rozkladow opisujacych zaleznosci w modelu charakteryzuje taczne
stany allelyczne na wielu loci na jednym lub wielu chromosomach, ale nie okresla
tacznych stanow allelycznych na pojedynczym locusie na jednym lub wiecej chro-
mosomach. Oznacza to, ze prawdopodobiefistwa takie jak P[Xy; = x11; X2 =
T12; Xo3 = X93] sa okreslone w naszym systemie, ale prawdopodobienistwa takie jak
P[X11 = x11; Xo1 = a1; Xog = T3] nie. Mimo to, system jest wystarczajgco bogaty
aby wyznaczy¢ zarowno wszystkie mozliwe wielopunktowe nierownowagi sprzezen
(ang. multipoint linkage disequilibrium), jak i ich wariancje i kowariancje [53].

W rozprawie badamy algorytmy pozwalajace na zbudowanie macierzy ©. Efek-
tywne zarzadzanie rozkladami D zapewnia specjalna funkcja mieszajaca (ang. hash-
ing function) oparta na programowaniu dynamicznym. Nasza metoda wyznacza
warto$¢ pojedynczej macierzy ©; w czasie O(s'w, + w?) wykorzystujac 20ww?[B]
pamieci, co jest wystarczajace do otrzymania wynikow dla s < 9. Wykorzystanie
odpowiedniej implementacji macierzy rzadkich skutkowaloby niewielkim zwicksze-
niem tego limitu (kosztem pogorszenia ztozonosci czasowej).

Analiza warto$ci wspotezynnika Dobrusina dla przypadku s = 3 oraz wartosci
odstepu spektralnego (ang. spectral gap) w przypadku ogélnym sugeruja eksponen-
cjalng szybkosé zbieznosci macierzy ©. Przeprowadzone poréwnanie naszego mode-
lu z modelem rekombinacji Hudsona [25] bazujacym na modelu Wrighta-Fishera
pokazuje, ze system oparty na modelu Morana wykazuje wicksza korelacje czasu do
MRCA na dwdéch loci. Jest to bardzo wazny, chociaz dos¢ intuicyjny, fakt (wynika on
z dodatkowej zaleznosci miedzy osobnikami zwiazanej z wprowadzeniem do mode-
lu Morana czasu zycia osobnikow). Wykorzystujac interpolacje sredniokwadratows
otrzymujemy nastepujaca wartos¢ tej korelacji:

Corlt, t2) = 73 +R 13}21 32 ()
gdzie t1,ts sa czasami do MRCA na obu loci, a R = 4Nr.




Wyznaczanie czasu do MRCA

Zatozmy, iz populacja ewoluuje od pokolenia ¢ = 1 do aktualnego pokolenia 7.
Rozmiar populacji w pokoleniu ¢ jest dany jako N;. W aktualnym pokoleniu losujemy
n osobnikéw z populacji. Interesowaé nas bedzie doktadny rozktad czasu do MRCA
wylosowanej probki.

Niech oy jest prawdopodobienstwem, ze osobniki z probki maja doktadnie k
przodkéw w czasie t. OczywiScie, ar, = 1 oraz ap; = 0 dla i # n. Wartosci o

spelniaja nastepujaca zalezno$é¢ rekurencyjna:

n
Q| = Z Q441545 k.t (4)
i=k

gdzie g, 1+ jest prawdopodobienstwem, iz m osobnikéw wylosowanych z populacji

w pokoleniu ¢ + 1 ma dokladnie £ przodkéw w pokoleniu ¢ [4] i wynosi:

S (1) k!

iy = I 5
Am, k.t Ny (5)
gdzie Sy, jest liczba Stirlinga drugiego rodzaju [18].

Korzystajac z wartosci «, szukany rozktad czasu do MRCA jest dany jako:

P(ror =1) = (Qp—t1 — Qr—t111) (6)

W celu wyznaczenia wartosci ¢ korzystamy z nastepujacych zaleznosci rekuren-

cyjnych (dowodd poprawnosci w rozprawie):

Qi =1, 1<t<T (7)
N,
Qit1,ir1,t = Qi,i,tt—zv I<t<T,1<i<n (8)
N,
Wi .
i1kt = N’kqi,k,t, 1<t<T,1<k<i<n 9)
t

. _ Siy1k

gdzie Wi, = ===
Wii=1 1<i<n (10)
Wii=Wi_1i-1+1, 2<i1<n (11)



i1
WZ-,,C:/{JFW,C,MAH%, 2<k<i<n. (12)
=k IF

Zaleznosci (4) oraz (7)-(12) pozwalajg, korzystajac z programowania dynami-
cznego, na wyznaczenie wartosci a w czasie O(n® +n?T). Uzycie liczb W, pozwala
uniknaé¢ koniecznodci operowania duzymi liczbami Stirlinga; korzystajac z faktu, iz
S”T’:l jest Scisle malejacy z n — oo [7] pokazujemy, iz W, 5, < n®. Wynika stad,
iz nasza metoda pozwala na bardzo szybkie wyznaczenie rozktadu czasu do MRCA
nawet dla probki n ~ 103 oraz okresie czasu poréwnywalnym do czasu zycia gatunku
ludzkiego.

Nasze podejscie rozni sie znaczgco od zwykle uzywanych w przypadku duzej
probki lub dlugiego odcinka czasu metod opartych na aproksymacji dyfuzyjnej
ciaglego procesu koalescencji. Przykladowo, w Polanski i inni [44] model oparty
na aproksymacji dyfuzyjnej zostat uzyty w celu estymacji historii populacji na pod-
stawie roznicy osobnikéw w probee. Inny ciekawy model zaproponowat Takahata
[48, 49] w celu estymacji czasu do MRCA probki wylosowanej z populacji o statym
rozmiarze, ale ewoluujacej pod wptywem silnej selekcji. Takahata analizujac przezy-
walnos¢ starych linii genealogicznych estymuje wartosci scisle zwigzane z wartoSciami
a dostepnymi bezposrednio w naszym modelu. Nasz model jest prosty i wystar-
czajaco szybki aby z powodzeniem zastepowaé¢ podejscie dyfuzyjne w zakresie n
nie przekraczajacym 10%. Dodatkowo, w przeciwienistwie do metod opartych na
aproksymacji dyfuzyjnej, nasz model dziala dobrze dla matych populacji. Znajo-
mos$¢ doktadnych wartosci a moze byé¢ réwniez pomocna w metodach estymacji
historii calej populacji na podstawie historii probki [34] lub tez w analizie dynamiki
zmiany MRCA w czasie [43].

W dysertacji uzyliémy naszej metody do wyznaczenia czasu do MRCA dla popu-
lacji $wiata i Polski otrzymujac dos¢ paradoksalny rezultat stwierdzajacy, iz wspolny
przodek obu tych populacji pojawil sie przed pojawieniem sie naszego gatunku.
Musimy jednakze pamietaé, iz otrzymana warto$¢ dotyczy fragmentu genomu, ktory
nie podlegal ani rekombinacji, ani znaczacej selekcji.

W przypadku braku kompletnej informacji na temat demografii populacji w calym

badanym okresie, nasza metoda moze wcigz by¢ uzyta pod warunkiem, iz w modelu
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uwzglednione zostana wszystkie wazne wydarzenia demograficzne. W tym przy-
padku, brakujace dane (rozmiary populacji) pomiedzy dwoma kolejnymi wydarzeni-
ami moga by¢ interpolowane, na przyktad za pomoca eksponenty, i nie powinno to
mie¢ duzego wplywu na otrzymane wyniki. Model moze by¢ rowniez uzyty jako
platforma testowa stuzaca do weryfikacji nieznanych scenariuszy demograficznych
na podstawie danych genetycznych.

Nasz model zastosowaliSmy roéwniez do badania czasu do MRCA w populacji
powstalej zgodnie z procesem Galtona-Watsona [28, 52|. Genealogie testowe
stworzyliémy wykorzystujac specjalnie na ten cel przygotowang platforme zawie-
rajaca, m.in., nowy algorytm, ktory pozwala na wydajne czasowo i pamieciowo
zarzadzanie niewymartymi liniami genealogicznymi powstatymi w procesie Galtona-
Watsona. Poréwnanie naszej metody z metodami symulacyjnymi wykazuje za-
lety zaproponowanego podejécia (szybkos¢ dziatania oraz zmniejszenie wariancji
rozkladu) kosztem uwzglednienia niepetnej informacji o danej genealogii (wykorzys-
tujemy jedynie informacje o rozmiarze populacji nie bioragc pod uwage dokltadnej

postaci drzewa genealogicznego).

Model sieci demograficznej

Przez sie¢ demograficzng rozumiemy zbiér populacji, ktore ewoluuja od czasu
to = 0 z pojedynczej populacji. Populacje w sieci charakteryzowane sa za po-
moca rozktadow tacznych cech (alleli) populacji z sieci. Precyzyjniej, dla kazdej
pary populacji (x,y) wyznaczamy w czasie ¢ rozktad R,,(t) = {ry,[a,b|(t)} okresla-
jacy prawdopodobienstwo wystgpienia cechy typu b w losowo wybranym osobniku z
populacji y przy zatozeniu, ze losowo wybrany osobnik z populacji x ma ceche typu
a. Na podstawie znajomosci tak okreslonych rozkladéw tacznych jesteSmy w stanie
obliczy¢ wiekszosé powszechnie uzywanych parametréw opisujacych relacje miedzy
populacjami.

Zakladamy, iz w sieci moga wystapi¢ trzy rodzaje dyskretnych zdarzen: (i)
polaczenie (ang. merge) dwoch populacji w jedna, (ii) wyodrebnienie sie nowej
populacji poprzez podzial (ang. split) populacji na dwie oraz (iii) migracje miedzy

populacjami w sieci. Zdarzenia te wystepujg w czasach t;, 1 <1 < I, gdzie t; jest
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aktualnym czasem. W czasie miedzy wydarzeniami dyskretnymi [t;,¢;, 1) sie¢ ewolu-
uje pod wplywem dryfu genetycznego i mutacji zgodnie z modelem przedstawionym

w [6]. Ewolucja ta jest opisana rownaniem Lyapunova [16]:

dRab(t) 5ab
dt Na(t)

gdzie t € [t;,t;11), Q4 jest macierza intensywnosci mutacji w populacji a w danym

- QzRab(t) + Rab(t)Qb + (H(t) - Rab(t>>7 (13)

przedziale czasowym, N, (t) jest rozmiarem populacji a, I1(¢) jest macierza diago-
nalng z wartoSciami na przekatnej 7;;(t) bedacymi prawdopodobiefistwami wys-
tapienia cechy j w populacji a w czasie t, § jest delta Kroneckera oraz QT oznacza
transpozycje macierzy Q).

Przyjmujemy, iz przestrzen stanéow allelycznych, opisany za pomocg wybranego
modelu mutacji, nie zmienia si¢ w sieci. Intensywnosci mutacji (wartosci w macierzy
@) moga sie réozni¢ miedzy populacjami lub w roznych przedziatach czasowych.
Model dopuszcza dowolny scenariusz zmiany rozmiaru populacji.

Operacje podziatu i ztaczenia zmieniaja liczbe populacji w sieci. Oznaczmy liczbe
populacji w sieci miedzy zdarzeniami ¢ oraz ¢ + 1 za pomocg k;. Jesli pewna popu-
lacja w czasie po zdarzeniu ¢; ma indeks k, to indeks tej populacji w czasie przed
zdarzeniem t; — 0 oznaczamy jako k’. Podobnie, macierze R (t;) oraz Ry (t; —
0) oznaczaja rozklady laczne miedzy tymi samymi populacjami natychmiast po i

natychmiast przed wydarzeniem 7. Jesli wydarzeniem tym jest podziat, wtedy:
Rab(ti) = Ra’b’ (tz — 0) (14)

Jesli wydarzeniem i jest ztaczenie dwoch populacji, allele na chromosomie moga

by¢ wybrane z obu taczacych sie populacji x i y z prawdopodobienstwami réwnymi
N, (t;—0)

odpowiednio p i ¢ = 1 — p, gdzie p = N l=0)+ N, (=0

Skutkuje to nastepujaca

zmiano wartosci rozktadow tacznych:

’Ra/b/(ti—()) x#ad, £l
Ry (t; —0) 4+ qgRy(t; — 0 a’zm,b’
Rt = 37 o ( )+ q Ry ( ) #y (15)
PRy (ti — 0) + qRary(t; — 0) V=xd #vy
p? Ry (t; — 0) + 2pqRY, (t; — 0) + ¢*R,,(t; — 0) a=x,0 =y

\
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gdzie 2R}, (t) = Rup(t) + Rpa(t).

Zdarzenie migracji w czasie t; jest opisane macierza M(t;) = {may(t;)}, 0 <
z,y < k;. Kazda z wartosci my,, 0 < myy < 1, my, = 0 rowna jest wspotczynnikowi
migracji z populacji x do y. Rozmiar populacji migrujacej w czasie ¢; z populacji
x do y jest roéwny my,(t;)N,(t; — 0). Zdarzenie migracji realizowane jest w dwoch
krokach:

e 7 kazdej populacji wyodrebniamy za pomoca operacji podziatu czesé, ktora
migruje. Rozmiar wyodrebnionej podpopulacji z populacji © wynosi N, (t; —
0) Zi:_ol mgr(t;). Zakladamy, iz podpopulacja wyodrebniona z populacji  ma

indeks z".

e Kazda z k; populacji 2” otrzymanych w poprzednim kroku dzielimy k; — 1 razy
wyodrebniajac pojedyncze migracje z jednej populacji do drugiej. Po kazdym

takim podziale wykonujemy operacje ztaczenia z docelowa populacj.

Powyzszy schemat wymaga wykonania x? podzialow i x;(k; — 1) zlaczen i prze-
chowywania maksymalnie 2x; + 1 populacji w tym samym czasie.

W ramach dysertacji stworzony zostal program realizujacy opisywany model.
Parametrem wej$ciowym programu jest skrypt opisujacy sie¢ demograficzna. Do
numerycznego rozwigzania ewolucji populacji, danej rownaniem (13), wykorzystu-
jemy algorytm Rungego-Kutty czwartego rzedu (RK4) [17] z adaptacyjnym doborem
kroku metoda Casha-Karpa [8]. Wszystkie operacje na macierzach rzadkich (w
tym operacja mnozenia macierzy) realizowane sa w czasie nie gorszym niz kwadra-
towy. Szacujemy, iz zlozonos$¢ czasowa modelu wynosi O(k2kr(60 + 8¢)N2), gdzie k
jest liczba podstawowych zdarzen dyskretnych (podzialow i ztaczeni), a r jest $red-
nia liczba krokow algorytmu RK4 dla pojedynczego przedziatu czasowego (zwykle
r < 100, szczegolnie przy wykorzystaniu algorytmu adaptacyjnego doboru kroku).
Model moze by¢ stosowany nawet dla Ny ~ 1000 oraz ~ > 10.

W rozprawie prezentujemy kilka rozszerzen modelu:

e wprowadzamy nowy model ewolucji populacji dla mikrosatelit, zastepujac

rozkltad taczny liczby powtorzen tandemowych (13) ich réznica [29]
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e wyznaczamy rekurencyjng zaleznos¢ na rozktad taczny w probee wiekszej niz

dwa

e wprowadzamy algorytm kompresji wykorzystywany przy modelowaniu dtugich
sekwencji haplotypowych ograniczajacy rozmiar przestrzeni stanéw z 2° do

okolo s?/4, gdzie s jest liczba nukleotydéow w sekwencji

Inne mozliwe rozszerzenia modelu moga uwzglednia¢, na przyklad, dodanie
nowych mechanizméw genetycznych. Wprawdzie zastosowanie koalescencyjnego
schematu rekombinacji [25] nie jest mozliwe (gdyz wprowadza zaleznos¢ rozkladu
lacznego dla probki o rozmiarze n od rozkltadu dla probki o rozmiarze n + 1), ale
mozliwe jest dodanie modelu rekombinacji z naszego modelu Morana. Selekcja moze
by¢ uwzgledniona w modelu na dwa sposoby [39] uzywajac albo selekcyjnego grafu
przodkow (ang. ancestral selection graph) [32], albo tzw. koalescencji strukturalne;
(ang. structured coalescent) [27].

Nasza metoda rozni sie od zwykle uzywanego podejécia symulacyjnego. Oczy-
wista przewaga naszej metody jest to, iz otrzymane wyniki sa dokladne. Na pod-
stawie otrzymanych wartosci rozktadéw tacznych alleli jestesmy w stanie wyznaczy¢
praktycznie wszystkie najwazniejsze parametry opisujgce populacje i ich relacje.
Pomimo pewnych ograniczen wydajnosciowych, nasza metoda moze by¢ z powodze-
niem wykorzystywana do analizy rzeczywistych danych genetycznych. Szczegol-
nie dotyczy to modelu mikrosatelit (liczba powtorzen tandemowych rzadko osiaga
wartosci wieksze niz 100).

W rozprawie prezentujemy kilka mozliwych zastosowan naszej metody. Podsta-
wowy obszar wykorzystania modelu lezy w szacowaniu warto$ci roznych parametrow
w wybranych scenariuszach demograficznych. W dysertacji szacujemy: parametry w
rownowadze mutacji i dryfu dla prostego modelu SNP, w tym nieré6wnowage sprzezen
(ang. linkage disequilibrium), roznice w parach osobnikow (ang. pairwise differ-
ence) w dlugich sekwencjach haplotypowych, odlegtosé¢ Slatkina Rgr [46] miedzy
dwoma populacjami oraz obciazenie probkowania (ang. ascertainment bias) B [11]
dla modelu mikrosatelit. Eksperymenty te pozwolily nam uzyska¢ kilka interesu-
jacych rezultatéw. Wyniki uzyskane z modelu obciazenia probkowania sugeruja,

iz wspolczynnik mutacji w mikrosatelitach u cztowieka jest wyzszy niz u szym-
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pansa. Dodatkowo, badamy wplyw goérnej granicy liczby powtoérzen tandemowych
wystepujacych na locusie mikrosatelitarnym na warto$¢ B. Istnienie takich granic,
zwigzane z r6zna dynamika procesé6w zachodzacych na locusie u réznych gatunkow,
jest glownym powodem wystepowania zjawiska ociazenia probkowania [50]. Jako
wynik otrzymujemy, iz ustawienie tej granicy na warto$¢ powyzej 30 nie wplywa na
B.

Wartoéci parametrow estymowane dla zalozonego scenariusza demograficznego
moga by¢ poréwnywane z wartosciami uzyskanymi z danych genetycznych. W ten
sposob parametry te stuza nam jako miary do testowania przesztych nieznanych
scenariuszy demograficznych [47]. W dysertacji wykorzystujemy to podejscie to
zbadania wspolnej historii Stowian i Baltéw na podstawie analizy danych z chromo-
somu Y. Jako miary uzywamy odlegtosci Rgr. Jako wynik uzyskujemy oszacowanie
zaleznosci miedzy wspotczynnikiem migracji miedzy przodkami wspoétczesnej Polski
oraz Baltami, a usytuowaniem w czasie kilku wydarzei demograficznych (takich
jak, na przyktad, wyodrebnienie sie Stowian i Battéw z grupy narodéw Indoeuropej-
skich).

4 Podsumowanie

Przedmiotem rozprawy sa ztozone systemy genetyczne. Opisane w pracy wyniki
eksperymentéw analitycznych i numerycznych §wiadcza o tym, iz metody modelowa-
nia takich systemow nie oparte na podejéciu symulacyjnym mogg z powodzeniem
zastepowa¢ metody symulacyjne. Oczywiscie, zakres wykorzystania metod anali-
tycznych jest mniejszy. Metody te nie wymagaja jednak tak starannej weryfikacji,
jak metody symulacyjne. Co wiecej, same moga stanowi¢ platforme testowa dla
prostszych scenariuszy symulacyjnych.

W  dysertacji zaprezentowane zostaly trzy zlozone systemy stochastyczne
rozwigzujace problemy rozréznialnos$ci rekombinacji, wyznaczenia czasu do wspol-
nego przodka duzej probki z populacji o dowolnym scenariuszu wzrostu oraz mode-
lowania zlozonej sieci demograficznej. Wyniki uzyskane z wykorzystaniem tych
modeli, naszym zdaniem, udowadniaja prawdziwo$¢ postawionych tez. Rezultaty

te nie moglyby jednak by¢ uzyskane bez wykorzystania dedykowanych algorytmow
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komputerowych, np. algorytmoéow zarzadzania rozktadami i podziatu przestrzeni
stanoOw w modelu Morana, rekurencji opartej na programowaniu dynamicznym w
modelu wyznaczajacym rozktad czasu do MRCA, czy tez algorytmow rozwiazywania
ODE, operowania na macierzach rzadkich i efektywnego zarzadzania populacjami w
modelu sieci demograficznej.

Wyniki uzyskane w rozpawie moga by¢ punktem wyjscia dla przysztych badan.
W szczegdlnosci dotyczy to:

e analizy wybranych modeli mutacji w modelu Morana z rekombinacjami

e uwzglednienia opracowanego modelu rekombinacji w innych modelach (np. w

modelu sieci demograficznej)

e wykorzystania algorytmu wyznaczajacego rozktad czasu do MRCA do testowa-

nia lub estymowania scenariuszy demograficznych

e poszerzenia modelu sieci demograficznej o nowe mechanizmy ewolucyjne (np.

selekcje, rekombinacje lub draft genetyczny)

e rozwiniecia badan nad optymalizacja modelu sieci demograficznej (np. badanie
efektywnego wyznaczania rozktadow lacznych alleli dla wickszej probki lub

bardziej ztozonych modeli mutacji)

e wykorzystania modelu sieci demograficznych w analizie réznych scenariuszy

demograficznych
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