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Abstract

Mathematical modeling of biological processes works as support in research on the inter-
cellular regulatory networks in proper and pathogenic changed cells and their response to
different external stimuli. Basic approach to modeling highly complicated protein networks
is using nonlinear models, which are capable to imitate very complex dynamics, but their
analysis is very difficult and limited. In my doctoral thesis I propose application of the
piece-wise linear differential equation (PLDE) models to biological, intercellular systems.
Such systems are consisted on set of linear subsystems and switching signal to determine
the order of the subsystems. Dynamics in subsystems, described by simple linear diffe-
rential equations, determine system behavior in specific state or time. Switchings between
subsystems produce rapid changes in system dynamics, such as gene activation, enzymatic
reaction activation or drug application. Systems with switchings are well known in system
theory and its application, however in biological models there are quite uncommon. I propo-
se a complex method for analysis biological PLDE models based on well-known analytical
methods (such as finding analytical solution or creating transition graphs), bibliographic
methods adjusted to specific type of models (for calculating regular and singular stationa-
ry point) and my own algorithms for investigating behavior of heterogenous population.
Localization of stationary point and bifurcation analysis presents possible behavior of the
system for different range of parameters. Heterogeneity of the population was investigated
by two original alghoritms. In first, simulations of the population with random localization
of the threshold visualize influence of differences between cells in final protein levels and
cell fate. In second, stochastic simulations of the piece-wise deterministic protein models
show how important for the protein dynamics is random activation and deactivation of pro-
cesses. Proposed algorithm was used for analysis of the two biological systems. The first
created model was simple protein production model with two different types of autoregu-
lation: positive and negative. The second created model was model of the p53 regulatory
module, which is responsible for proper response of the cell to the DNA damages. In each
case firstly I created linear models with switchings, then I found the solution for the linear
models in each sub-domain, created the transition graphs and calculated the stationary
points. Then I made the analysis of the heterogenous cell population beahaviour by ran-
domization of the switching thresholds localization. Finally I investigated the influence of
the stochasticity in the switching process on the response of the cells population to the
external stimuli. The algorithm proposed for analysis of the biological PLDE models helps
with better understanding of the modeled systems. Based on the results I can prove, that
change in threshold values have impact on the assumed target reachability in according to
existed type of feedback loop. Moreover, stochasticity in the switching between subsystems
allow us modeling the heterogeneity of the cell population observed in biological experi-
ments. Additionally, with increase of the randomness of the switching between subsystems
increases desynchronization of the oscillation and noisiness of the time courses. Moreover,
there is the relationship between randomness and diversification in the cell response but it
is on the strength of the external stimuli.






Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Motywacja prowadzonych badan

Procesy biologiczne sa skomplikowane, wieloetapowe i regulowane przez szereg réznych
czynnikéw zarowno chemicznych, fizycznych, jak i biologicznych. Wszystkie substancje wy-
stepujace wewnatrz komorki, zar6wno zwiazki organiczne, jak i nieorganiczne, sg powig-
zane ze soba siecig wzajemnych oddzialywan. Gtéwnym celem badan, prowadzonych nad
funkcjonowaniem komérki, jest lepsze poznanie proceséw zachodzacych w prawidtowych
komoérkach oraz w komoérkach chorobowo zmienionych, a takze wplywu oddzialywain ze-
wnetrznych (np. w postaci zwiazkow chemicznych, temperatury czy réznych typow promie-
niowania) na funkcjonowanie komorki, jak i calego organizmu. Badania takie prowadza do
lepszego poznania proceséw, zaréwno prawidtowych jak i patologicznych, oraz mozliwosci
oddzialywania na nie. Dalekosieznym celem badan jest zaproponowanie terapii skutecznej,
szybkiej i wywotlujacej niewiele skutkéw ubocznych dla pacjenta.

Wsparciem dla badan eksperymentalnych, zaréwno prowadzonych na komoérkach in
vitro, jak 1 juz w organizmach zywych in wvivo, jest modelowanie matematyczne, ktore
umozliwia analize teoretyczna wlasciwosci badanych proceséw. Modelowanie matematycz-
ne w kontekécie badan proceséw biologicznych ma bardzo szerokie zastosowanie, m.in.:
sprawdzenie hipotetycznej struktury uktadu, proponowanie mozliwych oddzialywan mie-
dzy zwiazkami, badanie dynamiki odpowiedzi uktadu na dane wymuszenie, okreglenie wpty-
wu modyfikacji uktadu na uzyskiwanag odpowiedz, a takze postulowanie optymalnego har-
monogramowania przy wielokrotnych wymuszeniach (np. dawkach leku lub promieniowa-
nia). Wybor sposobu modelowania, struktury i stopnia skomplikowania modelu jest uza-
lezniony od charakteru modelowanego uktadu, dostepnej wiedzy (dane literaturowe oraz
wyniki eksperymentalne) oraz celu, jaki przy$wiecal podjeciu badan in silico. Podstawo-
wym problemem podczas modelowania matematycznego jest znalezienie optimum pomie-
dzy stopniem skomplikowania modelu a jego zdolnoscia do posiadania dynamiki, zgodniej
z dynamika rzeczywistego systemem. Wraz ze wzrostem ztozonosci modelu na ogoét wzrasta
jego zdolnosé do odwzorowania skomplikowanych oddzialywan miedzy biatkami i innymi
zwigzkami. Jednakze jednoczesnie pojawia sie trudnosé¢ w zaproponowaniu wtasciwej struk-
tury uktadu oraz dobrania uzasadnionych biologicznie wartosci parametréw. Réwnoczeénie,
nieznajomo$¢ doktadnych mechanizméw proceséw oraz brak wynikéw eksperymentalnych
niejednokrotnie uniemozliwia potwierdzenie poprawnoéci postulowanych zatozen i wynikéw
uzyskanych na podstawie modelu.

Wraz ze wzrostem mocy obliczeniowej komputeréw, wéréd naukowcdéw pojawil sie trend
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wykorzystywania coraz bardziej ztozonych, silnie nieliniowych modeli matematycznych. Za-
proponowane zostaly algorytmy, ktére pozwalaja na szybkie otrzymanie przebiegdéw cza-
sowych, nawet bardzo skomplikowanych modeli, przy zastosowaniu metod numerycznych,
deterministycznych (np. algorytm Rungego-Kutty) czy stochastycznych (tj. algorytm Gil-
lespiego). Podstawowa wada takiego podejscia jest brak mozliwosci analitycznego badania
stworzonych modeli.

W niniejszej pracy przedstawitam mozliwosci zastosowania uktadéw z przelaczeniami
do modelowania i analizy proceséw biologicznych. Uktady z przetaczeniami sa dobrze znana
w automatyce klasg uktadéw, w ktérych wystepuje skokowa zmiana struktury lub parame-
trow uktadu. Podstawowe zalozenie przy stosowaniu tego typu uktadéw do modelowania
procesow, polega na podziale systemu na funkcjonalne czesci rézniace sie dynamika. Kaz-
dy podsystem opisuje zachowanie sie¢ uktadu w danych warunkach lub w danym czasie, co
pozwala na zachowanie jego wzglednej prostoty. Skokowe zmiany pomiedzy podsystemami
pozwalaja na modelowanie nagtych zmian w systemie, takich jak aktywacja ekspresji genu
po nagromadzeniu sie czynnikéw transkrypcyjnych, aktywacja sprzezenia ujemnego (lub
dodatniego) po akumulacji enzymoéw, zmiana dynamiki proceséw po podaniu leku lub za-
dziataniu czynnikiem stresowym. Szczegdlnym przypadkiem uktadéw z przelaczeniami sg
uktady kawalkami liniowe. Uktady takie ze wzgledu na swoja kompartmentalna strukture,
mogg by¢ analizowane nie tylko na drodze numerycznych symulacji, ale réwniez metodami
analitycznymi. W niniejszej rozprawie skupitam sie na analizie uktadéw biologicznych, a
doktadnie wewnatrzkomoérkowych. W celu scharakteryzowania zachowania uktadu w po-
szczegolnych domenach mozna wyznaczy¢ rozwiazanie analityczne oraz punkty docelowe
trajektorii. Stworzenie grafu tranzycji pozwala na jakodciowe zobrazowanie zachowania pet-
nego ukltadu, natomiast wyznaczenie punktéw stacjonarnych pozwala wnioskowaé o wyste-
powaniu punktéw lokalnie stabilnych lub oscylacji w uktadzie. W celu pelnego zbadania
charakteru uktadu zaproponowatam, aby powyzsze, znane z literatury metody rozszerzy¢ o
analize heterogenicznosci populacji. Pierwsza z proponowanych metod polega na wprowa-
dzeniu do modeli losowej lokalizacji wartosci progowych, ktéra oddaje aktywacje proceséw
przy roznych stezeniach substancji regulatorowych w poszczegéluych komoérkach. Druga
metoda pozwala na uwzglednienie losowosci aktywacji i dezaktywacji proceséw enzyma-
tycznych, poprzez wykonanie symulacji modelu ze stochastycznymi przetaczeniami miedzy
podsystemami. Modele ze stochastycznym przetaczeniem moga postuzyé do zbadania od-
powiedzi populacji o réznych zakresach wrazliwosci na stezenia czynnika regulatorowego.
Gléwnym osiagnieciem niniejszej pracy jest zastosowanie uktadéw z przetaczeniami do
opisu systeméw biologicznych oraz zaproponowanie metodyki kompleksowej analizy tych
uktadéw przy wykorzystaniu znanych metod analizy ukladéw liniowych, literaturowych
metod analizy uktadéw kawatkami liniowych, a takze autorskich algorytméw symulacji i
analizy populacji heterogenicznej oraz ukladéw kawatkami deterministycznych. Zapropo-
nowana analiza uktadéw z przelaczeniami pozwala na lepsze poznanie ich wtasciwosci, a
przez to lepsze poznanie analizowanego systemu biologicznego. Niniejsza metodyka zosta-
ta zilustrowana poprzez analize dwoch réznych systeméw biologicznych: prostych uktadow
produkeji biatka z autoregulacja (jeden ze sprzezeniem dodatnim, drugi ujemnym) oraz
modutu regulatorowego biatka p53.
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1.2 Cele i tezy pracy

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej byto opracowanie metody opisu i analizy ztozonych
uktadéw biologicznych, przy wykorzystaniu metodyki uktadow z przetaczeniami. Zapropo-
nowane modele przedstawiaja mechanizmy regulacyjne zachodzace w komorkach, co po-
zwalajac na lepsze scharakteryzowanie badanych uktadéw, a takze zbadanie zakreséw wy-
muszen umozliwiajacych uzyskanie pozadanych odpowiedzi. Badania, wykonane w ramach
prac nad rozprawa, mozna podzieli¢ na kilka zadan:

e Identyfikacja proces6w wewnatrzkomoérkowych, ktore moga byé¢ modelo-
wane za pomoc3y skokowej zmiany ukladu;
Wiéréd réznorodnych proceséw wewnatrzkomorkowych mozna wyréznié takie, kto-
rych przebieg jest warunkowany obecno$cia czasteczek regulatorowych. Aktywacja
lub dezaktywacja tych proceséw moze by¢ modelowana przy pomocy funkcji skoko-
wych, co prowadzi do powstania uktadéw z przetgczeniami. Dodatkowo, zewnetrzna
ingerencja, np. podanie leku czy zadzialanie stresem, moze byé¢ modelowana jako
skokowa zmiana pewnych parametréow lub struktury uktadu.

¢ Budowa modeli uktadéw biologicznych przy wykorzystaniu metodyki ukta-
déw z przelaczeniami;
Stworzone modele reprezentuja dwa systemy biologiczne: pierwszy to model produkcji
biatka w uktadzie ze sprzezeniem dodatnim lub ujemnym, natomiast drugi to mo-
del modutu regulatorowego biatka pb3, odpowiedzialnego za aktywacje odpowiedzi
komoérkowej na stres.

e Analiza stabilnosci modeli;
W ramach badania stabilnosci stworzonych modeli, zostaty wyznaczone i zlokalizo-
wane punkty stacjonarne, znajdujace sie zaréwno wewnatrz poduktadéw, jak i na
granicy pomiedzy poduktadami. Zostaty zbadane zakresy parametrow, dla ktérych
uktad znajduje sie na granicy stabilnosci, co objawia sie wystepowaniem oscylacji.
Zostata réwniez wykonana analiza bifurkacyjna modeli.

e Analiza wplywu losowej lokalizacji progu aktywacji procesu na réznorod-
no$é¢ odpowiedzi wewnatrzpopulacyjnej;
Losowa lokalizacja progu aktywacji procesu skutkuje zré6znicowaniem wrazliwosci ko-
moérki na czynniki regulatorowe. W efekcie powstaje populacja, w ktérej aktywacja
procesu wystepuje przy réznych stezeniach czynnikéw regulatorowych, co skutkuje
zroznicowaniem odpowiedzi komoérek poddanych dzialaniom tych samych sygnatéw.

e Analiza wplywu losowej aktywacji procesu na zrdéznicowanie odpowiedzi
uktadu;
Losowa aktywacja proceséw wplywa na zroéznicowanie przebiegéw czasowych pozio-
mu biatka w populacji. Obserwuje sie desynchronizacje oscylacji oraz podzial na
subpopulacje. Poziom wrazliwosci uktadu na wymuszenie oraz szybkos$é aktywacji
odpowiedzi jest réwniez zalezna od losowej aktywacji procesu.
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Wykonane badania pozwolily na wykazanie prawdziwo$ci nastepujacych
tez:

1. Zmiany wartosci progowych, przy ktérych nastepuje przelaczenie zalezne od stanu
uktadu, odzwierciedlajace réznice miedzy komorkami, wptywaja na osiagniecie zato-
zonych celéw terapeutycznych w sposéb zalezny od sprzezen wystepujacych w tym
uktadzie.

2. Uwzglednienie stochastycznosci w przetaczaniu miedzy podsystemami pozwala oddaé
obserwowalng biologicznie heterogenicznosé¢ populacji komoérkowe;.

3. Wiekszy poziom losowosci w przetaczaniu pomiedzy poduktadami, odzwierciedlajacy
zwiekszong wrazliwo$¢ komoérek na czynniki regulatorowe, skutkuje desynchorniza-
cja odpowiedzi komoérek na wymuszenie w czasie, duzym zaszumieniem przebiegdéw
czasowych oraz wplywa na zréznicowanie odpowiedzi komoérkowe;.

1.3 Przewodnik po rozdziatach

Niniejsza rozprawa doktorska sktada sie z sze$ciu rozdzialéw oraz bibliografii i innych
uzupetniajacych zatacznikow.

Pierwszy rozdziat stanowi wstep, w ktérym przedstawitam motywacje prowadzonych
badan, nakreslitam problem badawczy, zaprezentowatam zakres wykonanych prac oraz sfor-
mutowalam tezy pracy.

Drugi rozdzial zawiera opis matematyczny uktadéw z przetaczeniami oraz wprowadze-
nie terminologii. Przedstawitam w nim klasyfikacje uktadéw z przetaczeniami oraz ich cha-
rakterystyke ze szczegélnym uwzglednieniem uktadéw majacych zastosowanie do systemow
biologicznych. Rozdzial ten zawiera réwniez przeglad literatury dotyczacej zastosowania
roznych typow ukltadéw z przelaczeniami do modelowania systeméw biologicznych.

Trzeci rozdzial przedstawia metodologie stosowana do analizy uktadéw kawatkami linio-
wych. W rozdziale tym przedstawitam znane z literatury metody analizy uktadéw z prze-
taczeniami, a ich zastosowanie zaprezentowalam na przyktadowych uktadach. Rozdzial ten
zawiera réwniez autorskie metody modelowania populacji komérkowej przy wykorzystaniu
uktadéw z przetaczeniami. Pierwsza z metod pozwala na zamodelowania heterogenicznej
populacji komoérkowej poprzez zréznicowanie wartosci progowych w uktadzie. Natomiast
druga metoda przedstawia sposdéb modelowania losowych przetgczen w celu zbadania wply-
wu losowosci aktywacji i dezaktywacji proceséw na odpowiedz populacji komoérkowe;.

Czwarty rozdzial zawiera opis oraz analize modeli produkcji biatka, przy wykorzysta-
niu metodologii znanej z literatury oraz zaproponowanej przez autorke. Stworzytam dwa
modele produkcji biatka z réznymi rodzajami autoregulacji: jeden ze sprzezeniem ujemnym
i jeden ze sprzezeniem dodatnim. Modele rozbudowatam o proces wymuszonej degradacji
biatka poprzez wprowadzenie leku do uktadu. Celem podania leku byto obnizenie poziomu
biatka ponizej zadanego celu terapeutycznego. Wykonana analiza stabilnodci, okreslenie
typéw oraz lokalizacji punktéw stacjonarnych pozwolita na scharakteryzowanie uktadéw i
poznanie charakteru odpowiedzi na dany czynnik zewnetrzny. Eksperymenty na popula-
cji, zréznicowanej pod wzgledem lokalizacji wartosci progowych, wykazaly wystepowanie
bistabilnodci w uktadzie ze sprzezeniem dodatnim oraz oscylacji w uktadzie ze sprzeze-
niem ujemnym. Natomiast, wyniki modelowania uwzgledniajacego stochastyczna aktywa-
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cje gendw, potwierdzaja zaleznosé osiggalnosci celu terapeutycznego od rodzaju sprzezeri,
wystepujacych w ukltadzie oraz stopnia wrazliwosci komérki na czynniki transkrypcyjne.

W piatym rozdziale przedstawitam model modutu regulatorowego biatka p53 oraz je-
go analize. Stworzony przeze mnie model stanowi uproszczone przedstawienie zaleznogci
wystepujacych pomiedzy biatkami p53, MDM2 oraz PTEN, ktére umozliwiajg utrzymanie
prawidlowego poziomu biatka p53 oraz szybka reakcje na uszkodzenia DNA, adekwatng do
ich stopnia. Model, dzieki petlom sprzezenia ujemnego oraz dodatniego, umozliwia odda-
nie skomplikowanej dynamiki obserwowanej w rzeczywistych uktadach. W tym rozdziale
wykonatam analiza stabilnosci stworzonego modelu, wyznaczytam punkty stacjonarne od-
powiadajace stabilizacji poziomu biatka p53 na niskim poziomie (stan normalny) lub na
wysokim poziomie (apoptoza), a takze oscylacjom poziomow biatek (obserwowane w fazie
naprawy DNA i blokady cyklu komorkowego). Symulacje populacji heterogenicznej, pod
wzgledem lokalizacji poszczegélnych progéw aktywacji procesdéw, pozwolity na zbadanie
typu odpowiedzi komérkowej przy wystapieniu anomalii: zbyt niskiej lub zbyt wysokiej
aktywnosci danego czynnika regulatorowego. Badajac wplyw losowosci aktywacji i dezak-
tywacji proceséw, wykazatam zdolnoéé do aktywacji apoptozy komoérek o duzej wrazliwosci
na czynniki regulatorowe, przy nizszych dawkach stresu. Jednoczesénie, odpowiedz komoérek
bardziej wrazliwych na niskie stezenia czasteczek regulatorowych jest bardziej zdesynchro-
nizowana, a czas potrzebny na podjecie decyzji apoptotycznej wydtuza sie.

W ostatnim rozdziale zawartam podsumowanie otrzymanych wynikéw oraz prezentacje
wnioskow, wyciagnietych na podstawie przeprowadzonych badan.

Po czesci gltownej rozprawy zamiescitam spis wykorzystanej bibliografii, spis rysunkow
i tabel. Przedstawiony dokument zakoniczony jest spisem moich osiagnieé¢ i publikacji.
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‘Wprowadzenie




Rozdzial 2

Uklady z przelaczeniami

Wisréd szerokiej klasy uktadéw hybrydowych, mozna wyrézni¢ uklady z przetaczeniami,
czyli takie, ktore sktadaja sie z dwoch lub wiecej podukiadéw oraz regut okreslajacych
przetaczenia pomiedzy nimi. Skutkiem takiej budowy jest zdolno$¢ do wykazywania kilku
réznych rodzajéw dynamiki jednoczesnie. Przyktadowo, uktady takie moga posiadac ciagta
i dyskretna dynamike, w zaleznosci od trybu pracy lub podsystemu uktadu [1, 2]. Uktady z
przetaczeniami sa dobrze znane w literaturze i maja wiele zastosowan praktycznych. Jako
przyktad mozna wymienié¢ przetworniki mocy [3], uktady napedowe dyskéow komputerowych
[4], silniki krokowe |5], systemy robotyczne |6, autonomiczne pojazdy |7], systemy z danymi
probkowanymi [8] lub ze zdarzeniami dyskretnymi [9], a takze sieci telekomunikacyjne [10].

Metody znane z teorii sterowania i stosowane w réznych dziedzinach automatyki, wzbu-
dzaja coraz wieksze zainteresowanie wérdd os6b zajmujacych sie nowymi, rozwijajacymi
sie dziedzinami nauki, takimi jak biologia systemo6w, biotechnologia czy inzynieria biome-
dyczna. Stopienn skomplikowania rzeczywistych systemow biologicznych jest bardzo duzy,
a poszczegblne elementy sa potaczone zlozonga siecia wzajemnych oddziatywan. Poznanie
struktury i wtasciwosci uktadéw biologicznych nie jest zadaniem trywialnym ze wzgledu
na ograniczone mozliwosci badan laboratoryjnych, co ma szczegélne znacznie w przypad-
ku procesow wewnatrz- oraz miedzykomoérkowych. Ponadto komoérki maja skomplikowana
strukture wewnetrzna, zawieraja réznorodne zwiazki chemiczne, zaréwno organiczne, jak
i nieorganiczne. Pomimo szybkiego rozwoju metod eksperymentalnych stosowanych w ba-
daniach komérkowych, dzialanie komérek, zaréwno prawidtowych, jak i zmienionych cho-
robotwoérczo, ciggle jeszcze nie jest w pelni zbadane. Szczegdblnie interesujace sa procesy o
znaczeniu terapeutycznym, ktérych doktadne poznanie pozwoli na zaproponowanie sposobu
oddziatywania na komérke czy caly organizm. Z pomoca w poznaniu wlasciwosci uktadow
biologicznych przychodzi modelowanie matematyczne oraz analiza systemowa, stanowiac
wsparcie, zaréwno przy projektowaniu badan laboratoryjnych, jak i przy potwierdzaniu
lub wykluczaniu stawianych hipotez.

Uktady z przetaczeniami sa metoda stanowiaca pomost pomiedzy prostymi systemami
liniowymi a bardziej ztozonymi — nieliniowymi. Uktady liniowe sa tatwiejsze w analizie, ze
wzgledu na swojg nieskomplikowana strukture. Znanych jest wiele metod pozwalajacych
na badanie ich stabilnodci czy sterowalnodci. 7 drugiej jednak strony, uktady liniowe ma-
ja ograniczone mozliwoéci odwzorowania skomplikowanej dynamiki ztozonych systemow
biologicznych. Z kolei uktady nieliniowe, ze wzgledu na nieograniczona pule nieliniowych
funkcji, ktére mozna wykorzysta¢, daja ogromne mozliwosdci modelowania dowolnej wrecz
dynamiki. Do popularnie wykorzystywanych funkcji mozna zaliczy¢ przede wszystkim funk-
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cje potegowe, eksponencjalne czy logarytmiczne. Znaczaca wada modeli nieliniowych sa
ograniczone mozliwosci analizy. Znalezienie rozwiazania analitycznego jest na ogot niemoz-
liwe, a analiza stabilnosci moze by¢ przeprowadzona tylko lokalnie. W uktadach kawatkami
liniowych z przetaczeniami wykorzystuje sie zalety dwoch powyzszych metod. Z jednej stro-
ny, przetaczenia pomiedzy poduktadami moga tworzyé skomplikowana dynamike, umozli-
wiajaca powstanie oscylacji, cykli granicznych, bistabilnosdci czy chaosu. Z drugiej strony,
poduktady sa opisywane przez stosunkowo proste w analizie modele liniowe, co umozliwia
wykorzystania wielu narzedzi do liniowej analizy.

Nalezy mie¢ na uwadze, ze przetacznik wystepujacy fizycznie w uktadzie i przetaczenie
w modelu matematycznym nie musza sobie odpowiadaé. Z jednej strony, istnieja uktady
rzeczywiste z fizycznymi przetaczeniami, takimi jak zmiana stanu genu z nieaktywnego
na aktywny, ktére moga by¢ modelowane w réznorodny sposéb. Z drugiej jednak strony,
mamy narzedzie matematyczne, czyli model matematyczny danego uktadu, zapisany w
sposob jawnie posiadajacy rézne podsystemy i przetaczenia miedzy nimi. Co wazne, model
matematyczny moze opisywaé uktad fizyczny, w ktérym faktycznie wystepuja przetacze-
nia, ale nie jest to warunek konieczny. Poprzez przetaczenia mozna modelowaé nie tylko
skokowe zmiany stanu uktadu, ale réwniez procesy, ktére nie sa fizycznie przetacznikiem.
Przyktadem takich proceséw moze by¢ enzymatyczna regulacja proceséw biochemicznych,
podczas ktorej wystepuje silnie nieliniowy, sigmoidalny wzrost tempa reakcji w zalezno-
sci od stezenia substratu. W takim przypadku, skokowe przetaczenie miedzy stanami jest
pewnym przyblizeniem ciaglego procesu.

2.1 Wprowadzenie terminologii i opis matematyczny

Uktad z przelaczeniami to uktad dynamiczny, ktéry sktada sie ze skoticzonej liczby podu-
ktadéw oraz regut logicznych, okreslajacych przelaczenia pomiedzy poduktadami. Podu-
ktady moga by¢ réwniez okreslane pojeciami podsystemy, tryby oraz domeny. Zachowanie
uktadu w poszczegblnych domenach jest opisywane poprzez zbiér réwnari rézniczkowych
lub réznicowych. Ogélna definicja uktadu z przetaczeniami nie wprowadza wymogu linio-
wosci modeli w poduktadach, zatem poduktad moze byé opisany dowolnymi funkcjami f.
Podstawowy opis uktadu cigglego z przetaczeniami moze mieé¢ nastepujaca strukture:

dx(t)
dt

= fi(z(t),u(t)), teRT, ieI=1{1,..,N}, (2.1)

gdzie x € R™ to stan uktadu, u € R™ to sterowanie, RT oznacza nieujemne liczby rze-
czywiste, natomiast skonczony zbiér Z to zbiér indekséw i oznacza kolekcje dyskretnych
podukladéw. Podobnie mozna przedstawié¢ uktady z przetaczeniami o dyskretnym czasie,
jako zbiér réwnan réznicowych:

e(k+1) = fila(k),uk), keZt, ieT={1,.,N}, (2.2)

gdzie Z* fo nieujemne liczby calkowite.

Reguta logiczna, ktora okresla przetaczenia miedzy poduktadami, generuje sygnatl prze-
laczajacy, ktory przewaznie jest opisywany jako klasa kawalkami statej mapy, o : RT — T
lub sekwencji o : ZT — Z. Index i = o(t) jest nazywany aktywnym trybem (poduktadem)
w chwili czasu t. Sekwencja aktywnych trybéw moze by¢ zalezna nie tylko od czasu t, ale
rowniez od aktualnego stanu uktadu x, i/lub przesztych aktywnych stanow o(7) dla 7 < ¢.
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W uktadach ciagglych z przelaczeniami zaleznymi od stanu moze wystapié¢ zjawisko
slizgania sie trajektorii po powierzchni granicy miedzy podsystemami (ang. sliding modes)
[11, 12].Zjawisko slizgania sie po powierzchni moze by¢ stosunkowo tatwo zidentyfikowane
i moze by¢ jednym z elementéw opisu dynamiki danego uktadu. Jednakze w niektérych
badaniach, np. przy rozwazaniu problemu stabilnosci uktadu, wprowadza sie zalozenie,
ktore pozwala na wykluczenie takiego zachowania. Zaktada sie, ze sygnal o(t) ma skonczona
liczbe nieciagtosci w skoficzonym przedziale R*T. W efekcie czego, w uktadzie nie wystepuje
poslizg na granicy (ang. no-chattering behaviour). W uktadach z czasem dyskretnym nie
ma mozliwodci wystapienia takiego zjawiska.

Podsumowujac, w uktadach z przetaczeniami wystepuja podsystemy, ktére opisuja ni-
skopoziomowg, lokalna dynamike, poprzez zwyczajne rownania rézniczkowe lub réznicowe.
Ponadto taki uktad zawiera wysokopoziomowego koordynatora (nadzorce, ang. supervisor),
ktory produkuje przetaczenia pomiedzy lokalna dynamika [2]. Dynamika petnego uktadu
jest determinowana zaréwno przez strukture poduktadow, jak i sygnatl przetaczajacy [13].

2.2 Klasyfikacja ukladéw z przelgczeniami

Uktady z przelaczeniami ze wzgledu na typ przetaczenia dzieli sie na:

e zalezne od czasu, jesli warunek przetaczenia miedzy poduktadami jest uzalezniony
od czasu;

e zalezne od stanu ukladu, jesli warunek przetaczenia miedzy poduktadami zalezy
od stanu uktadu;

e zalezne od historii, jesli warunek przelaczenia miedzy poduktadami zalezy od prze-
sztych wartosci sygnatu przetaczajacego lub przesztego aktywnego trybu;

e zalezne od wyjscia, jedli warunek przetaczenia pomiedzy poduktadami zalezy od
wyjdcia z systemu;

e zalezne od zewnetrznych sygnaléw, jesli warunek przetgczenia pomiedzy podu-
ktadami jest uzalezniony od zewnetrznych sygnatow.

Oczywiscie w ukltadzie moga wystepowaé rézne przetaczenia jednoczeénie, zatem dany
uktad moze naleze¢ jednoczesnie do kilku klas. Ponadto uktady mozna réwniez dzieli¢
ze wzgledu na mozliwoé¢ sterowania nimi. W takim przypadku wyréznia sie uktady:

e autonomiczne, gdy nie ma mozliwosci bezposredniego sterowania mechanizmem
przetaczajacym pomiedzy poduktadami;

e sterowane, jesli przetaczenia miedzy podukladami sa narzucone przez projektanta
danego systemu tak, aby osiagna¢ pozadane zachowanie [13].

Uktady z przetaczeniami mozna roéwniez klasyfikowaé ze wzgledu na sposéb przekazywania
sygnatéw w poduktadach je tworzacych:

e Uklady ciagle, czyli takie, ktorych poduktady posiadaja wszystkie elementy dzia-
tajace w spos6b ciagly i moga przyjmowac¢ kazda warto$¢ z przedziatlu zmiennosci
sygnatu. Wartoé¢ wyjsciowa réwniez moze przyjmowaé dowolng wartosé z ciaglego
przedzialu. Poduktady tego typu opisuje sie réwnaniami rézniczkowymi.
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e Uklady dyskretne, czyli zbudowane z poduktadéw, w ktérych co najmniej jeden
element pracuje w sposob dyskretny, a sygnaly wysytane przez niego moga przyjmo-
waé tylko okreglone wartosci i wystepowaé w okreslonych chwilach czasu. Do opisu
takich poduktadéw stosuje sie r6wnania réznicowe.

e Uklady mieszane, czyli uklady zawierajace poduktady zaréwno ciagte, jak i dys-
kretne.

Ze wzgledu na rodzaje elementéw, z jakich zbudowane sa poduktady, uktady dzieli sie je
na:

e Uklady kawatkami liniowe, gdy modele matematyczne poduktadéw sa zbudowane
wylacznie z elementéw linowych. Poduktady takie opisane sa liniowymi réwnaniami
o statych wspoétczynnikach.

e Uklady kawalkami nieliniowe, jesli model matematyczny danego poduktadu za-
wiera co najmniej jeden element nieliniowy. Opisuje sie je rownaniami nieliniowymi
réznego typu.

Ze wzgledu na charakter przetaczenia, uktady moga byé¢ podzielone na:

e deterministyczne, w ktérych przetaczenie jest warunkowane regutami determini-
stycznymi, tj. przez stale, §cisle okreslone wartosci progéw,

e losowe, w ktorych przetaczenie zalezne jest od funkeji gestosci prawdopodobieristwa
powigzanych z wartosciami progowymi.

W kolejnych podrozdziatach zostaly szczegétowo oméwione dwa gtéwne rodzaje uktadow,
klasyfikowane ze wzgledu na typ przetaczenia — uktady z przetaczeniami zaleznymi od stanu
oraz czasu.

2.2.1 Uklady z przelaczeniami zaleznymi od czasu

W uktadach z przetaczeniami zaleznymi od czasu wystepuje sygnal przetaczajacy, ktory
jest kawalkami stata, prawostronnie ciagla funkcja o : [0,00) — N. Funkcja przelaczajaca
o ma skoriczong liczbe nieciaglosci i przyjmuje state wartosci w interwatach pomiedzy prze-
taczeniami. Rolg sygnalu przetaczajacego jest okreslenie aktywnego poduktadu opisujacego
system w danym czasie. Ogélue rownanie opisujace uktady z przetaczeniami zaleznymi od
czasu jest nastepujace:

$(t) = fo(t) (x(t»? (2.3)
gdzie x to zmienna stanu, f to funkcja opisujaca model w danym poduktadzie, zalezna
od stanu uktadu. Ponadto funkcja opisujaca uktad jest bezposrednio zalezna od sygnatu
przetaczajacego o. W uktadach takich przyjmuje sie, ze nie ma wymuszeii albo sg one
state w danej domenie i traktuje sie je jako parametr. Przyktadowy sygnal przetaczajacy
w uktadzie z trzema poduktadami zostal przedstawiony na Rysunku 2.1.

Uktady z przelaczeniami zaleznymi od czasu sa wykorzystywane w modelowaniu pro-
cesOw biologicznych, ktérych wtasciwosci zmieniajg sie niezaleznie od stanu uktadu. Przy-
ktadem moga by¢ uktady z cyklicznymi zmianami, takie jak cykl dobowy czy komérkowy,
w ktorych przejscie do kolejnych faz cyklu moze by¢ modelowane poprzez przetaczenie
zaleznie od czasu. Innym zastosowaniem jest modelowanie kuracji farmakologicznej, gdzie
podanie leku — jedno- lub wielokrotne — moze powodowaé skokowa zmiane struktury uktadu
[14].
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Rysunek 2.1: Sygnatl przetaczajacy (o) w uktadzie z przelaczeniami zaleznymi od czasu

2.2.2 Uklady z przelaczeniami zaleznymi od stanu ukladu

W ukladach z przelaczeniami zaleznymi od stanu uktadu, przetaczenia miedzy domena-
mi nastepuja w momencie osiggniecia przez odpowiednie zmienne okreslonych wartosci
progowych. Przestrzen stanu takiego uktadu jest podzielona na poduktady poprzez zbidr
powierzchni przetaczajacych. Powierzchnie przetaczajace okreslaja granice miedzy podu-
ktadami, nazywanymi czesto regionami lub domenami, poniewaz sa $cisle zwigzane z loka-
lizacja w przestrzeni stanu.

Przyktadowe systemy, w ktoérych przestrzen stanu jest podzielona przez dwie wartosci
graniczne na trzy poduktady, sa przedstawione na Rysunku 2.2. Gdy trajektoria uktadu
trafia na powierzchnie przetgczajaca, nastepuje skokowa zmiana domeny. W chwili prze-
taczenia moze wystepowaé zmiana wartosci parametréw opisujacych dany uktad, zmiana
calej struktury uktadu, zmiana charakteru poduktadu (np. z ciagltego na dyskretny) lub
zmiana stanu uktadu. Jesli w chwili przelaczenia nie wystepuje skokowa zmiana stanu
uktadu, to trajektorie sa ciagte, a przejscie przez granice powoduje jedynie zmiane funk-

(A) (B)

e f2(X(t))

FLEX(E)) f2(X(t)) f1(X(t))

f3(X(t)

3(X(£)
Init Init

Rysunek 2.2: Przestrzeri stanu w uktadach z przelaczeniami zaleznymi od stanu uktadu;
(A) Przelaczenie powoduje zmiane modelu; (B) Przetaczenie powoduje zmiane modelu
oraz stanu uktadu; (Czerwone linie - wartosci graniczne, czarne strzatki - przyktadowa
trajektoria, Init - punkt poczatkowy, niebieskie linie - zmiana stanu uktadu)
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cji opisujacych uktad (Rysunek 2.2A). Natomiast jesli w czasie przejécia przez granice
nastepuje réwniez skokowa zmiana stanu uktadu, trajektorie uktadu s nieciagle, co jest
przedstawione na Rysunku 2.2B.

Przyktadem uktadu biologicznego, w ktorym wystepuja przetaczenia zalezne od stanu
uktadu, moze by¢ prosta sie¢ genowo-biatkowa. Stan genu przyjmuje wartosci: aktywny lub
nieaktywny, co moze odpowiada¢ podziatowi uktadu na dwie domeny. Natomiast granice
miedzy tymi domenami wyznacza poziom biatka, bedacego czynnikiem transkrypcyjnym,
odpowiadajacym za aktywacje genu. Po przekroczeniu pewnej liczbie czasteczek biatka
(P(t)) nastepuje aktywacja genu, co w modelu oznacza przejscie do drugiej domeny oraz
skokowa zmiane stanu uktadu (zmienna opisujaca gen G(t) zmienia wartos¢ z 0 na 1).

Biatko, mRNA oraz inne czasteczki, w przeciwienistwie do genéw wystepuja w bardzo
duzej liczbie: od setek do dziesigtek tysiecy czasteczek w jednej komoérce, dlatego wygod-
niej modelowaé ich liczbe poprzez réwnania ciagte, a nie dyskretne przetgczenia miedzy
stanami. W modelach kawaltkami liniowych, opisujacych tylko poziomy czasteczek o duzej
liczbie (np. biatka), podczas przejécia przez warto§¢ graniczna, na ogol zmianie ulega je-
dynie struktura i/lub parametry modelu, natomiast nie wystepuje skokowa zmiana stanu
uktadu [15, 16]. Modelowanie zmian poziomu biatka w sposob skokowy bytoby uzasadnione
jedynie w przypadku bardzo gwaltownej dynamiki w uktadzie.

2.3 Charakterystyka ukladéw kawatkami liniowych

Szczegdlng podgrupa uktadéw z przetaczeniami sa uktady kawatkami liniowe, nazywane
w literaturze anglojezycznej piece-wise linear differential equation (PLDE) models [17].
Uktady takie sktadaja sie ze zbioru poduktadéw liniowych, ktére sa stosunkowo tatwe w
analizie. Przelaczenia miedzy poduktadami moga by¢ zalezne od stanu uktadu lub od cza-
su. Uktady kawatkami liniowe mozna w bardzo intuicyjny sposéb wykorzystaé¢ do tworzenia
modeli matematycznych rzeczywistych systeméw biologicznych, a w szczegblnosci mode-
li sieci genowo-biatkowych. Zgodnie z prawem dziatania mas, ktéremu podlegaja rowniez
procesy wewnatrzkomérkowe, szybkodé reakcji chemicznej jest proporcjonalna do steze-
nia wszystkich uczestniczacych w niej reagentow [18]. Dzigki temu zaltozeniu, podstawowe
procesy wewnatrzkomoérkowe, takie jak produkcja, degradacja czy transport, moga by¢ mo-
delowane przy wykorzystaniu liniowych funkcji, gdzie, wraz ze wzrostem stezenia reagenta,
wzrasta szybkod¢ danej reakcji. Natomiast, reakcje enzymatyczne zazwyczaj maja tempo
silnie zalezne od stezenia reagenta (np. o charakterze krzywej Michaelisa-Menten), dlatego
mogg by¢ z do§¢ duza doktadnoscia przyblizone poprzez przetaczenie pomiedzy poduktada-
mi. Tempo reakcji w poduktadach jest uzaleznione od stanu (aktywnego lub nieaktywnego)
danego procesu.

Przyktadem uktadu kawatkami liniowego moze by¢ model opisujacy zmiane poziomu
biatek na drodze produkcji i degradacji. Model ten mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

dmi
dt

= pl(X) - dz(X>LL'Z, 1= 1, ...n, (24)

gdzie x; to stezenie danego biatka, p; to wspdtczynnik produkeji biatka, d; to wspétczynnik
degradacji, natomiast X = X (x) jest zbiorem zmiennych przetaczajacych, ktorych wartosé
zalezy od stanu ukltadu x. Wszystkie zmienne sa zalezne tylko od proceséw produkeji i
degradacji, ale tempa tych proceséw moga by¢ rozne w zaleznosci od licznosei (lub stezen)
biatek.
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W uktadzie istnieje zbiér wartoéci progowych, oznaczanych jako 6;;, gdzie i odpowiada
zmiennej, a j jest numerem granicy dla danej zmiennej. Jedli w uktadzie wystepuje tyl-
ko jedna wartosé progowa dla danej zmiennej, ominiecie wartosci j i zapisanie wytacznie
indeksu z numerem zmiennej Z; pozwala na uproszczenie zapisu bez utraty jego jedno-
znacznodci. 7 tego wzgledu, tam gdzie to mozliwe, taka notacja jest stosowana w dalszej
czedcl rozprawy. Wartodcel progowe dziely przestrzen stanu na domeny regulatorowe, a w
kazdej z nich uktad jest opisywany przez zbior funkcji liniowych, a doktadnie afinicznych.
Dla wartosci progowej nastepuje zmiana struktury uktadu lub wartosci parametréw, co
powoduje nieciagtos¢ pochodnych, przez co system staje sie nieciagty.

W celu ulatwienia zapisu, do modelu kawatkami linowego mozna wprowadzi¢ zmienne
przelgczajace, oznaczane jako Z;;. Zmienna przetgczajgca to zmienna boolowska, przyjmu-
jaca wartos¢ 0 lub 1, w zaleznosci od wartosci zmiennej stanu x; oraz znaku (+ lub -) w
indeksie gornym. Znak dodatni oznacza aktywacje procesu przy wzrodcie poziomu powyzej
wartosci granicznej (rownanie (2.5)), natomiast znak ujemny odpowiada dezaktywacji pro-
cesu, przy podwyzszeniu poziomu powyzej wartosci granicznej zmiennej (rownanie (2.6)).

0 dlax; <0 1 dlax; <6
Zj_ _ a I; 17 (25) Z; — a Iy ] (26)
J 1 dla ZT; > Hij, J 0 dla €Ty > 91]

Zmienne przelaczajace sa wykorzystywane do stworzenia skondensowanego opisu komplet-
nego uktadu. Dzieki wymnozeniu przez zmienng przelaczajaca, parametry w poszczegol-
nych domenach przyjmuja r6zne wartoéci. Rozpatrzmy prosty model produkcji dwéch bia-
tek (21 1 z9):

dzx _

ditl =p1 +p12Zy —dixy, (2.7)
dx

d7t2 =po +paZy — dao. (2.8)

W powyzszym przyktadzie kazda zmienna ma po jednej wartoséci progowej: odpowiednio
0, oraz 0. Aktywacja indukowanej produkcji biatka z1 wystepuje dla stezenia biatka xo
o wartosci ponizej wartosci granicznej (62). Natomiast wzrost stezenie biatka x; powyzej
wartosci progowej 01 powoduje wzrost tempa produkeji biatka xo. Tempo degradacji biatek
jest stale, niezalezne od domeny, w ktorej znajduje sie uktad.

2.4 Uklady z przetlaczeniami a uklady biologiczne

Modele systemoéw biologicznych moga by¢ tworzone na réznych poziomach ztozonodci, roz-
poczynajac od modeli populacyjnych opisujacych zachowanie sie grup ludzi lub zwierzat
[19], poprzez modele funkcjonowania organizméw (np. organizmu ludzkiego [20]), modele
oddzialtywan miedzykomorkowych [21], koriczac na modelach sieci genowo-biatkowych w
komorce [22, 23]. Na wszystkich stopniach ztozonosci, modele biologiczne charakteryzuje
skomplikowana struktura [24]. Szczegolnie trudne w opisie i analizie sa uktady wewnatrzko-
morkowe, poniewaz sg bardzo skomplikowane i zawieraja oddzialywania pomiedzy wieloma
réznymi zwigzkami. Natomiast badania eksperymentalne, ktére pozwalaja badaé¢ procesy
wewnatrzkomoérkowe, sa ztozone, czasochtonne, drogie i maja ograniczona doktadnosé. Po-
nadto metody pozwalajace na okredlenie stezenia niektérych czasteczek, ich specyficznych
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form (np. formy ufosforylowanej (aktywnej) danego biatka) lub w konkretnej lokalizacji
sa wciaz niedoskonate, a ich doktadno$é mocno ograniczona. Komérki w hodowlach ko-
moérkowych sa bardzo wrazliwe na czynniki zewnetrzne, a otrzymane wyniki czesto sa
charakterystyczne wylacznie dla danej linii komérkowej. Z tego powodu badania in silico
sieci genowo-biatkowych stanowia znaczace wsparcie w poznawaniu budowy i wlasciwosci
dynamicznych uktadéw biologicznych oraz silnie wspieraja ich analize i testowanie hipotez.
W regulacyjnych uktadach genowo-biatkowych wystepuja zmiany zachowania uktadu
wynikajace ze stezen substancji wewnatrzkomoérkowych. Modelowanie matematyczne sys-
temo6w biologicznych stanowi wyzwanie, ze wzgledu na koniecznos¢ znalezienia kompromisu
pomiedzy stopniem skomplikowania modelu, a jego doktadnogcia. Bardziej ztozone modele
pozwalaja na uzyskanie dokladniejszego odwzorowania zachowania komorki, ale jednocze-
gnie sg trudniejsze w opracowaniu i analizie. Natomiast mniej skomplikowane modele sa
tatwiejsze w tworzeniu i interpretacji, ale sa mniej doktadne. Zdecydowang wickszosé mode-
li biologicznych stanowia ciagte modele, zawierajace silne nieliniowosci, ktére pozwalaja na
odwzorowanie skomplikowanej dynamiki rzeczywistych systeméw. Jednakze analiza takich
modeli jest nietrywialna, rozwiazanie zas uzyskuje sie poprzez symulacje numeryczne, jak
np. w [25, 22|. Zastosowanie uktadu z przetaczeniami do opisu ukladu genowo-biatkowego
moze byé¢ kompromisem, pozwalajacym odwzorowaé calosciowe skomplikowanie systemu
poprzez przetaczenia, przy zachowaniu prostoty opisu podsysteméw réwnaniami liniowymi.
W dalszej czesci podrozdziatu 2.4 przedstawiona zostata charakterystyka uktadéw biolo-
gicznych ze szczegdlnym uwzglednieniem ich cech, potwierdzajacych zasadnosé stosowania
uktadéw z przetaczeniami do odwzorowania dynamiki sieci wewnatrzkomorkowych.

2.4.1 Zroéznicowanie §rodowiska wewnatrzkomoérkowego

Jedna z wielu trudnogci w modelowaniu systeméw wewnatrzkomoérkowych wynika z bardzo
szerokiego zakresu licznosci czasteczek w komorce: od malolicznych genow (w wigkszosci
przypadkow w komorce wystepuja dwie kopie danego genu), poprzez mRNA,| wystepujace
w kilkuset kopiach, po biatka wystepujace w bardzo duzych stezeniach mogacych siegaé
setek tysiecy czasteczek w jednej komérce. Modelowanie deterministyczne stanu genéw jest
obarczone duzym bledem, wynikajacym z ich matej liczby, a btad jest odwrotnie proporcjo-
nalny do liczy czasteczek danej zmiennej. Natomiast modelowanie stochastyczne uktadow
zlozonych z wielu réwnan opisujacych bardzo liczne substancje jest bardzo czasochtonne i
generuje ogromune ilosci danych. Jedna z metod rozwiazania tego problemu jest tworzenie
modeli hybrydowych, taczacych modelowanie stochastyczne i deterministyczne [26]. Innym
podejéciem jest zastosowanie uktadéw z przelaczeniami, ktore pozwalaja podzieli¢ uktad
na czesc ciagla oraz dyskretna. Ciagla czesé uktadu moze by¢ wykorzystana m.in. do opisu
zmiany stezenia biatka. Natomiast, dyskretna cze$é¢ pozwala opisa¢ nagle zmiany w ukta-
dzie, takie jak skokowa zmiana stanu genu. W tym podejsciu, zmiana liczby aktywnych
gendw jest modelowana jako przetaczenie, skutkujace zmiang stanu uktadu, a w efekcie
zmiang wartosci parametru okreslajacego tempo produkeji mRNA.

2.4.2 Proces produkcji biatka

Podstawowym elementem kazdej sieci wewnatrzkomorkowej sg biatka, ktére moga petnié¢
funkcje budulcowe, enzymatyczne, transportowe, magazynujace, regulatorowe oraz wiele
innych [27]. Proces produkcji biatka jest ztozony i wieloetapowy, jego prawidlowy przebieg
jest kluczowy dla poprawnego funkcjonowania komérki, jak i calego organizmu. Informacja
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na temat budowy biatek jest zawarta w materiale genetycznym w postaci genéw. Kazdy
gen jest no$nikiem informacji genetycznej o budowie jednego biatka, przy czym postepy
biologii molekularnej dowodza zjawisk takich jak alternatywny splicing, ktéry pozwala na
powstanie roznych izoform biatka z jednego genu [28|. Geny, poza nielicznymi wyjatkami,
wystepuja w dwoch kopiach, ktére w przewazajacej wiekszosci czasu sa w stanie nieaktyw-
nym [29]. Aktywacja genu jest procesem bardzo skomplikowanym i zachodzi pod wplywem
czynnikow transkrypcyjnych oraz szeregu innych enzyméw. Aktywny gen ulega transkryp-
¢ji, czyli przepisaniu informacji genetycznej na mRNA, ktore po obrébcee i transporcie do
cytoplazmy pelni funkcje matrycy do produkcji biatka, w procesie nazywanym translacja.
Zsyntetyzowana czasteczka biatka przechodzi przez szereg proceséow, takich jak odpowied-
nie faldowanie i przytaczanie grup funkcyjnych, ktore koniczy proces jego powstawania [30].
Skokowy charakter procesu aktywacji genu sprawia, ze proces ten moze by¢ modelowany
jako przetaczenie w uktadzie kawatkami liniowym. Ponadto aktywacja i dezaktywacja genu
przektada sie réwniez na gwaltowna zmiane tempa produkcji mRNA a nastepnie biatka,
co réwniez moze by¢ modelowane, jako zmiana wartosci parametréw w uktadzie z przeta-
czeniami.

2.4.3 Regulacja procesé6w wewnatrzkomoérkowych

Wiekszoé¢ proceséw wewnatrzkomérkowych nie zachodzi samorzutnie, ale wymaga obec-
nodci czasteczek regulujacych ich przebieg. Obecnosé czasteczek regulatorowych zwieksza
stopien skomplikowania dynamiki procesu, przez co funkcje stosowane do opisu takich zja-
wisk maja rézny stopien ztozonosci.

Prawo dzialania mas

Przyktadowo, podstawowe prawo wykorzystywane podczas tworzenia rownar opisujacych
tempo reakcji to znane z chemii oraz biochemii prawo dziatania mas [18]. Prawo to mowi, ze
wraz ze wzrostem stezenia reagentéw wzrasta szybkosé reakeji. Przyktadowa reakcja dwoch
zwiazkéow X i Y skutkujaca powstaniem produktu P moze byé¢ zapisana nastepujaco:

X+Y — P

Zmiana stezenia substancji P w czasie moze by¢ opisana poprzez réwnanie rézniczkowe:

d[P]
— =k X]||Y 2.9

P k) (2.9
gdzie k to wspotezynnik szybkosci reakcji, a [X] i [Y] to stezenia odpowiednich reagentow.

Reakcje enzymatyczne opisane funkcja Michaelisa-Menten

Wiekszoé¢ proceséw biologicznych jest katalizowana przez réznego rodzaju czasteczki regu-
latorowe (np. enzymy, czasteczki nieorganiczne, jony). Zaleznosé¢ tempa reakcji od stezenia
substratow oraz czasteczek regulatorowych jest opisywana przez réznorodne, silnie nieli-
nowe, czesto sigmoidalne funkcje. Tempo reakcji enzymatycznej jest uzaleznione zaréwno
od rodzaju enzymu, jak i liczby czasteczek substratu. Podstawowy przebieg reakcji enzy-
matycznej (opisanej np. w [27]) jest nastepujacy: enzym (FE) laczy sie z substratem (S5),
aby katalizowa¢ reakcje, powstaje kompleks enzym—substrat (ES), zachodzi reakcja i po-
wstaje produkt (P), a nastepnie enzym jest uwalniany z kompleksu. Uwolniony enzym
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moze wigza¢ nastepng czasteczke substratu i katalizowaé kolejng reakcje. Schemat reakcji
enzymatycznej zapisuje sie w nastepujaco:

E+S«——FES—FE+P

Jedna z podstawowych funkcji wykorzystywanych do opisu reakcji enzymatycznych
jest funkcja Michaelisa-Menten [31], okreslajaca tempo reakcji w zaleznosci od stezenia
substratu S oraz statej K:

v = Umax&7

K +[5]

gdzie Vmq, to maksymalne tempo powstawania produktu. Dla statego stezenia enzyméw w
komorce, szybkosé reakcji zwieksza sie wraz ze wzrostem stezenia substratu. Poczatkowo,
wzrost tempa reakcji jest liniowy, wprost proporcjonalny do stezenia substratu. Wraz z
wyréwnywaniem sie liczby czasteczek substratu i enzymu w uktadzie, wzrost tempa reakcji
jest coraz mniejszy, a przy duzych stezeniach substratu osigga warto$é maksymalng Vi,
[32]. Wszystkie enzymy potaczone sa wowczas w kompleksy z substratami, a szybkos¢ two-
rzenia produktu zalezy tylko od szybkodci przemiany substratu w produkt. Bezposrednia
miara sity wigzania substratu przez enzym jest stata K, ktéra odpowiada stezeniu substra-
tu, dla jakiego tempo reakeji jest rowne polowie tempa maksymalnego [27]. Wykres krzywej
Michaelisa-Menten jest przedstawiony na Rysunku 2.3 niebieska linia. Ré6wnanie réznicz-
kowe opisujace zmiane liczby czasteczek produktu P w zaleznosdci od stezenia substratu
w reakcji enzymatycznej opisanej réwnaniem Michaelisa-Menten przyjmuje nastepujaca
forme:

(2.10)

d[p] _ 5]
KT 21

Funkcja Hilla

Kolejnym przyktadem funkcji wykorzystywanej do modelowania proceséw enzymatycznych
jest funkcja A. Hilla [33]. Funkcja ta zostala zaproponowana w 1910 roku przez Hilla
do opisu przytaczenia sie tlenu do hemoglobiny. Hemoglobina ma kilka miejsc wiazacych
tlen, a efektywnos¢ przytaczenia kolejnych czasteczek wzrasta wraz z licznosciag ligandow.
Hill w swojej pracy [33] proponuje funkcje, ktora opisuje frakcje czasteczek hemoglobiny
wysyconej przez ligand, jako funkcje stezenia liganda ([L]):

K[L"

=100 ————
Y 1+ K[L]"

(2.12)
gdzie y to frakcja enzymu, w tym przypadku hemoglobiny, ktéra jest potaczona z ligandem
(tlenem), a K to stata reakcji (analogiczna do statej Michaelisa-Menten). Funkcja ta ma
ksztalt sigmoidalny, o stopniu nachylenia zwiekszajacym sie wraz z wartoscia parametru
Hilla n. Wartos¢ funkcji Hilla w zaleznosci od liczby czasteczek liganda (substratu) dla
malej i duzej wartosci parametru n (odpowiednio 2 i 10) jest przedstawiona na Rysunku
2.3 zielona i rézowa linig. Widoczny jest bardzo silnie skokowy charakter funkcji przy
wysokiej wartosci n.

Rownanie Hilla czesto jest wykorzystywane w tworzeniu modeli matematycznych, szcze-
gélnie do opisu produkcji biatka. W podejsciu tym zaktada sie, ze gen jest aktywowany
przez czynniki transkrypcyjne, a ze wzgledu na wystepowanie kilku miejsc wigzania, tem-
po produkcji jest nieliniowo zalezne od liczby czasteczek czynnika transkrypcyjnyego w
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komorce. Zmiana stezenia biatka [P] (przy pominieciu degradacji) moze by¢ opisana row-
naniem:
d[P] yy"

T Y]’ (2.13)

gdzie Y to liczba czasteczek czynnika transkrypcyjnego, a k to maksymalne tempo produk-
cji biatka. Podobne réwnanie mozna zastosowaé do procesu produkceji biatka represowanego
przez czynnik transkrypcyjny — przytaczenie czasteczek liganda do DNA zmniejsza produk-
cje biatka:

d[P] K"

Tailoan s (2.14)

Procesy biologiczne, silnie zalezne od obecnosci enzymu, o dynamice opisywanej krzy-
wymi sigmoidalnymi, takimi jak funkcja Hilla, mozna przybliza¢ poprzez funkcje skokowa.
Uktad taki sprowadza sie wtedy do uktadu z przetaczeniem wartosci parametru: ponizej
wartodci progowej proces zachodzi z niskim tempem reakcji, natomiast nagromadzenie en-
zyméw w ukladzie i przekroczenie wartosci progowej powoduje wzrost tempa reakcji do jej
wartosci maksymalnej (Rysunek 2.3). Podzial systemu na dwa podsystemy, pozwala opisa¢
zachowanie uktadu zaréwno przy niskim, jak i wysokim stezeniu enzymu, wykorzystujac
jedynie proste liniowe funkcje oraz przetaczenie.

2.4.4 Sprzezenia zwrotne

Prawidtowe funkcjonowanie organizmu jest warunkowane przez zdolnosé do utrzymania
homeostazy, czyli staltych warunkéw wewnetrznych. Autoregulacja systeméw wewnatrzko-
moérkowych jest mozliwa dzieki ujemnym sprzezeniom zwrotnym, w ktérych dane biatko
posrednio lub bezposrednio reguluje sw6j poziom. Sprzezenia ujemne pozwalaja na po-
wrot do normalnego poziomu biatka po wystapieniu zewnetrznych wymuszeri lub zaktécen
[34]. W uktadach biologicznych sa obecne rowniez sprzezenia zwrotne dodatnie, ktore uta-
twiaja propagacje sygnalu w komorce, poprzez wprowadzenie wzmocnienia. Przyktadowo,

1 ®
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—funkcja Michaelisa-Menten
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Rysunek 2.3: Tempo reakcji (v) w zaleznosci od stezenia substratu ([S]) opisane funkcjami:
skokowg, Michaelisa-Menten oraz Hillaon =2in =10
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sprzezenia dodatnie sa gtéwna sktadowa réznych kaskad aktywacyjnych, multiplikujacych
odpowiedz komorki na pojedyncze bodzce [35]. Sprzezenia dodatnie wprowadzaja rowniez
bistabilnodé¢ ukltadéw, pozwalajac na podejmowanie decyzji np. o przezyciu lub émierci
komorki.

Sprzezenia zwrotne moga oddzialtywac poprzez regulacje produkeji biatka (indukcje ak-
tywacji lub dezaktywacji genow, przyspieszanie procesu transkrypcji lub translacji) lub
przez regulacje tempa degradacji biatka lub mRNA. Nalezy zauwazy¢, ze bezposrednie od-
dziatywanie biatka na proces swojej produkeji lub degradacji jest raczej rzadkie i najczescie]
regulacja wymaga obecnosci czasteczek posredniczacych, takich jak enzymy regulatorowe
[27]. Ponadto sprzezenia dodatnie sa czesto realizowane poprzez podwojna negacje, czyli
poprzez blokade swojego wlasnego inhibitora, tak jak ma to miejsce w przypadku biatka
p53 [36].

W uktadach z przetaczeniami mozna tatwo modelowaé sprzezenia zwrotne poprzez po-
dzial przestrzeni stanu na rézne podsystemy, w ktérych procesy zachodza z podstawowym
lub indukowanym tempem reakcji. Przyktadem moze by¢ uktad dwoéch biatek ze sprze-
zeniem ujemnym, ktéry mozna podzieli¢ na 4 podsystemy (Rysunek 2.4). Przy niskich
poziomach obu biatek nastepuje szybka produkcja biatka A, ktére po skumulowaniu akty-
wuje indukowana produkcje biatka B, co modelowane jest jako przejscie do innej domeny.
Po przekroczeniu wartosci progowej dla biatka B, uklad przechodzi do domeny, w ktorej
produkcja biatka A jest zahamowana. Nastepuje obnizenie poziomu biatka A, przez co
uktad przechodzi do domeny z niskim poziomem bialka A i wysokim poziomem biatka B,
w ktorej produkcja biatka B jest wolna. Powoduje to spadek poziomu biatka B i powrét do
domeny z niskimi poziomami obu biatek. W tak stworzonym uktadzie, sprzezenie ujemne
jest zamodelowane poprzez zmiane tempa produkcji biatek w 4 podsystemach.

|« Wysoka * Wysoka
produkcja A produkcja A

* Niska * Wysoka
produkcjaB produkcjaB

* Niska * Niska
produkcja A produkcja A

» Niska *» Wysoka
produkcjaB produkcjaB

Rysunek 2.4: Schemat przyktadowego systemu z ujemnym sprzezeniem zwrotnym; A, B -
biatka, liczba czasteczek odwzorowuje mala i duza licznoéé bialek w podsystemie
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2.4.5 Stochastyczno$é proceséw biologicznych

Przebieg reakcji biochemicznych w komoérkach jest zalezny od szeregu réznych czynnikow,
zaroéwno fizycznych (np. temperatura i ci$nienie), jak i chemicznych (np. odczyn pH, enzy-
my, nieorganiczne katalizatory). W kazdej populacji komorkowej, nawet wérod komorek na-
lezacych do tej samej linii, kazda komoérka ma charakterystyczne dla siebie wtasciwosci wy-
nikajace ze stezenia substancji wewnatrzkomoérkowych, charakterystyki fizyko-chemicznej,
podatnosci na czynniki srodowiskowe oraz losowosci proceséw. Ze wzgledu na zréznicowa-
nie wlasciwosdci komoérek w danej populacji, obserwuje sie rézne odpowiedzi na te same
czynniki zewnetrzne. Przykladowo, w eksperymentach biologicznych prowadzonych na jed-
nolitej populacji komérkowej, po zadziataniu czynnikiem stresowym, np. promieniowaniem
jonizujacym, wystepuja roézne typy zachowania komoérek — czesé komoérek umiera, czesé
aktywuje blokade cyklu komoérkowego i naprawe uszkodzen, a cze$¢ prowadzi normalna
proliferacje. Ponadto komoérki r6znia sie miedzy soba dynamika proceséw i czasem aktywa-
cji poszczegdlnych reakcji — czesé komérek reaguje bardzo szybko na czynniki zewnetrzne,
a niektére dopiero po dtuzszym czasie aktywuja odpowiedz.

Badanie symulacyjne wtasciwosci populacji komérkowych, na poziomie pojedynczych
komorek jest mozliwe poprzez zastosowanie modeli uwzgledniajacych stochastycznosé pro-
ces6w, ktéra pozwala na uzyskanie zréznicowanych odpowiedzi na ten sam bodziec, startu-
jac z tych samych warunkéw poczatkowych modelu. Kazdorazows symulacje takiego mode-
lu mozemy traktowaé jako odpowiedz pojedynczej komorki. Standardowym podejsciem do
modelowania procesé6w stochastycznych w uktadach biologicznych jest zastosowanie algo-
rytmu Gillespiego [37] i r6znych jego modyfikacji. Natomiast, w uktadach z przetaczeniami
istnieje mozliwosé stworzenia heterogenicznej populacji, na przyktad poprzez wprowadze-
nie réznej lokalizacji wartosci progowych, co odzwierciedla ré6zna wrazliwo$¢ komérek na
obecnodé czynnikéw regulatorowych w komorce. W efekcie czego w populacji komérkowe]
procesy s3 aktywowane przy réznych stezeniach substancji regulatorowych, co skutkuje
zroznicowaniem odpowiedzi na ten sam bodziec.

Ponadto w uktadach kawatkami liniowych istnieje mozliwodé badania wplywu losowosci
aktywacji oraz dezaktywacji proceséw kontrolowanych przez czynniki regulatorowe. Natura
proceséw biochemicznych zachodzacych w komérkach, podobnie jak wszystkich proceséw
chemicznych, jest losowa, zalezna od chaotycznych ruchéw czasteczek. Oczywiscie, wraz
ze wzrostem liczby czasteczek enzymu w uktadzie, wzrasta prawdopodobieristwo aktywacji
danego procesu. Aby zamodelowa¢ losowosé aktywacji/dezaktywacji procesu mozna wpro-
wadzi¢ do uktadow z przelaczeniami funkcje losowe, okreslajace prawdopodobieristwo wy-
stepowania procesu w stanie aktywnym. Zatem przelaczenie miedzy domenami (zaréwno
czas przelaczenia, jak i aktywny podsystem) moze by¢ wyznaczane losowo z prawdopodo-
bieistwem zaleznym od poziomu poziomu danego czynnika regulatorowego.

2.4.6 Warto$ci parametréow reakcji

Jednym z gtéwnych probleméw podczas tworzenia modeli jest dobranie wartosci parame-
trow. Wynika to, m.in. z faktu ze do odtworzenia kompleksowej dynamiki systemdw biolo-
gicznych, konieczne jest stworzenie skomplikowanych, nieliniowych uktadéw. W przypadku
modeli nieliniowych, nalezy dobra¢ odpowiednia funkcje nieliniowg oraz jej parametry, kt6-
re czesto nie maja bezposredniego przelozenia na procesy biologiczne. Réwniez wartosci
wspoélczynnika Hilla dobierane sg czesto eksperymentalnie, bez biologicznego uzasadnienia
tak, aby uzyska¢ odpowiednia dynamike procesu. Ponadto w niektorych funkcjach wptyw
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parametréw na poziom danego biatka nie jest intuicyjny, a okreslenie zmiany zachowania,
po wprowadzeniu zmian do modelu, jest mozliwe dopiero po wykonaniu symulacji.

W modelach kawatkami liniowych wystepuja jedynie liniowe zaleznosci, dzieki czemu
mozna ograniczy¢ liczbe parametréow w uktadzie. W dodatku, parametry modelu liniowego
maja proste znaczenie biologiczne, takie jak tempo produkcji, degradacji czy transportu.
Wada takiego podejscia jest koniecznoéé znalezienia progow, ktore dziela przestrzen stanu
na poduktady. Tym nie mniej, w modelach nieliniowych (wykorzystujacych opis za pomoca
rownania Hilla lub réwnania Michaelisa-Menten) rowniez konieczne jest okreslenie wartosci
stalej K, ktéra moze odpowiadaé¢ wartosci progowej w modelu kawatkami liniowym. Podziat
przestrzeni stanu wartosciami progowymi tatwiej jest odnie$¢ do wynikéw eksperymentow
biologicznych, poniewaz wyniki pomiaréw poziomoéw biatek, mRNA i innych czasteczek,
w eksperymentach biologicznych okreslone sa czesto jakosciowo, a nie iloéciowo. Réznica
pomiedzy niskim a wysokim poziomem biatka jest na tyle znaczaca, ze mozliwe jest na jej
podstawie odpowiednie umiejscowienie progu. Przyktadowo, wyniki eksperymentu Western
Blot lub PCR nie podaja doktadnej liczby czasteczek w danej komorce, ale sa obrazem calej
populacji, w ktérej poziom danego zwiazku jest okreslany jakosciowo (niski/sredni/wysoki)
lub poprzez stosunek wzgledem kontroli. Wyniki eksperymentu Western Blot w postaci
zdjecia wybarwionego zelu po elektroforezie czesto sa zamieszczone w publikacjach, jako
dowdd wystepowania danego biatka, ale nie ma mozliwoéci na jego podstawie okresli¢
dokltadnej liczebnosci lub stezenia biatka. Na przyktad w pracy [38] przedstawiony jest
wynik semi-jakosciowej analizy wynikéw eksperymentu Western Blot, gdzie na podstawie
zdjecia prazkéw biatka pb3 i S392A w réznych uktadach eksperymentalnych i powtérzeniach
szacowny jest wzgledny poziom biatek w komérkach.

Wyniki takie jest tatwiej wykorzysta¢ w modelach kawatkami liniowych, gdzie niskie
i wysokie stezenie biatka odpowiada dwém réznym poduktadom, w ktérych reakcja, za-
chodzi kilkukrotnie szybciej, gdy poziom biatka jest wysoki lub wolniej, gdy jest niski.
Kazdy poduktad odpowiada innej dynamice systemu biologicznego i jest opisywany przez
stosunkowo prosty model. Dopiero pelny model, sktadajacy sie z wielu poduktadéw opisuje
skomplikowana dynamike rzeczywistego systemu biologicznego.

2.4.7 Przelaczenia w ukladach biologicznych

Uktady kawatkami liniowe mozna wykorzysta¢ do modelowania systemdéw biologicznych,
poniewaz duza czeé¢ proceséw wewnatrzkomérkowych, tj. produkeje, degradacje czy trans-
port biatka, mozna opisa¢ przez proste liniowe zaleznosci. Stopien skomplikowania uktadu
wzrasta, gdy uwzgledniamy regulacje proceséw, tym bardziej ze kinetyka reakcji enzy-
matycznych jest bardzo silnie nieliniowa. Jeéli w komoérce nie wystepuje enzym, reakcja
enzymatyczna nie moze zajs¢, ze wzgledu na niekorzystny bilans energetyczny. Wraz ze
wzrostem liczby czasteczek enzymu w komorce, tempo reakcji wzrasta w sposob silnie
nieliniowy, az do wartosci maksymalnej, wynikajacej z wlasciwosci komorki [27]. Stan ko-
morki, z obecnym i nieobecnym enzymem, moze by¢ modelowany jako dwa poduklady w
systemach z przetaczeniami. Oczywidcie, w tych poduktadach tempo proceséw, zaleznych
od danego enzymu, bedzie sie znaczaco réznito.

W celu zobrazowania metod oraz poréwnania wynikéw modelowania uktadéw biolo-
gicznych przy wykorzystaniu funkcji nieliniowych oraz funkcji liniowych z przetaczeniami,
przedstawitam ponizej zastosowanie obydwdch podejsé do opisu prostego uktadu produk-
cji biatka. Przyktadowy uktad biologiczny to sie¢ powigzan miedzy dwoma biatkami, gdzie
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jedno pelni role czynnika transkrypcyjnego dla drugiego. Biatko Y to czynnik transkryp-
cyjny, ktorego produkcja i degradacja zachodzi ze staltym tempem. Natomiast biatko X jest
zalezne transkrypcyjnie od biatka Y, a jego produkcja jest opisana nieliniowg zaleznoscia.
Model nieliniowy takiego uktadu moze przyja¢ nastepujaca postac:

dy
R 4 2.1

dt P1 14, ( 5)
dx yn

o X, 2.16
dt P2y yn T (2.16)

Wartodci i znaczenie parametréw sa przedstawione w Tabeli 2.1, natomiast odpowiadajacy
model kawatkami liniowy 7 przelaczeniami moze by¢ zapisany jako:

dy
L diY, (2.17)
dX

gdzie
0 day <6
Zi = ar =% (2.19)
1 dlaY > 6y.

Wartosé progowa 0y, przy ktorej zachodzi aktywacja produkcji biatka X, jest réwna war-
todci statej K. Przebiegi czasowe obu modeli sa przedstawione na Rysunku 2.5. Przebie-
gi czasowe biatka Y sa takie same w obu modelach (Rysunek 2.5A), natomiast poziom
biatka X w obu modelach nieznacznie si¢ r6zni (Rysunek 2.5C). Na wykresach w prawej
kolumnie przedstawionych jest pierwszych 10 minut symulacji. Na Rysunku 2.5D widaé
moment przetaczenia sie wartosci tempa produkcji biatka ps w modelu z przetaczeniami
oraz gwaltowng, nieliniowa zmiane tempa produkcji w modelu nieliniowym. Pomimo znacz-
nej réznicy wartosci tempa produkeji w obu modelach, odpowiedZz modelu nieliniowego i
modelu z przetaczeniami jest bardzo podobna, co sugeruje, ze obydwa podejscia moga by¢
efektywnie wykorzystywane do modelowania dynamiki proceséw biologicznych.

Kolejnym przyktadem przetaczenia wystepujacego w uktadzie biologicznym jest oddzia-
lywanie zewnetrzne, takie jak gwaltowna zmiana warunkéw srodowiska (wzrost lub spadek
temperatury, pojawienie sie toksyn) lub podanie leku. Przetaczenia takie powoduja skoko-
wa zmiane zachowania uktadu rzeczywistego, co moze by¢ modelowane jako przelaczenie
w modelu matematycznym, gdzie zmianie moze ulec zaréwno struktura, jak i parametry
uktadu [39].

Powyzszy uktad eksperymentalny mozna zmodyfikowa¢ poprzez dodanie terapii, ktora
ma na celu obnizenie poziomu biatka X ponizej zalozonej wartosci granicznej. Cel ten moze
by¢ realizowany poprzez podanie leku, ktory wywotuje degradacje czynnika transkrypcyj-
nego Y, skutkujac tym samym brakiem produkcji biatka X. W celu wprowadzenia terapii
do analizowanych modeli, nalezy zmodyfikowaé réwnania, opisujace produkcje biatka Y,
poprzez dodanie cztonu opisujacego degradacje indukowana przez lek. Zaréwno réwnanie
(2.15), jak i (2.17) przybiora nastepujaca forme:

dy
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Rysunek 2.5: Poréwnanie wynikow modelu sieci dwoch biatek: nieliniowego (czerwony) i
z przetaczeniami (niebieski); (A) Przebiegi czasowe biatka Y'; (B) Przyblizenie (10 min)
przebiegow czasowych biatka X; (C) Przebiegi czasowe biatka X. (D) Zmiana wartosci
tempa produkcji biatka X w czasie pierwszych 10 min

gdzie dg to degradacja indukowana przez lek, a ¢4 to czas podania leku. Po podaniu leku,
w 160 minucie symulacji poziom biatka Y gwaltownie spada (Rysunek 2.6A), co powoduje
zmiane¢ tempa produkeji biatka X (Rysunek 2.6C). W obu modelach tempo produkcji bial-
ka X spada gwaltownie do niskich wartoéci, ale w modelu z przetaczeniami osiaga wartosé
0, a w modelu nieliniowym stabilizuje sie na wartoéci 0.5743 % W efekcie, koticowy poziom
biatka X w modelu nieliniowym jest wyzszy, niz w modelu z przetaczeniami (Rysunek
2.6B). Jesli poziom biatka Y, po podaniu leku spadaltby do 0, to poziom biatka X w stanie
stacjonarnym, bylby taki sam w obu modelach. Aby uzyska¢ w modelu z przetaczeniami
poziomy biatka X w stanie stacjonarnym identyczne z poziomami w modelu nieliniowym,
konieczne bytoby odpowiednie dobranie wartosci parametréw produkeji biatka w dome-
nach. Tempo produkcji biatka w domenie z niskim poziomem Y powinno by¢ réwne 0.5743
%, natomiast w domenie z wysokim poziomem Y — 9.842 % Przebieg czasowy takiego mo-
delu z przelaczeniami poréwnany z modelem nieliniowym jest przedstawiony na Rysunku
2.6D.

Roéznice, wystepujace miedzy modelem z przetgczeniami a jego nieliniowym analogiem,
beda zalezne od stopnia skognosci funkcji nieliniowej oraz zakresu zmiennodci zmiennych,
jednak ogélna dynamika uktadu zostala poprawnie odwzorowana w obu przypadkach. To,
ktére podejscie jest lepsze, zalezy od badanego ukltadu oraz zastosowan modelu.
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Rysunek 2.6: Poréwnanie wynikéw modelu dwoch biatek: nieliniowego (czerwony) i z prze-
laczeniami (niebieski) po podaniu leku; A. Przebiegi czasowe biatka Y'; B. Przebiegi czasowe
biatka X; C. Zmiana wartosci tempa produkcji biatka X w czasie; D. Przebiegi czasowe
biatka Y w zmodyfikowanym modelu z przetaczeniami

Tabela 2.1: Znaczenie i wartoéci parametréw modelu produkeji biatka zaleznego od czyn-

nikéw transkrypcyjnych

Parametr Opis Wartosé Jednostka
p1 tempo produkcji biatka Y 800 1/s

D2 tempo produkcji biatka X 10 1/s

dq tempo degradacji biatka Y 5-1073 1/s

do tempo degradacji biatka X 5-107% 1/s

dg tempo degradacji bialka Y indukowanej przez lek  1.5-1072  1/s

n wspotczynnik Hilla 5 [bw]

K stata Michaelisa-Menten 7-10% czasteczek
Oy wartos¢ progowa Y 7-10% czasteczek
tq czas podania leku 160 minut
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2.5 Przeglad metod modelowania i analizy systeméw biolo-
gicznych poprzez uklady z przelaczeniami

Ze wzgledu na duza ztozonosé systemoéw biologicznych oraz rézne zastosowania budowanych
modeli, istnieje wiele algorytmoéw pozwalajacych na modelowanie réznych aspektéw funk-
cjonowania uktadéw biologicznych. Przeglad takich metod przedstawitam w artykule [40].
Jesli celem modelowania jest scharakteryzowanie typowego dziatania systemu ($redniego
zachowania w populacji komorkowej), lepsze poznanie jego funkcjonowania oraz mozliwych
odpowiedzi na zadane wymuszenia, stosuje sie modelowanie deterministyczne. Wynik ta-
kiego modelu moze by¢ utozsamiany z usrednionym wynikiem symulacji catej populacji.
Natomiast, do badania heterogenicznej odpowiedzi populacji komérkowej stosuje sie al-
gorytmy stochastyczne, ktore zawierajg element losowosci. Wynikiem algorytméw stocha-
stycznych jest zréznicowany zbiér przebiegéw czasowych, charakteryzujacy rézne osobniki
lub komérki w danej populacji.

Powszechnie stosowanym podejsciem do modelowania proceséw wewnatrzkomoérkowych
jest zastosowanie modeli z silnie nieliniowymi funkcjami, ktorych analiza jest bardzo trud-
na i czesto opiera sie wylacznie na analizie numerycznych przebiegéw czasowych. Jednakze
w literaturze (omoéwionej w kolejnych rozdziatach) pojawiaja sie rowniez doniesienia o
mozliwoéci zastosowania przelaczen, w miejsce silnie nieliniowych funkcji o charakterze
sigmoidalnym do modelowania gwaltownych zmian zachowania lub stanu uktadu. Znane
metody analizy ograniczaja sie gléwnie do wyznaczania punktéw stacjonarnych uktadu.
Ponadto w wiekszosci przypadkéw przedstawione algorytmy wymuszajg bardzo ograniczo-
na strukture uktadu. W kolejnych podpunktach oméwitam znane mi metody modelowania
i analizy systemow biologicznych przy zastosowaniu uktadéw z przetaczeniami.

Modele deterministyczne z przelgczeniami

Modele regulacji genowo-biatkowej powstawaty juz w latach 70-tych. Przyktadowo w pracy
J. Tysona i H. Othmera z 1978 r. sg przedstawione modele zawierajace zarowno mRNA |
cytoplazmatyczny mRNA | rézne formy posdrednie biatka, ktore jest enzymem. Modele zwie-
raja takze oddziatywanie ostatecznej formy enzymu na proces produkeji jadrowego mRNA
[41]. Produkcja kolejnych form biatka jest liniowo zalezna wylaczenie od stezenia formy
wczedniejszej, natomiast oddziatywanie enzymu na produkcje mRNA jest opisane funkcja
nieliniows, sigmoidalna, o ksztalcie zaleznym od rodzaju regulacji (ujemnej oraz dodatniej).
Model ten zaklada, ze stezenia enzyméw, regulujacych kolejne etapy produkcji biatka, nie
ulegaja zmianom w czasie, dlatego tez tempa produkeji sa state. Oczywiscie, w niektérych
systemach to zatozenie jest dalekie od prawdy, dlatego wiele modeli uwzglednia nieliniowo-
$ci w r6znych procesach wystepujacych w uktadzie. Upraszczajac uktad nieliniowy poprzez
zastapienie nieliniowoéci przetaczeniami, otrzymuje sie uktad kawatkami liniowy. Dyna-
mika takiego modelu jest podobna do analogicznego ciaggltego uktadu nieliniowego, poza
stanem uktadu bliskim wartosci progowej, w ktérym nastepuje aktywacja/dezaktywacja
procesu. Takie podejscie zostalo wykorzystane w niniejszej rozprawie doktorskiej, ponie-
waz umozliwia uproszczenie modeli i ich analize, przy niewielkim ograniczeniu mozliwosci
odwzorowania proceséw biologicznych.

Jedng z cech analizowanego uktadu jest istnienie i potozenie punktéw réwnowagi. W
1993 roku E. Snoussi i R. Thomas [42] wprowadzili pojecie dwoch typow punktow sta-
cjonarnych: osobliwych (SSP) i zwyczajnych (RSP). Autorzy zbadali wasciwosci uktadow
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z petlami, ktére, w przypadku uktadéw ze sprzezeniem dodatnim, sg zrédlem multista-
cjonarnosci (wystepowanie kilku punktéow stacjonarnych), a w ukladach ze sprzezeniem
ujemnym umozliwiaja homeostaze.

Metodyka analizy uktadéw kawatkami liniowych w zastosowaniach do systeméw biolo-
gicznych byla rozwijana po wprowadzeniu kolejnych zalozen, majacych na celu uproszczenie
analizy. W tym celu réwnanie opisujace zmiany poziomu danej czasteczki zostato sprowa-
dzone do dwéch reakcji: produkceji i degradacji. W publikacji T. Mestla i in. z 1995 roku
[17] omoéwiony jest problem okreslania wystepowania i lokalizacji punktow stacjonarnych
w uktadach kawatkami liniowych. W tym przypadku stan zmiennej réwniez jest opisy-
wany przez réwnania produkcji oraz degradacji, przy czym parametry opisujace tempo
obydwu proceséw zaleza od stanu uktadu. Wprowadzone jest dodatkowe zalozenie o wy-
stepowaniu statego, podstawowego tempa degradacji, ktére zapewnia stabilnoéé¢ modelu w
poszczegolnych poduktadach. Jest to zgodne z wiedza biologiczna, poniewaz wszystkie cza-
steczki biologiczne po pewnym czasie sie rozpadna, co jest okreslone przez okres péttrwania
czastek, ktory pozwala na wyliczenie wspotezynnikow degradacji. Algorytm wyznaczania
osobliwych punktéw stacjonarnych wymaga zastapienia funkcji skokowej poprzez sigmo-
idalna funkcje ciagla, dzieki czemu mozliwe jest wyznaczenie pochodnych, ktére okreslaja
kierunek zmian trajektorii w momencie przechodzenia przez wartosci progowe. Zapropo-
nowana w tej pracy metodyka wykluczenia regionéw, w ktérych moga wystepowac¢ punkty
osobliwe, znacznie ulatwia badanie wlasciwodci uktadu, jednakze moze by¢ wykorzystana
jedynie w modelach, uwzgledniajacych wylacznie procesy produkcji i degradacji, co ma
miejsce w wielu przypadkach.

W niektérych metodach analizy zaktada sie staty degradacje, niezalezng od stanu ukta-
du. Takie podejscie jest prezentowane miedzy innymi w pracy [43], gdzie badane sa rozwia-
zania cykliczne w uktadach kawatkami liniowych ze staltym, réwnym tempem degradacji dla
wszystkich zmiennych. Dla uktadéw takich tworzony jest graf tranzycji, w ktérym okreéla
sie wystepowanie cykli — zamknietych sekwencji przejscia pomiedzy podsystemami, ktére
nastepnie sa analizowane pod katem stabilnosci ich trajektorii. Oczywidcie zastosowanie
stalego, réwnego tempa degradacji w rzeczywistych modelach biologicznych stanowi spore
ograniczenie i nie jest uzasadnione z biologicznego punktu widzenia. Réwniez w pracy R.
Edwardsa z 2000 roku [44] zaproponowana zostata metoda analizy uktadow z przetaczenia-
mi, w ktérych tempo degradacji jest stale i rowne dla wszystkich zmiennych, co znaczaco
upraszcza analize, ale jednoczeénie zmniejsza stosowalnoé¢ takiego podejscia do rzeczywi-
stych uktadow biologicznych. W jednej z nowszych prac E. Plahte i S. Kjgglum z 2005 roku
[45], analityczne podejscie do badania dynamiki wewnatrzkomorkowych sieci biatkowych
znajduje zastosowanie tylko w uktadach opisanych przez reakcje produkcji i degradacji.
Metoda ta réowniez wymaga zastapienia funkcji skokowej poprzez jej liniowe, sigmoidal-
ne przyblizenie. Zaproponowana metodologia pozwala na znalezienie rozwiazania uktadu
ze skoénymi funkcjami sigmoidalnymi, réwniez w przypadku wystepowania autoregulacji i
ruchéw poglizgowych na granicy.

Natomiast analiza modeli, zawierajacych poza prostymi funkcjami produkcji oraz de-
gradacji rowniez funkcje odpowiadajace transportowi, czy produkcji kolejnych form cza-
steczki, zostata zaproponowana w pracy E. Plathe i in. w 1998 roku [46]. W artykule przed-
stawiona jest procedura okre§lania pozycji oraz stabilnosci osobliwych punktéw stacjonar-
nych. Taka analiza pozwala na poznanie wtasciwosci oddziatywania funkcji skokowych na
dynamike uktadu wokét punktow stacjonarnych. W podejsciu tym zmienne dzielone sa na
pierwszorzedowe (ang. primary) i drugorzedowe (ang. secondary), a nastepnie wyznacza-
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na jest macierz o specyficznej strukturze zawierajaca pochodne po zmiennych pierwszo- i
drugorzedowych. Ze wzgledu na koniecznosé wyliczenia rozszerzenia wielomianu charakte-
rystycznego macierzy pochodnych, obliczenia moga by¢ bardzo skomplikowane, szczegblne
w przypadku duzej liczby réznych przypadkéw do zbadania.

W niniejszej pracy nacisk zostal potozony na analize modeli jak najbardziej oddajacych
rzeczywistosé, dlatego zaktadam wykorzystanie biologicznie uzasadnionych wartosci para-
metréw, przez co wykluczone jest stosowanie metod zaktadajacych stale i jednakowe tempa
degradacji jak w pracach [43, 44]. Ponadto w zaproponowanych modelach uwzglednione zo-
staly rowniez procesy transportu (z cytoplazmy do jadra) oraz produkcji biatka na matry-
cy mRNA, ktore sa kluczowe do odpowiedniego opisania dynamiki uktadéw biologicznych.
Metody wyznaczania osobliwych punktéw stacjonarnych, zaproponowane w publikacjach
[17, 45], moga nie wykazaé istnienia punktu SSP. Z tego powodu w niniejszej pracy zapro-
ponowatam modyfikacje metody wyznaczania A-region6w, w ktérych moga wystepowad
osobliwe punkty stacjonarne. Modyfikacja ta uwzglednienia nie tylko zaleznosci zmiennych
modelu od zmiennych przetaczajacych, ale réwniez zaleznosci od innych zmiennych stanu.

Jakogciowe algorytmy kawalkami liniowe

Uktady kawatkami liniowe moga by¢ analizowane jakosciowo, poprzez zdefiniowanie ja-
kosciowych stanow, ktore odpowiadaja poduktadom w przestrzeni stanu [47]. Algorytm
symulacji jakosciowych zostal zaproponowany przez B. Kuipersa w 1986 roku w artykule
[48], natomiast w pézniejszych latach pojawilta sie propozycja zastosowania modelowania
jakosciowego do sieci genetycznych [49, 50]. W takich modelach, przejscia miedzy jako-
gciowymi stanami odpowiadaja przejéciu pomiedzy poduktadami. Wartosci parametréow
w modelach jakosciowych sa okreslanie jakosciowo, a nie ilo§ciowo. Zaproponowane po-
dejécie pozwala na zastapienie etapu estymacji parametréw, poprzez wyznaczenie jedynie
stosunkéw pomiedzy nimi. Metoda ta rowniez zawiera funkcje przelaczajace, ktére moga
uwzglednia¢ warto$¢ jednej lub kilku zmiennych. W poszczegdlnych poduktadach model
jest opisany przez okresowo ciagte rownania liniowe, zawierajace cztony opisujace procesy
produkcji oraz degradacji. Celem symulacji jest okreslenie jakosciowego zachowania ukta-
du, czyli sekwencji stanéw jakoéciowych, dla wybranych warunkéw poczatkowych. Wérod
mozliwych zachowan uktadu mozna wyrézni¢ stabilizacje w stanie réwnowagi oraz oscylacje
w cyklach granicznych.

Praca H. de Jong z 2003 roku prezentuje oprogramowanie Genetic Network Analy-
zer (GNA), ktore pozwala na modelowanie i symulacje sieci genowych poprzez modele
jakosciowe kawalkami liniowe [51]. Glowna zaleta takiego podejscia jest brak konieczno-
sci okreslania konkretnych wartogci parametréow. Jednakze dzieki bardzo szybkiemu roz-
wojowi metod eksperymentalnych, mozliwe jest coraz dokladniejsze szacowanie wartosci
parametréw wykorzystywanych w modelach ilosciowych. Ponadto modele ilosciowe maja
podstawows przewage nad modelami jakosciowymi, polegajaca na mozliwosci tworzenia
przebiegéw czasowych, ktére mozna poréwnaé¢ do wynikéw biologicznych oraz mozliwosci
okreslenia wymuszenia (np. dawki leku), wywotujacego odpowiednia reakcje w uktadzie.
Dodatkowo, metody analizy modeli iloSciowych sa znacznie bardziej rozwiniete w pordw-
naniu do metod analizy modeli jakosciowych.
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Modele stochastyczne

Modele stochastyczne stanowia wazna czesé¢ wspodtczesnej biologii systemdw, ze wzgledu
na mozliwo$é uwzglednienia losowosci proceséw, co pozwala na badanie zréznicowania
populacji. Modele stochastyczne sa stosowane w odniesieniu do r6znych typéw uktadow
biologicznych, zaréwno modeli epidemiologicznych, prezentujacych rézne zachowanie sie
osobnikéw w populacji, jak i w modelach oddziatywan zewnatrz- i wewnatrzkomoérkowych,
gdzie badane jest zréznicowanie odpowiedzi na pewne bodzce. Przyktadem potaczenia mo-
deli stochastycznych z uktadami z przetaczeniami sa modele kawatkami deterministyczne,
oznaczane jako PDMP: piecewise deterministic Markov processes. Modele PDMP opisuja
procesy Markova sktadajace sie z mieszaniny zmian deterministycznych (ang. determini-
stic motion) ilosowych przeskokow (ang. random jumps) [52]. Dany proces Markova nalezy
do klasy PDMP, jesli dla procesu z(t),t > 0 istnieje rosnaca sekwencja losowych czaséow
przelaczen (t,), a stan ukladu w kazdym interwale pomiedzy przeskokami (t,,t,+1) jest
okreslony poprzez réwnania deterministyczne [53].

Istnieja rézne typy modeli PDMP, ktore znajduja zastosowanie do réznych systemow
biologicznych. W modelach typu pure jump proces jest staly pomiedzy przetaczeniami,
co moze opisywa¢ ruch konika polnego [53]. Natomiast w modelach typu wvelocity jump w
chwili przeskoku zmianie ulega predkoéé¢ procesu, co moze by¢ wykorzystywane w modelach
rozpraszania w systemach biologicznych: zwiazkéw chemicznych, komérek czy organizmoéw
— zwierzat [54]. Bardziej ztozone modele typu flow with jumps opisuja zachowanie uktadu
poprzez ciaglte funkcje w czasie pomiedzy przeskokami. Przykladem zastosowania takich
modeli sa modele populacji uwzgledniajace podzial komérki: wzrost komérki jest cigglym
procesem deterministycznym, natomiast podzial jest skokowym zdarzeniem losowym [53].
Dodatkowo model moze uwzglednia¢ komérki réznego typu, rozmiaru lub znajdujace sie w
réznych fazach, co jest odwzorowane poprzez rézne stany w modelu.

Ekspresja genéw réwniez moze by¢ modelowana przy pomocy PDMP. W modelu takim
proces aktywacji i dezaktywacji genu jest modelowany jako losowa, skokowa zmiana sta-
nu uktadu, a zmiany pozioméw mRNA, biatka i innych czasteczek sa opisywane poprzez
réwnania rézniczkowe. W najprostszym przypadku, gdy model stanowi jedno réwnanie opi-
sujace poziom biatka, poprzez procesy produkcji (na podstawie genu, ktorego stan moze
by¢ aktywny lub nieaktywny) oraz degradacji. Ze wzgledu na prostote takiego modelu,
mozliwe jest wyznaczenie zaréwno trajektorii uktadu w obu stanach oraz funkcji prawdo-
podobieristwa czasu przebywania uktadu w obu stanach [53].

Uktady ze stochastycznymi przetaczeniami maja réwniez zastosowanie w innych sys-
temach biologicznych, takich jak populacja neuronéw o réznej aktywnoéci czy populacja
ludzka z podziatami ze wzgledu na wiek. Rozne zastosowania ukladow kawatkami deter-
ministycznych w biologii oraz matematyczny opis takich uktadéw zostal przedstawiony w
monografii R. Rudnickiego oraz M. Tyran-Kaminskiej z 2017 roku [55].

Bazujac na teoretycznych podstawach modelowania ukltadéw kawaltkami determini-
stycznych, zaproponowalam algorytm pozwalajacy na symulacje uktadu ze stochastycz-
nymi przetaczeniami. Zaproponowany algorytm bazuje na modelach typu flow with jumps,
taczy symulacje deterministyczne pozioméw zmiennych ze stochastycznymi, skokowymi
zmianami domen (skutkujacymi zmianami parametrow). Do symulacji deterministycznych
zmian poziomow biatek i mRNA zaproponowalam wykorzystanie algorytmu Rungego-
Kutty, natomiast czas przetaczenia oraz kolejnosé¢ podsysteméw zostatl opisana losowymi
funkcjami, o charakterze funkcji Hilla. Zmiana wartosci parametru Hilla w funkcji praw-
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dopodobienstwa pozwala bada¢ wpltyw zwiekszenia losowosci aktywacji/dezaktywacji na
przebiegi czasowe i zréznicowanie odpowiedzi w otrzymanej populacji heterogeniczne;j.



Rozdzial 3

Wybrana metodologia analizy
ukladoéw z przelaczeniami

Wraz ze wzrostem stopnia skomplikowania modelu matematycznego, zazwyczaj wzrasta
trudnosé jego analizy. W przypadku ztozonych, silnie nieliniowych modeli analityczne okre-
§lenie zachowania uktadu jest najczesciej niemozliwe, a przebiegi czasowe otrzymuje sie
poprzez symulacje numeryczne. Natomiast dla uktadéw liniowych mozna wyznaczyé np.
rozwigzanie analityczne, w przeciwienstwie do uktadéw silnie nieliniowych. W przypad-
ku modeli kawatkami liniowych, dzieki podziatlowi uktadu na funkcjonalne czesci, istnie-
ja mozliwodci zastosowania réznych metod analizy, np. poprzez wyznaczenie rozwiazania
analitycznego w poszczegblnych domenach, stworzenie grafu tranzycji czy analityczne wy-
liczenie lokalizacji punktéw stacjonarnych uktadu. W niniejszej pracy proponuje réwniez
autorskie metody modelowania oraz analizy uktadéw uwzgledniajacych heterogenicznosé
populacji. Pierwsza z metod umozliwia deterministyczne modelowanie zréznicowanej po-
pulacji komérkowej, poprzez zastosowanie funkcji losowych do zréznicowania lokalizacji
wartodci progowych w populacji. Druga zaproponowana metoda pozwala modelowaé zréz-
nicowanie odpowiedzi komoérkowej, poprzez stochastyczna aktywacje proceséw. Losowosci
aktywacji proceséw skutkuje zréznicowaniem poziomdw biatka w populacji, desynchroniza-
cja oraz wplywa na czas aktywacji odpowiedzi komoérkowej. Przeprowadzenie kompleksowej
analizy modeli kawatkami liniowych umozliwia doktadniejsze poznanie wlasciwosci uktadu
i mozliwosci oddziatywania na niego.

Prawidtowo dziatajace systemy biologiczne sa w stanie homeostazy, czyli maja zdol-
noéé¢ do utrzymywania statych warunkéw srodowiska i przeciwdzialania zewnetrznym wy-
muszeniom [27]|. Homeostaza systemu biologicznego sprowadza sie do stabilnosci uktadu,
poniewaz oznacza, ze uktad po wyprowadzeniu ze stanu réwnowagi sam powraca do tego
stanu. Niestabilne zachowanie sieci genowo-komérkowych najczesciej wiaze sie z procesami
chorobotwoérczymi, nowotworowymi lub aktywacja apoptozy. Jednoczegnie, petle ujemnego
sprzezenia zwrotnego, wystepujace w uktadach biologicznych, moga powodowaé powstawa-
nie regularnych oscylacji, co swiadczytoby o znajdowaniu sie uktadu na granicy stabilnosci.
Mozliwos¢ zbadania stabilnosci danego uktadu oraz zakresu wartosci wymuszen, pozwalaja-
cych na uzyskanie pozadanej dynamiki, jest bardzo pomocna przy badaniu funkcjonowania
danego systemu biologicznego.

Analiza stabilnosci uktadow z przetgczeniami nie jest zagadnieniem trywialnym, co po-
twierdza mnogos¢ prac, ktore powstaly w tym temacie (np. [56, 57| i referencje w nich).
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Okreslenie stabilnosci poduktadéw nie jest wystarczajace, aby jednoznacznie wnioskowad
o stabilnodci catego systemu. W systemie ztozonym wytacznie ze stabilnych poduktadéw,
przetaczenia pomiedzy nimi mogg skutkowaé destabilizacja catego systemu. Natomiast sys-
tem ztozony z niestabilnych podsysteméw moze stabilizowaé sie poprzez odpowiednio do-
brane przelaczenia pomiedzy nimi [58, 59]. W zwiazku z tym, zagadnienie analizy stabil-
nodci uktadéw z przetaczeniami jest zagadnieniem kompleksowym, uwzgledniajacym dy-
namike poduktadéw, zasady przetaczen miedzy poduktadami oraz sygnal przelaczajacy.
Analiza uktadéw z przetaczeniami, ze szczegolnym uwzglednieniem analizy stabilnosci, jest
przedstawiona w dalszej czesci tego rozdziatu.

3.1 Analityczne rozwigzanie modelu z przelaczeniami

W przypadku uktadéw z przetaczeniami, w ktérych poduktady sa liniowe, znalezienie roz-
wiazania analitycznego dla kazdego z poduktadéw jest zawsze mozliwe. W celu znalezienia
rozwigzania analitycznego dla catego uktadu, poza znajomoscia rozwigzar analitycznych
dla wszystkich poduktadéw, konieczna jest rowniez znajomosé sygnatu przelaczajacego, a
doktadnie czasu przetaczeri i sekwencji poduktadéw. W przypadku uktadéw z przetaczenia-
mi zaleznymi od czasu, sygnal przelaczajacy jest znany, jednakze w przypadku uktadéw
z przetaczeniami zaleznymi od stanu uktadu, czasy oraz kolejno$é przetaczen pomiedzy
poduktadami czesto nie sg tatwe do okreslenia.

Wyprowadzenie rozwigzania analitycznego dla uktadu kawatkami liniowego jest przed-
stawione w ksiazce Z. Suna Switched Linear Systems |2]. Zgodnie z przyjeta tam notacja,
uktad kawatkami liniowy o ciaglym czasie jest opisany réwnaniem:

dz(t)
dt

= Ayx(t) + Bou(t), (3.1)

gdzie x to wektor zmiennych stanu, A — macierz stanu, B — macierz wejscia, u — wejscie,
a o to sygnal przelaczajacy, warunki poczatkowe uktadu z(tg) = zo. Trajektoria stanu w
czasie t jest oznaczona jako ¢(t;to,xo,u,0). Przy zalozeniu ze sygnal przelaczajacy jest
dobrze znany, sekwencje przetaczajaca mozna zapisa¢ jako:

{x()? (t()? i()), (tb Z‘1)7 SRR} (tlv Zl)}
W czasie [to,t1) aktywny jest poduktad i, dlatego uktad w tym czasie jest opisany przez

roéwnanie rézniczkowe:

dx(t)
dt

= Aiol’(t) + Biou(t), l’(to) =x9, t€ [to,tl). (3.2)

Jako ze powyzsze réwnanie jest to liniowe réwnanie rézniczkowe z podanym warunkiem
poczatkowym, jego trajektoria w czasie t moze by¢ okreslona wprost jako:

t
(25(75; t[), xo, U, O') = €A10 (tito)l'o + €Ai0 (tiT)Bz‘Ou@')dT t e [to, tl), (33)
to

a stan uktadu w czasie ¢; wynosi:
t1

2(ty) = etiot1—t0) g 4 / %o (t=7) By u(T)dr. (3.4)

to
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Podobnie mozna wyznaczy¢ trajektorie i stanu uktadu w dowolnej chwili, konieczna jest
tylko znajomogé kolejnosci poduktadéw oraz czaséw przetaczen. Rozwiazanie ukladu z
przetaczeniami moze by¢ obliczone na podstawie wzoru:

o(t;to, xo,u,0) = ein (t=tk) gAig g (e —ti1)  pAiy (t2—1) pAig (tl_to)xo
t
bAoAt / Lo 1=T) B u(r)dr
to
123
+ ---+6Aik(t_tk’)/ eAikfl(t’“_T)BikU(T)dr
te—1
t A
+ /e W B; w(r)dr  t € [tg, try1). (3.5)
173
Niech
W(t, 0, z0) = etin =t gAin s th—temr) | oAy (o—t) g dig(ti—to) ¢ [t 400).  (3.6)

Macierz przejscia (ang. state transition matriz) w czasie [t1,t2) moze by¢ zapisana jako:

(b(tl,t2ao-a :EU) - Il)(tlao-vx())(ll)(t27o-a :EO))_I (37)

Rozwiazanie catego uktadu jest zapisane przy wykorzystaniu macierzy przejscia jako:

t
o(t;to, xo,u,0) = (t,to,0,20)T0 + t &(t, T, 0, z0)u(T)dT. (3.8)
0
Jedli w uktadzie kawatkami liniowym sygnat przetaczajacy jest w pelni zdefiniowany i
wejscie jest globalnie catkowalne, to zawsze jest mozliwe wyznaczenie rozwiazania dla ko-
lejnych chwil czasu. Nawet jedli wejécie do uktadu jest ciagle — zazwyczaj rozwigzanie
analityczne w chwilach przetgczenia nie jest ciggle: funkcja je opisujaca lub jej pochod-
na nie jest funkcja ciggta (nie nalezy do klasy C!). Macierz tranzycji zawiera wielokrotne
mnozenie macierzy funkcji w formie e, co pelni wazna role w analizie liniowych uktadow
z przetaczeniami [2].

W uktadach o okreslonych czasach przetaczenia oraz sekwencji poduktadéw wyznacze-
nie rozwigzania analitycznego dla pelnego systemu jest mozliwe. Jednakze w przypadku
systemu z przetaczeniami zaleznymi od stanu uktadu, wyznaczenie czasu przetaczenia jest
praktycznie mozliwe tylko w prostych uktadach. Wraz ze wzrostem stopnia skompliko-
wania modelu w danym poduktadzie wzrasta trudnodé wyznaczenia czasu przelaczenia,
a w niektorych przypadkach staje sie to niemozliwe do wykonania. Dla podanego wcze-
$niej prostego modelu produkeji biatka zaleznego od czynnika transkrypcyjnego (réwnania
(2.17 —2.18)) mozna wyznaczy¢ rozwiazanie analityczne, ktore w domenie ponizej wartosci
progowej bedzie mialto postac:

_ N _ b1y —dpt
Y(t) = d1+(Y0 dl)e : (3.9)
X(t) = Xge %t (3.10)

natomiast w domenie powyzej wartosci progowej réwnianie opisujace poziom biatka Y jest
takie samo, a rownanie opisujace poziom X jest nastepujace:

D2 D2 —dot
X(t) =5+ (Xo— 7 2 3.11
() =7+ (Xo-3)e (3.11)
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W niniejszym uktadzie wartos¢ progowa istnieje tylko dla biatka Y, wiec czas przetaczenia,
czyli osiggniecia wartosci progowej (0), wyliczony z rownania (3.9), jest rowny:

_ n _ b1y _—dits
o = d1+(yo dl>e , (3.12)
1 Yodi — p1
ty = —ip(28TD 1
UG (3.13)

przy zalozeniach Yy # pi/dy oraz 6 # pi/d;. Wartosé czasu przetaczenia moze by¢ do-
datnia lub ujemna, w zaleznosci od wartosci parametréw oraz punktu poczatkowego. Jesli
wyliczona wartosé czasu przelaczenia jest dodatnia, to uktad, startujac z punktu poczat-
kowego Yy, zmierza w strone wartosci progowej, a w czasie ts nastapi przejscie do drugiej
domeny. Natomiast, jesli wartos¢ jest ujemna, to trajektoria startujaca z danego punktu,
nie natrafi na wartosé progows i nie nastapi zmiana domeny.

Dla wartosci podanych w Tabeli 2.1, czas przelaczenia w uktadzie startujacym z podu-
ktadu ponizej wartosci progowej bedzie dodatni, natomiast dla warunkéw poczatkowych
w poduktadzie powyzej wartoéci progowej, trajektorie beda zmierzaly do punktu stacjo-
narnego i nie przejda przez wartosé graniczng. Niemniej jednak, dla wybranych warunkéw
poczatkowych (Yy < 6, Xy), w niniejszym uktadzie mozna wyznaczy¢ pelne rozwigzanie
analityczne. Dla zmiennej Y jest ono ciagle i nie zawiera przetaczenia, dlatego jest zgodne
z rownaniem (3.9). Dla biatka X rozwiazanie w czasie ¢t < t4 jest opisane rownaniem (3.10),
a w czasie t > t; jest nastepujace:

X(t) = P2 + (Xoe—dz(ts—to) _ pﬁ)(i—dz(t—ts)’ (3.14)
d2 d2
gdzie ts to czas przelaczenia podany rownaniem (3.13).

Dla bardziej skomplikowanych réwnan, zadanie znalezienia czasu przetaczenia czesto
jest niewykonalne analitycznie. W uktadach, w ktérych wyliczenie czasu przetaczenia jest
mozliwe, sekwencja przetaczen, a w efekcie rozwiazanie analityczne jest okreslone tylko dla
zadanych warunkéw poczatkowych. Z tych powoddéw stworzenie kompletnego, analityczne-
go opisu uktadu z przelaczeniami, w przewazajacej liczbie przypadkdéw, nie jest mozliwe.
Niemniej jednak, sam fakt rozwiagzania analitycznego modeli w poszczegélnych podukta-
dach wnosi wiele informacji na temat analizowanego uktadu. Na podstawie rozwigzania
analitycznego mozna tatwo wyliczy¢ punkty réwnowagi w poszczegélnych poduktadach.
Ponadto zamiast rozwigzania numerycznego, mozna je wykorzystaé¢ do okreslenia przebie-
géw czasowych dla zadanych warunkéw poczatkowych.

3.2 Zastosowanie grafu tranzycji do analizy ukladéw z prze-
laczeniami

Grafy tranzycji, nazywane rowniez grafami przejscia, sa wykorzystywane do przedstawie-
nia w sposéb schematyczny dekompozycji procesu na operacje wykonywane w kolejnych
etapach [60]. W uktadach z przelaczeniami wykorzystuje sie je do przedstawienia przejsé
pomiedzy poduktadami [61, 44, 62]. Grafy stosuje sie gtownie w uktadach 7 przetaczeniami
zaleznymi od stanu ukladu, poniewaz pozwalaja na graficzne przedstawi¢ podzial prze-
strzeni stanu na podsystemy oraz oznaczy¢ kierunek przejicia trajektorii pomiedzy nimi.
Graf tranzycji jest zbudowany z weztéw — odpowiadajacych poduktadom oraz krawedzi (tu-
kow, strzatek) okreslajacych kierunek przejscia. W literaturze opisujacej grafy, poduktady
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sa czesto okreslane jako domeny lub regiony. Domeny oznaczone sa wektorami wartosci
opisujacych stosunek zmiennych do ich wartosci progowych. Na przyktad w uktadzie z
dwiema wartosciami progowymi dla jednej zmiennej, domeny beda oznaczone jako:

e {0} — ponizej obu wartosci progowych,
e {1} — pomiedzy wartosciami progowymi,
e {2} — powyzej drugiej wartosci progowej.

Wektor taki charakteryzuje dana domene i pozwala zlokalizowa¢ ja w przestrzeni stanu.
W celu stworzenia grafu tranzycji dla danego uktadu, nalezy wyliczyé¢ punkty docelowe we
wszystkich domenach. Punkt docelowy (okreslany w literaturze anglojezycznej jako focal
point) w danej domenie, to punkt, do ktorego daza wszystkie trajektorie z danej domeny.
Wryliczenie jego lokalizacji jest mozliwe poprzez zastosowanie warunku na stan réwnowagi
(dz;/dt = 0). Punkt docelowy dla podstawowego réwnania (2.4) w domenie i jest rowny:

Di

o, = 0 (3.15)
Na podstawie lokalizacji punktu docelowego w przestrzeni stanu mozna okregli¢ kierunek,
w jakim beda zmierzaly trajektorie startujace z danej domeny. Informacje te nalezy prze-
nies¢ na graf w postaci strzatek [62]. Dla prostego modelu z dwiema zmiennymi, z ktérych
kazda ma jedna warto$é progowa, graf moze mie¢ np. jedna z form przedstawionych na
Rysunku 3.1. Aby wyrézni¢ oznaczenie domen od zwyktych wektorow, w niniejszej pracy
zastosowalam nawiasy klamrowe, w ktorych kolejne wartosci opisuja wartosci kolejnych
zmiennych wzgledem ich wartosci progowych, zatem {00} oznacza, ze zaréwno pierwsza,
jak i druga zmienna znajduja sie ponizej swoich wartosci progowych. Grafy tworzy sie przy
zatozeniu, ze trajektoria nie moze przejs¢ przez dwie granice jednoczesnie. Jesli dla dome-
ny {00} punkt stacjonarny jest zlokalizowany w domenie {11}, strzatki beda skierowane
z domeny {00} do domeny {10} oraz {01} (Rysunek 3.1A). Na schemacie widoczne jest,
ze krawedzie z sasiednich domen zmierzaja do domeny 11, co informuje o wystepowaniu
punktu stacjonarnego w tej domenie. Natomiast na Rysunku 3.1B tuki przechodza sekwen-
cyjne pomiedzy domenami {00} — {01} — {11} — {10} — {00}. Zamkniete sekwencje
pomiedzy domenami wystepujace w grafach, informuja o mozliwoéci istnienia cyklu gra-
nicznego w uktadzie. Jednakze jest to warunek konieczny, ale nie wystarczajacy. W bardziej
skomplikowanych systemach krazenie trajektorii pomiedzy domenami, moze by¢ przerwane
poprzez natrafienie na wartosé¢ progowa, ktéra wymusi przejscie do innej domeny, posiada-
jacej punkt stacjonarny poza sekwencja. Przyktad takiego zachowania zostanie oméwiony
pozmiej, na przykladzie modelu biatka p53 w rozdziale 5.

3.3 Analiza punktéw stacjonarnych w ukladach kawalkami
liniowych

W uktadach kawatkami liniowych (PLDE) moga wystepowa¢ dwa typy punktow stacjonar-
nych:

e zwyczajne (RSP — regular stationary point), ktore znajduja sie wewnatrz domeny;
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e osobliwe (SSP — singular stationary point), ktore sa zlokalizowane na granicach po-
miedzy domenami.

Lokalizacja osobliwych punktéw stacjonarnych na wartosciach progowych nie jest wynikiem
szczegdlnego doboru parametréow, skutkujacego lokalizacja punktu docelowego doktadnie w
miejscu przetgczenia poduktadow, ale wynika z interakcji pomiedzy domenami. Osobliwy
punkt stacjonarny moze stanowi¢ ognisko, wokét ktorego trajektorie uktadu kraza, ale nie
zblizaja sie do niego [17].

3.3.1 Zwyczajne punkty stacjonarne

Ze wzgledu na liniowo$¢ rownan rézniczkowych, w kazdym poduktadzie moze wystepowad
doktadnie jeden punkt stacjonarny RSP. W celu wyznaczenia punktéw RSP wystepuja-
cych w uktadzie, nalezy dla kazdego poduktadu wyliczy¢ lokalizacje punktéw docelowych.
Gdy punkt docelowy znajduje sie w granicach poduktadu, dla ktérego zostal wyliczony,
to jest on asymptotycznie stabilnym punktem RSP. Nalezy jednak zauwazyé, ze basen
przyciagania punktu RSP niekoniecznie musi pokrywac sie z cata przestrzenia poduktadu,
dlatego tez nie zawsze wszystkie trajektorie z danej domeny zmierzaja do wystepujacego
w niej punktu RSP. Natomiast w przypadku, gdy punkt docelowy znajduje si¢ poza gra-
nicami poduktadu, wiadome jest, ze trajektorie beda zmierzaly do granicy, gdzie nastapi
przetaczenie aktywnego poduktadu.

3.3.2 Rodzaje $cian

W celu okreslenia zachowania uktadu w momencie przejscia przez granice miedzy domena-
mi przydatne jest policzenie pochodnych ukladu po zmiennych przetaczajacych Z;;, zgodnie
z metodologia zaproponowana przez T. Mestla i in. w pracy [17]. W podstawowej definicji
modelu kawatkami liniowego zmienne przetaczajace maja charakter binarny, a ich wartos¢
zmienia sie w momencie przejscia przez granice. Aby umozliwi¢ policzenie pochodnej po
zmiennej przetaczajacej, wprowadza sie zalozenie, ze zmienna ta w zakresie rézniczkowa-
nia, czyli w bliskim otoczeniu wartoéci granicznej 60;;, jest opisywana przez liniowa, ciggla,
monotoniczna funkcje, zawierajaca sie w zakresie [0,1]. Funkcja ta, zgodnie z nomenklatu-
ra zaproponowana w [17], jest nazywana logoida. Wartosci logoidy sa zalezne od wartosci

(A) o, (B) e,
10 +[> 11 10 4:l> 11
i
_________ _:___ __ei . ___I___ __ei
| |
00 —+—> o1 00 <—+— o1

Rysunek 3.1: Graf tranzycji miedzy domenami dla prostego uktadu; (A) Trajektorie zmie-
rzaja do domeny {11}; (B) Trajektorie kraza miedzy domenami (przerywane linie — wartosci
graniczne 6, oraz 6s)
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zmiennej x;, jej wartosci progowej 0;; oraz odlegltosci od wartoéci progowej d. Zmienna
rosnaca Zi? przyjmuje wartosci:

0 dla z; < 91‘]‘ — 5,
Z;; = %.’L’Z — 2*15(91] — 5) dla x; € (QU — (5, Gij + 5), (3.16)
1 dla z; > 91']' + 6,

natomiast zmienna malejaca Z;;‘ przyjmuje wartosci

1 dla z; < Hij — 6,
Zz; = —%xi + 2716(91-3' + 5) dla z; € (9” — (5, 91']' + (5), (317)
0 dla z; > Hij + 4.

Aby uprosci¢ zapis, mozna zatozy¢, ze wszystkie zmienne Z;; uzywane w modelu sg rosnace,
a zmienne malejace sa zapisywane jako

Zg=1- Z{; (3.18)

Ta notacja jest wykorzystywana w dalszej czedci pracy. Dla d zmierzajacego do zera, logoida
zbliza sie do funkeji skokowej. Poréwnanie funkcji skokowe]j i logoidy zostato przedstawione
na Rysunku 3.2.

Dzieki zastapieniu funkeji skokowych poprzez logoidy powstaje ciagte przyblizenie mo-
delu z przetaczeniami. Model ten jest kawatkami liniowy wewnatrz domen, a w bliskim
otoczeniu granic jest silnie nieliniowy. Nieliniowos¢ ta wynika z mnozenia zniennej prze-
taczajacej Z;;, ktora w tym regionie jest rosngca, przez zmienng stanu, a iloczyn dwoéch
zmiennych liniowych jest funkcjg nieliniowa. Nieliniowe przestrzenie uktadu w bliskiej oko-
licy granic sa oznaczane jako A-regiony. A - regiony mozna podzieli¢ ze wzgledu na liczbe
zmiennych lezacych w poblizu swoich wartosci progowych (czyli w przestrzeni ¢). Zmienne
te, nazywane s3 w literaturze anglojezycznej primary, w dalszej czesci rozprawy sa nazy-
wane zmiennymi pierwszorzedowymi (p), poniewaz sa zrédtem nieliniowej zmiennosci w
uktadzie. Natomiast pozostale zmienne przetaczajace maja stata warto$¢ w danym regio-
nie, przez co nazywane sg zmiennymi drugorzedowymi (ang. secondary). Liczba zmiennych
pierwszorzedowych okresla, wymiarowo$¢ danego A-regionu.

1 r H ® ]

: 'l: —-logoida

i I =—skok jednostokowy
0.8 1 i
: .’ {
0.6} R—
x ! I !
N i ! |
0.4r Y TR
: ,I {
1 1
02l
o f 1
T 1

0 I o ‘ ‘ |
0 6-§ 6 0+5 100 200 300

Zmienna x [czasteczek]

Rysunek 3.2: Poréwnanie logoidy i funkcji skokowej
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Liczba A-region6éw oraz ich wymiar zalezy od ztozonosci uktadu, liczby zmiennych oraz
liczby wartosci progowych. Przyktadowo w uktadzie z dwiema zmiennymi stanu, ktére ma-
ja po jednej wartosci progowej istnieje jeden A-region drugiego wymiaru (A(61,602)) oraz 4
A-regiony pierwszego wymiaru. W opisie A-regionéw zmienne pierwszorzedowe oznacza sie
poprzez nazwy progéw, na ktoérych leza, a zmienne drugorzedowe poprzez oznaczenie ich
wartodci wzgledem wartosci progowej. Na przyktad A-region pierwszego wymiaru ozna-
czony jako A(f1,x2 < 69) to region znajdujacy sie w poblizu wartosci progowej 6; dla
zmiennej xo mniejszej od wartosci progowej 02 (Rysunek 3.3A - rozowy kolor).

A B
(A),, B), |
A(01, 02) biata
==Czarna
A(x1<01, 02) ==przezroczysta
A(x1>01, 62)
A(01, x2<02)
A(01, x2>02)
92*‘5
a
92 2
0o ] ]
I
[ PR
o, X4
91-5 91 (91+5 X

Rysunek 3.3: Przestrzeri stanu ukladu z wartosciami progowym 67 i 6y; (A) A-regiony
wystepujace w ukladzie: jeden region dwuwymiarowy (A(61,602)) oraz 4 regiony jednowy-
miarowe (A(:El < 91,92), A(:L‘l > 91,92), A(Gl,xQ < 92), A(el,ZCQ > 92)); (B) Typy $cian
wystepujace w uktadzie

W A-regionach jednowymiarowych analizowane jest przejicie pomiedzy dwoma, sasied-
nimi regionami, rozdzielonymi jedna wartoscia progowa. Regiony takie nazywane sg §cia-
nami, a w zaleznosci od zachowania sie uktadu w ich poblizu, mozna je podzieli¢ na $ciany
biate, czarne i przezroczyste. Rodzaj §ciany jest okreslony na podstawie zachowania tra-
jektorii w jej bliskiej okolicy (Rysunek 3.3B):

e biala dciana — trajektorie po obu stronach granicy uciekaja od sciany;
e czarna dciana — trajektorie z obu stron zbiegaja sie do Sciany;

e przezroczysta $ciana — trajektorie z jednej strony zbiegaja sie do Sciany, a z drugiej
uciekaja.

Typy scian sa $cisle powiazane z mozliwoscia wystepowania na nich osobliwych punk-
tow stacjonarnych. Metoda, zaproponowana przez T. Mestla i in. [17, 62, 63|, pozwala
na okreslenie rodzaju Sciany oraz wystepowania na niej punktow SSP. W celu okregle-
nia rodzaju $ciany dla danej wartosci progowej 6;; nalezy wyliczy¢ warto$¢ pochodnej
O0F;/0Z;j, gdzie F; to pochodna czasowa opisujaca zmiany poziomu danej zmiennej w do-
menie (F; = dx;/dt), a Z;; to zmienna przetaczajaca.

W przyktadowym uktadzie pokazanym na Rysunku 3.3B wystepuja dwie zmienne (x;
i x2), a kazda z nich zawiera jedna wartos¢ progowa (odpowiednio 61 i 62). W uktadzie
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tym istnieja wszystkie trzy rodzaje $cian: biale (zielony), czarne (czarny) i przezroczyste
(niebieski). Zachowanie uktadu znajdujacego sie w poblizu wartosci progowych jest przed-
stawione strzatkami, ktére pokazuja kierunki pola trajektorii w okolicy granic.

Biate $ciany

Granica miedzy poduktadami jest nazywana biatg dciana, jesli zwroty trajektorii z obu
sasiadujacych domen sg skierowane przeciwnie do danej granicy. Warunkiem wystepowania
biatej $ciany jest dodatnia warto$é¢ pochodne;j:

OF;
0Z;j

> 0. (3.19)

Punkty znajdujace sie na bialej $cianie sa niestabilne. Przy zatozeniu 0; < p;/d; przykta-
dowy uktad, w ktérym wystepuje biata Sciana jest opisany réwnaniem:

dz
F = dTl = mZ —diz (3.20)
d
domena {0} : % = —diny (3.21)
d
domena {1} : % = p1—dizy (3.22)
OF,
— = . 3.23
oz, M (3.23)

W uktadzie wszystkie trajektorie oddalaja od wartosci progowe;j.

Czarne §ciany

Gdy trajektorie obu sasiadujacych domen sg skierowane do granicy, nazywana jest ona
czarng sciang. W takim przypadku pochodna ma wartosé¢ ujemna:

OF;
07y

<0. (3.24)

Na czarnej $cianie znajduje sie punkt stacjonarny SSP. Przy zatozeniu 6, < p;/d; przy-
ktadowy uktad zawierajacy czarna $ciane moze mie¢ nastepujaca forme:

dwl

F1 = E = pl(l — Zl) — d1$1 (325)
d
domena {0} : % = p1—dixy (3.26)
d
domena {1} : % = —dix; (3.27)
oF;
— = —p. 3.28
87, P (3:28)

Wszystkie trajektorie w powyzszym uktadzie zblizaja sie do punktu zlokalizowanego na
wartosci progowej. W efekcie w uktadzie moze wystepowad poslizg na granicy.
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Przezroczyste $ciany

Sciana przezroczysta jest to granica, rozdzielajaca domeny, z ktérych jedna posiada trajek-
torie skierowane do granicy, natomiast druga w kierunku przeciwnym do granicy. Sciany
przezroczyste wystepuja w uktadzie, jesli dana zmienna nie jest zalezna od swojej warto-
ci progowej. W takim przypadku, przy przejsciu przez granice, nie zmienia si¢ réwnanie
opisujace zmiany poziomu danej zmiennej, a pochodna jest réwna zeru:

OF;
=0. 3.29
Przekroczenie danej wartosci progowej powoduje zmiane zachowania uktadu, poprzez zmia-
ne modelu innych zmiennych. Przyktadem modelu, w ktérym wystepuja przezroczyste $cia-
ny, jest model (rownania (2.7) — (2.8)), gdzie zmienna z; zalezy od wartosci progowej s,
a zmienna xy zalezy od 6.

3.3.3 Osobliwe punkty stacjonarne

Osobliwe punkty stacjonarne (SSP) sa zlokalizowane w A-regionach pomiedzy domenami
i analogicznie do A-regionow, okresla si¢ ich wymiarowos¢. Punkt SSP moze wystepowaé
w A-regionie o wymiarze 1, jesli jest to czarna éciana. Przykladem modelu uktadu biolo-
gicznego, w ktorym wystepuje taka zaleznosé jest model produkeji biatka, w ktérym biatko
bezposrednio aktywuje proces swojej degradacji lub dezaktywacji swojego genu (np. model
opisany rownaniem (3.25)). W ukladzie zawierajacym punkt SSP pierwszego wymiaru wy-
stepuje poslizg na granicy |11, 12]. Trajektorie po zderzeniu z granica nie moga jej opuscic¢
i wystepuje poslizg na powierzchni granicy w strone punktu rownowagi [64, 65]. Jednakze,
w rzeczywistym ukladzie regulacja proceséw jest bardziej skomplikowana, poniewaz moze
zawiera¢ etapy posrednie i/lub opo6znienia. Z tego wzgledu, zamiast $cisle poslizgowego
charakteru odpowiedzi uktadu, obserwuje sie oscylacje.

W systemach posiadajacych kilka wartosci progowych, moga wystepowaé punkty SSP
drugiego i wyzszych wymiaréw, w zaleznosci od wymiaru A-regionu, w ktérym sie znajduja.
Punkty SSP drugiego i wyzszych wymiaréw sa zlokalizowane na przecieciu obszaréw wo-
kot przezroczystych scian. Trajektorie uktadu, przechodza przez granice i kontynuuja swoj
przebieg w kolejnej domenie, dlatego w takim uktadzie czesto wystepuja stabilne oscylacje.
Na Rysunku 3.4A przestawiony jest przyktadowy cykl graniczny wokét osobliwego punktu
stacjonarnego typu centrum, zlokalizowanego na przecieciu przezroczystych $cian. Algo-
rytm wyznaczania osobliwych punktéw stacjonarnych, ich lokalizacji oraz stabilnosci jest
przedstawiony w kolejnych podrozdziatach.

Wydzielenie A-regionow

Zal6zmy, ze mamy uktad produkcji biatka opisany réwnaniami rézniczkowymi czasowymi
F; =dx;/dt dlan =1,...,n, gdzie n to liczba zmiennych w uktadzie. W uktadzie wystepu-
Jja wartosci progowe, przez co model zawiera zmienne przetaczajace Z;;. Wektor zmiennych
przetaczajacych Z;; jest oznaczony jako Z. W przypadku, gdy kazda zmienna ma po jedne;j
wartosci progowej, mozna stworzy¢ wektor Z = [Z1, Zs, . .., Zy], ktory jest pomocny przy
badanu stanu uktadu na przecieciu wartosci progowych [01,0s,...,60,]. Jedli w uktadzie
wystepuje kilka wartosci progowych dla jednej zmiennej stanu, konieczne jest rozpatry-
wanie zachowania ukladu we wszystkich mozliwych przecieciach wartoéci granicznych, co
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Rysunek 3.4: (A) Przestrzen stanu z cyklem i punktem stacjonarnym zlokalizowanym na
przecieciu wartosci progowych. Zotta linia prezentuje przyktadowa trajektorie dla wybra-
nych warunkow poczatkowych; (B) Przestrzen stanu uktadu dwoch zmiennych z dwiema
wartodciami progowymi

znaczaco zwieksza ilog¢ obliczenn. Na Rysunku 3.4B przedstawiona jest przestrzen stanu
uktadu dwoéch zmiennych, z ktorych kazda ma dwie wartodci progowe. W ukladzie wyste-
puja cztery A-regiony 2-wymiaru (oznaczone kropkami), ktore mozna scharakteryzowac
poprzez wyznaczenie czterech wektoréw zmiennych przetaczajacych:

011, 021) — wektor Z11 = [Z11, Z21],
wektor Zo1= [Z12, Za1],

011, 022

o A(

o A(b12,021
o A( wektor Zia= [Z11, Za2],
o A(

)

) -
) -
012, 022) — wektor Zoo= [Z12, Z22].

Aby ograniczy¢ liczbe A-regionéw, w ktorych sprawdzane jest wystepowanie punktow
SSP, mozna wykona¢ wstepng analize ich wtasciwosci. W tym celu w pracy T. Mestla i in.
[17] proponowana jest metoda, ktora bada zachowanie uktadu w bliskiej okolicy wartosci
progowych. Metoda ta jest skuteczna tylko w ukltadach zawierajacych wylgcznie procesy
produkceji i degradacji. Jedli w uktadzie wystepuja dodatkowo procesy powodujace bez-
posrednia zaleznos¢ jednej zmiennej od drugiej, takie jak transport czy produkcja biatka
na podstawie mRNA, wynik analizy regionu moze by¢ falszywie ujemny. W przypadku
bardziej skomplikowanych uktadéw przedstawiam wtasng metode, ktéra pozwala w spo-
sOb szacunkowy okregli¢ mozliwo$¢ wystepowania punktu SSP. Zastosowanie tych metod
wyboru region6w do dalszej analizy pozwala bardzo skroci¢ analize, poniewaz pozwala na
wyeliminiowanie wielu regionéw, w ktoérych nie wystepujg punkty SSP.

Uklady proste (produkcja, degradacja): W prostych uktadach kawatkami liniowych
zaktada sie, ze dana zmienna jest zalezna tylko od procesu produkeji (wyraz wolny) oraz de-
gradacji (zalezny od poziomu zmiennej), przy czym oba procesy moga by¢ opisane parame-
trami zaleznymi od wszystkich zmiennych przetaczajacych wystepujacych w uktadzie. Nie
ma natomiast bezpodredniej zaleznosci jednej zmiennej od innej zmiennej stanu. Pierwszym
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krokiem algorytmu [17] jest stworzenie macierzy logoid-Jacobiego L poprzez zrézniczkowa-
nie pochodnych czasowych F; po kolejnych zmiennych przetaczajacych Z. Ze wzgledu na
zastosowanie logoid do opisu wartosci zmiennych przetaczajacych, sa one ciagte w zakresie
rozniczkowania, a powstata macierz Jacobiego jest nazywana macierza logoid-Jacobiego:

OF oF

0Zy> " 0%,

OF !
L:aizz Lo (3.30)

0zZy> T 0Z;

Macierz gtéwna logoid-Jakobiego L ma wymiar n X n, wiersze macierzy odpowiadaja ko-
lejnym zmiennym stanu x;, a kolumny kolejnym zmiennym przelaczajacym Z;;. Macierz
gtowna charakteryzuje uktad w A-regionie n-wymiarowym, na przecieciu wszystkich war-
tosci progowych, natomiast podmacierze macierzy gtéwnej charakteryzuja regiony o mniej-
szych wymiarowosciach (na przecieciu kilku wartosci progowych lub na $cianach miedzy
domenami). Dany A-region o wymiarze k jest charakteryzowany przez podmacierz logoid-
Jacobiego o wymiarze k X k. Jesli wyznacznik danej macierzy logoid-Jacobiego jest rowny
0, to w danym A-regionie nie wystepuje punkt SSP w granicy § — 0 (gdzie § jest parame-
trem w rownaniu (3.16)). Zatem w celu okreslenia A-regionéow, w ktoérych moga wystepowac
punkty SSP, nalezy znalez¢ A-regiony o niezerowych logoid-jakobianach. Regiony te nale-
zy nastepnie przeanalizowa¢ w celu wyznaczenia doktadnej lokalizacji punktu SSP i jego
wiasciwosci.

Uklady ztozone (produkcja, degradacja, transport, i in.): W uktadach ztozonych
zaktadamy, ze zmienne stanu moga by¢ zalezne od zmiennych przelaczajacych, a takze
bezposrednio od innych zmiennych stanu. Pozwala to na modelowanie réznych proceséw,
takich jak transport z jednej przestrzeni do drugiej (np. biatko cytoplazmatyczne jest trans-
portowane do jadra), aktywacja (np. biatko nieaktywne zostaje ufosforylowane, i staje sie
aktywne), produkcja biatka na podstawie mRNA (liczba czasteczek mRNA przeklada sie
na tempo produkcji biatka). Metoda proponowana w pracy [17]| nie pozwala na uwzgled-
nienie takich zaleznosci, dlatego zaproponowalam metode pozwalajaca na wyznaczenie A-
regionow, w ktorych moga wystepowaé punkty SSP, rowniez w bardziej skomplikowanych
uktadach. Zaproponowana metode przedstawie na nastepujacym uktadzie:

dxq(t

;t( ) = p1 —diz1(t) — digZzx1(t), (3.31)
dzo(t

;t( ) P2 + pa1x1 — daxa(1), (3.32)
dzs(t

;f ) p3 + p3aZa — d3ws(t). (3.33)

Pierwszym krokiem jest wyznaczenie macierzy Jacobiego (J) oraz logoid-Jacobiego (L) dla
analizowanego uktadu:

—dy — di373 0 0

OF
J= 87 = P21 —dQ 0 y (334)
X 0 0 —ds
oraz
0 0 —d13£C1
F

L= gz =10 0 0 : (3.35)

0 p32 0



3.3. ANALIZA PUNKTOW STACJONARNYCH 49

Macierz Jacobiego zawiera informacje o bezposrednich zaleznosciach miedzy zmiennymi
stanu w uktadzie, a macierz logoid-Jacobiego zawiera informacje o zaleznosciach miedzy
zmiennymi stanu poprzez zmienne przetaczajace. Nastepnie nalezy przygotowaé schema-
tyczne macierze oznaczajac w nich niezerowe elementy wraz ze znakiem.

_j117 0 0
Js = Jo1 —J22 O ; (3.36)
0 0 —Jss
oraz
0 0 —l3
L=|0 0 0 |, (3.37)
0 lI39 0

Tak powstale macierze nalezy nalozy¢ na siebie i stworzy¢ jedna, zbiorcza macierz uwzgled-
niajaca zaréwno oddzialywania bezposrednie, jak i posrednie:

—Jjiun 0 —hs
JL=1| jo1 —j2 O . (3.38)
0 l32 —Js3

W dalszej analizie, uwzglednia sie wylacznie istnienie oddzialywania oraz jego znak, a nie
konkretne wartodci. Jedli dany element jest niezerowy zardéwno w macierzy Jg, jak i Lg,
to element w macierzy zbiorczej nalezy zapisa¢ obydwa elementy jako sume. Dzieki te-
mu informacja o oddziatywaniach pomiedzy zmiennymi nie zostanie pominieta. Nastepnie
nalezy przeprowadzi¢ analize w kierunku znalezienia zamknietych sekwencji zmiennych,
ktore sa zalezne od siebie. Wiersze macierzy JL oznaczaja zmienna, na ktéra sie wptywa,
a kolumny — zmienna wplywajaca. Analizujac powyzsza macierz JL widaé, ze zmienna x1
(1. kolumna) wplywa na zmienne x; i x2 (1.1 2. wiersz sa niezerowe). Szukajac sekwencji
zamknietych mozemy zauwazy¢, ze zmienna x1 wplywa na zmienng xo poprzez dodatnia
zmienng przetaczajaca (l21 ), z kolel zmienna z9 wptywa bezposrednio, dodatnio na x3 (j32),
a r3 wplywa ujemnie na zmienng x1 poprzez zmienna przelaczajaca (—l31). Wystepujaca
sekwencja ma postaé: x1 — x2 — x3 — x1. Ponadto jeden z elementéw jest ujemny a
dwa dodatnie, zatem w sekwencja ta opisuje sprzezenie ujemne i moze by¢ powiazana z
wystepowaniem punktu SSP. Na podstawie sekwencji mozna wyznaczy¢ regiony, w kto-
rych moze wystepowaé punkt SSP. Wyznaczona sekwencja zawiera zaleznosé zmiennych
modelu od dwoch zmiennych przetaczajacych (77 1 Z3), dlatego A-regiony, w ktorych mo-
ze wystepowaé¢ SSP, sa zlokalizowane na przecieciu wartosci progowych 61 i f3. Sa to dwa
A-region: jeden na przecieciu dwoch wartosci progowych (61, x9,63) i drugi na przecieciu
trzech wartosci progowych A-region (0,02, 03). Regiony te nalezy poddaé dalszej analizie
w kierunku wystepowania punktu SSP.

Wyznaczenie dokladnej lokalizacji SSP

Stworzmy dwa wektory: jeden, zawierajacy indeksy zmiennych pierwszorzedowych w da-
nym A-regionie — p, oraz drugi, zawierajacy indeksy zmiennych drugorzedowych — s. W
danym A-regionie pierwszorzedowe zmienne stanu (z,) w granicy § — 0 sa réwne war-
tosciom progowym 6, a ich zmienne przetaczajace Zy zawieraja sie w z zakresie (0,1).
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Natomiast zmienne drugorzedowe maja warto$¢ rozng od wartosci progowej (x5 # 0s),
przez co ich zmienne przetaczajace majg wartos¢ rownag 0 lub 1. Dla uktadu produkcji
biatka, uwzgledniajacego wytacznie procesy produkcji i degradacji, pochodna czasowa mo-
ze przyjac postac:

dacz-
dt

gdzie zaréwno produkcja (p;), jak i degradacja (d;) zaleza od stanu ukladu X, a jedno-
czesnie kazdy zwigzek ma staly degradacje podstawowsa (r;), niezalezna od stanu uktadu,
ktora gwarantuje stabilno§é poduktadéw. W danym A-regionie warunek na stan ustalony
jest nastepujacy:

Dla zmiennych pierwszorzedowych w granicy 6 — 0 warto$¢ x, — 0, zatem warunek na
stan ustalony jest nastepujacy:

0=pp(Z) — (rp + dp(Z))0p, (3.41)

natomiast dla zmiennych drugorzedowych stan ustalony jest opisanych nastepujacym réw-
naniem:

0=ps(Z) — (rop + ds(Z)) s, (3.42)

przy czym wektor zmiennych Z, wystepujacy w obydwoch réwnaniach, moze zawieraé za-
réowno zmienne przelaczajace zmiennych pierwszorzedowych (Zp), jak i drugorzedowych
(Zs). W niniejszym uktadzie wystepuja nastepujace niewiadome: wartosci pierwszorzedo-
wych zmiennych przetgczajacych Zy oraz dokladne wartosci drugorzedowych zmiennych
stanu zs. Wartosci zmiennych drugorzedowych mozna wyznaczy¢ z rownania (3.42):

ps(Z)

e ot d(Z)) (3.43)

Drugorzedowe zmienne stanu musza mie¢ warto$¢ zawierajaca sie w analizowanym
A-regionie, poniewaz w innym przypadku trajektorie opuszcza analizowang podprzestrzen
uktadu. Po podstawieniu do réownan (3.41) - (3.42) wartosci drugorzedowych zmiennych
przetaczajacych (wynikajacych z lokalizacji A-regionu) istnieje mozliwo$¢ wyznaczenia war-
tosci pierwszorzedowych zmiennych przetaczajacych (Zp). Podsumowujac, punkt SSP wy-
stepuje w danym A-regionie dla matych § > 0, jesli sa spetnione nastepujace warunki:

1. wartoéci pierwszorzedowych zmiennych przelaczajacych zawieraja sie w zakresie (0, 1):
0<Zp <1

2. wartodci drugorzedowych zmiennych stanu xs; potozone sa w zakresie danego
A-regionu.

Zbadanie stabilnosci punktu SSP

Po wyliczeniu doktadnej lokalizacji punktu SSP w granicy § — 0 oraz wartosci zmiennych
przetaczajacych Z), konieczne jest okreslenie stabilnogci punktu. W przypadku prostych
uktadow (zawierajacych tylko produkcje i degradacje) okreslenie stabilnosci punktu SSP
jest proste i wymaga wyliczenia wartoéci wlasnych macierzy logoid-Jacobiego.W uktadach
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ztozonych metoda ta jest nieskuteczna, poniewaz macierz logoid-Jacobiego nie uwzgled-
nia bezposrednich oddziatywan. Wyznacznik macierzy logoid-Jacobiego jest réwny zero
i nie uwzglednia pelnej dynamiki uktadu, dlatego, w tym przypadku, nie mozna na jego
podstawie wnioskowaé o charakterze punktu SSP. Aby okresli¢ zachowanie uktadu w pobli-
zu punktu SSP, postuluje wykonanie symulacji numerycznych, dla wartodci poczatkowych
bliskich punktowi stacjonarnego. Wystepowanie oscylacji wok6t punktu stacjonarnego, su-
geruje, ze jest to punkt typu centrum, ktéry jest na granicy stabilnodci.

Algorytm wyznaczenia osobliwych punktow stacjonarnych w prostych uktadach na
przecieciu dwoch lub wiecej granic jest nastepujacy: dla kazdego A-regionu, dla kté-
rego wyznacznik macierzy logoid-Jacobiego jest niezerowy:

1. stworz rownania opisujace stan stacjonarny w danym A-regionie poprzez zastapienie
pierwszorzedowych zmiennych stanu przez ich wartosci progowe (6,) oraz drugorze-
dowych zmiennych przetaczajacych Zg przez wartosci 0 lub 1, zgodnie z lokalizacja
A-regionu;

2. wylicz wartosci pierwszorzedowych zmiennych przetgczajacych Z, i sprawdz warunek
Zp S (07 1)7

3. wylicz wartodci drugorzedowych zmiennych stanu xs i sprawdZz, czy sa zawarte w
odpowiednim A-regionie;

4. wylicz wartoéci wlasne macierzy logoid-Jacobiego i sprawdz, czy punkt jest lokalnie
stabilny.

Przebieg procesu znajdowania punktu SSP mozna przedstawié¢ w formie diagramu (Rysu-
nek 3.5).

Analiza przykladowych ukladéw pod wzgledem wystepowania punktéw SSP

Nalezy zwroéci¢ uwage, ze stabilnosé danego punktu ma duze znaczenie dla charakteru ukta-
du. Na ponizszych przyktadach przedstawitam wplyw stabilnosci punktu SSP na dynamike
uktadu.

Przyktad 1. W przypadku punktu SSP pierwszego wymiaru, okreslenie jego stabilnogci
jest bardzo proste. Dla uktadu opisanego réwnaniem (3.25), logoid-Jacobian ma postaé
identyczna z réwnaniem (3.28). Zater,

det [\ +p1] = 0, (3.44)
A= —P1- (3.45)

Ujemna warto§¢ wtasna macierzy $wiadczy o stabilnoéci punktu réwnowagi na czarnej
gcianie. Oznacza to, ze w ukladzie wszystkie trajektorie beda sie zbiegaly do wartosci
progowej. Odpowiedz uktadu z czarna §ciana opisanego rownaniem (3.25), o parametrach:
pr = 1.5 10_3%;d1 =1- 10_3%;9 = lczast.; dla réznych warunkéw poczatkowych jest
przedstawiona na Rysunku 3.6.

W przypadku uktadéw, w ktérych wystepuje wiecej zmiennych i wiecej wartosci pro-
gowych, dynamika wokoét punktu stacjonarnego moze byé¢ bardziej skomplikowana.
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Rysunek 3.5: Algorytm znajdowania punktéw SSP w uktadzie PLDE
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Rysunek 3.6: Przebieg trajektorii w uktadzie ze stabilnym punktem SSP pierwszego wy-
miaru (odpowiedz dla réznych warunkoéw poczatkowych)

Przykltad 2. W uktadzie opisanym réwnaniami:

da:l

o = Pput p12(1 = Z2) — dyay, (3.46)
T
d% = pa1 +p2Zi — dyxs, (3.47)

dla parametrow: p;; = 0.01%; P12 = 0.01%; P21 = 0.0l%;pm = 0.01%; dy = 0.015%; do =
0.015%; 01 = 1lczast.; 62 = 1czast., na przecigciu wartosci granicznych znajduje sie punkt
SSP, ktéry mozna wyznaczyé postepujac zgodnie z zaprezentowanym wczesniej algoryt-
mem. Macierz logoid-Jacobiego ma nastepujacg forme:

OF 0 —pi2
L = — = . .4
07 [ P22 0 ] (3.48)

Wyznacznik tej macierzy jest niezerowy, zatem nalezy sprawdzi¢ warto$ci zmiennych prze-
taczajacych Z; i Zs w niniejszym regionie. Rozwiazujac uktad réwnan:

p1i1 +p12(l = Z2) — dib, (3.49)
= po1+p2Zi — dabs, (3.50)
otrzymuje sie wartosci zmiennych:

dofy —
7, = 22PL_g5 (3.51)

P22

—dq0
7y = P11 + p12 — di10g — 05, (3.52)
P12

Wartosci te mieszczg sie w zakresie [0, 1]. W regionie tym nie wystepuja zmienne drugorze-
dowe x4, wiec pomijamy krok wyznaczania ich wartosci. Na przecieciu wartosci granicznych
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Rysunek 3.7: Odpowiedz przyktadowego uktadu opisanego réwnaniami (3.46) - (3.47) z
punktem SSP typu centrum. Pierwszy wiersz: trajektorie w przestrzeni stanu; drugi wiersz:
przebiegi czasowe zmiennej x1; pierwsza kolumna: dwie trajektorie startujace z punktow
odlegtych od wartosci granicznych, druga kolumna: trajektoria startujaca z punktu blisko
przeciecia wartosci granicznych

znajduje sie punkt SSP. Aby sprawdzi¢ jego stabilnosé, nalezy wyznaczy¢ wartosci wlasne
macierzy logoid-Jacobiego:

det(\1 — L) = det [ AP ] — A2 4 propos. (3.53)
—p22 A

A=V =piap2 (3.54)

A =00li Ay =—0.01i. (3.55)

Wartodci wlasne macierzy maja zerowe wartosci rzeczywiste, zatem punkt ten jest typu
centrum, a uklad jest na granicy stabilnosci. Trajektorie uktadu oscyluja wokoét przecie-
cia wartosdci granicznych, dla r6znych warunkoéw poczatkowych. Amplituda i czestotliwosé
oscylacji nie zalezg od warunku poczatkowego. Na Rysunku 3.7 w pierwszym wierszu po-
kazane sg trajektorie w przestrzeni stanu x; i 3, a w drugim wierszu przebiegi czasowe
zmiennej x1. Pierwsza kolumna pokazuje odpowiedz uktadu dla warunkéw poczatkowych
dalekich od wartogci progowych, a druga kolumna pokazuje odpowiedz dla przebiegdéw
czasowych bliskich wartosci progowej. Niezaleznie od warunkéw poczatkowych, trajektoria
oscylacji ma taka sama amplitude i okres.
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Przyktad 3. W uktadzie ze punktem SSP typu siodto dynamika jest zdecydowanie inna
niz w poprzednim przyktadzie. Rozwazmy nastepujacy uktad:

I

o = - (di1 + d12Z2) 71, (3.56)
T
dii = pa1 — (da1 + d22Z1)z2, (3.57)

o wartosciach parametrow p; = 0.02%;]?2 = 0.02%; dip = 0.01%;d12 = 0.1%; dor =
0.01%; dog = 0.1%; 01 = lczast.; 02 = 1czast. Dla niniejszego modelu macierz logoid-
Jacobiego jest nastepujaca:

L=

oF _ l 0 —dun ] . (3.58)

872 o —d221‘2 0

Analogicznie jak we wczedniejszym przykladzie mozna wyznaczy¢ wartosci zmiennych prze-
taczajacych na przecieciu wartosci progowych, czyli w A-regionie 601, 05. Wartosci przela-
czajace sa nastepujace:

p2 — da102
/1 = ———==0.1 )
: g =0 (3.59)
p1 — di161
Jy = ——=0.1 )
) g =0 (3.60)

zatem na przecieciu wartosci progowych znajduje sie osobliwy punkt stacjonarny. Jego sta-
bilno$¢ mozna okresli¢ poprzez wyznaczenie wartosci wlasnych macierzy logoid-Jacobiego:

det(M — L) = det Aduhe | e 00,0, (3.61)
d2292 A

A = /di2d320,0s, (3.62)

AL =—0.1; X =0.1. (3.63)

Jedna warto$é wlasna jest ujemna, a druga dodatnia, co oznacza, ze punkt SSP jest nie-
stabilny typu siodto. Jest to widoczne na wykresie pola trajektorii w bliskiej okolicy punk-
tu SSP (Rysunek 3.8A). Jesli warunki poczatkowe znajduja sie dokladnie na przekatne;
(x1 = x2), to trajektorie zmierzaja do punktu na przecieciu wartosci progowych. Natomiast,
jesli warunki poczatkowe znajduja poza przekatna, to trajektorie znierzaja do zwyczajnych
punktéw stacjonarnych. Na Rysunku 3.8 przedstawione zostaly trajektorie w przestrzeni
stanu (Rysunek 3.8B) oraz przebiegi czasowe (Rysunek 3.8C) dla réznych warunkow po-
czatkowych. Dla warunkow poczatkowych znajdujacych sie na przekatnej 1 = o uktad da-
zy do punktu SSP, znajdujacego sie na przecieciu wartosci progowych (czerwona kropka na
wykresie), natomiast dla wszystkich innych wartosci poczatkowych uktad dazy do jednego
z dwoch zwyczajnych punktow stacjonarnych (oznaczonych na niebiesko). Na przebiegach
czasowych dla przedstawionego uktadu wyraznie widoczne jest istnienie trzech punktow
stacjonarnych (Rysunek 3.8C).

Powyzsze przyktady pokazuja, ze w zaleznosci od stabilnosci punktu réwnowagi, ob-
serwuje sie rozne zachowanie w okolicy punktu SSP, a znaczenie wartosci wlasnych macie-
rzy logoid-Jacobiego jest analogiczne, jak w przypadku wartosci wtasnych macierzy stanu
uktadéw bez przetaczen. Nalezy zwrocié uwage, ze wystepowanie punktu SSP na granicy
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Rysunek 3.8: Odpowiedz przyktadowego ukladu opisanego réwnaniami (3.56) - (3.57) z
punktem SSP typu siodlo; (A) Pole trajektorii w okolicy punktu SSP; (B) Trajektorie
w przestrzeni stanu; (C) Przebiegi czasowe zmiennej 1 (kolory przebiegow odpowiadaja
trajektoriom na wykresie C)

stabilnogci nie jest jednoznaczne z obecnogcia stabilnego cyklu granicznego w uktadzie.
W uktadach zawierajacych kilka wartosci progowych, teoretyczna trajektoria cyklu wo-
két punktu SSP moze byé¢ przerwana przez zderzenie z granica domeny, gdzie wystepuje
zmiana podsystemu. Sam fakt istnienia punktu SSP w danym A-regionie nie gwarantuje
wystepowania basenu przyciaggania wokol niego, dlatego, po wyliczeniu lokalizacji punktow
SSP, konieczne jest numeryczne potwierdzenie wystepowania oscylacji w uktadzie.

3.3.4 Analiza bifurkacyjna

Zjawisko bifurkacji wystepujace w danym uktadzie oznacza skokowa zmiane wlasnosci mo-
delu matematycznego przy drobnej, ciaglej zmianie wartosdci jego parametrow lub warun-
kéw poczatkowych. Analiza bifurkacyjna pozwala na zbadanie wptywu danego parametru
na odpowiedz uktadu i pokazuje mozliwosé wystapienia jakosciowej zmiany jego zachowa-
nia. W uktadach kawatkami liniowych mozliwe jest dokladne wyznaczenie punktéw sta-
cjonarnych RSP oraz SSP, a takze zakresu wartosci parametrow, dla jakich te punkty
wystepuja. Dzieki temu wykonanie analizy bifurkacyjnej jest tatwiejsze, a stworzenie dia-
gramu bifurkacyjnego polega na naniesieniu na wykres wyliczonych punktéw stacjonarnych
RSP i SSP dla wyliczonych zakres6w parametru. Taka analiza jest przedstawiona w dalsze]
czescl pracy.
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3.4 Heterogenicznos$¢ populacji komérkowej

Analiza i modelowanie uktadéw biologicznych sa niezwykle trudne ze wzgledu na duzg he-
terogeniczno$é, ktérag mozna obserwowac na wszystkich poziomach skomplikowania: zrézni-
cowanie pomiedzy poszczegdlnymi osobnikami tego samego gatunku, zréznicowanie pomie-
dzy réznymi organami czy tkankami, a nawet zréznicowanie komoérek w obrebie jednej linii.
Heterogenicznos¢ populacji komoérkowej oznacza, ze komorki o petnigce te sama funkcje w
organizmie i w jednakowych warunkach §rodowiskowych zachowuja sie w rézny sposoéb.
Zréznicowanie miedzy komoérkami wynika miedzy innymi z réznej wrazliwosci na czynni-
ki zewnetrzne. Przyktadowo, w niektéorych komoérkach dany czynnik stresowy wywotuje
apoptoze, a w niektorych tylko blokade cyklu i naprawe uszkodzen. Aktywacja proceséow
komérkowych jest zalezna od pozioméw réznych zwigzkdéw organicznych i nieorganicznych
oraz szeregu czynnikow fizyko-chemicznych. Regulacja proceséw biologicznych jest na ogot
wieloczynnikowa, przez co konieczna jest obecnosé wielu réznych molekul, aby zapewnié
prawidtowy ich przebieg. W rezultacie aktywacja danego procesu (np. produkcji biatka)
moze zachodzi¢ w komérkach przy réznych stezeniach czynnika regulatorowego, ze wzgle-
du na stezenie innych molekut, rowniez bioracych udzial w reakcji.

Ze wzgledu na duze zréznicowanie populacji komoérkowej, zastosowanie wyltacznie mo-
delowania deterministycznego nie pozwala w pelni scharakteryzowaé¢ badanych systeméw
biologicznych. Wedtug mojej najlepszej wiedzy, metody pozwalajace na zbadanie wlasci-
woéci populacji heterogenicznej przy pomocy ukltadéw kawatkami liniowych, nie zostaty
jeszcze zaproponowane w literaturze. Z tego wzgledu, zaproponowatam wlasny algorytm
symulacji zachowania populacji heterogenicznej przy wykorzystaniu uktadéw kawatkami
liniowych.

3.4.1 Modelowanie populacji heterogenicznej przy wykorzystaniu uktla-
déw z przelaczeniami

W zaproponowanym algorytmie postuluje, aby réznice wystepujace miedzy poszczegblnymi
komérkami zamodelowaé poprzez zréznicowanie wartosci progowych w uktadach kawatkami
liniowych. Ze wzgledu na mniejsze lub wieksze stezenie roznych substancji (np. inhibitoréw
reakcji), aktywacja procesu komorkowego moze wymagac nizszego lub wyzszego stezenia
czynnika regulatorowego, niz w typowej komoérce o nominalnych stezeniach substancji. Na
przyktad, w komoérce o wysokim poziomie inhibitora danego czynnika transkrypcyjnego,
ktory powoduje jego dezaktywacje poprzez tworzenie komplekséw, aby stezenie niezwia-
zanego czynnika transkrypcyjnego osiagneto poziom konieczny do aktywacji genu danego
biatka, konieczny jest znacznie wyzszy calkowity poziom tego czynnika, niz w normalnej
komoérce.

Dla stworzenia populacji komérkowej o zréznicowanych wladciwosciach, wartosci progo-
we dla kazdej z komoérek opisuje sie funkcja losowa z wybranego rozktadu. Wartosci progowe
odpowiadaja stezeniu (lub liczbie czasteczek) czynnika regulatorowego, przy ktérym na-
stepuje aktywacja procesu, zatem obnizenie wartosci progowej oznacza, ze proces w danej
komorce jest aktywowany przy nizszych stezeniach (licznosciach) czynnika regulatorowego,
a podwyzszenie wartodci progowej odpowiada zwiekszeniu poziomu czynnika regulatoro-
wego, koniecznego do aktywacji danego procesu. Wykonanie symulacji wielu komérek o
zréznicowanych wartosciach progowych pozwala na zamodelowanie heterogenicznej popu-
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lacji, ztozonej zaréwno z komoérek zaré6wno o niskiej, jak i wysokiej wrazliwosci na czynniki
regulatorowe.

3.4.2 Rozklad normalny i centralne twierdzenie graniczne

W proponowanym algorytmie postuluje, aby zréznicowanie wartosci progowych opisaé po-
przez rozktad normalny (rozklad Gaussa). Rozktad normalny jest bardzo czesto stosowany
do opisu zmiennosci w naturze, na przyktad do opisu danych w naturze, medycynie czy
przemysle. Zréznicowanie wtasciwosci komoérki wynika z wptywu wielu réznych czynnikéw,
zatem do jego opisu mozna zastosowaé centralne twierdzenie graniczne. Méwi ono o tym,
ze jesli doda si¢ do siebie znaczng liczbe zmiennych losowych, to w wyniku otrzymuje sie
zmienng losowa o rozkladzie normalnym, praktycznie niezaleznie od tego, jakie maja one
rozktady prawdopodobienstwa [66]. Zaktadajac zmienng losowa o postaci:

Lyn X, —
P S S A (3.64)

g

vn
gdzie X; to niezalezne zmienne losowe, o takiej samej wartosci oczekiwanej p oraz dodat-
niej, skoriczonej wariancji o2, to przy n — oo, zmienna losowa zbiega wediug rozktadu do
standardowego rozktadu normalnego. Centralne twierdzenie graniczne jest jednym z naj-
wazniejszych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa, poniewaz uzasadnia powszechne
wystepowanie w przyrodzie rozktadéw zblizonych do rozktadu normalnego.

3.4.3 Algorytm symulacji heterogenicznej populacji komérkowej

Zaproponowany algorytm symulacji bazuje na symulacjach deterministycznych, a zréz-
nicowanie komérek miedzy soba wystepuje jedynie w wyniku réznego ulozenia wartosci
progowych. Dzieki takiemu podejsciu czas symulacji jest stosunkowo krotki i zalezy od
skomplikowania modelu oraz wielkosci populacji. Kolejne kroki algorytmu sa nastepujace:
dla kazdej z n komérek w populacji:

1. wybierz warto$¢ progowsg 0;;, ktéra bedzie losowana,
2. okredl wartos¢ progu, poprzez losowanie z rozktadu normalnego:

1 —(z—p)?
e ) (3.65)

gdzie warto$¢ srednia jest rowna nominalnej wartosci progowej p = 0;;, a odchylenie
standardowe (o) jest dobierane dowolnie, jako procentowy udziat nominalnej wartosci
progowej;

fuo(z) =

3. sprawdz, czy warto$¢ progowa nie jest ujemna, jesli tak przyjmij 0;; = 0;

4. jesli chcesz stworzyé model z kilkoma losowymi warto$ciami progowymi wréé do
punktu 2;

5. wykonaj symulacje deterministyczne;

6. wroé¢ do punktu 1.
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Rysunek 3.9: Algorytm symulacji populacji heterogenicznej przy wykorzystaniu uktadow
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Zaproponowany algorytm przedstawiony zostal rowniez na schemacie (Rysunek 3.9). W
zaleznosci od stopnia skomplikowania modelu, w uktadzie moze wystepowaé rézna liczba
wartosci progowych. Zaproponowana metoda pozwala na badanie zréznicowania populacji
komoérkowej w zaleznosci od dowolnej wartoéci progowej lub zbioru kilku wartosci progo-
wych. Ponadto stopnien zréznicowania mozna dobieraé indywidualnie dla kazdej wartosci
progowe;j.

Ze wzgledu na zastosowanie rozktadu normalnego, losowane wartoéci progowe moga
przyjaé¢ wartosci ujemne. Wartosci progowe maja okreslone znaczenie biologiczne — ste-
zenie lub liczba czasteczek, przy ktoérej nastepuje aktywacja procesu — dlatego konieczne
jest zapewnienie, aby wartosé progowa 6 nie przyjmowata wartosci ujemnych. Algorytm
zaktada sprawdzenie, czy warto$é progowa jest wieksza od 0, jesli nie, to jej wartosé jest
zastepowana zerem (punkt 4 algorytmu). Z praktycznego punktu widzenia sprowadza sie to
do usuniecia danej wartosci progowej z uktadu, poniewaz modelowane uktady biologiczne
sa wylaczenie dodatnie, a przejscie trajektorii do domeny o wartosciach mniejszych od 0
nie jest mozliwe.
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Wartosci progowe dla danej komérki sg state i nie zmieniaja sie w czasie symulacji,
tak wiec sam przebieg czasowy ma charakter deterministyczny. Jedyna pojawiajaca sie
losowodé wynika z utozenia wartosci progowych. Wynikiem zastosowania niniejszego algo-
rytmu jest zbiér deterministycznych przebiegéw czasowych, z ktérych kazdy odpowiada
zachowaniu innej komoérki. Dalszym mozliwym rozwinieciem tego algorytmu jest zmiana
wartosci progowych w kazdym kroku algorytmy lub co pewien okreslony czas. Pozwolito-
by to odwzorowa¢ zmiane stezeri czynnikéw regulatorowych itp. w czasie w pojedynczych
komoérkach, co jeszcze bardziej przyblizytoby otrzymane wyniki do rzeczywistosci.

3.5 Modele kawatkami liniowe z losowym przelaczeniem

Reakcje wewnatrzkomoérkowe, tak jak reakcje chemiczne, sa procesami losowymi, zalezny-
mi od chaotycznych ruchéw czasteczek oraz zderzen reagentéw i katalizatoréw. Losowosé
proces6w ma szczegblne znaczenie w przypadku reakcji zachodzacych miedzy reagenta-
mi maltolicznymi w danym §rodowisku. Szczegélnym przypadkiem moga by¢ geny, ktore
w komorkach ludzkich najczesciej wystepuja w dwoch kopiach, zatem losowa aktywacja i
dezaktywacja genu znaczaco wptywa na liczbe czasteczek mRNA, a co za tym idzie poziom
biatka w uktadzie.

W celu zamodelowania takiego zjawiska, wykorzystujac teori¢ uktadéw kawatkami de-
terministycznych, zaproponowalam algorytm modelowania ukladéw ze stochastycznymi
przetaczeniami. Zaproponowany algorytm bazuje na modelach typu flow with jumps, w
ktérych dynamika pomiedzy losowymi przetaczeniami jest opisana przez ciagle modele
deterministyczne [55].

3.5.1 Modele kawalkami deterministyczne

W prostych modelach kawatkami deterministycznych, czyli takich z losowym przetacze-
niem, istnieje mozliwos¢ analitycznego wyznaczenia trajektorii oraz rozktadu prawdopodo-
bieistwa czasu przebywania w poszczegélnych stanach uktadu. Przykladowy system pro-
dukeji uwzgledniajacy stochastyke przelaczeri genu zostat przedstawiony w [55]. Model ten
przedstawia produkcje biatka P regulowang przez pojedynczy gen, przy ominieciu etapu
produkeji mRNA. Model jest opisany jednym réwnaniem:

D) praw) - (@) (3.66)
gdzie p1 to tempo produkceji, a di to tempo degradacji biatka. Stan genu A jest zalezny od
czasu, zatem gen moze wystepowaé w formie aktywnej (wartosé 1) lub nieaktywnej (wartosé
0). Zatem zmienna A w nomenklaturze przyjetej w niniejszej pracy odpowiada zmiennej
przetaczajacej Z. W procesie wystepuja skokowe zmiany wartosci, gdy gen zmienia swoja
aktywnosé. W uktadzie z nieaktywnym genem, rozwiazanie analityczne poziomu biatka w
czasie jest nastepujace:

P(t, Py, A = 0) = Pye~ 41, (3.67)

natomiast w ukltadzie z aktywnym genem rozwiazanie analityczne ma postac:

P(t,Py,A=1) = % + (PO + Z) et (3.68)
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gdzie Py to liczba czasteczek biatka w momencie aktywacji lub dezaktywacji genu. W pracy
[55] funkcja rozktadu prawdopodobienstwa czasu przebywania w stanie nieaktywnym jest
opisana wzorem:

¢
ts(Pp,A=0)=1—exp ( - /0 qo0 (Pge_d”>d7>, (3.69)
natomiast w stanie aktywnym:
t
ts(Pp,A=1)=1—exp < - / o (% + (Po+ Zl)e—dﬁd)T) (3.70)
0 1 1

Wartodci parametréw qg i g1 oznaczaja, odpowiednio, tempo aktywacji i dezaktywacji ge-
nu. Model ten nie uwzglednia wptywu poziomu biatka na aktywacje/dezaktywacje genu,
a prawdopodobienistwo przetaczenia genu jest zalezne tylko od czasu, dlatego powyzsza
analiza byta mozliwa do przeprowadzenia. W modelach z przelaczeniami zaleznymi od
stanu uktadu, a takie sa analizowane w niniejszej rozprawie, wyznaczenie rozktadu gesto-
$ci prawdopodobienstwa czasu przebywania w danej domenie jest znacznie trudniejsze, a
nawet niemozliwe.

3.5.2 Modele kawalkami deterministyczne z przelaczeniami zaleznymi
od stanu ukladu

W uktadach biologicznych zmiana tempa procesu lub aktywacja genéw czesto jest uza-
lezniona od poziomu czasteczek regulatorowych, co stanowi jedna z podstawowych cech
uwzglednionych w modelach. W tym przypadku analiza jest znacznie bardziej skompliko-
wana, dlatego zaproponowatam algorytm bazujacy na symulacjach numerycznych. Algo-
rytm umozliwia symulacje uktadéw z losowym przetgczeniem, zaleznym od stanu uktadu,
poniewaz taczy deterministyczne symulacje pozioméw zmiennych ze stochastycznymi, sko-
kowymi zmianami domen (skutkujacymi zmianami parametréow). Do symulacji determi-
nistycznych zmian pozioméw biatek i mRNA zaproponowalam wykorzystanie algorytmu
Rungego-Kutty, natomiast czas przetaczenia oraz kolejnoéé¢ podsysteméw jest opisana lo-
sowymi funkcjami. Do opisu prawdopodobienistwa aktywacji procesu w zaleznosci od liczby
czasteczek czynnika regulatorowego wybratam funkcje Hilla, poniewaz jej ksztalt przybliza
skok jednostkowy, przez co pozwala modelowaé aktywacje procesu przy wartosciach zblizo-
nych do wartosci progowej. Prawdopodobienistwo aktywacji proceséw zaleznych od biatka
x; jest opisane nastepujaca funkcja Hilla:

n
_ 7
r(z;) = T (3.71)
gdzie x; to liczba czasteczek enzymu, 6; to warto$é¢ progowa odpowiadajaca liczbie czaste-
czek, przy jakiej prawdopodobienistwo przetaczenia jest rowne 50%, a n to wspolczynnik
Hilla opisujacy stopien nachylenia funkcji. Zmiana wartosci wspoétczynnika Hilla w funkcji
prawdopodobieristwa pozwala bada¢ wplyw zwiekszenia losowosci aktywacji/dezaktywacji
na przebiegi czasowe i zréznicowanie odpowiedzi w otrzymanej populacji heterogenicznej.
Jedli w funkcji prawdopodobienistwa wspotczynnik Hilla ma nisks wartosé, to przy po-
ziomie biatka ponizej wartosci progowej, prawdopodobieristwo aktywacji reakcji jest wiek-
sze, niz w modelu z wyzszymi wartosciami wspotczynnika Hilla (Rysunek 3.10). Natomiast
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Rysunek 3.10: Prawdopodobieristwo aktywacji reakcji przy réznych wartosciach parametru
Hilla

przy wysokich poziomach biatka, zachodzi sytuacja odwrotna i przy zmniejszaniu wspo6t-
czynnika Hilla prawdopodobieristwo reakcji spada. Innymi stowy, mozna powiedzieé, ze
uktad z wysokimi parametrami Hilla w funkcji prawdopodobienistwa jest hiperwrazliwy na
wartos$é progowa, a jego odpowiedz bedzie zblizona do odpowiedzi uktadu deterministycz-
nego z przetaczeniami. Dzieki wprowadzeniu réznych wartodci wspétczynnika Hilla mozna
zbadaé¢ odpowiedz uktadu o réznej wrazliwosdci na czynnik regulatorowy.

3.5.3 Algorytm symulacji ukladéw z losowymi przelaczeniami

Zaproponowany algorytm symulacji losowych przetaczen w systemie jest nastepujacy: w
kazdym kroku symulacji deterministycznej:

1. wylicz wartodci funkcji prawdopodobieristwa aktywacji proceséw dla danego stanu
uktadu;

2. wylosuj wektor liczb 7 rozktadu réwnomiernego w zakresie [0,1] o dtugosci réwnej
liczbie funkcji prawdopodobienistwa, opisujacych system ;

3. pordéwnaj wartosci liczb losowych z wartosciami funkcji prawdopodobieristwa — jesli
liczba losowa jest mniejsza, to proces jest aktywny;

4. dla danego stanu uktadu wykonaj kolejny krok deterministyczny.

Schemat algorytmu jest przedstawiony na Rysunku 3.11. Algorytm ten ma charakter proce-
su Markova, gdyz nie uwzglednia poprzednich decyzji, a wybér jest determinowany jedynie
przez stan obecny. Ponadto aktywacja i dezaktywacja réznych proceséw moze zachodzié
jednoczesnie.

Zaproponowany algorytm pozwala na odtworzenie losowosci proceséw zachodzacych w
komoérkach, dzieki czemu umozliwia badanie zréznicowania odpowiedzi catej populacji. W
efekcie umozliwia stworzenie modeli odwzorowujacych zjawiska wystepujace w populacji
komérkowej, takie jak podzial populacji na subpopulacje o réznym charakterze czy desyn-
chronizacja odpowiedzi, co zostanie pokazane na konkretnych przyktadach w dalszej czesci
rozZprawy.
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Rysunek 3.11: Algorytm symulacji populacji z losowa aktywacja procesoéw

3.6 Zaproponowany schemat analizy ukladéw z przelaczenia-
mi

W niniejszej rozprawie doktorskiej zaproponowatam kompleksowy algorytm analizy bio-
logicznych modeli kawatkami liniowych z przetaczeniami przy wykorzystaniu podstawo-
wych metod teorii systemow (np. wyznaczanie rozwigzan analitycznych), literaturowych
metod analizy uktadéw kawatkami liniowych oraz autorskich metod symulacji populacji
heterogenicznej. Schemat zaproponowanej metody analizy uktadéw z przelaczeniami jest
przedstawiony na Rysunku 3.12.

Pierwszym krokiem algorytmu jest analityczne rozwigzanie modelu w poszczegolnych
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Rysunek 3.12: Schemat analizy uktadéw z przelaczeniami

domenach oraz (jesli to mozliwe) wyznaczenie czasow przetaczenia i rozwigzania analitycz-
nego pelnego uktadu. Nastepnie, na podstawie rozwiazan analitycznych w poszczegdlnych
domenach, nalezy wyznaczy¢ wzory opisujace lokalizacje punktéw docelowych, ktére moga
by¢ wykorzystane do stworzenia grafu tranzycji. Graf taki jest wykorzystywany w jakodcio-
wej ocenie zachowania uktadu i ulatwia wnioskowanie o mozliwosci wystapienia punktow
stacjonarnych oraz cykli granicznych. Kolejuym krokiem jest wyznaczenie punktéw sta-
cjonarnych. W przypadku zwyczajnych punktéw stacjonarnych, procedura postepowania
jest intuicyjna i wymaga jedynie wyliczenia punktéw docelowych i okreslenia ich lokali-
zacji wzgledem wartosci progowych. Wyznaczenie osobliwych punktéw stacjonarnych jest
znacznie trudniejsze. W niniejszej pracy proponuje zastosowanie w tym celu algorytmu T.
Mestla i in. [17], przy uwzglednieniu, ze w przypadku modeli z transportem lub zmiang
formy czasteczki przedstawiona przez nich metoda wykluczenia regionéw, w ktorych takie
punkty moga sie znajdowaé, moze dawa¢ falszywie ujemny wynik. Jako uzupetnienie tej
metody proponuje pomocniczg procedure pozwalajaca wybraé regiony do dalszej analizy w
kierunku wystepowania punktu SSP. Kolejnym krokiem zaproponowanego algorytmu jest
okredlenie stabilnosci wyznaczonych osobliwych punktéw stacjonarnych, przy czym typy
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stabilnosci punktéw sg analogiczne jak w uktadach nieliniowych bez przetaczen (np. wezel,
centrum, siodlo). Pelny opis zachowania uktadu, przy zmianie danego parametru, mozna
uzyska¢ poprzez wykonanie analizy bifurkacyjnej i wyznaczenie zakreséw parametrow, dla
ktorych obserwuje sie rézne typy i r6zna liczbe punktéw stacjonarnych.

W kolejnym kroku analizy uktadu proponuje wykonanie modelu heterogenicznej popu-
lacji, przy wykorzystaniu autorskiego podejécia. W metodzie tej wprowadzona jest losowosé
w procesie dobierania wartosci granic miedzy domenami, co pozwala na odzwierciedlenie
zroznicowania miedzy komorkami, pod wzgledem zdolnosci do aktywacji proceséw, przy
réznych stezeniach czasteczek regulatorowych.

Alternatywnie proponuje wykonanie symulacji uktadéw kawatkami deterministycznych
z przetaczeniami w celu sprawdzenia wplywu losowosci proceséw na zréznicowanie odpowie-
dzi i osiggalnos¢ zalozonych celéw terapeutycznych. Zaproponowany przeze mnie algorytm
polega na potaczeniu symulacji deterministycznych, wykonywanych przy pomocy algoryt-
mu Rungego-Kutty ze stochastycznymi przetaczeniami miedzy domenami. Czas przetacze-
nia oraz kolejno§¢ domen sg opisane funkcja losows, zalezna od stanu uktadu. Metoda ta
pozwala na zbadanie wplywu losowodci przetaczeinn na zréznicowanie pozioméw bialek w
populacji, wykrycie multistacjonarnosci oraz zaobserwowanie desynchronizacji odpowiedzi.
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Rozdzial 4

Opis 1 analiza prostych modeli
produkcji bialtka

Procesy wewnatrzkomoérkowe opieraja sie gltéwnie na skomplikowanych oddziatywaniach
miedzybiatkowych, ktore pelnia szereg istotnych funkeji w organizmie [27]. Ze wzgledu
na kluczowe znaczenie biatek w prawidtowym funkcjonowaniu komoérki, wybratam system
produkceji biatka, jako pierwszy przykitad analizowanego systemu biologicznego. Ponadto
bardziej ztozone modele, uwzgledniajace poziomy réznych biatek, posiadaja réowniez etap
produkcji biatek. Stworzony przeze mnie model moze by¢ zatem elementem bardziej skom-
plikowanych sieci, a poznanie jego wtasciwosci moze by¢ utatwieniem w czasie modelowania
bardziej skomplikowanych uktadéw. Ponadto pomimo prostoty uktadu, mozna pokazaé¢ na
nim oba typy sprzezenia zwrotnego — dodatnie i ujemne.

W niniejszym rozdziale zostaly przedstawione proste modele produkcji biatka uwzgled-
niajace dwa rézne typy autoregulacji. Wzgledna prostota tych modeli niesie ze soba dwie
gltowne zalety: mozliwo$é doktadnego przebadania wlasciwosci réznych typow autoregulacji
w systemach produkcji biatka oraz klarowny i prosty sposéb prezentacji zaproponowane;j
metodologii analizy uktadow kawaltkami liniowych. W niniejszych modelach uwzgledni-
tam procesy wewnatrzkomérkowe oraz wymuszenia zewnetrzne. Do modelowania sprzezen
zwrotnych dodatnich i ujemnych wykorzystatam przetaczenia zalezne od stanu uktadu, =z
kolei oddzialywania zewnetrzne zamodelowalam poprzez przetaczenia zalezne od czasu.

4.1 Model produkcji biatka

Produkcja biatek jest procesem wieloetapowym, skomplikowanym i regulowanym przez
szereg roznych czynnikéw. Zgodnie z centralnym dogmatem biologii molekularnej sformu-
towanym w 1957 r. przez F. Cricka [67], informacja genetyczna jest przechowywana w
DNA, na podstawie ktorego tworzone jest RNA (a doktadnie mRNA - messenger RNA),
a nastepnie biatko.

Podstawowy model produkcji biatka réwniez powinien zawiera¢ zmienne takie jak: gen
(funkcjonalna czasteczka DNA), mRNA oraz biatko. Wiekszo$¢ genow w komorce wyste-
puje w dwoch kopiach (allelach), a kazda z nich moze byé¢ w stanie aktywnym (G) lub
nieaktywnym (Gy). W zaleznosci od liczby aktywnych genéw tempo powstawania mRNA
bedzie rozne: zero (gdy oba geny sa nieaktywne), wolne (jeden z genéw aktywny) lub szyb-
kie (dwa geny aktywne). W zaproponowanym modelu rozwazam zmiane stanu pomiedzy
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jednym a dwoma aktywnymi genami (pomijam stan, w ktérym oba geny sa nieaktywne),
poniewaz przy dwoch genach nieaktywnych poziom biatka zmierza do 0, a wiele biatek wy-
stepuje na niskim, ale niezerowym, podstawowym poziomie. Jednoczeénie, uwzgledniajac
tylko dwa stany chcialam zachowaé prosta strukture modelu. Stan genu, ze wzgledu na
swoj binarny charakter, jest modelowany jako skokowa zmiana wartodci. Jeden gen jest
stale aktywny, a drugi zmienia sie binarnie przyjmujac wartosé 0 lub 1. Model nie zawiera
bezpodrednio zmiennej oznaczajacej gen, ale jego stan jest uwzgledniony w wartosci tempa
produkeji mRNA. Zatem, zaproponowany model zawiera dwie zmienne — mRNA (R) oraz
biatko (P). Model uwzglednia procesy degradacji, czyli rozktadu obydwu rodzajow cza-
steczek: mRNA 1 biatka. Wspotczynnik tempa produkeji biatka jest staly, dlatego tempo
produkcji zalezy tylko od liczby czasteczek mRNA. Do analizowanego systemu produkeji

(A)

d2

Rysunek 4.1: Model produkcji biatka; (A) ze sprzezeniem dodatnim; (B) ze sprzezeniem
ujemnym

biatka wprowadzitam dwa rodzaje przetaczen:

e przelaczenie zalezne od stanu uktadu — aktywacja lub dezaktywacja genu zalezy od
stanu uktadu, czyli liczby czasteczek biatka;

e przelaczenie zalezne od czasu — podanie leku zwieksza skokowo degradacje biatka, w
celu obnizenia jego poziomu.

Przetaczenie zalezne od stanu ukladu pozwala zamodelowaé wewnetrzna regulacje w sieci
genowo-biatkowej, umozliwiajaca utrzymanie wtasciwego poziomu biatek i odpowiedZ na
bodzce zewnetrzne. Do podstawowego modelu produkcji biatka zostaly dodane dwa typy
autoregulacji, w efekcie analizowane sg modele:

e ze sprzezeniem dodatnim — biatko indukuje aktywacje genu (Rysunek 4.1A);

e ze sprzezeniem ujemnym — biatko indukuje dezaktywacje genu (Rysunek 4.1B).

Model produkeji biatka bez autoregulacji ma stala produkcje mRNA i nie zawiera prze-
taczeni, dlatego nie bedzie analizowany zaproponowanymi metodami ukladéw kawatkami
liniowych. Oba modele z autoregulacja zawieraja po jednej wartosci progowej Op, kto-
ra dzieli uktad na dwie domeny: o niskim oraz o wysokim poziomie biatka. Domeny sa
oznaczane {0} - domena ponizej wartosci progowej oraz {1} - domena powyzej wartosci
progowej. W domenie o wysokim poziomie biatka aktywna jest regulacja stanu genu przez
to biatko, ktéra polega na aktywacji lub dezaktywacji genu. Proces ten jest modelowa-
ny poprzez przetaczenie wartoéci parametru. Przetaczenia wystepuja w modelu w postaci
zmiennej przetaczajacej Zp, ktorej wartosé zalezy od stanu uktadu:
{0 P < 913
p =

4.1
1 P>0p. “D)
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Wszystkie trzy modele produkcji biatka sg ztozone z dwdéch liniowych réwnan réznicz-
kowych. W modelu jawnie wystepuja tylko mRNA (R) oraz biatko (P), natomiast stan
genu jest opisany przez warto$¢ zmiennej przelaczajacej Zp. Réwnanie opisujace zmiane
poziomu mRNA sktada sie z dwoch cztonow: pierwszy opisuje produkcje mRNA, drugi —
degradacje:

dg(t) =p" —d1R(t). (4.2)

t
Tempo produkeji mRNA —parametr px, jest rowny sumie tempa produkeji z obydwoch ge-
néow. W uktadzie bez autoregulacji tempo produkcji jest state, niezalezne od stanu uktadu,
stad:
p =D (4.3)

W uktadach z autoregulacjg, wartosé parametru p* zmienia sie w zaleznosci od stanu
uktadu. W uktadzie ze sprzezeniem dodatnim jeden gen jest stale aktywny, a drugi gen
jest aktywowany przy wysokim poziomie biatka:

p* =pp+ppZp, (4.4)

gdzie p, to tempo produkcji mRNA w ukladzie ze sprzezeniem dodatnim, a zmienna Zp
przyjmuje wartosci 0 lub 1 w zaleznosci od stanu uktadu. Natomiast w uktadzie ze sprze-
zeniem ujemnym obydwa geny sa aktywne, gdy poziom biatka jest niski. Wzrost poziomu
biatka powyzej wartosci progowej powoduje wylaczenie jednego genu:

p* = 2pn — pnZp. (4.5)

P, 0znacza tempo produkcji mRNA z jednego genu dla modelu ze sprzezeniem ujemnym.
Podobnie jak w przypadku rownania opisujgcego zmiany poziomu mRNA, rownanie opi-
sujace zmiany poziomu biatka P(t) w czasie, sklada sie z cztonéw odpowiadajacych za
produkcje zalezna od poziomu mRNA oraz degradacje:

dgit) =paR(t) — d2 P(t). (4.6)
Rozw6]j choroby czesto wiaze sie z nadprodukcja biatek (np. biatka ostrej fazy), ktore
kumulujac sie w organizmie moga wywolywaé pogorszenie sie stanu zdrowia i aktywacje
dalszych $ciezek odpowiedzi na stres komoérkowy. Jednym z elementéw terapii jest obni-
zenie poziomoéw biatek zapalnych ponizej zadanej wartosci granicznej. W przedstawionym
modelu zatozytam, ze celem terapii jest obnizenie poziomu biatka ponizej zadanej wartosci
progowej. Cel terapeutyczny (Piqrget) zostal ustalony na poziomie 30 000 czasteczek biatka,
co stanowi okoto 20% poziomu biatka sprzed podania leku. W celu osiagniecia celu tera-
peutycznego, do systemu wprowadzany jest lek, ktéry zwicksza tempo degradacji biatka
i pozwala utrzymac jego poziom ponizej zadanej wartoéci granicznej. W celu zamodelo-
wania tego procesu do modeli zostalo dodane przetaczenie zalezne od czasu. Po czasie tp
uktad zmienia swoja posta¢, a do réwnania opisujacego poziom biatka dodany jest czlon
opisujacy degradacje biatka przez lek:
dgit) = pgR(t) — (dQ + dop DRUG(t > tD))P(t), (47)
gdzie DRUG to liczba czasteczek leku, dop to tempo degradacji indukowanej przez lek, a
tp to chwila podania leku.



70 Opis i analiza prostych modeli produkcji biatka

Tabela 4.1: Znaczenie i warto$é parametréw modelu produkeji biatka

Parametr Opis Wartogé Jednostka

P tempo produkcji mRNA (bez autoregulacji) 0.06 1/s

Pp tempo produkcji mRNA (sprz. dodatnie) 0.03 1/s

Dn tempo produkcji mRNA (sprz. ujemne) 0.06 1/s

Do tempo produkeji biatka 0.11 1/s

dq tempo degradacji mRNA 2.1074 1/s

do tempo degradacji biatka 2.107* 1/s

dap tempo degradacji biatka indukowanej przez lek  1-1077 1/s

DRUG  liczba czasteczek leku (bez autoregulacji) 9.10° czasteczki
liczba czgsteczek leku (sprz. dodatnie) 4.6-10° czasteczki
liczba czasteczek leku (sprz. ujemne) 2.10% czasteczki

tp czas podania leku 15 godzina

Piarget docelowy poziom biatka, 3 -10* czasteczki

Op wartos¢ progowa 5-10% czasteczek

W obu modelach w stanie natywnym uktad dazy do punktu stacjonarnego zlokalizowa-
nego w domenie powyzej wartosci progowej. Wartosci parametréw produkeji mRNA (p, p,
i pp) zostaly dobrane tak, aby poziom bialtka przez podaniem leku we wszystkich uktadach
byt identyczny. W efekcie, mozna poréwnaé wpltyw terapii na poziom biatka, w uktadach o
réznych typach autoregulacji. Parametry zostalty oznaczone matymi literami, a ich wartosci
sa przedstawione w Tabeli 4.1.

Przebiegi czasowe

Dla zerowych warunkéw poczatkowych, w obu uktadach nastepuje stabilizacja poziomu
biatka na wysokim poziomie — w domenie powyzej wartosci progowej. W uktadzie bez
sprzezen nie wystepuje wartosé progowa, wiec tempo produkeji mRNA jest state. Poziom
bialtka stabilizuje sie na 165000 czasteczek (Rysunek 4.2A). W uktadzie z sprzezeniem do-
datnim widoczny jest wzrost tempa produkeji biatka, wynikajacy z przekroczenia wartosci
progowej, aktywacji drugiego genu i wzrostu tempa produkcji mRNA (Rysunek 4.2B). W
uktadzie ze sprzezeniem ujemnym, dynamika jest znacznie szybsza, a stabilizacja uktadu
przed podaniem leku wystepuje wezesniej, niz w pozostatych uktadach (Rysunek 4.2C).

W 15. godzinie symulacji nastapito przetaczenie - podanie leku, ktore gwattownie zwiek-
sza tempo degradacji bialka. Dawka leku zostata dobrana indywidualnie do modelu, aby
zostal osiagniety cel terapeutyczny. W nowoczesnych terapiach, ze wzgledu na toksycznosé
lekéw, dawki sa dobierane tak, aby przy minimalnej szkodliwosci dla organizmu osiagnaé
zalozony cel terapeutyczny. W rozwazanym przypadku dawka graniczna, czyli minimalna
dawka pozwalajaca osiggnac cel terapeutyczny (Piarger = 30000 czasteczek), moze by¢ wy-
liczona ze wzoru (4.7). Wzor okreslajacy minimalng skuteczng dawke jest zalezny od typu
modelu (ktory uwzgledniony jest w parametrze p*) i ma nastepujaca forme:

* d
DRUGeffective = P2p -2 . (48)

dl d2D Ptarget d2D
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Rysunek 4.2: Przebiegi czasowe poziomu biatka w ukltadzie (A) bez sprzezen; (B) ze sprze-
zeniem dodatnim; (C) ze sprzezeniem ujemnym; (w chwili tp = 15k podano lek, ktéry ma
obnizy¢ poziom biatka ponizej zatozonego celu terapeutycznego)

W uktadzie bez sprzezeri dawka graniczna wynosi 9000 czasteczek i powoduje obnizenie
poziomu biatka do 30 000 czasteczek. W ukladzie ze sprzezeniem dodatnim graniczna
dawka leku wynosi 4 600 czasteczek, i powoduje stabilizacje poziomu biatka na wartodci
25000. Nizsze dawki powoduja stabilizacje poziomu biatka powyzej wartosci docelowej —
w domenie z dwoma aktywnymi genami. Natomiast w uktadzie ze sprzezeniem ujemnym,
efektywna dawka leku jest znacznie wieksza i wynosi 20 000 czasteczek. Dawka ta powoduje
stabilizacje poziomu biatka na wartosci 30000 czasteczek. Po podaniu leku odpowiedz
uktadu jest bardzo szybka, a ponadto wystepuje przeregulowanie, charakterystyczne dla
uktadow ze sprzezeniem ujemnym (Rysunek 4.2C).

4.2 Wykorzystanie rozwigzan analitycznych modeli

Podsystemy opisujace zachowanie uktadéw przy niskim lub wysokim poziomie biatka sa
zazwyczaj opisywane roéwnaniami liniowymi, dlatego mozliwe jest analityczne wyznacze-
nie rozwigzan czasowych. Rozwiazania czasowe pozwalaja na dokladne wyliczenie liczby
czasteczek w danej chwili czasu, dla wybranych warunkéw poczatkowych. Ponadto roz-
wiazania czasowe moga by¢ wykorzystane w dalszej analizie uktadéw z przetaczeniami, do
okreglenia punktéw docelowych trajektorii, stworzenia grafu tranzycji oraz wyznaczenia
zwyczajnych punktoéw stacjonarnych. Najpierw wyznaczam rozwiazanie czasowe uktadu w
poszczegblnych podsystemach, w ktérych wartosé p* jest stata. Podsystemy sa opisane tymi
samymi réwnaniami rézniczkowymi i r6znig sie jedynie wartosciami parametru p*, ktory
zawiera informacje o domenie poprzez zmienna przetaczajaca Zp. W zaleznosci od ukta-
du p* jest rowny p (w uktadzie bez autoregulacji), jest opisany formuty (4.4) (sprzezenie
dodatnie) lub formula (4.5) (sprzezenie ujemne). W kolejnych punktach omoéwie problem
wyznaczenia rozwiazania czasowego dla pelnego uktadu.

4.2.1 Rozwiazanie analityczne réwnania opisujacego poziom mRNA

Rownanie rozniczkowe (4.2) opisujace poziom mRNA mozna rozwiazaé przy wykorzystaniu
transformacji, poprzez zdefiniowanie nowej zmiennej:

2(t) = R(t) - & (4.9)
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Pochodna po czasie zmiennej x(t) jest réwna pochodnej po czasie R:

dz(t)  dR(t)

=7 4.1
dt dt ’ (4.10)
a zatem mozna wyznaczy¢ wartos¢ pochodnej:
dx(t *
z(t) =p*—di|z(t)+ P = —dyx(t). (4.11)
dt dy

Rozwiazanie powyzszego réwnania jest stosunkowo proste i wykorzystuje sie do niego me-
tode rozdzielenia zmiennych:

dz(t)
x(t)

Po wykonaniu catkowania obu stron otrzymujemy:

/t da(r —dl/ dr, (4.13)

= —dydt. (4.12)

(
Inz(t) —Inz(0) = —dit, (4.14)
Inz(t) =Inx(0) — dit. (4.15)
Zatem, rozwigzanie czasowe zmiennej x(t) wynosi:
2(t) = 2(0)e . (4.16)

Podstawiajac réwnanie (4.16) do roéwnania (4.9) 1 jednocze$nie przyjmujac,
ze 2(0) = R(0) — 5 otrzymuje sie:

z(0)e~ht = R(t) — I, (4.17)
(R(O) - §1> e~ht = R(t) — . (4.18)

Rozwigzanie analityczne opisujgce poziom mRNA jest zatem nastepujace:

*

R(t) = Zl + (R(O) . Z)adlt. (4.19)

4.2.2 Rozwigzanie analityczne réwnania opisujacego poziom bialtka

Rozwiazanie réwnania na poziom bialtka jest nieco bardziej skomplikowane, ze wzgledu
na koniecznoéé rozwiazania niejednorodnego réwnania liniowego. Ponizsze rozwigzanie wy-
korzystuje metode uzmienniania stalych. Do réwnania rozniczkowego (4.6) opisujacego
zmiane wartosci P, mozna wstawi¢ rozwiazanie czasowe (4.19) dla zmiennej R:

dL@ = p2 L + Ce Nt | — dQP(t), (4.20)
dt di

gdzie
C=R(0)—=. (4.21)
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Jest to réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu i mozna je zapisa¢ w postaci:

dP(t)

S P =p (d1+<n;dﬂ> (4.22)

Pierwszym etapem rozwiazania réwnania jest rozwiazanie odpowiadajacego mu réwnania
jednorodnego, przez co otrzymuje sie:

P(t) = Cre %, (4.23)

Stosujac metode uzmienniania statej zastepujemy Cy przez Ci(t),a nastepnie wykonujemy
kolejne kroki.
Rozniczkowanie funkcji opisanej rownaniem (4.23):

dZit) = %e‘dﬂ — Chdge™ %t (4.24)
Podstawienie (4.23) oraz (4.24) do réwnania 4.22:
% ~d2t _ doCrem %t 4 dyCrem ! =p2<d1 + C€d1t>, (4.25)
Zredukowanie wyrazéw podobnych:
%efdgt <dl n Ced1t>’ (4.26)
Zapisanie wzoru na pochodng Ci:
% = D2 <Zi + Ce_d1t> ™!, (4.27)

Wyliczenie funkcji C1 poprzez catkowanie:

t
Cy(t) = / <d1 +Ce_d1t> e®tdr, (4.28)

t
Cy(t) :/ p—zp ed2td7+/ pQCe(dz_dl)th, (4.29)
o di 0
p2p” odat P20 (dy—dy)t
Ci(t 2t 27 eldemdl C 4.30
1(t) = dids© +d2—d1€ + C2, (4.30)

Specyficzny przypadek dla di = do zostanie oméwiony w dalszej czesci rozprawy.
Wyznaczona funkcje C; nalezy wstawi¢ do réwnania 4.24:

P(t) = (5352 etet 4 2O <d2d1)t+c2>ed2t, (4.31)
c _ _
P(t) = B + #2Gqe " + Coe™, (432)
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Aby wyznaczyé funkcje Co, nalezy znalezé rozwigzanie szczegdlne dla t = 0:

P(0) = - + 2G4 O (4.33)
Cy = P(0) - B — 2, (4.34)

gdzie C' = R(0) — p*/d;. Zatem:

* R(0)—p*/d
Cy = P(0) — 22z — 2(BO)-pt/d1) (4.35)
* d1R(0)—p*
Cy = P(0) — B2~ — 2 (dg)_ e, (4.36)
Cy = P(0) — Bt — 2E0) 4 o pree (4.37)
_ R(0)
Co=P(0) - 227 + CTIE (4.38)
Po wykonaniu podstawienn do réwnania (4.31):
* - R(0 * _
P(t) = B + 2ge ™ + (Pw) = <>) (4.39)
- p(RO)-F) R(0 . -
P(t) = 2 + —g =g W+ (P(()) - A 4 d2&;’fd1>>€ det - (4.40)
otrzymuje si¢ rozwiazanie P(t)
pep” | [ p2RR(0) Pp2 —dit
P t) = + — e 1
() didy <d2—d1 dl(dZ_dl))
p2R(0) P'p2 dyt
+1 P(0) — + e . 441
( ©) dy —di  da(dy — dv) (441)

4.2.3 Wyliczenie czasu przelaczenia

W celu wyliczenia czasu przetaczenia (¢5) nalezy przyrownaé¢ rownanie (4.41) do wartosci
progowej Op:

pap” | [ p2R(0) P'p2 —dyt
9 = + — e 1ls
d didy <d2 —di  di(dy — dl))>

p2R(0) p*p2 —dt
P — 2bs | 4.42
" ( ) dg—d1+d2(d2—d1)>€ (142

Ze wzgledu na uwiktanie {5 w ogélnym przypadku wyznaczenie czasu przetaczenia nie jest
mozliwe. Jednym ze szczegélnych przypadkéw, gdy wyznaczenie czasu przetaczenia jest
stosunkowe proste, stanowi uktad z wartoéciami parametréw do = 2d;. Dla takich wartosci
parametréw czasowe rownanie poziomu biatka jest nastepujace:

p2p* p2R(0)  p'p2\ 4 p2R(0) | p'p2\ gy
P(t) = — 1 P(0) — — e, 4.43
(1) 2d%+< a 7 e” ™+ | P(0) i +2d% e (4.43)
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Dzigki wprowadzeniu zatozenia, ze © = exp(—d;t) réwnanie przyjmuje posta¢ réwnania
kwadratowego, ktérego rozwigzanie mozna znalezé poprzez wyliczenie pierwiastkéw.

mRO) p p2>$2 . (sz(O) P p2>x + P g, (4.44)
1

0= (P(O) PRy T

Roéwnianie kwadratowe, w zaleznosci od wartodci parametréw, moze mie¢ dwa, jedno lub
zero rozwiazan,. Dzieki wyznaczeniu A (delty) rownania kwadratowego, mozna wyznaczy¢
czas przetaczenia w uktadzie, w ktérym trajektorie zmierzajg do wartoéci progowej. W
przypadku, gdy A jest réwna 0:

2
p2R(0)  p*po p2R(0)  p*p2 )\ [ p2p*
A = ——==1 —4( P(0) — — =0 4.45

< d di O==3" "2z )\ 2 ~0r)=0 (45

istnieje tylko jeden mozliwy czas przetaczenia, rowny:

. 1ln< —2R(0)d1ps + p*po ) (4.46)

o dy \ 2(P(0)d? — P(0)dips + p*p2)

Natomiast jedli A jest dodatnia, czas przelaczenia to czas o mniejszej dodatniej wartosci:

1 —2R(0)d *po — dIVA

ts, = —In ( )212?2 +p'p2 — diVA : (4.47)
dq 2(P(0)df — P(0)d1p2 + p*p2)
1 —2R(0)d * >V A

ty, = —In ( )212?2 +p P2+ diVA . (4.48)
di 2(P(0)dy — P(0)dip2 + p*p2)

Jesli wartosci t5 sa ujemne, to trajektoria startujaca z danego punktu poczatkowego (Ro, Pp)
nigdy nie osiggnie wartosci granicznej. Natomiast, jesli A jest ujemna, to czasy sg urojo-
ne, wiec trajektoria nie dojdzie do granicy i zostanie w domenie. Jak pokazalam powyzej,
dla pewnych, specyficznych zbioréw parametréow, wyliczenie czasu przelgczenia jest moz-
liwe. Jednakze w wiekszodci przypadkéw analityczne wyznaczenie czasu przelaczenia jest
niemozliwe. W celu wyznaczenia jego przyblizonej wartosci, mozna zastosowaé¢ metody
numeryczne lub wprowadzi¢ pewne zalozenia, ktére pozwola na wyliczenie przyblizonego
czasu przetaczenia.

4.2.4 Rozwigzanie analityczne réwnania opisujacego poziom bialtka dla
wybranych parametrow

W rozwazanych modelach parametry degradacji d; oraz do maja ta samg warto$¢, co na-
lezy uwzgledni¢ podczas wyznaczania funkeji czasowej biatka P(t). Rownanie rézniczkowe
opisujace zmiane poziomu biatka ma forme:

dP(t *
di) = po <§1 + Ce_d1t> — d1 P(t), (4.49)
gdzie

C=R0) -2 (4.50)
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zatem rozwigzanie réwnania jednorodnego jest nastepujace:
P(t) = Cre~ 4, (4.51)
Po roézniczkowaniu powyzszej funkcji oraz podstawieniu do rownania (4.49) otrzymuje sie:

dCl(t) —dit __ p* —dit
10 i (Vo). (452)

co prowadzi do réwnania:
dCi(t) _ p'p2
dt dy

z ktorego mozna wyznaczyé wartosé C poprzez catkowanie:

et 4 poC, (4.53)

t ok ¢
Cy(t) = / PP2oigr 4 / p2Cdr. (4.54)
0o d 0
Funkcja zalezna od czasu opisujaca warto$é¢ C; jest nastepujaca:
Ci(t) = pd#edlt + poCt + C. (4.55)
1

Zatem poziom biatka P(t), uwzgledniajac podstawienia Cj i Cy, w tym konkretnym przy-
padku jest opisany funkcja:

P(t) = (]fg?edlt + p2Ct + Co)e Mt =
- p;? + paCte 4t 4 Cope M, (4.56)
Gdzie wartoé¢ parametru Cy wynika z warunkéw poczatkowych, czyli:
P(0) = B2 + Ca, (4.57)
Cy = P(0) — % (4.58)

Zatem, po podstawieniu réwnania (4.50) i réwnania (4.58) do réwnania (4.56) petna forma
rownania na P(t) jest nastepujaca:

P(t) = % +p2 <R(O) - Z)te_dlt +(P(0) — pz—g)e—dlt. (4.59)
1 1 1

—dlt)

Ze wzgledu na zlozong forme réwnania (czlon xte™ %t 4 ye , hie jest mozliwe wyzna-

czenie analitycznie czasu przetgczenia.

4.2.5 Wyliczenie punktéw docelowych

Rozwiazania analityczne dla poszczegblnych domen mozna wykorzystaé¢ do wyznaczenia
punktow docelowych, poprzez zastosowanie twierdzenia granicznego. Z réwnania 4.2 przy
zalozeniu ¢ — oo wynika liczba czasteczek R w punkcie stacjonarnym:

lim R(t) = R, = &

t—o0 o dl ’

(4.60)
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Natomiast z rownania (4.6) przy zalozeniu, ze w ukladzie nie jest podawany lek oraz przy
zatozeniu t — oo mozna wyliczy¢ liczbe P:

. 5 DP'p2
Jlim P(t) = Py = i (4.61)

W uktadzie po podaniu leku zmienia sie tempo degradacji biatka (réwnanie (4.7)) zatem,
w czasie dazacym do nieskoriczonodci, poziom biatka w punkcie docelowym jest opisany
rownaniem:

. Pp2
lim P(t) = P, = . 4.62
JAm P(?) dy (dy + dap DRUG) (4.62)

4.3 Zastosowanie grafu tranzycji do analizy ukladu produkcji
bialka

Do schematycznego opisu zachowania uktadéw ze sprzezeniem ujemnym oraz dodatnim,
przy réznych dawkach leku mozna wykorzystaé grafy tranzycji. Grafy przedstawiaja kieru-
nek przejscia trajektorii miedzy uktadami, w zaleznosci od poziomu poczatkowego zmien-
nej P, przy zalozeniu, ze lek jest podawany w chwili tp = Oh. Graf dla przedstawionych
uktadow z autoregulacja sktada si¢ jedynie z dwoch domen (weztow), ze wzgledu na istnie-
nie jednej wartodci progowej. Kierunek przejscia pomiedzy domenami zmienia sie wraz ze
wzrostem dawki leku, a zréznicowanie dynamiki widoczne jest w postaci réznic w grafach
(Rysunek 4.3). Zaréwno w uktadzie ze sprzezeniem ujemnym, jak i dodatnim, jesli dawka
leku jest niska (lub réwna 0), to trajektorie przechodzg z domeny o niskim poziomie biatka
{0} do domeny o wysokim poziomie biatka {1} (Rysunek 4.3 pierwszy wiersz oraz Rysunek
4.2 czas t < 15h). Celem podania leku jest obnizenie poziomu biatka ponizej celu terapeu-
tycznego, co wiaze sie ze zmierzaniem trajektorii do domeny ponizej wartosci progowe].
W przypadku uktadu ze sprzezeniem ujemnym, dla §rednich dawek leku trajektorie obu
uktadow sa skierowane w strone wartosci progowej (Rysunek 4.3 drugi wiersz, pierwsza
kolumna), co wiaze sie z wystepowaniem czarnej Sciany w uktadzie. Z kolei w uktadzie ze
sprzezeniem dodatnim, trajektorie w obu domenach sa skierowane w kierunku przeciwnym
do wartosci progowej (Rysunek 4.3 drugi wiersz, druga kolumna), co oznacza, ze w ukltadzie
wystepuje biata Sciana. Zastosowanie duzej dawki leku powoduje przejécie wszystkich tra-
jektorii do domeny ponizej wartosci progowej {0} (Rysunek 4.3 trzeci wiersz). Nalezy mie¢
na uwadze, ze dawka leku, ktéra powoduje zmiane zachowania uktadu, a zarazem zmiane
grafu, jest znacznie nizsza w modelu ze sprzezeniu dodatnim, niz w modelu ze sprzezeniem
ujemnym.

4.4 Analiza punktéw stacjonarnych w modelach produkcji
bialka

Wyznaczenie punktow stacjonarnych, zarowno zwyczajnych (RSP), jak i osobliwych (SSP),
dla stworzonych modeli produkcji biatka jest stosunkowo proste i niesie informacje o moz-
liwych typach odpowiedzi. Mozliwe jest réwniez wyznaczenie zakresé6w parametrow, dla
jakich obserwuje sie okreslone zachowanie w systemie. Analiza wykonana w niniejszym
rozdziale bazuje na metodologii opisanej w sekcji 3.3.
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SPRZEZENIE UJEMNE SPRZEZENIE DODATNIE
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Rysunek 4.3: Graf tranzycji dla modeli produkcji biatka ze sprzezeniem ujemnym oraz
dodatnim w zaleznosci od dawki leku (tp = Oh) ({0} — domena ponizej wartosci progowej;
{1} — domena powyzej wartosci progowej; przerywane linie — granice miedzy domenami)

4.4.1 Zwyczajne punkty stacjonarne

Ze wzgledu na istnienie warto$ci progowej 6 tylko dla zmiennej P, oznaczajacej biatko,
by okregli¢ istnienie punktu RSP, nalezy wylicay¢ wylacznie wartosé tej zmiennej w obu
domenach, w stanie rownowagi (wykorzystujac rownanie 4.61 oraz 4.62) i poréwnac go z
wartoscig progowa 0p.

Sprzezenie dodatnie

W modelu ze sprzezeniem dodatnim wystepowanie punktéw RSP jest okreslone nastepu-
jacymi warunkami.

W domenie ponizej wartoSci progowej: parametr p* = p,, zatem punkt stacjonarny
jest, opisany réwnaniem:

uklad natywny : Py = M, (4.63)
didy

. PpDb2
d leku: Ps;= . 4.64
po podaniu leku 01(d2 £ dop DRUG) (4.64)

Zwyczajny punkt stacjonarny bedzie wystepowal w tej domenie jesli wartos¢ Ps; bedzie
mniejsza od wartodci progowej. Warunek na wystepowanie RSP jest nastepujacy:

< 0p, (4.65)

PpP2
dq (dg -+ dQDDRUG)

uktad natywny :

po podaniu leku : < Op, (4.66)

W domenie powyzej wartosci progowej: parametr p* = 2p,,, punkt stacjonarny jest
opisany rownaniem:
. 2ppp2

uklad natywny : Ps = , (4.67)
dids

. 2ppp2
daniuleku: P, = b . 4
popocaniuiexu d1(ds + dap DRUG) (4.68)
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Poziom biatka w czasie ¢ — oo musi by¢ wiekszy od wartoéci progowej, zatem warunek na
wystepowanie RSP w tej domenie jest nastepujacy:

uktad natywny : > 0p, (4.69)

dyds
2ppp2
dy (dg + ngDRUG)

po podaniu leku : > 0Op. (4.70)

Na podstawie powyzszych warunkéw mozna zauwazyé, ze w ukladzie zawsze wystepuje co
najmniej jeden punkt RSP. Dwa punkty RSP istnieja dla zakresu parametrow:

1
uktad natywny : 591: < ZPZ2 <0, (4.71)
1d2

PpDh2
dy(da + dopDRUG)

1
po podaniu leku : 501: < < 0Op. (4.72)

Dla parametréw podanych w Tabeli 4.1, w uktadzie wystepuje jeden punkt stacjonarny w
domenie powyzej wartosci progowej, a jego lokalizacja jest nastepujaca:

R, = 300; P, = 16.5 - 10*. (4.73)

Natomiast po podaniu leku w dawce granicznej, punkt RSP wystepuje w domenie ponizej
wartosci progowej i ma lokalizacje:

Rs = 150; P, = 2.5 - 10™. (4.74)

Sprzezenie ujemne

W modelu ze sprzezeniem ujemnym mozna réwniez wyznaczy¢ zakresy parametréow, dla
ktorych wystepuja punkty RSP.

W domenie ponizej wartosci progowej: parametr p* = 2p,,, punkt stacjonarny jest
opisany rownaniem:

_ 2pnp2
dids ’

uklad natywny : P (4.75)

2pnp2
dl(dQ + dQDDRUG) ’

popodaniuleku: Py = (4.76)

Wystepowanie RSP jest uwarunkowane potozeniem punktu Ps ponizej wartoéci progowej:

uktad natywny : < Op, (4.77)

2ppp2
dy (dz + dQDDRUG)

po podaniu leku : < Op. (4.78)
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W domenie powyzej wartosci progowej: parametr p* = p,, zatem punkt stacjonarny
jest, opisany réwnaniem:

uklad natywny : Py = pnp27 (4.79)
dids
. bPnp2
d leku: Ps= . 4.80
POPOCAmUICEt = & = 4 (ds + dap DRUG) (4.80)
Warunkiem wystepowania RSP jest potozenie punktu P; powyzej wartosci progowe;j:
uklad natywny : Pnp2 > Op, (4.81)
dids

PnpP2
d1 (dg + dQDDRUG)

po podaniu leku : > 0Op. (4.82)

W uktadzie moze wystepowa¢ maksymalnie 1 punkt RSP, a dla zakresu parametrow spet-
niajacych warunek:

PnD2
dids

1
uklad natywny : §9p < < 0p, (4.83)

Pnb2 < 0p, (4.84)

1
daniuleku: =60
po podaniu leku 5 pr < dl(dg—i—ngDRUG)

w systemie nie wystepuje zaden zwyczajny punkt stacjonarny (moga jednak wystepowac
punkty SSP, co zostanie pokazane w nastepnym kroku analizy). Dla parametréow zamieszo-
nych w Tabeli 4.1, przed podaniem leku, punkt stacjonarny wystepuje w domenie powyzej
wartosci progowej, a jego lokalizacja jest nastepujaca:

R, = 300; P, = 16.5 - 10%. (4.85)
Po podaniu leku punkt stacjonarny wystepuje w domenie ponizej wartodci progowe;j:

R, = 600; P, = 3-10*. (4.86)

4.4.2 Osobliwe punkty stacjonarne

Na podstawie algorytmu wyznaczania osobliwych punktow stacjonarnych (podpunkt 3.3.3),
sprawdzitam mozliwos$¢ ich wystepowania i stabilno§¢ w badanych uktadach. Pierwszym
krokiem jest wyznaczenie A-regiondéw, w ktorych moga wystepowaé punkty SSP. Ze wzgle-
du na wystepowanie w modelu produkcji biatka na podstawie mRNA | w celu wyznaczenia
A-regiondéw, nalezy zastosowaé zaproponowang przeze mnie metode taczaca informacje z
macierzy Jacobiego i macierzy logoid-Jacobiego. Wektor zmiennych przetaczajacych, w tym
przypadku jest nastepujacy:

Z = [Zg; Zp, (4.87)

przy czym zmienna Zp nie wystepuje w ukltadzie, ale jest uwzgledniona w wektorze, aby
zachowa¢ jego odpowiedni wymiar. Ujawniajac zmienne przetaczajace w rownaniach (4.2)
i (4.7) otrzymujemy uktad ze sprzezeniem dodatnim

dit) = pp+ppZp — diR(t), (4.88)
APW) _ L R(t) = (ds + dap DRUG)P(2), (4.89)

dt
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oraz uktad ze sprzezeniem ujemnym

U o puzp — iR (), (4.90)
dit) — poR(t) — (do + dop DRUG)P(2). (4.91)

Aby otrzymaé¢ rownania modelu przed podaniem leku, nalezy przyjaé¢ wartosé parametru
DRUG = 0Oczast. Zatem macierz logoid-Jacobiego w uktadzie ze sprzezeniem dodatnim
jest réwna:

0
Lpos - [ 0 ]Z)p ] ; (492)
a w ukladzie ze sprzezeniem ujemnym:
0 —
Lneg = [ 0 (])’n ‘| . (493)

W obydwoch przypadkach wyznacznik jest rowny 0. Rowniez wartosci pochodnych OR/0Zgr
i OP/0Zp sa rowne 0 (wartosci w elementow macierzy na przekatnej), co informuje o braku
czarnych §cian w uktadzie. Macierz Jacobiego dla obydwoch uktadéw jest nastepujaca:

[ =d 0
J_[ I _dJ. (4.94)

Schematyczna macierz taczona dla uktadu ze sprzezeniem dodatnim jest nastepujaca:

—Jju he
JL,0s = . ; . 4.95
pes [ J2r —J22 ] ( )
Zmienna R wplywa dodatnio na P (element jo1), a zmienna P rowniez dodatnio wptywa
na R (element l12). Dodatnie wartosci §wiadcza o uciekaniu trajektorii od progu, zatem w
uktadzie nie moze wystepowa¢ punkt SSP. Natomiast dla uktadu ze sprzezeniem ujemnym
macierz taczona ma postac:
i —1
Ty = | /10 12 (4.96)
J21 —J22
1 wystepuje w niej zamknieta sekwencja zaleznosci miedzy zmiennymi: R powoduje wzrost
poziomu P (element jo1), a P powoduje spadek poziomu R (element —ly3). Ze wzgledu na
ujemng wartosé¢ jednego z elementéw w macierzy, w uktadzie moze wystepowaé osobliwy
punkt stacjonarny.
Poniewaz w uktadzie ze sprzezeniem ujemnym moze wystepowaé¢ punkt SSP, nastep-
nym krokiem analizy jest wyznaczenie wartoéci zmiennej przelaczajacej Zp. Nastepnie

nalezy sprawdzié, czy istnieje zakres wartosci parametréw, dla jakich warto§é zmienne;j
przetaczajacej Zp € [0,1]. Wartos¢ Zp mozna wyznaczy¢ z uktadu rownan:

= 2pn - anP - d1R57 (497)
0 = poRs— (d2 + dQDDRUG>9p. (4.98)
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Zatem

D
m:(@+@ZJWGWﬂ (4.99)
2

a wartos¢ Zp wynosi:
dy(d2 + dopDRUG)8p

Zp=2— (4.100)
Pnp2
W uktadzie wystepuje punkt SSP, jesli spelniony jest warunek:
di(dy + dopDRUG)0
0 <2 Bildetdep o (4.101)

PnD2

Niestety ze wzgledu na wystepowanie w modelu produkcji biatka na podstawie mRNA,
macierz logoid-Jacobiego nie uwzglednia wszystkich zaleznosci wystepujacych w modelu.
Z tego powodu, nie mozna wnioskowaé¢ o stabilno$ci punktu SSP na podstawie wartosci
wtasnych macierzy logoid-Jacobiego.

Dla parametréow podanych w Tabeli 4.1, w ukladzie przed podaniem leku wartosé
Zp = 1.697, natomiast po podaniu leku Zp = —1.33 co oznacza, ze w powyzszych warun-
kach w uktadzie nie wystepuje punkt SSP.

4.4.3 Analiza bifurkacyjna

W poprzednim podrozdziale przedstawione zostaly warunki, jakie musza by¢ spetnione,
aby w rozwazanych uktadach wystepowaly rézne punkty stacjonarne. Nawet w bardzo
prostym uktadzie przetaczenia wartosci parametréw pozwalaja na uzyskanie skomplikowa-
nej dynamiki. Wykonanie analizy bifurkacyjnej pozwala zbadanie zmian dynamiki ukta-
du w zaleznosci od wartosdci parametréow. Jako parametr bifurkacyjny wybratam parametr
DRUG, poniewaz wptywa on bezposrednio na tempo degradacji biatka, a ponadto oznacza
on liczbe czasteczek leku, co pozwala na zbadanie odpowiedzi uktadu w zaleznosci od zasto-
sowanej dawki leku. Analiza bifurkacyjna badanych modeli wykazuje zmiane zachowania
uktadu wraz ze wzrostem tempa degradacji biatka Do stworzenia wykreséw bifurkacyjnych
mozna wykorzysta¢ réwnania opisujace punkty stacjonarne oraz warunki ich wystepowania
wyprowadzone w poprzednim rozdziale.

W zaleznodci od dawki leku w badanych uktadach wystepuje zmiana rodzaju lub liczby
punktéw stacjonarnych. Wraz ze wzrostem dawki leku poziom biatka obniza sie. W ukta-
dzie ze sprzezeniem dodatnim dla niskich dawek leku zwyczajny punkt rownowagi jest w
domenie powyzej wartosci progowej. W zakresie dawki leku DRUG € [1300,4599] czast. w
uktadzie znajduja sie dwa punkty réwnowagi. Powyzej 4599 czasteczek leku, w uktadzie jest
jeden punkt rownowagi, w domenie ponizej wartosci progowej (Rysunek 4.4A). Model ze
sprzezeniem ujemnym jest znacznie mniej wrazliwy na lek. W uktadzie tym, przy podaniu
leku DRUG € [4590, 11 200] czast. nie wystepuja punkty RSP, ale wystepuje jeden punkt
SSP (Rysunek 4.4B, przerywana linia). Ponizej tego zakresu punkt RSP wystepuje w do-
menie powyzej wartosci progowej (p = 50000 czast.), a powyzej tego zakresu punkt RSP
znajduje sie w domenie ponizej wartosci progowej. W ukladzie ze sprzezeniem ujemnym,
aby obnizy¢ poziom biatka w domenie ponizej wartosci progowej w podobnym zakresie,
jak w modelu ze sprzezeniem dodatnim, konieczne jest zastosowanie wickszych dawek leku
(Rysunek 4.4B). Z tego powodu dawka leku, ktora w jednym z modeli jest uznawana za
wysoka, w drugim jest uznawana za $rednia.
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Rysunek 4.4: Wykresy bifurkacyjne liczby, potozenia i rodzajow punktéw stacjonarnych w
zaleznosci od dawki leku; (A) Model ze sprzezeniem dodatnim; (B) Model ze sprzezeniem
ujemnym

Na podstawie wykreséw bifurkacyjnych do dalszej analizy wybratam trzy rézne dawki
dla modelu ze sprzezeniem dodatnim i ujemnym, ktére, ze wzgledu na obecno$é¢ réznych
typow i liczby punktéw stacjonarnych, wywotuja rézne zachowanie uktadu. W ukladzie ze
sprzezeniem dodatnim podanie matej dawki leku (np. 1000 czasteczek) powoduje jedynie
obnizenie poziomu biatka w punkcie réwnowagi RSP w stosunku do uktadu bez podania
leku, ale punkt ten nadal pozostaje w domenie powyzej wartoéci progowej. Niezaleznie od
wartosci poczatkowych, wszystkie trajektorie w uktadzie zmierzaja do punku stacjonarnego
RSP, w ktérym poziom biatka wynosi 110000 czasteczek (Rysunek 4.5A). Przy wiekszej
dawce leku — réwnej np. 3000 czasteczek — w ukladzie istnieja dwa punkty RSP. W
zaleznosci od warunkéw poczatkowych, trajektorie zmierzaja do punktu stacjonarnego w
domenie powyzej albo ponizej wartosci progowej (Rysunek 4.5B). Dla duzych dawek leku
(np. 5000 czasteczek) w uktadzie wystepuje tylko punkt rownowagi, w domenie ponizej
wartosci progowej, wszystkie trajektorie zmierzaja do punktu z niskim poziomem biatka
(Rysunek 4.5C).

Nastepnie zbadatam, dawki leku, wywotujace powstanie r6znych punktéw stacjonar-
nych w uktadzie ze sprzezeniem ujemnym. Niska dawka leku (np. 1000 czasteczek) wywo-
luje obnizenie poziomu biatka do 11 000 czasteczek, tak samo jak w modelu ze sprzezeniem
dodatnim. Réwniez w tym ukladzie istnieje jeden zwyczajny punkt réwnowagi, w dome-
nie powyzej wartosci progowej (Rysunek 4.6A). Przy sredniej dawce leku — np. 5000
czasteczek— w ukladzie nie wystepuje zaden zwyczajny punkt stacjonarny, za to istnie-
je jeden osobliwy punkt stacjonarny. W przebiegach czasowych obserwuje sie oscylacje
poziomu biatka wokol wartosci granicznej (Rysunek 4.6B). Dawka 5 000 czasteczek le-
ku w modelu ze sprzezeniem dodatnim, skutkowala obnizeniem poziom biatka do 23571
czasteczek, co pozwalato na osiagniecie celu terapeutycznego. W modelu ze sprzezeniem
ujemnym, aby uzyskaé tak niski poziom biatka, konieczne jest podanie leku w dawce 26 000
czasteczek. W uktadzie ze sprzezeniem ujemnym w domenie ponizej wartosci progowej oba
geny sa aktywne, dlatego poziom mRNA jest wysoki (Rysunek 4.6C), natomiast w dome-
nie ze sprzezeniem dodatnim przy niskim poziomie biatka, tylko jeden gen jest aktywny,
dlatego poziom mRNA jest znacznie nizszy (Rysunek 4.5C).
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Rysunek 4.5: Odpowiedz uktadu z sprzezeniem dodatnim na rozne dawki leku; (A) Niska
dawka (DRUG = 1000 czasteczek); (B) Srednia dawka (DRUG = 3000 czasteczek); (C)
Wysoka dawka (DRUG = 5000 czasteczek) (Pierwszy rzad przedstawia przestrzen fazowa
uktadu oraz przykltadowe trajektorie dla réznych wartosci poczatkowych, szara kropka -
warunek poczatkowy, czerwona kropka - stan koricowy. Drugi rzad przedstawia przebiegi
czasowe poziomu biatka przy réznych wartosciach poczatkowych)

4.5 Heterogeniczno$¢ populacji komérkowej wynikajaca ze zroz-
nicowania progu aktywacji genéw

Wprowadzenie stochastycznoéci do matematycznych modeli uktadéw biologicznych pozwa-
la na analize odpowiedzi heterogenicznej populacji komérkowej. W niniejszym rozdziale
rozpatrze zréznicowanie populacji wynikajace z réznej wrazliwosci na czynniki regulatoro-
we, odpowiedzialne za aktywacje lub dezaktywacje genu. Zjawisko to moze by¢ modelowane
poprzez losowy wyboér wartosci progowej, gdzie jej obnizenie odpowiada zwiekszonej wraz-
liwosci na czynniki regulatorowe, z kolei zwiekszenie — obnizonej wrazliwosci. W analizowa-
nym modelu produkcji biatka wystepuje tylko jedna warto$¢ progowa, zatem wprowadzenie
heterogenicznosci populacji polega na zrandomizowaniu potozenia tylko tego jednego pro-
gu Op. Zmiana wartosci progowej moze powodowaé zmiane odpowiedzi uktadu, poniewaz
niektore trajektorie, ktoére przecinaly prég, moga teraz do niego nie dochodzié, a inne,
ktore nie dochodzily, teraz moga go przecina¢. Wystepowanie i potozenie punktow RSP i
SSP w uktadzie jest uzaleznione od wartosci progowych, zatem zmiana ich wartosci moze
powodowa¢é zmiane odpowiedzi uktadu, wzgledem odpowiedzi uktadu natywnego.

W pierwszym etapie eksperymentu zbadatam, jak na odpowiedz uktadéw wplywa zrdz-
nicowanie wartosci progowej 0p. Aby uzyska¢ pewien margines przy osiggnieciu celu tera-
peutycznego, wybratam dawki wyzsze niz wyliczone minimalne dawki skuteczne (w podroz-
dziale 4.1). W modelu ze sprzezeniem dodatnim zastosowatam dawke leku 4 800 czasteczek,
a w modelu ze sprzezeniem ujemnym — 26 000 czasteczek.
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Rysunek 4.6: Odpowiedz uktadu z sprzezeniem ujemnym na rézne dawki leku; (A) Niska
dawka (DRUG = 1000 czasteczek); (B) Srednia dawka (DRUG = 5000 czasteczek); (C)
Wysoka dawka (DRUG = 26000 czasteczek) (Pierwszy rzad przedstawia przestrzen fazowa
uktadu oraz przyktadowe trajektorie dla réznych wartosciach poczatkowych, szara kropka
- warunek poczatkowe, czerwona kropka - stan koricowy. Drugi rzad przedstawia przebiegi
czasowe biatka przy réznych wartosciach poczatkowych)

W kolejnym etapie zbadatam wptyw podania leku w losowych chwilach czasu na osia-
galnosé celu terapeutycznego. W podstawowym modelu podanie leku, a co za tym idzie
przetaczenie parametru DRUG, nastepuje w chwili tp = 15h od rozpoczecia symulacji.
Wprowadzenie zréznicowania czasu podania leku, wptywa na poziom biatka w chwili prze-
taczenia, poniewaz wczedniejsze podanie leku moze nastapié¢ w chwili, gdy poziom biatka nie
osiagnie stanu stacjonarnego. Symulacje takie pozwalaja modelowaé zachowanie populacji,
w ktorej komorki maja zré6znicowany poziom biatka przed podaniem leku.

Nastepnie przeanalizowatam uktad eksperymentalny z losowym potozeniem progu ak-
tywacji genu oraz losowym czasem podania leku, ktory wydaje sie byé najblizszy rzeczy-
wistym ukltadom biologicznym. Wyniki tych badan przedstawione sa w kolejnych podroz-
dziatach.

4.5.1 Losowe polozenie progu aktywacji genu

Na poczatku przeanalizowatam zachowanie populacji komoérkowej, w ktorej aktywacja genu
zachodzi przy r6znych wartoéciach progowych. W celu zréznicowania granic miedzy dome-
nami, wartosci progowe 0p losowatam z rozkladu normalnego, o éredniej réwnej nominal-
nej wartosci fp, zgodnie z algorytmem opisanym w sekcji 3.4. W zaleznosci od modelu,
dobratam rézne wartosci odchylenia standardowego rozktadu normalnego, a w niniejszej
pracy przedstawitam wyniki symulacji dla populacji dla dwéch przyktadowych odchyle-
niach, ktore dobrze obrazuja otrzymywane rezultaty. W przypadku modelu ze sprzezeniem
dodatnim, przedstawitam wyniki symulacji dla populacji (1000 komérek), w ktorych odchy-
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lenie standardowe wynosi 10% albo30% wartosci progowej. Przesuniecie wartosci progowej
skutkuje zmiang poziomu biatka w chwili przejicia trajektorii do drugiej domeny. Jako ze
tempo produkcji jest takie samo we wszystkich komoérkach, przesuniecie wartosdci progowej
powoduje jedynie zmiane chwili przetaczenia. W przypadku uktadu ze sprzezeniem dodat-
nim, obnizenie wartosci progowej powoduje aktywacje drugiego genu w komoérce z nizszym
poziomem biatka, niz w uktadzie natywnym. W efekcie czego pojawia sie zréZznicowanie
trajektorii czasowych, startujacych z tego samego warunku poczatkowego (Rysunek 4.7A
i B). W modelu z wigkszym odchyleniem standardowym, zakres zmiennosci odpowiedzi
rowniez jest wiekszy. W czesci populacji poziom biatka przed podaniem leku stabilizuje
sie na nizszej wartosci — w uktadzie pojawia sie punkt stacjonarny, w domenie ponizej
wartosci progowej. Warunek na wystepowanie punktu RSP w domenie ponizej wartosci
progowej, przed podaniem leku jest podany w réwnaniu 4.65. Przy zmiennosci 0p na po-
ziomie 10% warto$ci, maksymalna wartosé progowa w populacji nie spetnia tego warunku,
natomiast przy wiekszej zmiennosci (30% 6p), wylosowana wartos¢ fp jest na tyle duza,
ze warunek opisany réwnaniem (4.65) jest spelniony i wystepuje punkt RSP. Po poda-
niu leku, we wszystkich komérkach nastepuje gwaltowne obnizenie poziomu biatka, przy
czym tylko w czedci komorek zostaje osiagniety cel terapeutyczny. Zroéznicowanie warto-
sci progowych w populacjach o obu stopniach zréznicowania, powoduje w czedci populacji
zmniejszenie wartodci progowych, w stosunku do $redniej w stopniu wystarczajacym, aby
warunek na wystepowanie punktu stacjonarnego w domenie powyzej wartosci progowej byt
speliony (réwnanie 4.70). W konsekwencji odpowiedz stabilizuje si¢ powyzej celu terapeu-
tycznego. Na histogramach — Rysunek 4.7C i D przedstawiony jest czas osiagniecia celu
terapeutycznego od podaniu leku. W populacji o0 SD = 10% 60p w okoto 40% komorek nie
zostal osiagniety cel terapeutyczny (Rysunek 4.7C; rozowy stupek dla wartosci ponizej 0)
— wartos¢ progowa jest tak duza, ze komorki nie przechodza do domeny o tylko jednym ak-
tywnym genie, a cel terapeutyczny jest na tyle niski, ze aby go zrealizowaé wybrana dawka
leku konieczne jest przejscie do drugiej domeny. W populacji o SD = 30% 0p subpopu-
lacja o niezrealizowanym celu jest jeszcze wieksza i siega prawie 50% komorek (Rysunek
4.7D). Na histogramie (Rysunek 4.7D) widoczna jest rowniez subpopulacja komorek, ktora
osiagnela cel terapeutyczny bardzo szybko, w chwili okoto 15 godzin. Jest to subpopulacja
komoérek, ktére miaty znacznie nizszy poziom biatka w chwili podania leku, dlatego szybciej
osiagnety cel.

W modelu ze sprzezeniem ujemnym, konieczne bylto zastosowanie wiekszych wartosci
odchylenia standardowego, aby zaobserwowaé zréznicowanie populacji. Ponadto w prze-
biegach czasowych czedci komorek, mozna zaobserwowaé przeregulowanie, wynikajace z
obecnosdci ujemnego sprzezenia zwrotnego (Rysunek 4.8 A i B). Po podaniu leku naste-
puje gwaltowne obnizenie poziomu biatka, a koncowe jego wartodci sa zréznicowane. W
modelu z odchyleniem standardowym réwnym 30% 0p, zdecydowana wiekszo$¢é komorek
w stanie koricowym osiaga stan rownowagi o wysokim poziomie (okoto 23 500 czast.), a w
pojedynczych komoérkach obserwuje sie nizszy poziom biatka (Rysunek 4.8 C). Natomiast
w modelu z odchyleniem réwnym 50% 6p zréznicowanie populacji jest wieksze. Podobnie
jak w na Rysunku 4.8 C, mozna zaobserwowa¢ duza subpopulacje komérek o wysokim
poziomie biatka, ale jednoczes$nie pojawia sie subpopulacja (okoto 7% komorek) o stalym,
niskim poziomie biatka — okoto 11000 czasteczek. W komorkach, w ktérych poziom bial-
ka osiaga wartosci podrednie, wystepuja oscylacje, ktére sa widoczne na powiekszeniach
przebiegow czasowych biatka (Rysunek 4.8 A i B). Pomimo roznic w charakterze odpo-
wiedzi, we wszystkich komoérkach zostal osiagniety cel terapeutyczny. Réznice w czasie
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Rysunek 4.7: Odpowiedz populacji heterogenicznej (model ze sprzezeniem dodatnim) na
podanie leku; (A) Przebiegi czasowe poziomu biatka w populacji o SD = 10%6p; (B)
Przebiegi czasowe poziomu biatka w populacji o SD = 30%6p; (C) Udzial procentowy
populacji osiagajacej cel terapeutyczny w okreslonym czasie (SD = 10%6p); (D) Udzial
procentowy populacji osiagajacej cel terapeutyczny w okreslonym czasie (SD = 30%6p);
((A) i (B): Cel terapeutyczny oznaczony zielong przerywang linia; (C) i (D): rézowy stupek
— brak osiggniecia celu terapeutycznego)

osiagniecia celu terapeutycznego sa bardzo niewielkie, dlatego nie zostaly przedstawione
na histogramie.

Dla obu odchylen standardowych najwieksza subpopulacja charakteryzuje sie pozio-
mem biatka przy goérnej granicy obserwowanego zakresu — sa to komoérki, w ktérych war-
tosé progowa jest wysoka, a obnizenie liczby czasteczek biatka po podaniu leku, spowo-
dowalo przejscie do domeny ponizej wartosci progowej i aktywacje drugiego genu. W tej
subpopulacji warunek z roéwnania (4.78) jest spetniony. Druga subpopulacja, to komorki o
poziomie biatka przy dolnej granicy obserwowanego zakresu — w komérkach tych wartos¢
progowa 0p jest nizsza od punktu RSP w domenie {1} po podaniu leku (warunek opisany
rownaniem (4.82) jest spetniony). W efekcie czego trajektorie uktadu pozostaja w domenie
{1} i nie nastepuje aktywacja drugiego genu, dlatego tempo produkeji mRNA jest o potowe
nizsze, a zatem poziom biatka réwniez bedzie nizszy. Natomiast trzecia grupa to komorki,
w ktorych obserwuje sie oscylacje poziomu biatka. W tej grupie spelniony jest warunek
opisany réwnaniem (4.101), zatem wystepuje tylko punkt SSP, a r6zne poziomy konicowe
biatka wynikaja z oscylacji poziomu tego biatka wokot wartosci progowej (Rysunek 4.8 D).
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Rysunek 4.8: Odpowiedz populacji heterogenicznej (model ze sprzezeniem ujemnym) na
podanie leku; (A) Przebiegi czasowe poziomu biatka w populacji o SD = 30%6p; (B)
Przebiegi czasowe poziomu biatka w populacji o SD = 50% 6p; (C) Procentowa wielkosé
populacji z danym poziomem biatka w chwili koncowej (SD = 30%6p); (D) Procentowa
wielkosé populacji z danym poziomem biatka w chwili koncowej (SD = 50% 6p) ((A) i (B):
Cel terapeutyczny oznaczony zielona przerywana linia)

4.5.2 Zroéznicowanie czasu podania leku

W populacji poziom biatka moze sie znaczaco rézni¢ miedzy komérkami, co moze powodo-
wad roznice w skutecznosci danej terapii w populacji heterogenicznej. Zr6znicowany poziom
biatka moze wynika¢ miedzy innymi z podziatéw komorki, czy opdéznienia w aktywacji pro-
cesow, takich jak produkcja biatka. Przewaznie poziom biatka nie jest regulowany przez
tylko jeden czynnik, a wzajemne zaleznosci pomiedzy réznymi aktywatorami i inhibitorami
proceséw moga powodowad, ze rzeczywista komorka nie bedzie w stanie rownowagi. Row-
niez podziaty komoérki bardzo silnie wptywaja na poziomy biatek w danej chwili w komorce.
Jednoczednie, majac na uwadze, ze przedstawiony model dotyczy procesu chorobotwércze-
go, nalezy uwzgledni¢, ze komérki moga mie¢ rézng wrazliwosé na bodzZce zewnetrzne
i moga z opdznieniem aktywowaé reakcje produkcji biatek. W niniejszym podrozdziale
zbadatam jak poziom biatka w chwili podania leku wpltywa na aktywowana odpowied? i
osiggniecie celu terapeutycznego.

W celu zamodelowania wplywu réznych poziomoéw biatka w chwili rozpoczecia terapii,
wykonatam symulacje populacji komérkowej z réznym czasem podania leku tp. W ukla-
dzie, startujacym z zerowych warunkéw poczatkowych, czas podania leku moze wpltywaé
na poziom biatka przed terapia, zanim uktad dojdzie do poziomu nasycenia. Czas podania
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leku zostal wylosowany 7z rozktadu réwnomiernego, w zakresie od 0 do 15 godzin. Dzieki
temu mozliwe bylto zbadanie wplywu podania leku, zaréwno przy niskim, jak i wysokim
poziomie biatka. Poziom biatka w momencie podania leku przektada sie bezposrednio na
czas osiggniecia celu terapeutycznego, wezeéniejsze podanie leku pozwala na wczesniejsze
osiagniecie celu (Rysunek 4.9A i B). Zaréwno w modelu ze sprzezeniem dodatnim, jak i
ujemnym, czas podania leku (a wiec rowniez poziom biatka w momencie podania leku)
nie wplywa na poziom biatka w stanie ustalonym (Rysunek 4.9A i B). Czas podania leku
nie wplywa na pojawienie sie nowych punktéw stacjonarnych, ani na lokalizacje obecnego
punktu stacjonarnego. Na wykresach — Rysunek 4.9C i D przedstawione sa histogramy
czasu osiagniecia celu terapeutycznego od chwili podania leku. Model ze sprzezeniem do-
datnim ma znacznie dtuzszy maksymalny czas odpowiedzi — maksymalny czas osiagniecia
celu wynosi 21 godzin (Rysunek 4.9C), a w przypadku modelu ze sprzezeniem ujemnym
jest to okolo 16 godzin (Rysunek 4.9D). Czas osiggniecia celu terapeutycznego, w modelu
ze sprzezeniem ujemnym, ma rozktad réwnomierny w zakresie od 0 do 15 godzin, co bezpo-
srednio wynika z zastosowanego rozktadu rownomiernego (Rysunek 4.9 D). Natomiast, na
histogramie czasu osiaggniecia celu terapeutycznego, w modelu ze sprzezeniem dodatnim,
widoczne sa dwa maksima. Pierwsze maksimum wystepuje dla niskich wartosci czasu i
wynika z szybkiego osiagniecia celu w komérkach, w ktérych poziom biatka nie jest wyzszy
od wartoéci progowej — w komorkach tych jest aktywny tylko jeden gen, przez co poziom
biatka szybko spada. Natomiast drugie maksimum wystepuje dla czasu okoto 15 godzin po
podaniu leku. Na przebiegach czasowych widoczne jest stopniowe obnizanie sie poziomu
biatka w domenie z dwoma aktywnymi genami. Nastepnie trajektorie przechodzg ponizej
wartodci progowej i jeden z genéw jest dezaktywowany, co pozwala na dalszy spadek po-
ziomu biatka (Rysunek 4.9 C). Niskie wartosci okoto godziny 5 wynikaja z spowolnienia
spadku poziomu biatka, przed przejsciem do domeny ponizej wartosci progowe;j.

4.5.3 Zroéznicowanie progu aktywacji genu oraz czasu podania leku

W rzeczywistych przypadkach wystepuje zaréwno zréznicowanie progu aktywacji genu, jak
i poziomu biatka w chwili podania leku, dlatego wykonatam réwniez eksperyment bada-
jacy jednoczesny wplyw zréznicowania populacji pod wzgledem aktywacji genéw oraz o
zroznicowanym czasie podania leku do komorki (skutkujacym zréznicowaniem poziomu
biatka w chwili podania leku). W przeprowadzonych symulacjach populacji komoérkowej,
prog aktywacji produkcji mRNA losowatam z rozktadu normalnego o $redniej 6p i od-
chyleniu standardowym réwnym 30% 6p, ze wzgledu na duze zréznicowanie odpowiedzi w
analizowanych uktadach. Czas podania leku losowatam z rozktadu réwnomiernego, w za-
kresie od 0 do 15 godzin. W modelu ze sprzezeniem dodatnim populacja dzieli sie na dwie
subpopulacje o réznych, koricowych poziomach biatka. Wysoki, koticowy poziom biatka jest
zlokalizowany znacznie powyzej wartosci progowej, przez co charakteryzuje subpopulacje,
w ktorej cel terapeutyczny nie zostal osiagniety (Rysunek 4.10A). Poréwnujac wynik z wy-
nikiem symulacji populacji bez zréznicowania czasu podania leku, widoczne jest znaczne
zmniejszenie wielkodci subpopulacji, w ktoérej poziom biatka jest powyzej celu terapeu-
tycznego (36% (Rysunek 4.10C) vs 47% (Rysunek 4.7D)). Wezesne podanie leku, zanim
poziom bialtka osiggnie wysokie wartodci, pozwala na zmniejszenie poziomu biatka w chwili
konicowej w niektérych komoérkach, dzieki utrzymaniu trajektorii w basenie przyciagania
punktu réwnowagi, o niskim poziomie biatka. Ksztalt histogramu czasu, ktéry uptynat od
podania leku do osiggniecia celu terapeutycznego, podobnie jak w populacji o jednakowe;j
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Rysunek 4.9: Odpowiedz populacji o zréznicowanym czasie podania leku; (A) Przebiegi
czasowe poziomu biatka w uktadzie ze sprzezeniem dodatnim; (B) Przebiegi czasowe po-
ziomu biatka w uktadzie ze sprzezeniem ujemnym; (C) Histogram czasu osiagniecia celu
terapeutycznego w modelu ze sprzezeniem dodatnim; (D) Histogram czasu osiagniecia celu
terapeutycznego w modelu ze sprzezeniem ujemnym

wartosci progowej Op (Rysunek 4.9C) ma dwa maksima: pierwsze jest zwiazane z szybkim
osiagnieciem celu, ze wzgledu na podanie leku do komoérek o niskim poziomie biatka (a
nawet komorek, w ktorych poziom biatka jest nizszy, niz cel terapeutyczny) oraz drugie
wynikajace z czasochtonnego procesu obnizenia poziomu biatka w komoérkach z dwoma
aktywnymi genami, nastepnie dezaktywacji genu oraz dalszego obnizenia poziomu ponizej
celu terapeutycznego (Rysunek 4.10C).

W modelu ze sprzezeniem ujemnym, koricowy poziom biatka jest podobny, jak w mode-
lu bez zréznicowania czasu podania leku (Rysunek 4.8A i B), co wynika z oscylacji wokot
wartosci granicznej dla pewnych wartosci fp (Rysunek 4.10B). Patrzac na histogram czasu,
ktory uptynat od podania leku do osiagniecia celu terapeutycznego, w modelu ze sprze-
zeniem ujemnym, widoczny jest jego rownomierny ksztatt. W tym przypadku, lokalizacja
wartosci progowej dla biatka nie wptywa na czas osiagniecia celu, poniewaz spadek poziomu
biatka jest bardzo szybki (Rysunek 4.10D).

4.6 Modele produkcji bialtka z losowym przelaczeniem

Proces aktywacji i dezaktywacji genu jest procesem losowym, zaleznym od przytaczenia sie
odpowiednich czasteczek regulacyjnych oraz czynnikéw transkrypcyjnych. Wraz ze wzro-
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Rysunek 4.10: OdpowiedZ populacji na zréznicowanie progu aktywacji genu oraz czasu
podania leku; (A) Przebiegi czasowe poziomu biatka w ukladzie ze sprzezeniem dodatnim
(SD = 30%86p); (B) Przebiegi czasowe poziomu biatka w uktadzie ze sprzezeniem ujemnym
(SD = 30%6p); (C) Histogram czasu osiagniecia celu terapeutycznego po podaniu leku
w modelu ze sprzezeniem dodatnim (SD = 30%60p); (D) Histogram czasu osiagniecia
celu terapeutycznego po podaniu leku w modelu ze sprzezeniem ujemnym (SD = 30% 6p)
(rozowy stupek — brak osiggniecia celu terapeutycznego)

stem liczby czynnikéw transkrypcyjnych, wzrasta prawdopodobienistwo aktywacji danego
genu, natomiast wzrost liczby inhibitora czynnika transkrypcyjnego, powoduje np. zwiek-
szenie prawdopodobienstwa dezaktywacji genu lub zmniejsza prawdopodobieristwo jego
aktywacji.

Losowosé procesu przetaczenia stanu genu w modelu produkcji biatka zostata zamo-
delowana zgodnie z zaproponowanym przeze mnie algorytmem opisanym w sekcji 3.5. W
analizowanych modelach stan genu, posrednio oznaczany jako zmienna Zp, jest zalezny
od liczby czasteczek biatka, w sposob opisany sigmoidalng funkcja, ktéra ma przedstawiac
rozmyta warto$¢ progowa. W tym celu zostala wykorzystana funkcja Hilla opisana wzorem:

Pn
r(P) = 4.102
gdzie n to wspotczynnik Hilla opisujacy skosnosé funkcji. W modelu ze sprzezeniem dodat-
nim, aby okresli¢, czy gen jest aktywny czy nie, losuje liczbe 7 rozktadu réwnomiernego z
zakresu [0, 1] i poréwnuje ja z wartoscia funkeji r(P). Jedli liczba losowa jest mniejsza od
r(P), to gen jest aktywny. W uktadzie ze sprzezeniem ujemnym sytuacja jest odwrotna, a
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Rysunek 4.11: Zaleznos¢ wartosci prawdopodobienstwa w funkcji liczby czasteczek biatka,
dla réznych wartosci wspotczynnika Hilla n. Wartoéé progowa 0p = 5 - 102,

wartosé losowa mniejsza od funkcji prawdopodobieristwa oznacza, ze gen jest nieaktywny.
Wraz ze wzrostem liczby czasteczek biatka, wzrasta prawdopodobieristwo aktywacji lub
dezaktywacji genu (w zaleznosci od sprzezenia). Dla wysokich wartosci parametru Hilla
(w tym przypadku n = 5) uklad jest hiperwrazliwy na zmiane liczby czasteczek biatka
w bliskiej okolicy wartosci progowej, a funkcja prawdopodobieristwa ma ksztalt bardziej
zblizony do funkcji skokowej. Natomiast uktady o niskich wartosciach parametru Hilla (np.
n = 1), maja szerokie spektrum wrazliwosci procesu na stezenie biatka — nawet przy niskiej
licznosci biatka w komorce, istnieje mozliwosé aktywacji procesu, ale jednoczesnie wysoka
licznog¢ biatka nie gwarantuje aktywacji procesu (Rysunek 4.11).

Losowa aktywacja gendéw powoduje zréznicowanie tempa transkrypcji mRNA | a przez
to powoduje zréznicowanie poziomu biatka w populacji. Losowos¢ przetaczenn moze byé
glownym czynnikiem réznicujacym populacje, ale rowniez jej odpowiedz na terapie [68].
Gloéwnym wyznacznikiem przy dobieraniu dawki leku jest skuteczno$é terapii, np. uzyska-
nie pozadanego poziomu biatka w komoérkach. Jednak ze wzgledu na toksycznosé lekow,
nowoczesne podejscie do planowania terapii zaktada takie dobranie stezenia leku, aby ne-
gatywny wplyw na organizm byt jak najmniejszy. Dobranie leku zapewniajacego skuteczna
terapie jest zadaniem zaréwno waznym, jak i bardzo trudnym. Badania teoretyczne, takie
jak przedstawione w niniejszej rozprawie, moga nas do tego celu przyblizy¢.

Aby zbadaé zaleznos¢ miedzy zréznicowaniem populacji komoérkowej o réznych typach
autoregulacji a minimalna, efektywna dawka leku przeprowadzitam eksperyment in sili-
co uwzgledniajacy losowosé aktywacji genéw. Rozpatrujac model produkeji biatka opisany
rownaniami (4.2) - (4.7), zréznicowanie populacji komorkowej wynika z réznej wrazliwosci
na obecno$¢ czynnikow regulatorowych (P). Rézna wrazliwosé komorki jest modelowana
poprzez rozne wartosci parametru Hilla n, regulujace skosnosé funkeji (rownanie (4.102)).
W kazdym z badanych przypadkéw populacja jest ztozona z 500 komorek. Ze wzgledu na
losowodé aktywacji gendw, przebiegi czasowe poziomoéw biatka w komoérkach, nalezacych do
populacji, startujace z tych samych warunkéw poczatkowych, réznia sie miedzy soba. Za-
kres zroznicowania odpowiedzi jest zalezny od parametru Hilla (n). Niezaleznie od rodzaju
autoregulacji, odpowiedz populacji hiperwrazliwej na wartos¢ progowa biatka (n = 5) jest
malo zréznicowana, a odpowiedZ w stanie ustalonym jest zblizona do odpowiedzi deter-



4.6. MODELE PRODUKCJI BIALKA Z LOSOWYM PRZELACZENIEM 93

ministycznej (1.65 - 10%) (Rysunek 4.12A i B: trzecia kolumna). Dla n = 3 zréznicowanie
populacji jest wieksze, ale nadal §redni poziom biatka stabilizuje sie na wartosci zblizonej
do wartosci w uktadzie deterministycznym (Rysunek 4.12A i B, druga kolumna). Nato-
miast w komérkach, w ktérych procesy aktywacji i dezaktywacji genéw zachodza nawet
przy liczbie biatka dalekiej od wartosci progowej (n = 1), zréznicowanie populacji jest
bardzo duze. Przebiegi czasowe charakteryzuja sie duza wariancja w stosunku do pozio-
mu $redniego (Rysunek 4.12A i B, pierwsza kolumna). Sredni poziom biatka w uktadzie
ze sprzezeniem dodatnim jest znacznie nizszy od odpowiedzi deterministycznej (Rysunek
4.12A, pierwsza kolumna). W uktadzie ze sprzezeniem ujemnym niska warto$é¢ parame-
tru n skutkuje podwyzszeniem wartosci redniej poziomu biatka (Rysunek 4.12B, pierwsza
kolumna).
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Rysunek 4.12: Przebiegi czasowe poziomu biatka w przyktadowych 200 komérkach dla réz-
nych wartosci wspotezynnika n bez podania leku; (A) w ukltadzie ze sprzezeniem dodatnim;
(B) w uktadzie ze sprzezeniem ujemnym; (Szara, przerywang linia oznaczono odpowiedz
deterministyczna,)

Uktlad ze sprzezeniem dodatnim

Na wykresach — Rysunek 4.13 zostaly przedstawione koricowe poziomy biatek, w ukta-
dzie ze sprzezeniem dodatnim, w populacji o réznych wartoéciach parametru n oraz pod
wplywem réznych dawek leku. Kazda populacja sktada sie z 500 komoérek, w ktoérych pro-
ces aktywacji i dezaktywacji genu jest losowy. We wszystkich populacjach podanie leku
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Rysunek 4.13: Konicowy poziom biatka w populacji o réznej wrazliwosci (parametr n) przy
roznych dawkach leku (uklad ze sprzezeniem dodatnim). Rozne kolory oznaczaja rozne
komérki w populacji.

powoduje obnizenie poziomu biatka, co jest zgodne z wynikiem symulacji modelu determi-
nistycznego. Na przebiegu deterministycznym (Rysunek 4.13 czarna linia) widoczny jest
gwaltowny spadek poziomu biatka, ktéry wynika z przejscia trajektorii z basenu przycia-
gania punktu RSP, w domenie powyzej wartosci progowej do basenu przyciagania punktu
RSP, w domenie ponizej wartoéci progowej. W populacji komoérkowej nawet bez podania
leku, widoczne jest bardzo duze zréznicowanie populacji o duzym zakresie wrazliwosci na
biatko (n = 1), w poréwnaniu do populacji o n = 3 i n = 5. W populacji o n = 1, wraz
ze wzrostem dawki leku wystepuje zmniejszenie §redniego poziomu biatka oraz zakresu
obserwowanych odpowiedzi. W populacjach o n = 3 i n = 5, wraz ze wzrostem dawki
leku réwniez nastepuje spadek sredniego poziomu biatka, ale najwiekszy zakres odpowiedzi
obserwuje sie dla $rednich dawek leku. Szczegdlnie jest to widoczne w populacji 0o matej
wrazliwosci (n = 5), gdzie przy niskiej i wysokiej dawce leku odpowiedz jest bardzo homo-
geniczna, a przy dawce 3 000 czasteczek zakres odpowiedzi jest bardzo duzy (Rysunek 4.13,
trzeci wykres). To zachowanie jest przeanalizowane w dalszej czesci sekcji. Wyliczona, na
podstawie modelu deterministycznego, minimalna skuteczna dawka leku (réwnanie (4.8))
wynosi 3500 czasteczek. W przypadku zréznicowanej populacji komérkowej okazuje sie, ze
dawka ta nie jest wystarczajaca, aby wywolaé¢ pozadane obnizenie poziomu biatka, nawet
w czedci komorek. Skutecznosé terapii w populacji z n = 1 oraz n = 3 jest zerowa. Nato-
miast w populacji o malym zroznicowaniu (n = 5) terapia jest skuteczna w 78% komorek
populacji (skutecznosé terapii jest okreslona wylacznie na podstawie ostatniego punktu
czasowego), co zostalo przedstawione na histogramie koricowych wartosci poziomu biatka
(Rysunek 4.14). Aby zapewni¢ skutecznos¢ terapii takze w przypadku bardziej zréznicowa-
nych populacji, konieczne jest zastosowanie wiekszych dawek leku. W populacji o duzym
zroznicowaniu (n = 1) dawka 5000 czasteczek powoduje obnizenie poziomu biatka ponizej
wartodci progowej u zaledwie 1% komorek, a podniesienie dawki do 5500 czast. pozwala na
osiagniecie celu w 42% komorek. W populacji o n = 3 dawka leku, pozwalajaca osiagnaé
cel terapeutyczny we wszystkich komérkach, wynosi miedzy 4500 a 5000 czasteczek. W
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Rysunek 4.14: Histogram konicowego poziomu biatka w populacji mato wrazliwej na niski
poziom bialka (n = 5) po podaniu leku w dawce 3.5-10% (uktad ze sprzezeniem dodatnim).
Cel terapeutyczny oznaczony przerywana, zielong linig.

uktadzie ze sprzezeniem dodatnim, éredni poziom biatka przed podaniem leku jest nizszy
niz w modelu deterministycznym. Jednak losowa aktywacja genu, skutkuje mniejsza wraz-
liwodcig, populacji na lek, przez konieczne jest podanie wiekszej dawki leku, niz w uktadzie
deterministycznym, aby osiaggnaé cel terapeutyczny.

Zréznicowanie poziomoéw biatka w ostatniej chwili czasu, w populacjach o réznych war-
tosciach parametru n oraz przy roéznych dawkach leku jest przedstawione w postaci wy-
kresow pudetkowych (Rysunek 4.15). W stanie przed podaniem leku, poziom biatka jest
najnizszy i najbardziej zroznicowany w populacji o szerokim zakresie wrazliwosci (n = 1)
(Rysunek 4.15, pierwszy wykres). Po zadzialaniu duza dawka leku (3500 czasteczek), naj-
nizszy poziom biatka wystepuje w populacji o matym zakresie wrazliwosci na poziom biatka
(n = 5), natomiast najwieksze zroznicowanie jest w populacji n = 3, co wynika z przyciaga-
nia przez dwa punkty stacjonarne w domenach po przeciwnych stronach wartodci progowe;j
(Rysunek 4.15, trzeci wykres). Wplyw istnienia dwoch punktow stacjonarnych w uktadzie
jest szczegolnie widoczny w populacji o n = 5 po podaniu 3000 czasteczek leku (Rysunek
4.15, srodkowy wykres), gdzie czerwony wykres ma bardzo duza liczbe punktow odstaja-
cych. Analizujac przebieg czasowy dla tego uktadu (n = 5, DRUG = 3 -10%), po podaniu
leku jest widoczny podzial populacji na dwie subpopulacje — dominuje populacja o niskim
poziomie biatka, ale duza cze$¢ komoérek oscyluje na poziome biatka zblizonym do wartosci
progowej 6p = 50000 czast. (Rysunek 4.16, trzeci wykres). W populacjach o n = 1 oraz
n = 3 nie obserwuje si¢ podzialu populacji na dwie czedci, ale zakres zmiennogdci dla popu-
lacji n = 3 jest wiekszy niz dla populacji n = 1 (Rysunek 4.16, pierwszy i drugi wykres).
Duza wrazliwoé¢ komorek na szeroki zakres liczby biatka (czyli niska wartos¢ parametru n)
powoduje, ze przetaczenia miedzy stanami genéw zdarzaja sie bardzo czesto i sa w matym
stopniu zalezne od stanu uktadu. W rezultacie odpowiedZ modelu ma charakter biatego
szumu.
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Rysunek 4.15: Zakres zroznicowania populacji komorkowej o roznej wrazliwosci (parametr
n) przy roznych dawkach leku (uktad ze sprzezeniem dodatnim); (na wykresach przed-
stawiony poziom biatka w chwili konicowej; réznymi kolorami oznaczone sa rézne wartosci
parametru n, zgodnie z wartosciami na osi x. )
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Rysunek 4.16: Przebieg poziomu biatka w populacji o r6znej wrazliwosdci (parametr n) po
podaniu 3000 czasteczek leku (uktad ze sprzezeniem dodatnim, 200 komorek na kazdym
wykresie); (szara, przerywana linia — odpowiedz deterministyczna)

Uklad ze sprzezeniem ujemnym

Skuteczna dawka leku w modelu ze sprzezeniem ujemnym zostata okreslona poprzez anali-
tyczne obliczenia i wynosi 20 000 czasteczek (sekcja 4.1). W uktadzie ze sprzezeniem ujem-
nym wraz ze wzrostem dawki leku spada zréznicowanie pozioméw biatka w ostatniej chwili
symulacji. Na wykresie — Rysunek 4.17 widoczne jest réwniez, ze dla nizszych wartosci
n, dawka leku, efektywna w calej analizowanej populacji komérkowej, jest mniejsza niz w
rozwiazaniu deterministycznym — punkty koiicowych poziomoéw biatka w symulacjach sto-
chastycznych sa ponizej rozwigzania deterministycznego od dawki leku 12 500 czasteczek.
W rozwiazaniu deterministycznym widoczny jest brak zmian poziomu biatka dla zakre-
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Rysunek 4.17: Konicowy poziom biatka w populacji o réznej wrazliwosci (parametr n)
przy roznych dawkach leku (uktad ze sprzezeniem ujemnym).Rozne kolory oznaczaja rozne
komoérki w populacji

su dawki leku, odpowiadajacej wystepowaniu punktu SSP (Rysunek 4.4B). W populacji
wrazliwej na szeroki zakres iloéci biatka (n = 1), juz dawka 17500 czasteczek leku gwa-
rantuje 100-procentowa skutecznosé. Terapia lekiem w liczbie 20000 czasteczek pozwala
na uzyskanie 100% skutecznos¢ w populacji o n = 3, natomiast w populacji o n = 5, przy
dawce DRUG = 20000 czast., 70% komorek osiaga cel terapeutyczny. Zatem, w ukladzie
ze sprzezeniem ujemnym, wraz ze wzrostem zréznicowania populacji (czyli spadkiem war-
tosci n), zwieksza sie wrazliwosé na dziatanie leku. W modelu ze sprzezeniem ujemnym, na
przebiegach czasowych widoczne jest, ze populacja o niskiej wartosci n charakteryzuje sie
zaréwno wysokim érednim poziomem biatka, jak i duzym zakresem zmiennosci, w poréw-
naniu do pozostatych populacji (Rysunek 4.12 B), co widoczne jest rowniez na wykresach
pudetkowych przedstawionych na Rysunku 4.19, pierwszy wykres.

Dla n = 3 oraz n = 5 zréznicowanie populacji jest bardzo mate, a wartosci érednie
zblizone do wartosci modelu deterministycznego. Zréznicowanie populacji przy $rednich
dawkach leku (DRUG = 7500 czast.) wynika z oscylacji wartosci progowych wokot warto-
§ci granicznej Op (Rysunek 4.18). Po podaniu dawki leku, sugerowanej obliczeniami deter-
ministycznymi, we wszystkich analizowanych populacjach komérkowych nastapito znaczne
obnizenie poziomu biatka — cel terapeutyczny jest zrealizowany przez wiekszoé¢ populacji,
we wszystkich przypadkach. Wraz ze wzrostem n, spada zréznicowanie populacji (Rysunek
4.19, trzeci wykres). Przy posredniej dawce leku (10 000 czasteczek) odchylenie standardowe
w uktadach jest zblizone i wynosi odpowiednio: 1158, 1081 i 1037 czasteczek dla populacji
o n rownych 1, 31 5 (Rysunek 4.19, drugi wykres). Sprzezenie ujemne w systemie regu-
lacji produkcji biatka, skutkuje zwiekszeniem wrazliwosci modelu stochastycznego na lek,
w poréwnaniu do modelu deterministycznego. Wraz ze wzrostem parametru Hilla, wzra-
sta warto$¢ minimalnej, skutecznej dawki leku dla populacji. Jednoczesnie, dla $rednich
dawek leku, obserwuje sie zblizone odchylenia standardowe pozioméw biatka, niezaleznie
od parametru Hilla. Wynika to z dominujacego wpltywu bliskosci wartoéci granicznej na
czestosé przetaczen. Przeciwna sytuacja ma miejsce w uktadach ze sprzezeniem dodatnim,
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Rysunek 4.18: Przebieg poziomu biatka w populacji komérek o réznych wartosciach para-
metru n po podaniu 7500 czasteczek leku (uktad ze sprzezeniem ujemnym, 200 przyktado-
wych komorek na kazdym wykresie) (Szara, przerywana linia - odpowiedz deterministyczna,
czerwona linia - warto$¢ progowa)

w ktorych populacja stochastyczna jest mniej wrazliwa na lek, w pordéwnaniu do modelu
deterministycznego, a dla srednich dawek leku wystepuje duze zréznicowanie odpowiedzi
populacji.
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Rysunek 4.19: Zakres zréznicowania populacji komérkowe]j scharakteryzowanych réznymi
warto$ciami parametru n przy roznych dawkach leku (uktad ze sprzezeniem ujemnym). Na
wykresach przedstawiono poziom biatka w chwili koricowe;.

4.7 Dyskusja

Systemy kawatkami liniowe maja wiele zastosowari ze wzgledu na zdolno$¢ do posiadania
rownoczesnie kilku typow zachowania. Przelaczenia powoduja skokowa zmiane struktury
i/lub wartosci parametréw, co skutkuje zmiana dynamiki. Dzieki temu, nawet stosunkowo
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prosty model moze prawidtowo oddawaé dynamike skomplikowanego systemu. Przedsta-
wiona w niniejszym rozdziale analiza pozwolita, z jednej strony na zaprezentowanie me-
todyki analizy uktadéw z przetaczeniami na prostym przyktadzie, a z drugiej strony na
scharakteryzowanie prostego uktadu biologicznego.

Analizowany uktad biologiczny to prosty model produkcji biatka, uwzgledniajacy dwa
rézne typy autoregulacji: sprzezenie dodatnie oraz sprzezenie ujemne. Zaktadamy, ze istnie-
je mozliwosé oddzialywania na niniejszy uktad poprzez podanie leku, zwickszajacego tempo
degradacji biatka. Podanie leku ma na celu obnizenie poziomu biatka ponizej wybranego
celu terapeutycznego. Przeprowadzona analiza wedlug zaproponowanego schematu (sek-
cja 3.6) pozwolita zbada¢ mi whasciwosci uktadu, m.in. podstawowa dynamike odpowiedzi,
wystepowanie punktéw réwnowagi oraz mozliwych trajektorii. Zbadatam réwniez wpltyw
podania leku (modelowanego jako przetaczenie zalezne od czasu) na zachowanie uktadu
oraz osiagalnos¢ celu terapeutycznego. W celu uwzgledniania heterogenicznoéci populacji
komérkowej w eksperymentach biologicznych, zbadatam wptyw zréznicowania wtasciwosci
komérek poprzez zrandomizowanie potozenia wartosci progowej p, oznaczajacej wrazli-
woé¢ komoérki na poziom czynnika transkrypcyjnego. Ponadto wykonatam badania wplywu
losowosci aktywacji genéw na zréznicowanie odpowiedzi komérki. Wszystkie te badania po-
zwolity na lepsze poznanie wlasciwosci badanych uktadow.

Systemy ze sprzezeniem dodatnim pozwalaja m.in. na wzmocnienie i utrzymanie sy-
gnatu w komoérce, co wystepuje na przyktad w wewnatrzkomorkowych kaskadach sygnato-
wych. W przedstawionym powyzej modelu widaé, ze ukltad ze sprzezeniem dodatnim jest
bardziej wrazliwy na oddzialtywania zewnetrzne niz uktad ze sprzezeniem ujemnym. Sprze-
zenia ujemne s3 czestym elementem sieci genowo-biatkowych ze wzgledu na zdolnos$é¢ do
stabilizacji uktadu oraz niwelowania zaktocen zewnetrznych. Osiggniecie celu terapeutycz-
nego bylo mozliwe po podaniu znacznie wyzszej dawki leku. Ponadto w takich uktadach
moze wystepowaé przeregulowanie — po podaniu leku obserwuje sie gwaltowne obnizenie
poziomu biatka, a po pewnym czasie uktad stabilizuje sie na wyzszym poziomie. Takie za-
chowanie uktadu moze by¢ szczegblnie mylace przy badaniach kontrolnych, poniewaz niski
poziom biatka moze sugerowaé osiagniecie celu terapeutycznego, co jest prawda tylko w
krotkim horyzoncie czasu. Jednoczesnie, dynamika modelu ze sprzezeniem ujemnym jest
bardzo szybka, a czas dojscia do stanu réwnowagi jest znacznie krétszy, niz w ukladzie ze
sprzezeniem dodatnim.

Analityczne wyznaczenie punktow stacjonarnych, wykazato znaczace réznice w dynami-
ce uktadéw z réznymi typami regulacji. W uktadach ze sprzezeniem dodatnim, dla pewnych
zakres6w parametréow, wystepuje bistacjonarnosé, natomiast w ukladach ze sprzezeniem
ujemnym wystepuje punkt réwnowagi typu centrum, wokol ktérego wystepuja stabilne
oscylacje. Analitycznie wyznaczone punkty RSP i SSP posiadaja potwierdzenie w symula-
cjach numerycznych.

Heterogenicznosé populacji objawiajaca sie m.in. r6zna wrazliwoscia komérki na obec-
nos¢ czynnikéw regulujacych aktywnoéé genu, wpltywa zaréwno na czas odpowiedzi, jak i
poziom koncowy biatka. W uktadzie ze sprzezeniem dodatnim wyznaczytam analitycznie
wystepowanie dla pewnego zakresu parametréow dwoch punktéw RSP jednoczesnie. Wy-
konane nastepnie badania numeryczne wykazaty podzial populacji na dwie subpopulacje
o roznych poziomach biatka (Rysunek 4.7A i B). Takie zachowanie populacji jest istot-
ne z punktu widzenia planowania terapii, a éwiadomos¢ obecnosci sprzezenia dodatniego
w uktadzie, pozwoli na przewidzenie mozliwego zachowania uktadu po podaniu leku. W
uktadach ze sprzezeniem ujemnym, réwniez wystepuje podzial na subpopulacje o réznych
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typach odpowiedri, ale zakres zréznicowania odpowiedri jest znacznie mniejszy. Poza ko-
morkami, w ktorych wystepuje stabilizacja poziomu biatka w punkcie RSP, mozna réwniez
wyrdzni¢ subpopulacje, w ktorej wystepuja oscylacje wokot wartosci progowej (Rysunek
4.8A i B). W badanym modelu, ze wzgledu na bardzo szybka dynamike, oscylacje te sa
bardzo niewielkie, ale w bardziej rzeczywistym modelu, uwzgledniajacym transport mRNA
oraz posrednie formy biatka, oscylacje te moglyby mieé znacznie wieksza amplitude.

Zréznicowanie czasu podania leku w uktadzie z przetaczeniami pozwala zbadaé¢ wpltyw
na odpowiedz populacji réznych pozioméw biatek w komoérkach, w chwili podania leku.
Woezesne podanie leku pozwala na ograniczenie rozwoju choroby, dzieki utrzymaniu po-
ziomu biatka na niskim poziomie. Przy uwzglednieniu zaréwno zréznicowania wrazliwosci
komorki na obecnosé czynnikéw regulatorowych, jak i poziomu biatka w chwili podania
leku, okazuje sie, ze podanie leku przy nizszych poziomach biatka, pozwala na osiagniecie
celu terapeutycznego w wiekszej czesci populacji komérkowe].

Zakres zmiennosci wewnatrzpopulacyjnej ma bardzo duze znaczenie przy okredlaniu
wartosci dawki, ktora, przy minimalnej toksycznodci, zapewni zrealizowanie celu terapeu-
tycznego. Zréznicowanie w zakresie stezenia czynnikéw regulatorowych, umozliwiajacych
aktywacje procesu przetaczenia stanu genu moze wynika¢ z réznic miedzy procesami, li-
niami komoérkowymi lub populacjami. Populacja komérkowa o duzym zakresie wrazliwosci
na czynniki regulatorowe (czyli populacja o n = 1) posiada bardzo duze zroznicowanie
poziomu biatka w chwili konicowej w uktadzie bez podania leku. Sredni poziom bialtka
w populacji moze byé¢ zaréwno wyzszy, jak i nizszy od odpowiedzi deterministycznej, w
zaleznosci od wystepujacych sprzezen w uktadzie oraz dawki. W modelu ze sprzezeniem
ujemnym z szerokim zakresem wrazliwosci na czynniki regulatorowe (n = 1), éredni poziom
biatka przy niskich dawkach leku jest wyzszy, natomiast przy wysokich dawkach jest nizszy
w stosunku do wyniku modelu deterministycznego. Podwyzszenie poziomu biatka wynika z
losowej aktywacji drugiego genu, ktory w uktadzie deterministycznym, w domenie {1} jest
stale nieaktywny. Natomiast wraz ze wzrostem dawki leku, rozwiazanie deterministyczne
przechodzi do domeny ponizej wartosci progowej, gdzie obydwa geny sa aktywne. Losowa
dezaktywacja jednego genu w modelu stochastycznym powoduje obnizenie poziomu biatka
w stosunku do odpowiedzi deterministycznej. Z kolei w uktadzie ze sprzezeniem dodatnim
obserwowana jest odwrotna zaleznoéé. Jest to écisle powiazane ze strukturg zaproponowa-
nego uktadu: jesli w danym stanie w uktadzie deterministycznym sa aktywne dwa geny,
losowa dezaktywacja jednego z nich bedzie obnizata poziom biatka w uktadzie. Natomiast,
jesli w uktadzie deterministycznym w danym stanie jest aktywny tylko jeden gen, losowa,
nawet chwilowa aktywacja drugiego, spowoduje podwyzszenie poziomu biatka w uktadzie.

Wystepowanie w systemie sprzezenia dodatniego czesto skutkuje pojawieniem sie bista-
bilnodci, widocznej w wynikach eksperymentéw biologicznych, jako rézne typy odpowiedzi
(np. [69, 70]). Podzial populacji na dwie czesci, zostal wykazany poprzez wspolistnienie
dwéch punktow stacjonarnych i jest rowniez widoczny w wynikach modelu ze sprzezeniem
dodatnim, zawierajacym stochastyczne przetaczenia. Powyzsze wyniki pokazuja, ze akty-
wacja roznych typow odpowiedzi jest mozliwa tylko w ukladach z przetaczeniem silnie
zaleznym od stezenia czynnika regulatorowego (wysoka warto§¢ n). Dla niskich wartosci
n przelaczenia stanu genu moga zachodzi¢ réwniez dla stezen czynnika regulatorowego
dalekich od wartosci progowej. Baseny przyciggania wokét punktéow stacjonarnych maja
rozmyte granice, przez co trajektoria jest przyciagana przez obydwa punkty jednoczeénie.
Silne naktadanie si¢ basenéw przyciggania skutkuje czestymi zmianami domeny, a w kon-
sekwencji trajektoria uktadu jest silnie zaszumiona i biegnie chaotycznie w okolicy granicy
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miedzy domenami.

Ze wzgledu na procesy rozprzestrzeniania sie leku w organizmie, jego oddziatywanie z
innymi czasteczkami, procesy rozpadu i wydalania z organizmu, zatozenie o staltym stezeniu
leku w komérce jest bardzo duzym przyblizeniem. W wyniku spadku liczby czasteczek leku,
w rzeczywistych uktadach moze nastapi¢ wzrost poziomu biatka. W efekcie cel terapeutycz-
ny, zdefiniowany jako utrzymanie poziomu biatka ponizej zatozonej wartosci, przestanie
by¢ realizowany. Przy zalozeniu, ze celem jest utrzymanie niskiego poziomu biatka przez
pewien czas, mozna zaproponowaé kilka rodzajow terapii. Jedna z opcji jest wielokrotne
podawanie niskich dawek leku (np. terapia metronomiczna), ktore pozwala utrzymac ste-
zenie leku wewnatrz komorki na niskim, matotoksycznym poziomie, przy jednoczesnym
utrzymaniu realizacji celu terapeutycznego. Ten typ terapii moze réwniez byé modelowa-
ny przy zastosowaniu modeli z przetaczeniami, gdzie sygnal przetaczajacy jest okresowa
funkcja oznaczajaca chwile podania leku. Takie podejscie pozwala na uzyskanie ciekawych
wynikéw juz na prostych modelach dynamiki wewnatrzkomoérkowej, co pokazatam w swojej
publikacji [14].
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Rozdzial 5

Model modulu regulatorowego bialka
P53

Biatko pb3 nosi nazwe straznika genomu, ze wzgledu na kluczowa role w aktywacji odpowie-
dzi komérkowej na uszkodzenia DNA, powstate w wyniku dziatania czynnikéw zewnatrz-
oraz wewnatrzkomorkowych [27]. Ze wzgledu na znaczenie biatka p53, nad jego budowa,
funkcjami, modutem regulatorowym oraz aktywowanymi przez niego procesami, od wielu
lat jest prowadzonych szereg badari, zaréwno biologicznych, jak i symulacyjnych. Bazujac
na dostepnej wiedzy na temat budowy i funkcjonowania modutu regulatorowego biatka p53
stworzytam jego model, przy wykorzystaniu metodologii uktadéw z przetaczeniami. Pod-
czas tworzenia modelu i dobierania wartosci parametréow wykorzystatam dostepna wiedze
biologiczna oraz wtasne modele matematyczne biatka p53. Ze wzgledu na ztozong dyna-
mike modutu regulatorowego biatka p53, opisujace go modele matematyczne sg silnie nie-
liniowe (m.in. [22, 71]), a analiza ich zachowania zazwyczaj opiera sie na stochastycznych
lub deterministycznych przebiegach czasowych, otrzymanych metodami numerycznymi. W
niniejszej rozprawie, dzieki zastosowaniu ukladéw kawatkami liniowych, wykonatam do-
ktadng analize systemu, uwzgledniajaca m.in. analityczne rozwigzanie, tworzenie graféow
tranzycji oraz wyznaczenie punktéw stacjonarnych. Otrzymane wyniki symulacji odnio-
stam do znalezionych w literaturze wynikéw biologicznych oraz wynikéw symulacyjnych
otrzymanych z wykorzystaniem innych modeli. Dzigki takiemu podej$ciu mogltam ocenié¢
poprawnosé otrzymanych wynikéw, a takze oszacowaé ich przydatnosé, w poréwnaniu do
wynikéw modelowania nieliniowego.

Gtowna aktywnosé biatka p53 polega na regulacji ekspresji gendéw zwigzanych z sze-
regiem procesow, takich jak naprawa DNA, blokada cyklu komérkowego, starzenie sie ko-
morek czy apoptoza. W normalnych komoérkach stezenie biatka p53 jest utrzymywane na
niskim poziomie dzieki szybkiej degradacji, indukowanej przez biatko MDM2. Po poja-
wieniu sie uszkodzen materialu genetycznego poziom biatka p53 gwaltownie wzrasta [72].
Nawet niewielkie uszkodzenia komoérki wywohijg akumulacje p53, ktére nastepnie aktywuje
procesy ich naprawy. Ponadto p53 aktywuje produkcje biatek odpowiedzialnych za blokade
cyklu komorkowego, takich jak biatko p21, 14-3-3-sigma czy GADD45. W rezultacie naste-
puje tymczasowa blokada podzialéw komorki, co zapobiega powielaniu sie uszkodzonych
komorek i daje czas na naprawe uszkodzen [72|. Znaczace uszkodzenia komorki, ktore nie
moga by¢ efektywnie naprawione, skutkuja dalsza akumulacja biatka p53, ktore aktywuje
programowana $mier¢ komorki (apoptoze) [73]. Oczywiscie proces odpowiedzi komoérkowej
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na stress jest bardzo skomplikowany i zaangazowane sa w niego liczne biatka i inne zwigz-
ki (np. mikroRNA). W organizmie wielokomérkowym prawidtowe funkcjonowanie $ciezki
apoptotycznej umozliwia m.in. likwidacje komérek mutagennie zmienionych, posiadajacych
potencjal nowotworowy.

5.1 Opis modelu modutu regulatorowego biatka p53

W zaproponowanym modelu modutu regulatorowego biatka p53, uwzglednitam jedynie naj-
wazniejsze oddzialywania, kluczowe dla zachowania wlasciwej dynamiki uktadu. W stwo-
rzonym modelu uwzglednione sa tylko dwie, gléwne petle sprzezenia zwrotnego: jedna
dodatnia i jedna ujemna oraz trzy biatka: p53, MDM2 i PTEN. Ujemna petla sprzezenia
zawiera pb3 oraz jego inhibitor — biatko MDM2. p53 aktywuje ekspresje biatka MDM2,
ktore, jako ligaza E3 ubikwityny, reguluje proces przylaczenia czasteczek ubikwityny do
p53, co jest sygnatem do degradacji tego biatka [74]. Dzieki dziataniu petli ujemnej, nor-
malne, niepobudzone czynnikami stresowymi komérki, znajduja sie w stanie réwnowagi, w
ktorym jest staly, niski poziom biatek p53 i PTEN oraz wysoki poziom MDM2 [75]. Druga
petla sprzezenia — sprzezenie dodatnie, pozwala natomiast na duzy wzrost poziomu biatka
p53, jezeli uszkodzenia materiatu genetycznego w komorce nie zostang dostatecznie szybko
naprawione [76]. Sprzezenie dodatnie zawiera szereg biatek, m. in. biatko PTEN, ktorego
gen jest aktywowany przez pb3. PTEN dezaktywuje biatko PIP3, ktére jest konieczne w
dalszym procesie aktywacji biatka MDM2. Wysoki poziom biatka PTEN skutkuje blokada
transportu MDM2 z cytoplazmy do jadra komorkowego [72]. Biatko p53, ze wzgledu na
swoja role czynnika transkrypcyjnego, jest zlokalizowane gtéwnie w jadrze komérkowym,
zatem ograniczenie transportu MDM2 do jadra pozwala na znaczne wydtuzenie czasu pot-
trwania biatka pb3, poprzez zmniejszenie tempa jego degradacji. Efektem dziatania petli
dodatniej jest nagromadzenie biatka p53 w jadrze komoérkowym, co skutkuje wzrostem
ilosci biatek proapoptotycznych (takich jak Bax), zaleznych transkrypcyjnie od obecnosci
biatka p53. Uszkodzenia DNA indukuja wiele zmian w komorce, m.in. aktywuja gwaltowna
degradacje biatka MDM2, co skutkuje wytraceniem uktadu ze stanu réwnowagi. W stworzo-
nym modelu uprodcitam cze$¢ oddzialtywan, zostawiajac jedynie najistotniejsze elementy:
zalezno$é transkrypcyjna biatek PTEN i MDM2 od biatka p53, aktywacje degradacji p53
przez MDM2, zahamowanie transportu MDM2 do cytoplazmy pod wplywem wysokiego
poziomu PTEN oraz aktywacje degradacji MDM2 pod wptywem uszkodzen komérki.

Powyzsza sie¢ zaleznosci zamodelowalam przy wykorzystaniu metodyki uktadéw z prze-
taczeniami. Wstepna wersje modelu kawalkami liniowego przedstawitam w publikacjach
[77, 78|, gdzie poréwnalam jego wyniki z analogicznym modelem nieliniowym. W kolej-
nych pracach przedstawitam ostateczng forme modelu wraz z parametrami oraz wykonang
analize [79, 80]. Opublikowatam réwniez, na nieco zmodyfikowanym modelu, wyniki symu-
lacji populacji heterogenicznej w zaleznosci od lokalizacji wartosci progowych [81].

Stworzony model przedstawia dziatanie modutu regulatorowego biatka p53 oraz ilu-
struje zachowanie sie ukltadu w odpowiedzi na stres. Model zawiera tylko najwazniejsze
biatka tworzace sie¢ regulatorowa biatka p53, co pozwala, przy duzej prostocie modelu,
odwzorowaé podstawowa dynamike uktadu. Model zawiera 4 zmienne:

e P — biatko p53,

e M — cytoplazmatyczne biatko MDM2,
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Rysunek 5.1: Struktura modelu modutu regulatorowego biatka p53; (A) Schemat oddzia-
tywani w modelu; (B) Podzial przestrzeni stanu przez wartosci progowe

e N — jadrowe biatko MDM2,
e T — biatko PTEN

oraz wymuszenie R — stres, ktory powoduje powstanie uszkodzen DNA i wzrost tempa
degradacji MDM2, zar6wno jadrowego, jak i cytoplazmatycznego. Schemat modelu jest
przedstawiony na Rysunku 5.1A. Przedstawia on biatka (zmienne modelu — w kotkach),
procesy (strzalki z cigglymi liniami, wraz z parametrami tempa reakcji) oraz oddziatywa-
nia biatek na tempa proceséw (oznaczone przez strzalki z przerywana linia). Poduktady
tworzace system s opisane liniowymi modelami uwzgledniajacymi procesy produkcji, de-
gradacji oraz transportu. Réwnanie opisujace zmiany poziomu pb3 jest nastepujace:
dP(t)
dt
Zmiana poziomu liczby czasteczek biatka p53 zalezy od tempa produkcji (ktore jest state —
pierwszy czlon) oraz degradacji, zaleznej od liczby jadrowego biatka MDM2 (drugi czlon).

dﬁf>: p3(P(t)) — d2 (14 R) M (t) — ki (T(t)) M (t). (5.2)

Zmiana poziomu biatka MDM2 w cytoplazmie zalezy od tempa produkeji (niskie lub wy-
sokie w zaleznosci od poziomu p53, rownanie (5.2) — pierwszy czton), tempa degradacji
(zwiekszanej przez wymuszenie R — drugi czton rownania (5.2)) oraz tempa transportu do
jadra (wysokiego w warunkach normalnych lub niskiego dla wysokiego poziomu PTEN —
trzeci czton rownania (5.2)). Zmiana poziomu jadrowego MDM2 jest opisana nastepujacym
réwnaniem:

= p1—di(N()) P(D). (5.1)

dN (t)

dt
Zmiana poziomu biatka MDM2 w jadrze jest uzalezniona od tempa importu MDM2 z
cytoplazmy (pierwszy czton) oraz tempa degradacji, ktore podobnie jak tempo degrada-
cji cytoplazmatycznego MDM2, jest zalezne od stresu R (drugi czlon). Natomiast tempo
zmiany poziomu biatka PTEN zalezy jedynie od tempa jego produkcji, regulowanej przez
p53 (pierwszy czlon rownania (5.4)), oraz degradacji, ktora jest stata (drugi czton réwnania

(5.4)).

= ENT() M(t) — ds (1+ R) N(t). (5.3)

fy)zzymm—@ﬂa (5.4)
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Parametry modelu, ktorych wartos¢ zalezy od stanu uktadu sg oznaczone gwiazdka (*), a w
nawiasach oznaczone sg zmienne, ktore wpltywaja na wartoé¢ danego parametru. Aktywacja
proceséw zachodzi po przekroczeniu wartosci progowej danego biatka. W modelu istnieja
4 wartosci progowe:

e Op — wartodé¢ progowa biatka p53 — dzieli uktad na domeny, w ktorych produkcja
biatek MDM2 oraz PTEN jest niska lub wysoka,

e O — wartos¢ progowa biatka PTEN — rozdziela przestrzen stanu na domeny, w kt6-
rych transport MDM2 do cytoplazmy jest normalny (szybki) lub ograniczony (wolny),

e On1 i1 0no — dwie wartodci progowe jadrowego MDM2 — oddzielaja stany uktadu, w
ktorych warto$¢ tempa degradacji p53 jest niska, srednia lub wysoka. Dwie wartosci
progowe maja za zadanie lepiej oddawaé stan komoérki, w ktérych w eksperymentach
biologicznych obserwuje sie niski, éredni i wysoki poziom biatka p53.

Podziat przestrzeni stanu na 12 podprzestrzeni, przez zastosowane warto$ci progowe jest
przedstawiony na Rysunku 5.1B. Ze wzgledu na brak wartosci progowej biatka M, mozli-
we jest przedstawienie tréjwymiarowej przestrzeni stanu, uwzgledniajacej jedynie zmienne
posiadajace wartosci progowe (czyli P, N i T'). W zwiazku z istnieniem czterech warto-
sci progowych w ukladzie wystepuja cztery zmienne przetaczajace, wskazujace, czy dana
zmienna jest powyzej czy ponizej danej wartosci progowej (Zp, Zn1, Zn2, 1), €O mozna
zapisaé jako:

0 dla P<#ép 0 dla N <0n2

Zp = 5.5 Ing = 5.7
F {1 dla P> 6p, (5:5) e {1 dla N > Oxo, (5.7)

0 dla N <0n 0 dla T <6r

Iy = 5.6 Zr = 5.8
M {1 da N30y, OO g {1 da T3op. OV

Wartodci parametrow zaleznych od stanu uktadu, mozna przedstawié poprzez wymnozenie
parametréw reakcji przez binarne wartosci zmiennych przetaczajacych:

Py = P20+ p2Zp, (5.9)
p3s = Dpso+Dps1Zp, (5.10)
di = dio+di1 Zn1+ di2 Zno, (5.11)
ki = ko — ki1 Zr, (5.12)

przy zalozeniu k19 > k11. Wszystkie parametry sktadaja sie z sumy tempa zaleznego od
zmiennych przetaczajacych oraz podstawowego tempa procesu, poniewaz procesy te moga
by¢ aktywowane rowniez przez inne biatka (np. inne czynniki transkrypcyjne) i nawet przy
niskich poziomach bialek mozna zaobserwowaé¢ wystepowanie danego procesu. Podobnie
w rownaniu (5.12) jest zakladane, ze PTEN nie blokuje catkowicie transportu MDM2 do
jadra, ale znaczaco go hamuje. W kazdej domenie zestaw parametréw modelu bedzie mial
rézne wartosci. Parametry oraz strukture modelu dobralam na podstawie wczeéniejszych
prac |77, 78] oraz udostepnionego mi modelu nieliniowego (przedstawionego w dalszej czesci
rozprawy) tak, aby jak najlepiej oddawaé¢ zachowanie rzeczywistego uktadu, nie uwzgled-
niajac jednak zadnej specyficznej linii komérkowej. Wartodci parametréw modelu, wartosci
progowe oraz wartodci poczatkowe zmiennych sg przedstawione w Tabeli 5.1.
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Tabela 5.1: Wartoéci poczatkowe, parametry i progi w modelu PLDE biatka p53

Parametr Opis Wartosé Jednostka
P tempo produkecji P 8.8 1/s
D20 tempo podstawowej produkcji M 2.4 1/s
D21 tempo produkcji M indukowanej przez P 21.6 1/s
P30 tempo podstawowej produkcji T' 0.5172 1/s
P31 tempo produkcji T" indukowanej przez P 3.6204 1/s
di1o tempo podstawowej degradacji P 9.8395 - 107° 1/s
di1 tempo podwyzszonej degradacji P indukowanej 6.5435 - 1075 1/s
przez N
di2 tempo wysokiej degradacji P indukowanej 9.8395-107° 1/s
przez N
do tempo degradacji M i N 1.375-107° 1/s
ds tempo degradacji T 3-107° 1/s
k1o tempo podstawowego transportu NV 1.5-107* 1/s
k11 obnizenie tempa transportu N przez T 1.4713-1074 1/s
Op warto$¢ progowa dla P 4.5-10% czasteczek
On1 1. wartos¢ progowa dla N 4-10% czasteczek
Ona 2. wartos¢ progowa dla N 8-10* czasteczek
Or warto$¢ progowa dla T’ 10° czasteczek
Py wartosé poczatkowa P 2.6858 - 10* czasteczek
My wartos¢ poczatkowa M 1.1166 - 10* czasteczek
Ny wartos¢ poczatkowa N 1.5438 - 10% czasteczek
To warto$¢ poczatkowa T’ 1.7240 - 10° czasteczek

Przebiegi czasowe

Podczas wyboru uktadéw kawatkami liniowych do opisu rzeczywistych systeméw biologicz-
nych rodzi sie watpliwosé, czy sa one zdolne do oddania skomplikowanej, nieliniowej dyna-
miki uktadu. W celu zaprezentowania efektywnosci modelowania z przetgczeniami, wyniki
symulacji otrzymanych z modelu kawaltkami liniowego sa zestawione z wynikami symulacji
analogicznego, silnie nieliniowego modelu modutu regulatorowego biatka p53 (autorstwa
dra hab. Krzysztofa Puszytiskiego, prof. nzw. Pol. S1.) bedacym uproszeniem modelu [71]).
Roéwnania modelu sg nastepujace:

PO 5 —d N2 PO,
‘“Zt(t) _ kNl?gfi(t)?M(t)_E;(HR)N( ),
T _ ~P(gitf%—él§m),

(5.13)

M),  (5.14)

(5.15)

(5.16)
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Tabela 5.2: Wartosci parametréw w nieliniowym modelu biatka pb3

Parametr Opis Wartosé Jednostka
D1 tempo produkeji P 8.8 1/s
D2 tempo produkcji M 440 1/s
D3 tempo produkeji T 100 1/s
dy tempo degradacji P 1.375-10714 1/s
do tempo degradacji M i N 1.375-107° 1/s
ds tempo degradacji T 3-107° 1/s
k1 tempo transportu N 1.925-1074 1/s
ko stala w rownaniu na produkcje M 1T 1-107° czasteczek?
ks stata w rownaniu na transport T’ 1.5-107° czgsteczek?
(A) <104 Model kawatkami liniowy (B) «<10% Model nieliniowy
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Rysunek 5.2: Poréwnanie przebiegéw czasowych otrzymanych za pomocg modelu kawal-
kami liniowego i nieliniowego w systemie bez wymuszenia; (A) Model kawaltkami liniowy;
(B) Modelu nieliniowy.

gdzie czlony réwnan oznaczajace konkretne procesy sa w takiej samej kolejnosci jak w
analogicznych rownaniach modelu kawatkami liniowego (réwnania (5.1)-(5.4)). Parametry
wystepujace w modelu nieliniowym zostaly oznaczone tylda (np. p1), aby odrézni¢ je od
parametréw modelu kawatkami liniowego, a ich wartosci sa przedstawione w Tabeli 5.2.

W warunkach bez podania czynnika stresowego (R = Oa.u.) w przypadku obydwu
modeli widoczny jest wysoki poziom jadrowego MDM2 i niski poziom pozostatych biatek.
Wartodci poczatkowe sa takie same w obydwdch modelach i zostaly dobrane poprzez nume-
ryczne sprawdzenie lokalizacji punktu stacjonarnego w modelu nieliniowym. W przypadku
modelu kawatkami liniowego, w poczatkowych chwilach symulacji widoczne sa niewielkie
zmiany poziomu biatek, wynikajace z niewielkiej réznicy miedzy punktem réwnowagi w
uktadzie kawatkami liniowym (Rysunek 5.2A) i nieliniowym (Rysunek 5.2B), bedacej efek-
tem doboru parametrow.

Przy $rednich uszkodzeniach materiatu genetycznego, w eksperymentach biologicznych
obserwuje sie oscylacje poziomu biatka p53, wywotane dziatlaniem ujemnej petli sprzezenia
[82]. W przypadku modelu nieliniowego, po zadziataniu stresem o wartosci R = 4 a.u., ob-
serwuje sie gasnace oscylacje (Rysunek 5.3B). Natomiast w przypadku modelu kawatkami
liniowego oscylacje sa state (Rysunek 5.3B). W obu przypadkach nie obserwuje sie powrotu
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Rysunek 5.3: Poréwnanie przebiegéw czasowych otrzymanych za pomoca modelu kawatka-
mi liniowego i nieliniowego w systemie z wymuszeniem R = 4 a.u.; (A) Model kawatkami
liniowy; (B) Model nieliniowy

do stanu poczatkowego, poniewaz stres jest modelowany jako stata zmiana parametru. Je-
sli modele zostalyby rozbudowane o réwnanie opisujace poziom uszkodzeri DNA, mozliwe
byloby obserwowanie naprawy DNA oraz powrotu do stanu sprzed dziatania stresu. Jed-
nakze element ten nie jest istotny w kontekécie badania dynamiki modutu regulatorowego
biatka pb3, dlatego zostatl pominiety w niniejszych modelach.

Wysokie dawki czynnika stresogennego powoduja powazne uszkodzenia materiatu ge-
netycznego, ktoére nie moga by¢ efektywnie naprawione, co skutkuje aktywacja programo-
wanej $mierci komorki. W pierwszych chwilach po zadziataniu stresu wystepuja oscylacje
poziomu biatka p53. W tym czasie podjete sa proby naprawy materiatu genetycznego. Jesli
uszkodzenia nie zostang naprawione, nastepuje nagromadzenie biatka PTEN, ktore skut-
kuje blokada biatka MDM2 w cytoplazmie, przez co gwaltownie wzrasta poziom biatka
p53, ktore zlokalizowane jest glownie w jadrze. Utrzymywanie stale wysokiego poziomu
biatka pb3 pozwala na dalsza produkcje biatek zwigzanych z aktywacja apoptozy, a takze
bezposrednie oddziatywanie biatka p53 na btonie mitochondrialnej [83]. W obu modelach
obserwuje sie oscylacje w poczatkowej fazie odpowiedzi na stres, a nastepnie dalszy wzrost
poziomu biatka p53. W przypadku modelu nieliniowego widoczny jest ogromny wzrost po-
ziomu biatka PTEN oraz MDM?2 w cytoplazmie, a takze brak nasycenia poziomu biatka p53
w analizowanym odcinku czasu (Rysunek 5.4B). Tak wysokie licznosci biatka w komorce
najprawdopodobniej nie sg mozliwe do osiagniecia, ze wzgledu na biologiczne ograniczenia
komérki i sg artefaktem nieliniowego modelowania proceséw bez warunku apoptozy. W
przypadku modelu kawatkami liniowego widoczny jest wzrost poziomu biatka p53 (Rysu-
nek 5.4A), co odpowiada aktywacji apoptozy w komoérkach. Poziom biatka p53 po okoto 30
godzinach stabilizuje si¢ na poziomie rownym 3-krotnodci poziomu biatka w stanie sprzed
wymuszenia, co jest zgodne z wynikami eksperymentalnymi opublikowanym w [84]. W tym
przypadku, przy tak duzym uproszczeniu ukladéw, zastosowanie modelowania kawatkami
liniowego pozwala na ograniczenie pozioméw biatek i lepsze dopasowanie wynikéw symu-
lacyjnych.

Zmieniajac wartodé stresu R mozna bada¢ wplyw roznego poziomu uszkodzern DNA
na odpowiedz komérki. Juz niski poziom stresu wywotuje oscylacje poziomu biatka, ale
okres tych oscylacji jest dlugi, a s$redni poziom biatka w czasie jest niewystarczajacy do
wywotania apoptozy (Rysunek 5.5, pierwszy wiersz). Diugosé¢ okresu oscylacji p53 w mo-
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Rysunek 5.4: Poréwnanie przebiegéw czasowych w modelu kawatkami liniowym i nielinio-
wym w systemie z wymuszeniem R = 9a.u.; (A) Przebiegi czasowe modelu kawatkami
liniowego; (B) Przebiegi czasowe modelu nieliniowego

delowanym systemie zalezy od dawki. W przypadku modelu nieliniowego (Rysunek 5.5,
pierwsza kolumna), dtugosé okresu dla analizowanych poziomow stresu zawiera si¢ w prze-
dziale 6.7 — 8.5 godziny, natomiast w przypadku modelu z przetaczeniami ten rozrzut jest
nieznacznie wiekszy, ale przyjmuje nizsze wartosci: 5.2 — 8.2 godziny (Rysunek 5.5, druga
kolumna). Podobne dlugosci okresu obserwuje sie rowniez w wynikach eksperymentow bio-
logicznych [85]. Doktadne wartosci sa zalezne zar6wno od linii komérkowej, jak i rodzaju
wymuszenia. Na podstawie wynikéw symulacji modelu mozna zauwazyé, ze wzrost pozio-
mu stresu powoduje spadek dtugosci okresu oscylacji w komorkach (Rysunek 5.5); co jest
zgodnie z obserwacjami biologicznymi na pojedynczych komoérkach (badania mikroskopowe
prowadzone na komorkach z znakowanym fluorescencyjnie biatkiem p53 [74]).

5.2 Rozwigzanie analityczne modelu szlaku regulatorowego
biatka p53

W kazdej domenie regulatorowej model szlaku regulatorowego biatka pb3 ma inne wla-
sciwodci ze wzgledu na rézne wartosci parametréw modelu. Jednakze struktura modelu
pozostaje taka sama, a rozwigzanie analityczne dla kazdej domeny r6zni sie jedynie warto-
Sciami parametréw, zmieniajacych swoja warto$¢ w momencie zmiany domeny.

5.2.1 Wyznaczenie rozwigzan analitycznych w poszczegélnych domenach

W poszczegdlnych domenach wartosci parametrow, zaleznych od stanu uktadu (czyli p3, p3,
di i k7) sa stale, dlatego mozliwe jest wyznaczenie rozwiazan analitycznych. Poziom biatka
pH3 oraz PTEN zalezy wytacznie od procesu produkcji oraz degradacji, zatem rozwigzanie
czasowe mozna wyznaczy¢ analogicznie jak w modelu produkcji mRNA w sekeji 4.2.1.
Rozwiazanie analityczne réwnania opisujacego poziom biatka pb3 jest nastepujace:

P(t) = Z—i + (PO — Zi) e~ Nt (5.17)
1 1
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Rysunek 5.5: Przebiegi czasowe poziomu biatka pb3 przy ré6znych wartosciach stresu R

(pierwsza kolumna — model nieliniowy; druga kolumna — model kawatkami liniowy; Tp -
dtugosc okresu)

7 kolei rozwigzanie analityczne poziomu biatka PTEN jest opisane réwnaniem:

T(t) = Z—i + <Tg - Zi>ed3t. (5.18)

W przypadku réwnania opisujacego poziom cytoplazmatycznego MDM2 nalezy réwniez
uwzgledni¢ spodek poziomu biatka w wyniku transportu MDM2 do cytoplazmy, jednak
ogblna forma réwnania jest taka sama:

__ P L Py o (dOtR)R)
M(t) = M 2 . 1
D= it mn+r +< 0 d2(1+R)+k{>e 1 (5.19)
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Natomiast rownanie opisujace poziom jadrowego biatka MDM2 ma analogiczng strukture
do réwnania opisujacego zmiany poziomu biatka w modelu produkeji biatka (sekcja 4.2.2).
Najpierw nalezy stworzy¢ réwnanie pochodnej zmiennej N, podajac wprost wzoér opisujacy
przebieg czasowy M (t), poprzez podstawienie rownania (5.19) do rownania (5.2):

— = =K s T (Mo s e D) —dy(14+ RIN(t
dt 1<d2(1+R)+k;+ T HArR) TR ) 2(1+ R)N(D),

(5.20)
ktére po wprowadzeniu statej
P5
Ci=My— —F— 5.21
P G0+ R+ K (5.21)
i po przeksztalceniach przyjmuje nastepujacg forme:
dN(t) P3 —(d :
— 2 4+ dy(1+RN(t) =k} | —— 2 (d2(1+R)+kDE ) 22
o T 2(1+ R)N(t) 1<d2(1+R)+kT+Cle (5.22)

Rozwiazanie tego rownania mozna uzyska¢ poprzez rozwiazanie rownania jednorodnego i
uzmiennienie statej. Rozwiazanie réwnania jednorodnego ma nastepujaca postac:

N(t) = Coe~ RO+, (5.23)
a po zrézniczkowaniu ma nastepujaca forme:
dN(t)  dCs(t)
. dt
Po podstawieniu do réwnania (5.22) i zredukowaniu otrzymuje sie rownanie na pochodna:

e~ RUTRE _ Cy(t)dy(1 + R)e~ PO, (5.24)

= k* C (d2(1+R)+E)t d2(1+R)t 5.95
dt NGO R i T e ’ (5:25)

ktéra mozna wyliczy¢ przez catkowanie:

£ = 1D5 d2(14+R)t —k*t . 9
Ca(t) do(1+ R)(do(1+ R) + k7)° Cre™" + Gy (5.26)

Po podstawieniu powyzszej funkcji do rownania (5.23) otrzymuje sie rownanie w postaci
CZasoOwWej

1P —(da(1+R)+k)t —dy(1+R)t

NO = G m@arm Ry e oL G.n)
zawierajace stata (3, ktora mozna wyznaczy¢ poprzez znalezienie rozwiazania szczegdlnego
dlat = 0:

kips

da(1+ R)(d2(1 + R) + k7)
gdzie po podstawieniu formuty opisujacej C1, wstawieniu do réwnania czasowego i uprosz-
czeniu otrzymuje sie pelne rozwigzanie analityczne poziomu jadrowego biatka MDM?2:

C3 =Ny — + 4, (5.28)

N(t) = 1P — | M, R . B —(d2(14+R)+k})t
w da(1 + R)(d2(1 + R) + k7) < T L+ R + k) +

p3 —dy(1+R)t
No+ My — —————— 2 . 5.29
+( o+ Mo d2(1+R)>e ( )
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5.2.2 OQOkreslenie warto$ci punktéw docelowych

Na podstawie rozwigzania analitycznego, dla kazdego poduktadu mozna wyznaczyé¢ punkt
docelowy, do ktérego beda zmierzaty trajektorie. Ogdlne wzory, opisujace wartosci punktow
docelowych w dowolnych domenach, sa nastepujace:

- _n

lim P(1) = 2 (5.30)
lim M(t) = —— P2 (5.31)
i N(g) — 1P , 5.32

i N(t) da(1+ R)(d2(1+ R) + k) 532
: _ 13

Jim 70 = (5.33)

Jak wida¢ w powyzszych réwnaniach, ze wzgledu na wystepowanie w nich parametréw z x,
ktorych wartosci zaleza od domeny, w ktérej znajduje sie uktad, potozenie punktéw docelo-
wych dla trajektorii rowniez zalezy od domeny, w ktérej rozwazana trajektoria sie znajduje.
To, czy punkt docelowy danej domeny bedzie zwyczajnym punktem stacjonarnym, zalezy
od potozenia wartosci progowych, poniewaz natrafienie na granice przez trajektorie star-
tujaca z danej domeny, spowoduje przejscie do innej domeny i zmiane zachowania uktadu.

5.2.3 Wyznaczenie czasu przelgczenia

Rownania czasowe opisujace poziom biatka p53 (P) oraz PTEN (T') sa stosunkowo proste,
dlatego mozliwe jest wyznaczenie czasu, w jakich uktad startujacy z danych warunkéow
poczatkowych osiggnie wartosé progowa (oczywiscie o ile w ogole osiagnie warto$é progo-
wa). Czas przelaczenia dla zmiennej P (oznaczony tps) wyliczytam poprzez przyréwnanie
rownania (5.17) do wartosci progowej i zlogarytmowanie:

op = 2Ly [ py = BL)odites. (5.34)
di 1
op — 2L = (Po - pi)f‘%s, (5.35)
dy 1
bp — Bt
In(| =—— | = —ditps, 5.36
(PO _ {}}) 1 S ( )
zatem czas ten jest rowny:
1 Pody —p1
tps = —In| ——— |. 5.37
o= et 5.3)

W zaleznosci od warunkéw poczatkowych oraz pozostalych parametréow, obserwuje sie
rézne zachowanie uktadu:

e Py =pi/dj — uklad jest w stanie rownowagi, a wiec w punkcie docelowym,

e Op = p1/d; — punkt docelowy jest zlokalizowany w wartosci progowej, zatem trajek-
toria dojdzie do wartosci progowej, ale jej nie przekroczy i nie nastapi przetaczenie,
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e Py >0p Api/di < 0plub Py < Op Ap1/di > 0p — trajektoria natrafi na wartos¢
progowa w czasie okreslonym wzorem (5.37),

e Py >0pAp1/di > 6p lub Py < 0p Ap1/dj < 0p — uklad bedzie dazyt do punktu
docelowego w danej domenie, nie natrafi na wartosé¢ progowa 6p.

Analogicznie wyznaczytam czas przelgczenia dla wartosci progowej Or, poniewaz row-
nanie czasowe biatka 7' (réwnanie (5.18)) ma podobna strukture jak rownianie opisujace
poziom biatka P. Réwnanie opisujace czas przetaczenia tr, jest nastepujace:

1 Tods — p3
tre = —In| ——= . 5.38
57 dy <9T d3 — p3 (5.38)

Roéwniez dla tego réwnania mozna wyznaczy¢ zaleznosci wartosci parametréw, dla ktérych
bedzie mozliwe wyznaczenie czasu przetaczenia:

o T = p3/ds — uktad jest w stanie rownowagi, a wiec w punkcie docelowym trajektorii,

o 07 = p4/ds — punkt docelowy jest zlokalizowany na wartosci progowej, zatem trajek-
toria osiagnie wartos¢ progowa, ale nie nastapi przelgczenie,

o 1y > Op ANp3/ds < O lub Ty < 07 A p3/ds > O — trajektoria natrafi na wartosé
progowa w czasie okre§lonym wzorem 5.38,

o 1y > 07 Api/ds > O lub Ty < O A p5/ds < O — uklad bedzie dazyt do punktu
docelowego w danej domenie, nie natrafi na wartos¢ progowa .

W uktadzie wystepuja rowniez dwie wartosci progowe dla jadrowej formy biatka MDM2,
ktoérej poziom jest zalezny od poziomu jego cytoplazmatycznej formy. Ze wzgledu na duzy
stopnienn skomplikowania rozwiazania czasowego dla jadrowego biatka MDM2 (réwnanie
(5.29)), nie ma mozliwosci doktadnego wyznaczenia czasu osiggniecia wartosci progowych

5.3 Graf tranzycji modelu modulu bialtka p53 dla réznych
wymuszen

Grafy tranzycji pozwalaja na wizualizacje deterministycznego zachowania uktadu poprzez
schematyczne przedstawienie przej$¢ pomiedzy domenami. Analiza niniejszego uktadu zo-
stata juz przedstawiona w artykule [79], gdzie prezentowanie byly rowniez schematy grafow
tranzycji. Grafy tranzycji moga by¢ wykorzystane podczas wyliczania punktéw stacjonar-
nych, zwyczajnych i osobliwych, poniewaz pokazuja, w ktérych domenach wystepuja punk-
ty RSP oraz pomiedzy ktérymi domenami moga wystepowaé oscylacje.

Kazda domena moze by¢ jednoznacznie opisana przez wektor trzech wartosci
B ={Zp,Zn,Z7}, gdzie Zp, Zn oraz Zp przyjmuja wartosci oznaczajace polozenie da-
nej zmiennej powyzej lub ponizej wartosci progowej. Ze wzgledu na wystepowanie dwoch
progéw dla zmiennej N, zmienna Zy moze mie¢ wartosé 0, 1 lub 2. W przypadku zmien-
nych Zp oraz Zp mozliwe sa tylko wartosci 0 i 1. Przykladowo domena {011} oznacza
podprzestrzen stanu, gdzie P < 0p, Ony1 < N < Opno 1T > Op.
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(B) 101 | [111] 4 121

Rysunek 5.6: Graf tranzycji dla modelu z r6znymi dawkami wymuszenia [79]; (A) R = 0 a.u.
(B) R=15a.u. (C) R=9a.u.

W procesie tworzenia grafu przejsé¢ dla modelu modutu regulatorowego biatka p53 wy-
korzystywane sa dane o punktach docelowych trajektorii dla poszczegdlnych domen (réwna-
nia (5.30) - (5.33)). Lokalizacja punktéow docelowych domeny niesie informacje o kierunku
zmian pozioméw biatek w domenie — czy i w strone ktérych granic trajektoria sie prze-
suwa — co pozwala okresli¢ kierunek przejs¢ pomiedzy domenami. Dla réznych wartosci
stresu R zmieniaja sie kierunki oddziatywan niektorych tukoéw w grafie, co oddaje zmiane
zachowania uktadu pod wplywem stresu.

Graf tranzycji dla uktadu bez wymuszenia jest przedstawiony na Rysunku 5.6A. Na
grafie widoczne jest, ze zaden tuk nie jest wyprowadzony z domeny {020}, co sugeruje,
ze jest zlokalizowany w niej zwyczajny punkt stacjonarny. W tej domenie poziomy biatek
p53 1 PTEN sa niskie, a poziom jadrowego MDM2 jest wysoki. Wysoki poziom jadrowego
MDM2 wynika z wolnego tempa degradacji oraz szybkiego transportu MDM2 z cytoplazmy
do jadra, co pozwala na jego akumulacje w tym kompartmencie. Wysoki poziom MDM2 w
jadrze powoduje bardzo szybka degradacje pb3, skutkujaca jego niskim poziomem, obser-
wowanym w komoérkach w stanie natywnym. Ponadto na grafie widoczne sa cykle pomiedzy
domenami {011}, {111}, {121}, {021} oraz {011}, {001}, {101}, {111}, {121}, {021}, co
moze powodowaé wystepowanie oscylacji, w przypadku wystapienia w uktadzie wysokiego
poziomu biatka PTEN.

Pod wplywem wymuszenia o niskiej wartosci (R = 1.5 a.u.) punkty docelowe w dome-
nach zmieniaja swoje polozenie, a w efekcie rowniez zmienia sie graf przejscia (Rysunek
5.6B). W uktadzie nastepuje zmiana kierunku tukow tak, ze zmierzaja do do domeny {111},
w ktorej poziom biatka p53 jest podwyzszony. Stres zwieksza degradacje MDM2, przez co
jego czas poéttrwania jest krotszy. Nizszy poziom MDM2 skutkuje zmniejszeniem tempa
degradacji pb3. W uktadzie akumuluje sie biatko p53, co powoduje zwiekszenie produkcji
cytoplazmatycznego MDM?2 oraz PTEN — biatka te wystepuja na wysokim poziomie. Niski
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poziom jadrowego MDM2 jest rowniez skutkiem cze$ciowej blokady transportu, aktywowa-
nej przez wysoki poziom biatka PTEN. Jednoczesnie w uktadzie wystepuje cykl pomiedzy
domenami: {010}, {110}, {120}, {020}, co moze $wiadczy¢ o wystepowaniu oscylacji po-
miedzy tymi domenami.

Dla wysokich dawek wymuszenia przejscia miedzy domenami ulegaja dalszym zmia-
nom (Rysunek 5.6C). Wraz ze wzrostem stresu (R = 9 a.u.) nastepuje przesuniecie punktu
stacjonarnego do domeny {101}, co odpowiada wysokiemu poziomowi biatka p53 i PTEN
oraz niskiemu poziomowi jadrowego MDM2. Biatko MDM?2 w jadrze jest na bardzo niskim
poziomie, wywolanym zaréwno przez indukowana stresem degradacje, jak i spowolnienie
transportu do jadra przez wysoki poziom biatka PTEN. Niski poziom jadrowego MDM?2
skutkuje niskim tempem degradacji p53. Wysoki poziom biatka p53, w odpowiedzi na duza
liczbe uszkodzen materiatu genetycznego, jest obserwowany w eksperymentach biologicz-
nych, gdzie np. pod wpltywem doksycykliny nastepuje nagromadzenie tego biatka i aktywa-
cja procesow zwiazanych z apoptoza [86]. Jednoczesnie na grafie obserwujemy wystapienie
cyklu pomiedzy domenami {010}, {110}, {120}, {020} oraz cyklu pomiedzy domenami
{010}, {000}, {100}, {110}, {120}, {020}. Cykle te moga odpowiadaé¢ oscylacjom pozio-
méw MDM?2 oraz p53, przy jednoczesnie niskim poziomie biatka PTEN, co sugeruje, ze
komorki nowotworowe z uszkodzona produkcja PTEN (np. MCF7) mimo uszkodzen nie
aktywuja apoptozy, tylko nadal proliferuja [71].

Stworzenie grafu przej$é¢ obrazuje ogélny kierunek zmian pozioméw biatka w systemie.
Tym nie mniej, w przedstawionym przeze mnie, niezbyt rozbudowanym uktadzie widoczne
jest, jak bardzo ograniczone jest wnioskowanie o dynamice zmian. Graf tranzycji zawiera
informacje o lokalizacji zwyczajnych punktéw stacjonarnych, gdyz sa to domeny, z kto-
rych nie s3 wyprowadzone zadne tuki. Jednakze lokalizacja punktu stacjonarnego w danej
domenie nie oznacza, ze wszystkie trajektorie z danej domeny beda sie w tej domenie stabi-
lizowaly. Trajektoria uktadu, zmierzajac do punktu docelowego, moze natrafié¢ na wartosé
progowa, co spowoduje przejicie do innej domeny.

Ponadto pole trajektorii w domenie moze mieé¢ bardzo zréznicowany rozktad trajekto-
rii, przez co kierunek ich zmian bedzie zalezny od warunku poczatkowego. Przyktadowo
,startujac z domeny {000}, w uktadzie bez wymuszenia moze wzrosna¢ poziom biatka p53
lub MDM2 powyzej odpowiedniej wartosci progowej. Do ktérej domeny przejdzie trajekto-
ria, zalezy od warunku poczatkowego. Istnienie zamknietych sekwencji miedzy domenami
réwniez nie jest wystarczajacym argumentem, aby wnioskowaé¢ o wystepowaniu stabilnych
cykli granicznych w uktadzie. Przyktadowo, startujac z domeny {020} w uktadzie z wy-
muszeniem R = 1.5 a.u., trajektoria hipotetycznie moze krazy¢ miedzy domenami. Jednak
moze sie okaza¢, ze po przejsciu do domeny {110}, tempo zmian w kierunku domeny {111}
jest znacznie wieksze, niz w kierunku domeny {120}, przez co odpowiedz uktadu bedzie
stabilizowala si¢ w punkcie stacjonarnym w domenie {111}.

Grafy tranzycji petnia role pomocnicza w analizie uktadéw z przetaczeniami. Pelniejsza
analiza, jak np. lokalizacja cykli granicznych, jest mozliwa poprzez analityczne wyliczenie
osobliwych punktéw stacjonarnych, co zostanie przedstawione w nastepnej sekcji.
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Tabela 5.3: Wartosci poziomoéw biatek w punktach RSP

Stres (R) Domena P, M, N, T,

0 a.u. {020} 33599 14656 159 888 17240
1.5 a.u. {111} 53714 644 381 53 800 137920
9 a.u. {101} 89435 170976 3568 137920

5.4 Analiza punktéw stacjonarnych modelu szlaku regulato-
rowego bialka p53

W zaleznosci od warto$ci wymuszenia w modelu modutu regulatorowego biatka p53 wyste-
puja znaczne réznice w dynamice uktadu. W celu doktadnego poznania odpowiedzi uktadu
na dane wymuszenie, w uktadach kawatkami liniowych mozna wyznaczyé punkty stacjo-
narne zgodnie z procedurg opisana w punkcie 3.3. Wyznaczenie punktéw stacjonarnych
pozwoli na okreslenie rodzaju odpowiedzi uktadu na zadane wymuszenie — wyznaczenie
poziomu biatka w stanie ustalonym oraz okreslenie potozenia w przestrzeni stanu punktu,
wokot ktorego wystepuja oscylacje.

Aby w pelni scharakteryzowa¢ zachowanie ukladu teoretycznie mozna w sposéb ana-
lityczny wyznaczy¢ baseny przyciagania wokol punktéw stacjonarnych. Jednak badany
model jest zbyt skomplikowany, aby wyznaczyé czasy przelaczen i pelne rozwigzanie ana-
lityczne modelu, co byloby konieczne do zbadania basenow przyciagania. Alternatywnym
rozwigzaniem moze byé¢ numeryczne przeszukanie przestrzeni stanéw i sprawdzenie od-
powiedzi dla poszczegélnych warunkéw poczatkowych, co jednak byloby zaprzeczeniem
podejécia analitycznego.

5.4.1 Zwyczajne punkty stacjonarne

Wyznaczenie doktadnej lokalizacji zwyczajnych punktéw stacjonarnych pozwala na okre-
§lenie pozioméw biatek w stanie ustalonym. Na podstawie grafu tranzycji widoczne jest,
w ktorych domenach znajduja sie punkty réwnowagi, jednak nie jest okreslona ich doktad-
na lokalizacja w przestrzeni. Jesli dla uktadu stworzony zostat graf przejscia, wyliczenie
punktu RSP mozna wykona¢ tylko dla domeny, do ktorej zbiegaja sie trajektorie. Jesli wy-
konuje sie analize uktadu od podstaw, nalezy wyliczyé polozenie punktéw docelowych we
wszystkich domenach, a nastepnie sprawdzié, czy dany punkt jest zlokalizowany w obrebie
analizowanej domeny. Do wyznaczenia punktow docelowych wykorzystatam wzory (5.30)
- (5.33).

W analizowanym uktadzie zwyczajne punkty stacjonarne moga wystepowaé tylko w
3 domenach w zaleznosci od wymuszenia R. Dokladne wartosci pozioméw biatek w sta-
nie stacjonarnym dla analizowanych wartodci wymuszenia sg przedstawione w Tabeli 5.3.
Dzieki zastosowaniu uktadéw kawatkami liniowych do modelowania niniejszego systemu,
mozliwe jest doktadne wyznaczenie nie tylko lokalizacji punktéw stacjonarnych, ale réwniez
wyznaczenie analitycznie zakresu stresu, dla ktérego punkty stacjonarne sa zlokalizowane
w danych domenach. W obliczeniach nalezy sprawdzi¢, dla jakich wartoéci parametru R,
punkt docelowy (opisany rownaniami (5.30) - (5.33)) bedzie zlokalizowany w obrebie dane;
domeny. Zakresy wymuszen, dla jakich punkty wystepuja w odpowiednich domenach, sa
nastepujace:
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e w domenie {020} dla R € [0,0.8635) a.u.,
e w domenie {111} dla R € (1.0322,1.9154) a.u.,
e w domenie {101} dla R € (1.9154, +00) a.u.

Punkt w domenie {020} wystepuje tylko dla niskich wartosci stresu (R < 0.8635a.u.),
ktoére nie wywoluja duzych uszkodzeri materiatu genetycznego w komérce, przez co zmiana
degradacji MDM2 jest niewielka. Niskie wartosci wymuszenia (R € (1.0322,1.9154) a.u.),
skutkuja obnizeniem poziomu MDM2, ale nie sa wystarczajace, aby obnizy¢ poziom MDM?2
do stopnia pozwalajacego na bardzo wysoki poziom pb3. W efekcie pojawia sie punkt
rownowagi o posrednich wartosciach, pomiedzy punktami {020} i {101}. Punkt stacjonarny
w domenie {101} istnieje w komorkach dla wymuszeri powyzej 1.9154 a.u. Jak zostanie
wykazane w nastepnej sekcji, dla pewnych zakreséw wymuszeri wystepuja réwniez punkty
SSP, dlatego odpowiedZ komorki bedzie zalezata od warunkéw poczatkowych. Niemniej
jednak juz dawka stresu wieksza od 1.9154 a.u. jest wystarczajaca, aby w komoérkach przy
pewnych warunkach poczatkowych wywotaé akumulacje biatka pb3 i aktywacje proceséw
apoptotycznych.

Nalezy réwniez zwroci¢ uwage, ze dla pewnego zakresu wymuszenn w uktadzie nie wy-
stepuje zaden punkt stacjonarny. Dla R € [0.8635, 1.0322] a.u. w uktadzie nie istnieje zaden
punkt stacjonarny, zatem trajektorie nie beda stabilizowaty sie w zadnym punkcie, a beda
oscylowaly wokét osobliwego punktu réwnowagi w cyklu granicznym, co zostanie pokazane
w nastepnej sekcji.

W kazdej domenie poziomy biatek p53 i PTEN w punktach stacjonarnych RSP sg takie
same dla danego zakresu wymuszen, jak podane w Tabeli 5.3 dla konkretnych wymuszen.
Natomiast poziomy obydw6ch form biatka MDM2 zmieniajg sie zaleznie od wartosci R,
poniewaz jego degradacja jest bezposrednio zalezna od wartosci poziomu stresu.

5.4.2 Osobliwe punkty stacjonarne

W celu wyznaczenia lokalizacji i okreslenia stabilnoéci punktow SSP w uktadzie wykorzy-
stalam metodologie opisang w podrozdziale 3.3.3. Model modutu regulatorowego mozna
zapisa¢ w postaci zawierajacej wprost zmienne przetaczajace:

df:lit) = p1 — (dio + di1 Zn1 + dia Zna) P(1), (5.39)
dﬂgt) = poo +po1 Zp — (k1o — ki Z7) M(t) — da (1 + R) M(t), (5.40)
djzt(t) — (ki — ku1 Zr) M(t) — do (1 4+ R) N(1), (5.41)
dfh(f) = pao+paZp —dzT(t). (5.42)

Dla uproszczenia zapisu jako wektor F oznaczytam wektor pochodnych czasowych:

dP(t)/dt
dM (t)/dt
AN(t)/dt |’
dT(t)/dt

(5.43)
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a jako x wektor zmiennych stanu:
P
M
x=1 Ny | (5.44)
T

Ze wzgledu na istnienie dwoch wartosci progowych dla zmiennej N sa stworzone dwa
wektory logoid (zmiennych przetaczajacych), ktore w dalszej analizie beda oznaczane

7y = (5.45)

oraz
Zp
| Zum
Zy=| | (5.46)

Zr

W analizowanym uktadzie nie wystepuje warto$¢ progowa dla zmiennej M, jednak zmienna
Zp jest zawarta w wektorach Zq i Zg ze wzgledu na koniecznodé zachowania odpowiedniego
rozmiaru. Wektory logoid sa wykorzystane do stworzenia dwéch macierzy logoid-Jacobiego
(L1 i Lg). Analiza A-regionéw dla obydwu macierzy pozwala na okreslenie wystepowania
punktoéw SSP. Najpierw przedstawie zastosowanie metody T. Mestla i in. [17] do wyznacze-
nia regionéw, w ktorych moga znajdowac sie punkty SSP. Nastepnie, wykaze nieskutecznosé
tej metody w przypadku kilku A-regionéw i przedstawie zaproponowana, schematyczna
metode wyznaczania A-regionéw w bardziej skomplikowanych uktadach.

Pierwsza macierz logoid-Jacobiego L4

W pierwszym kroku analizy stworzytam macierz logoid-Jacobiego poprzez rézniczkowanie
pochodnych czasowych (F) po kolejnych zmiennych przetaczajacych (Zq). Macierz logoid-
Jacobiego dla analizowanego ukladu ma postac:

0 0 —dnP 0
_OF | 'py O 0 kM
T 9Z; | 0 0 0  —kuM

p31 O 0 0

L, (5.47)

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie podmacierzy logoid-Jacobiego dla wszystkich A-regionow.
W uktadzie nie wystepuje wartosé¢ progowa dla zmiennej M, przez co w drugiej kolumnie
znajduja sie same zera. Z tego powodu mozna wykluczyé zmienng M z dalszej analizy i
wykresli¢ z macierzy L druga kolumne i wiersz. Pozwoli to na zredukowanie liczby anali-
zowanych regionéw. Zredukowana macierz logoid-Jacobiego ma nastepujaca postac:

0 —dpP 0
Li=| 0 0 —kuM|. (5.48)
P31 0 0

Dla zredukowanej macierzy Ly mozna wyznaczyé 3 jednowymiarowe A-regiony, w ktorych
punkt SSP bylby potozony na jednej wartosci progowej. Patrzac na Ly widoczne jest, ze



120 Model modutu regulatorowego biatka p53

wartosci na przekatnej logoid-jakobianu sa réwne 0, co informuje o braku punktu SSP. Jest
to wniosek wynikajacy bezposrednio z braku zaleznogci zmiennej od swojej wtasnej wartosci
progowej i wiaze sie z brakiem czarnych scian w uktadzie. Podmacierze logoid-Jacobiego
dla tych A-regionéw mozna zapisaé jako:

Ll(ep,M,N < QNQ,T) = [O], (5.49)
L1 (P, M,0xs,T) = [0], (5.50)
Ly (P, M, N < Ox2,07) = [0]. (5.51)

W uktadzie mozna wyznaczy¢ trzy dwuwymiarowe A-regiony, w ktérych punkt SSP bytby
potozony na przecieciu dwoch granic:

e A(Op, M,0n1,T), dla ktorego podmacierz logoid-Jacobiego ma postac:

(5.52)

0 —dn0
Ly (0p, M, 01, T) = l o o ] :

a wyznacznik jest réwny 0, co oznacza, ze w niniejszym regionie nie bedzie wystepowat
punkt SSP:
det(Ll(ep,M, (9N1,T)) =0. (5.53)

o A(fp, M,N < On2,07), gdzie podmacierz logoid-Jacobiego jest nastepujaca:

Ll(QP,M,N < 0N2,0T) = [ 0 0 ‘| . (5.54)
ps1 O

Wyznacznik takiej macierzy jest zerowy, dlatego w tym regionie réwniez nie znajduje
sie punkt SSP:
det(L1(9p7M,N < GNQ,GT)) =0. (555)

o A(P,M,0n4,07), opisywany przez macierz logoid-Jacobiego rowna:

L1 (P, M,0x2,07) = [ 8 _"%M ] : (5.56)
Zerowa wartos$¢ wyznacznika $wiadczy o braku punktu SSP:
det(Ll(P, M, HNQ,QT)) =0. (5.57)

W uktadzie istnieje 3-wymiarowy A-region: A(0p, M,0n1,07)), ktory jest zlokalizowany
na przecieciu sie wszystkich trzech granic. Podmacierz logoid-Jacobiego jest nastepujaca:

0 —d110p 0
L1(0p, M,0x1,07) = | 0 0  —knM (5.58)
P31 0 0

a jej wyznacznik jest rézny od zera:

det(Ly(0p, M,0n1,07)) = ps1di1fpkii M # 0, (5.59)
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zatem w tym regionie moze znajdowac sie punkt SSP. Rownania opisujace stan stacjonarny
tego regionu sa nastepujace:

0 = p1—(dio+du Zn1)0pP, (5.60)
0 = poo+p2aZp— (kio—ku Zr +da(1 + R))M,, (5.61)
0 = (kfl() — ]CHZT)MS — d2(1 + R) On1, (5.62)
0 = p3o+p31sp—dsbr. (5.63)
Na podstawie rownari mozna wyznaczy¢ wartosci logoid:
p1 — diofp
Z = — 5.64
N1 dlleP ) ( )
dsfr —
Zp = LD (5.65)
p31
k Zp)— (k do(14+ R))(d2(1 4+ R)0
Zn 10(p20 + p21Zp) — (k10 + d2(1 + R))(d2(1 + R) Nl)' (5.66)

k11(p20 + p21Zp) — k11d2(1 + R)Ony

Wartosci logoid dla zerowego wymuszenia w tym regionie sa nastepujace: Zy; = 1.4848,
Zp = 0.6858, Zr = 0.4839. Ze wzgledu na warto$¢ Zn1 wiekszg od 1, w A-regionie nie
znajduje sie punkt SSP. Co wiecej niezaleznie od wartosci wymuszenia, warto$¢ Zy, zawsze
bedzie powyzej 1, wiec dla zadnej wartosci wymuszenia ten A-region nie bedzie zawierat
osobliwego punktu stacjonarnego.

Druga macierz logoid-Jacobiego L2

W drugim przypadku macierz logoid-Jacobiego stworzona po policzeniu pochodnych dla
wektora logoid Lo jest nastepujaca:

0 0 —diP 0
_OF | pn 0 ki M
T 09Z, | O 0 —knM

D31 0 0

Lo (5.67)

o O O

Macierz logoid-Jacobiego dla drugiego wektora zmiennych przetaczajacych Zs ma analo-
giczna strukture do macierzy Lq, rozni sie tylko wartoscia jednego parametru (do zamiast

d11). 7 tego wzgledu wyznaczniki podmacierzy beda zerowe w dokladnie tych samych
A-regionach, dlatego tez mozemy pominaé¢ krok wyznaczania podwyznacznikow macierzy
logoid-Jacobiego i przeanalizowaé whasciwosci tylko 3-wymiarowego A-regionu: A(6p, M, On2, 07).
Podmacierz logoid-Jacobiego w tym regionie jest nastepujaca:

0 —di20p 0
LQ(HP,M, 9]\72,0’]‘) = 0 0 —ki11 M |. (5.68)
P31 0 0

a jej wyznacznik jest rowny:

det(L2(0p, M, 02, 0r)) = p31di20pkin M # 0, (5.69)
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zatem w tym regionie moze znajdowac sie punkt SSP. Réwnania stanu stacjonarnego w tym
regionie sa analogiczne do rownan (5.60)-(5.63) w analizowanym wczesniej 3-wymiarowym
A-regionie:

0 = p1—(dio+di1+di2Zn2)0p,

0 = po+paZp—(kio—ku Zr +da(1+ R))Ms,

0 = (kiwo—kiiZr)Ms —da(1+ R)Onn,

0 = pso+psZp—dsbr.
W analizowanym A-regionie poziom jadrowego biatka MDM?2 jest wiekszy niz pierwsza
wartos¢ progowa 01, zatem zmienna przetaczajaca Zn1 jest rowna 1. Uwzglednione jest
to w rownaniu na poziom biata p53 (rownanie (5.70)), gdzie podstawowe tempo degradacji

jest rowne sumie dig + dy1. Na podstawie powyzszych rownan mozna wyznaczy¢ wartosci
zmiennych przetaczajacych:

p1 — (dio + di1)0p

TNy = o ’ (5.74)
ds O —
Zp = TP (5.75)
b31
" Zp) — (k10 + da(1 + R))(da(1 + R)0
Zr — 10(P20 + P21 Zp) — (k1o + do(1 + R))(do(1 + R)On1) (5.76)

k11(p20 + p21Zp) — k11d2(1 + R)On1

W systemie bez wymuszenia (R = 0 a.u.) wartosci zmiennych przetaczajacych sa nastepu-
jace: Zp = 0.6858, Zn2 = 0.3224 oraz Zp = 0.4839, zatem zawieraja sie w przedziale [0, 1],
co oznacza, ze w tym A-regionie istnieje osobliwy punkt stacjonarny.

W powyzszym A-regionie, w zaleznosci od wymuszenia, zmienia, sie warto$¢ zmiennej
Zp. Aby zapewni¢ warto§¢ zmiennej Zp € (0,1), warto$¢ stresu nie moze przekroczy¢
pewnych wartosci, ktére mozna wyznaczy¢ z nieréwnosci:

kio(p20 + p21 Zp) — (k1o + da(1 + R))(d2(1 + R)On1)

0 <
k11(p2o + p21Zp) — k11d2(1 + R)On1

<1 (5.77)

Zakres wymuszenia, dla jakiego w uktadzie wystepuje punkt SSP w analizowanym
A-regionie, jest nastepujacy R € (0,12.578). Aby zbadaé¢ stabilnos¢ punktu SSP nalezy
wyznaczy¢ wartosci wtasne podmacierzy logoid-Jacobiego dla wybranego A-regionu.

A diofp 0
det(/\]l — Lz(ﬁp,M, GNQ,QT)) = 0 A k‘nM . (5.78)
-ps1 0 A
Roéwnanie charakterystyczne jest nastepujace:
AY — d120ppsiki M =0, (5.79)

zatem co najmniej jedna warto$é¢ A\ jest dodatnie:

23 = Vdi20pp3ikii M. (5.80)

Dodatnie wartosci wtasne oznaczaja, ze w uktadzie punkt SSP nie jest stabilny, zatem nie
bedzie wystepowaé stabilizacja trajektorii w punkcie, ani nie beda wystepowaé oscylacje
wokot niego.
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Powyzsza metoda, zaproponowana przez T. Mestla i in. w publikacji [17], pozwala prze-
analizowa¢ granice miedzy domenami i okresli¢ wystepowanie punktéw stacjonarnych w ich
najblizszej okolicy. Na jej podstawie udato sie wyznaczyé¢ dwa A-regiony, w ktérych zba-
datam mozliwo$¢ wystapienia punktu SSP. Jednakze w uktadzie tym wystepuje transport
biatka MDM?2 z cytoplazmy do jadra, przez co pomiedzy zmiennymi M i N istnieje bez-
posrednia, dodatnia zaleznogé, ktora nie jest uwzgledniona w macierzy logoid-Jacobiego.

W zwiazku z tym ograniczeniem metody T. Mestla i in. zaproponowalam swoja me-
tode analizy A-regiondéw oparta o macierz schematyczna, opisang w podrozdziale 3.3.3.
We wezesniejszej analizie przedstawitam juz macierze logoid-Jacobiego (rownania (5.47) i
(5.67)). Macierz Jacobiego jest nastepujaca:

_d 0 0 0
OF 0 —do(1+R)—k 0
= -— - 1
T = ox 0 ki “dy(1+R) 0 (5:81)
0 0 0 —dy

Schematyczna macierz logoid-Jacobiego jest taka sama dla macierzy Ly i Lo, dlatego wy-
starczy stworzy¢ jedna taczona macierz, ktéra bedzie miata nastepujaca postaé:

—juu 0 —liz 0
lor —j22 O log
JL = ; . . 5.82
0 Js2  —J33 —ls (582)
la1 0 0 —Ju

W macierzy mozna wyrdzni¢ dwie zamkniete sekwencje:

Sekwencja 1: P — M — N — P, w ktorej zaleznogé miedzy N i P jest ujemna (—ly3),
co $wiadczy o mozliwosci wystapienia oscylacji na przecieciu wartosci progowych 0p i 0y
oraz Op i On9. Regiony ten nie zostaly wyznaczone do dalszej analizy przy zastosowaniu
standardowego podejscia [17].

Sekwencja 2: P —- 1T — M — N — P, w ktérej réwniez jest oddzialywanie ujemne
(—l13), co sugeruje mozliwo$¢ wystapienia oscylacji na przecieciu 3 wartosci progowych 0p,
O On1 oraz Op, O On2. Region te zostaly wyznaczone réwniez przy zastosowaniu metody
T. Mestla i in. i zostaly przeanalizowane wczesnie;j.

Wykonatam analize wartosci zmiennych przetaczajacych oraz zmiennych stanu w wyzna-
czonych powyzej A-regionach i wyznaczytam lokalizacje dwoch kolejnych punktéow SSP w
nastepujacych A-regionach:

o A(Op, M,0n2,T < 0r) Rownania opisujace stan stacjonarny w tym regionie sa na-
stepujace:

= p1 — (dio + di1 + d12ZN2)0,

= p20 +paZp — kioMs — d2(1 + R)Ms,
= kioMs — d2(1 + R)0On2,

= p3o+p31Zp — dsTs.

o o o o
\
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Wartog¢ zmiennej przetaczajacej Zno jest nastepujaca:

— (dio + dn)8
Zny = Pt dn)le 000, (5.87)
d110p

Rozwiazujac uktad rownan (5.84) i (5.85) wyznaczytam wartosé zmiennej Zp, ktora
jest zalezna od R:

2 2 2
Zp = R d30n, YR d30n2/k10 + dabOne
k1op21 P21
d30n2/ k10 + dafn2 — pao
D21 ’

_l’_

(5.88)

Na podstawie powyzszego réwnania wyliczytam zakres wymuszenia, dla ktérego
Zp € (0,1). Zakres ten wynosi R € (0.8635,9.9091) a.u. Jednoczesnie w analizo-
wanym A-regionie zmienna 7" musi by¢ mniejsza od wartoéci progowej 7. Wartosé
T jest zalezna od zmiennej przelaczajacej Zp, co wynika z rownania (5.86). Maksy-
malna dozwolona wartos¢ zmiennej Zp pozwalajaca na spelnienie tego warunku jest
roéwna 0.6858, przez co maksymalna warto$¢ wymuszenia R jest réowna 7.7038 a.u.
Podsumowujac w A-regionie (0p, M,0n2,T < 07)) znajduje sie osobliwy punkt sta-
cjonarny dla wymuszen z zakresu [0.8635, 7.7038] a.u.

Ze wzgledu na wystepowanie transportu w analizowanym uktadzie, nie ma mozliwoéci
sprawdzenia stabilnosci punktu SSP poprzez wyliczenie warto$ci wtasnych macierzy
logoid-Jacobiego. Podobnie jak w przypadku modeli analizowanych w Rozdziale 4,
macierz logoid-Jacobiego nie zawiera niektérych zaleznogci pomiedzy zmiennymi, za-
tem na jej podstawie nie mozna wnioskowac¢ o zachowaniu uktadu. Charakter uktadu
w okolicy punktu okreslitam na podstawie symulacji numerycznych, ktére wykazaty
wystepowanie stabilnych oscylacji.

A(Op, M,0n9, T > 07p) Rownania opisujace stan stacjonarny w tym regionie sa na-
stepujace:

p1 — (dio + di1 + d12Zn2)07,

= (k1o — k11)Ms — d2(1 + R)On2,
= p30+p31Zp — d3Ts.

o o©oO O O

Wartodé¢ zmiennej przetaczajacej Z o ma taka sama wartosé, jak w poprzednim przy-
padku, czyli 0.3224. Analogicznie jak w poprzednim przypadku rozwiazatam uktad
rownani (5.90) - (5.91) i wyznaczylam formute opisujaca warto§¢ zmiennej Zp w
zaleznosci od wymuszenia R:

Zp = R2 d%HNQ + de%QNZ/(kIO — kll) + doOpno
(k1o — k11)p21 Dol
(d%0N2/(k10 - kll) + dQHNQ — P20
P21 ' (5.93)

Na podstawie powyzszego wzoru mozna wyznaczy¢ zakres wymuszenia
R € (0,1.0322) a.u. dla ktorego Zp € (0,1). Ze wzgledu na koniecznosé zapewnienia
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wartosci Ts powyzej wartosci progowej O, wartos¢ Zp musi by¢ wieksza od 0.6858,
zatem minimalna warto$¢ wymuszania wynosi 0.7059 a.u. W tym A-regionie znajduje
sie punkt stacjonarny dla R € [0.7059,1.0322) a.u. W tym regionie macierz logoid-
Jacobian réwniez nie zawiera pelnych informacji o strukturze uktadu, zatem nie ma
mozliwodci zbadania stabilnosci punktu SSP. Podobnie tez numerycznie zbadatam
wystepowanie woko6t niego niegasnacych oscylacji.

W wyniku powyzszej analizy wyznaczone zostaty 3 osobliwe punkty stacjonarne, ktore
wystepuja w ukladzie dla réznych zakreséw wymuszenia:

e w A-regionie (0p, M,0n2,07) dla R € [0;12.578) a.u. — punkt niestabilny,

e w A-regionie (6p, M,0n2, T < 07) dla R € (0.8635;7.7038) a.u. — brak mozliwosci
analitycznego okreélenia stabilnodci,

e w A-regionie (0p, M,0n2,T > 67) dla R € [0.7059;1.0322) a.u. — brak mozliwosci
analitycznego okreslenia stabilnosci.

Punkty SSP znajduja sie na przecieciu wartosci progowej 0p oraz 6no. Na wykresie (Ry-
sunek 5.7) jest przedstawiona lokalizacja punktow SSP w przestrzeni stanu. Punkty SSP
(czerwone kropki) tworza o$ na przecieciu wartosci progowych 0p i 0o dla wartosci T < Op,
T =0piT > 0p. Przy czym punkt dla T" = 07 jest niestabilny. Wystepowanie osobliwych
punktéw stacjonarnych bedacych na granicy stabilnosci objawia sie poprzez oscylacyjny
charakter przebiegéw czasowych. W celu zobrazowania takiego zachowania w uktadzie, na
wykresie przedstawitam przyktadows trajektorie przy wymuszeniu R = 6 a.u., ktéra krazy
wokot punktu SSP w A-regionie dla T' < 67 (kolor niebieski). Oscylacje w uktadzie sa wy-
nikiem istnienia petli sprzezenia ujemnego pomiedzy biatkami p53 oraz MDM2 i znajduja
potwierdzenie w wynikach eksperymentalnych badari mikroskopowych [74].

5.4.3 Analiza bifurkacyjna

Powyzsza analiza modutu regulatorowego biatka p53 wykazata, ze charakter odpowiedzi
uktadu oraz lokalizacja punktéw stacjonarnych zmienia sie, w zaleznoéci od wartosci wy-
muszenia R. W uktadzie wystepuja zaréwno zwyczajne punkty stacjonarne, w ktérych
uktad osiaga stan stacjonarny oraz osobliwe punkty stacjonarne, wokét ktoérych moga wy-
stepowacé niegasnace oscylacje. Fakt jednoczesnego wystepowania jednoczeénie dla danej
wartosci stresu réznych punktéw stacjonarnych sugeruje, ze odpowiedz uktadu zalezy od
warunkéw poczatkowych, a rézne punkty stacjonarne beda mialty rézne baseny przyciaga-
nia.

W celu zbadania zmiany odpowiedzi uktadu wraz ze wzrostem poziomu stresu R, wyko-
natam wykresy bifurkacyjne obrazujace poziom biatka P, N oraz T w zaleznoéci od wartosci
R (Rysunek 5.8). Na wykresy naniostam wyliczone wartosci pozioméw biatek w punktach
RSP (czarna linia). Aby zobrazowa¢ zakres zmiennosci pozioméw biatek wokol punktow
SSP, wyznaczatam analitycznie doktadng lokalizacje punktu SSP dla réznych wartosci R,
wybranych 7z pewnym krokiem prébkowania i wykonywatam deterministyczna symulacje
(200 godzin). Nastepnie badalam poziom biatek w czasie ostatnich 50 godzin symulacji,
jesli wystepowaly oscylacje to nanositam ich wartoé¢ minimalng i maksymalng na wykres.
Wokot niestabilnego punktu SSP (na przecieciu trzech wartosci progowych) nie wystepo-
waly oscylacje. Natomiast zakresy oscylacji wokét punktow SSP w A-regionie, ponizej i
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Rysunek 5.7: Lokalizacja punktéw SSP w przestrzeni stanu wyznaczonych dla modelu biat-
ka p53 dla roznych wartosci wymuszenia (czerwony - punkty SSP, niebieski - przyktadowa
trajektoria uktadu dla R = 6a.u.)

powyzej wartoéci progowej 67, naniostam na wykres jako chmure o kolorach, odpowiednio
czerwonym i zielonym. Zbadany numerycznie zakres oscylacji jest pokazany na wykresach
bifurkacyjnych zaleznosci poziomu biatka od wymuszenia R: dla biatka p53 — Rysunek
5.8A, dla biatka MDM2 jadrowego — Rysunek 5.8B i dla biatka PTEN — Rysunek 5.8C.

Punkt SSP lokalizowany w A-regionie (0p, M,0n2,T < 07) (oznaczony jako SSP 1)
istnieje dla wymuszenia R € (0.8635;7.7038) a.u. W wynikach symulacji minimalne i mak-
symalne wartodci pozioméw biatka tworza chmure punktéw w otoczeniu wartosci progowej
— poziom biatka P oscyluje wokot wartosci progowej 6p (Rysunek 5.8A), poziom biatka
N oscyluje wokol wartosci progowej Oy (Rysunek 5.8B), a poziom biatka T jest ponizej
wartosci progowej 07 (Rysunek 5.8C).

Wokoét punktu stacjonarnego lokalizowanego w A-regionie (6p, M, 0n2,T > 07) (ozna-
czony jako SSP 2) rowniez wystepuja oscylacje. W symulacjach numerycznych oscylacje
wystepuja dla mniejszego od wyznaczonego analitycznie zakresu wymuszen, czyli R €
(0.95;1.0322) a.u. Wynika to z przejscia trajektorii cyklu wokot punktu przez wartosé pro-
gowa Op. Na wykresie bifurkacyjnym poziomu biatka T' (patrz Rysunek 5.8C) widoczne
jest, ze dla wartodci R ponizej 0.95 a.u, poziom T spada ponizej wartosci progowej, co
skutkuje wejsciem trajektorii do basenu przyciagania punktu SSP 1. W rezultacie dla tych
wartosci R wystepuja oscylacje tylko wokot punktu SSP w A-regionie (0p, M, Ono, T < O7).
Zakres wartosci R, dla ktérych obserwuje sie oscylacje, jest przedstawiony na Rysunku 5.8
na czerwono. W celu zwiekszenia czytelnoéci wykreséw, po prawej stronie przedstawitam
powiekszenie regionu, w ktérym wystepuja punkty SSP 2. Niestety, analityczne podejscie
do wyznaczania punktéw SSP nie uwzglednia lokalizacji wartosci progowych, mogacych
wystapi¢ na drodze trajektorii oscylujacych wokot punktu SSP, co powoduje przejscie do
innej domeny, dlatego nawet w przypadku wystepowania punktu SSP, w uktadzie moga
nie wystepowaé oscylacje.
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Rysunek 5.8: Wykresy bifurkacyjne pozioméw biatek w zaleznosci od wymuszenia; (A) Wy-
kres bifurkacyjny biatka p53 (P); (B) Wykres bifurkacyjny biatka jadrowego MDM2 (N);
(C) Wykres bifurkacyjny biatka PTEN (7T') (po prawej stronie wykreséw — powiekszenie
dla R=(0.9,1.1) a.u.)
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W celu zobrazowania przebiegéw czasowych mozliwych odpowiedzi uktadu, przy réz-
nych poziomach stresu, wykonalam symulacje numeryczne przy réznych warunkach po-
czatkowych. Na Rysunku 5.9 przedstawitam przebiegi czasowe dla biatka p53 (pierwsza
kolumna), MDM2 jadrowego (druga kolumna) i PTEN (trzecia kolumna) przy losowych
warunkach poczatkowych. Na kazdym wykresie wyrysowane jest 100 przebiegdw.

Jako pierwsza badanag dawke wybratam R = 0.88 a.u., poniewaz wedtug obliczeni ana-
litycznych, przy tej dawce powinny wystepowaé dwa punkty SSP, co powinno powodowaé
dwa rézne zakresy oscylacji. W symulacjach numerycznych przy R = 0.88 a.u. w uktadzie
wystepuja wytacznie oscylacje wokot punktu SSP w A-regionie (0p, M, 0n2,T < 7). Na-
wet jesli poczatkowy poziom PTEN jest wysoki, po pewnym czasie zaczyna sie on obnizaé¢
i spada ponizej wartosci progowej O, a uktad zaczyna oscylowaé przy niskich poziomach
PTEN oraz p53 (Rysunek 5.9A).

Natomiast przy wymuszeniu réwnym 1 a.u., zaréwno obliczenia analityczne, jak i wy-
kresy bifurkacyjne, sugeruja wystepowanie dwoch punktéw SSP. W przebiegach czasowych,
w zaleznodci od warunkéw poczatkowych, w uktadzie widoczne sa dwa rozne zakresy oscy-
lacji. Pierwszy zakres oscylacji wystepuje przy wysokim poziomie biatka PTEN i wynika
z obecnosci punktu osobliwego w A-regionie (0p, M,0n2, T > O7) (punkt SSP 2, ozna-
czony na czerwono na wykresie — Rysunek 5.9B). Drugi zakres oscylacji wystepuje przy
niskim poziomie PTEN w A-regionie (6p, M, 0n2,T < 07) (punkt SSP 2, przebiegi zielone—
Rysunek 5.9B).

Dla wiekszych wartosci wymuszenia (np. R = 4a.u.), w ukladzie istnieje zwyczajny
punkt rownowagi w domenie {101} oraz osobliwy punkt réwnowagi w A-regionie
(0p, M,0n2, T < O7). Czes¢ trajektorii stabilizuje sie w punkcie RSP, ktory charaktery-
zuje sie wysokimi poziomami p53 oraz PTEN oraz niskim poziomem MDM?2 (punkt RSP,
przebiegi oznaczone na fioletowo — Rysunek 5.9C).

5.5 Heterogeniczno$¢ populacji komérkowej

Zréznicowanie odpowiedzi populacji komérkowej na czynniki zewnetrzne jest obserwowane
zaréwno w zywych organizmach, jak i w hodowlach komoérkowych prowadzonych in wvitro.
Zréznicowanie wynika z osobniczych wlasciwosci komorki, takich jak warunki fizykoche-
miczne oraz stezenie substancji pomocniczych lub inhibitor6w danej reakcji, jak rowniez
z losowoéci proceséw. W niniejszym podrozdziale przeanalizowalam wplyw zréznicowania
populacji, pod wzgledem zdolnosci do aktywacji proceséw w module regulatorowym biat-
ka p53, na typ aktywowanej odpowiedzi. W tym celu wykonatam serie symulacji populacji
heterogenicznej o réznych wiasciwosciach oraz przy réznych wymuszeniach, zgodnie z algo-
rytmem opisanym w podrozdziale 3.4. Jako wymuszenie wybralam dawki, ktére wywotluja
rézne typy odpowiedzi w uktadzie natywnym: 0.5 a.u., 1 a.u., 5 a.u. oraz 9 a.u. Lokalizacje
wartodci progowych w populacji komérkowej okreslitam za pomocg losowania z rozkta-
du normalnego o $redniej réwnej danej wartosci progowej i odchyleniach standardowych
rownych odpowiednio 5%, 10%, 15% i 20% wartosci progowe;j.

Stworzony model pozwala modelowaé trzy podstawowe typy odpowiedzi komoérek na
zadany stres:

e komoérki normalne — brak odpowiedzi na stres; niski poziom p53 w komorce;

e komoérki zatrzymane — aktywowana blokada cyklu komoérkowego; podwyzszony po-
ziom P53, najczesciej w polaczeniu z oscylacjami;
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Rysunek 5.9: Przebiegi czasowe pozioméw biatek p53, MDM2 jadrowego oraz PTEN dla
roznych wymuszen i roznych puntéow startowych; (A) R = 0.88a.u.; (B) R = la.u. (C)
R=4a.u.)
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e komorki apoptotyczne — aktywowana $mieré komérkowa; staty, wysoki poziom pb3 .

Poczatkowe poziomy biatek odpowiadaja komérce w stanie normalnym i sa takie same
jak w Tabeli 5.1. W celu klasyfikacji komorki do jednego z powyzszych typow, wprowa-
dzitam dwa progi odciecia dla poziomu biatka p53. Lokalizacje tych progéw ustalitam na
podstawie analizy modelu oraz analizy bifurkacyjnej. Taki podziat populacji jest zgodny z
eksperymentami biologicznymi, w ktérych obserwuje sie dwa progi aktywacji odpowiedzi
na stres — przekroczenie niskiego progu biatka p53 obserwuje sie w komorkach aktywuja-
cych blokade cyklu komérkowego, natomiast przekroczenie drugiego progu poziomu biatka
p53 powoduje aktywacje apoptozy [86].

W poczatkowej fazie po napromienieniu, zaréwno w komorce zatrzymanej, jak i apopto-
tycznej wystepuja oscylacje, dlatego dla jednoznacznego okreslenia losu komorki, badatam
poziom biatka p53 w ostatnich 10 godzinach symulacji (Rysunek 5.10). Pierwszy prog od-
ciecia ustalitam na wartosci 3.4 - 10* czasteczek. Jesli w koncowych 10 godzinach symulacji
maksymalny poziom biatka p53 nie przekroczy! tej wartosci, to komoérka byta klasyfikowa-
na do subpopulacji komérek normalnych. Odpowiedz taka jest obserwowana w komérce o
nominalnych wartosciach progowych przy wymuszeniu R = 0.5 a.u. (Rysunek 5.10 - zielona
linia). Drugi prog odciecia ustalitam na wartosci 8.1 - 10* czasteczek. Komorki sg zakla-
syfikowane jako zatrzymane, jesli minimalny poziom biatka pb3 w ostatnich 10 godzinach
symulacji jest nizszy od drugiej wartosci odciecia, a jednoczesnie maksymalny poziom jest
wyzszy od pierwszego progu odciecia. Komoérka poddana stresowi o dawce R = 5 a.u. posia-
da oscylacje poziomu pb3, ktore spelniaja ten warunek, co jest widoczne na Rysunku 5.10
(niebieska linia). Do subpopulacji komoérek apoptotycznych naleza te, w ktorych minimalny
poziom biatka p53 w ostatnich 10 godzinach symulacji jest wyzszy niz druga warto$¢ odcie-
cia. Na Rysunku 5.10, pokazatam réwniez przykladowa odpowiedz apoptotyczna komoérki
po zadziataniu wysokiej dawki stresu — R = 9 a.u. (czerwona linia), w ktorej utrzymuje sie
wysoki poziom biatka p53.

W kolejnych podrozdziatach przedstawitam wptyw lokalizacji wartosci progowych, przy
ktérych wystepuje przetaczenie, w analizowanym ukladzie, na rodzaj aktywowanej odpo-
wiedzi.

5.5.1 Wplyw polozenia progu fp na odpowiedz komorki

W eksperymentach biologicznych prowadzonych na jednolitej populacji komérkowej obser-
wuje sie zroznicowanie odpowiedzi. W komorkach pochodzacych z tej samej linii Zrodtem
heterogenicznodci jest miedzy innymi zréznicowanie w aktywacji genéw, ktoére nastepnie
wplywa na produkcje biatka. Zr6znicowanie ekspresji gen6w moze wynikaé z rézmic w ste-
zeniach substancji zaangazowanych w produkcje biatka, takich jak czynniki transkrypcyjne,
enzymy wchodzace w sktad maszynerii transkrypcyjnej, rybosomy czy miRNA. W przy-
padku modutu regulatorowego biatka p53, badania eksperymentalne wykazaly powigzanie
miedzy aktywnoscia transkrypcyjna biatka p53 a rodzing biatek p300-CBP ( CREB-binding
protein). Przytaczenie p300/CREB do biatka p53 skutkuje stworzeniem stabilnego kom-
pleksu taczacego sie z DNA. W komorce moga réwniez wystepowad inhibitory, takie jak
wirusowe bialko E1A. Polaczenie biatka p300/CREB z biatkiem adenowirusa E1A skut-
kuje ograniczeniem zdolnogci biatka pb3 do aktywacji genéw takich jak p21 i bax. Biatko
p53 i E1A konkuruja miedzy soba o tworzenie kompleksow z p300/CREB, zatem wraz
ze wzrostem stezenia pb3 bedzie wzrastalo prawdopodobieristwo stworzenia kompleksu
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Rysunek 5.10: Przebiegi czasowe poziomu biatka p53 przy nominalnym utozeniu wartosci
progowych w odpowiedzi w zaleznosci od rézny dawek stresu

p300/CREB — p53 i w efekcie aktywacji genow [87]. Na tym przykltadzie widac, ze aktywa-
cja genéw i wzrost tempa produkeji biatek zaleznych od pb3 moze zachodzié przy réznych
poziomach tego biatka, zaleznych od wewnetrznych wlasciwosci danej komorki.

W stworzonym modelu modutu regulatorowego biatka pb3, zjawisko to mozna bada¢
poprzez zroznicowanie lokalizacji wartoéci progowej 0p, przy ktorej nastepuje aktywacja
procesu produkcji MDM2 oraz PTEN. Wykonano serie symulacji numerycznych, w kto-
rych analizowano zachowanie populacji komérkowej ztozonej z 10 000 komorek o losowym
utozeniu wartosci progowych 0p. W kazdej komérce wartosé progowa 6p jest okreslona po-
przez losowanie z rozktadu normalnego. Srednia rozktadu normalnego jest réwna wartosci
nominalnej Op (czyli 45 000 czast.), a odchylenie standardowe jest rowne 5%, 10%, 15%
lub 20% nominalnej wartosci progowej. Po ustaleniu wartosci progowej w danej komor-
ce, wykonane sg symulacje deterministyczne, a warto$¢ progowa nie zmienia si¢ w czasie
symulacji.

W przypadku niskiego poziomu stresu (R = 0.5 a.u.), niezaleznie od zréznicowania po-
pulacji, poziom biatka we wszystkich komoérkach jest niski, przez co nie zostata aktywowana
odpowiedz na stres (Rysunek 5.11, lewy gorny wykres). Ze wzgledu na homogenicznosé od-
powiedzi, dawka ta nie bedzie dalej analizowana, a zamiast niej wykonana zostanie analiza
nieznacznie wiekszej dawki (R = la.u.), ktora w deterministycznym modelu wywotuje
blokade cyklu komérkowego.

W populacji o matym odchyleniu standardowym (5% 6p) populacja jest homogeniczna
niezaleznie od dawki stresu, a wszystkie komoérki aktywuja taka sama odpowiedz, zgodna z
odpowiedzia przy nominalnych wartosciach progow (Rysunek 5.10). Dla wigkszych wartosci
odchylen standardowych w populacji pojawia sie subpopulacja komoérek, ktore aktywuja
inny typ odpowiedzi.

W komérkach potraktowanych stresem o dawce 1 a.u. dominujgca odpowiedz to blokada
cyklu komorkowego. Jednakze przy duzym odchyleniu standardowym (20% 6p) pojawia sie
okoto 10-procentowa subpopulacja komorek, ktore nie aktywuja odpowiedzi na stres (Ry-
sunek 5.11 prawy gorny wykres). Dla dawki R = 5 a.u. dominujaca odpowiedzig przy wiek-
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Rysunek 5.11: Zréznicowanie odpowiedzi komérkowej w populacji heterogenicznej pod
wzgledem lokalizacji fp na rézne dawki wymuszenia

szych wartoéciach odchylenia standardowego jest blokada cyklu komdérkowego, ale pojawia
sie rowniez frakcja komoérek o wysokim, stalym poziomie p53, odpowiadajacym za akty-
wacje procesu apoptozy. Frakcja apoptotyczna zwieksza sie wraz ze wzrostem odchylenia
standardowego (Rysunek 5.11 lewy dolny wykres). Dla dawki R = 9 a.u. dominujaca odpo-
wiedzia populacji jest apoptoza, a wzrost zréznicowania lokalizacji progu powoduje wzrost
frakcji komorek przezywajacych, o zablokowanym cyklu komérkowym (Rysunek 5.11 pra-
wy dolny wykres). W celu lepszego poznania zachowania populacji po zadziataniu roznymi
dawkami stresu, poddatam doktadniejszej analizie populacje o najwiekszym zréznicowaniu
wartosdci progowych, skutkujacym najwiekszym zréznicowaniem odpowiedzi.

Pod wplywem niskiej dawki stresu zewnetrznego (R = 1 a.u., odchylenie std. 20% 0p) w
niewielkiej subpopulacji komoérkowej nastepuje tylko nieznaczne podniesienie poziomu pb3,
przez co nie jest aktywowana odpowiedz (Rysunek 5.12A). W pozostalej czesci komorek po
okoto 30 godzinach jest aktywowana odpowiedZ: poziom biatka p53 wzrasta, a nastepnie
zaczyna oscylowaé (Rysunek 5.12B). W komérkach tych wystepuja oscylacje poziomu p53
oraz MDM2 wokét wartosei granicznych 0p oraz 09, co jest widoczne jako chmura punk-
tow na wykresie konicowych pozioméw biatka (Rysunek 5.12C). Na wykresach przestrzeni
stanu (Rysunek 5.12C i D) przerywana linia oznaczytam wartosci progowe poszczegolnych
zmiennych. Wartoé¢ progowa fp jest oznaczona na rézowo, poniewaz jest to srednia war-
tos¢ progowa w populacji komérek, podczas gdy kazda komoérka ma rézng lokalizacje tego
progu. Komorki, ktére nie aktywowaly odpowiedzi na stres, maja nieprawidtowo funkcjonu-
jacy modul regulatorowy. 99% komorek w tej subpopulacji posiada wysoki poziom biatka
PTEN jednak ze wzgledu na identyczne poziomy biatek na wykresie (Rysunek 5.12D),
widoczna jest jedynie jedna zielona kropka (faktycznie jest tam 1 037 komorek). Wysoki
poziom biatka PTEN wynika ze zbyt niskiego progu dla aktywacji genu, przez co mozliwe
jest nagromadzenie tego biatka. Wysoki poziom PTEN ogranicza transport MDM2 do ja-
dra, przez co petla sprzezenia ujemnego nie dziala poprawnie. Poziom p53 jest niski i nie
wystepuja jego oscylacje. Pozostate komoérki nalezace do subpopulacji normalnej, posiada-
ja standardowo niski poziom PTEN, ale oscylacje poziomu biatka pb3 sa na tak niskim
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poziomie, 7e nie przekraczaja pierwszego punktu odciecia.

Srednia dawka stresu zewnetrznego (R = 5 a.u.) wywotuje we wszystkich analizowanych
komérkach odpowiedz — w zdecydowanej wiekszosei jest to blokada cyklu komoérkowego,
a w okoto 10% komorek z populacji o duzym zréznicowaniu fp jest aktywowana $mieré
komorki (Rysunek 5.11C). W subpopulacji aktywujacej blokade cyklu komoérkowego mozna
zaobserwowaé rozne zakresy oscylacji (Rysunek 5.13A). We wczesnej odpowiedzi komorek
apoptotycznych réwniez wystepuja oscylacje, jednak sa one przy stosunkowo niskim pozio-
mie p53, a po kilkudziesieciu godzinach poziom p53 gwaltownie wzrasta (Rysunek 5.13B)
Wartos¢ progowa p53 (fp) wplywa rowniez na tempo aktywowania odpowiedzi, przez co
nastepuje desynchronizacja oscylacji. Dodatkowo komoérki réznig sie czasem podjecia decy-
zji apoptotycznej. W przestrzeni 2D (p53 vs MDM2 jadrowe) chmura punktéw stworzona
przez klase komorek zatrzymanych jest rozciggnieta, co wynika z wystepujacych réznych
typow oscylacji (Rysunek 5.13C). Nalezy mie¢ na uwadze, ze wartos¢ progowa 6p oznaczo-
na r6zows linig jest $rednig wartoscia w populacji, a w poszczegdlnych komoérkach wartosé
ta moze by¢ znaczaco przesunieta, co skutkuje duzym zréznicowaniem pozioméw biatka
w populacji zatrzymanej. Widoczny jest réwniez podzial populacji na dwa typy oscylacji.
Na wykresie pozioméw biatek pb3 vs PTEN, chmura punktéw komorek o blokadzie cy-
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Rysunek 5.12: Odpowiedz populacji heterogenicznej (SD = 20% 6p) na wymuszenie
R = la.u. (A) Przebiegi czasowe subpopulacji nie aktywujacej odpowiedzi; (B) Przebiegi
czasowe subpopulacji aktywujacej blokade cyklu komorkowego; (C) Koricowy poziom p53
vs poziom jadrowego MDM2 z podziatem na klasy; (D) Koricowy poziom p53 vs PTEN z
podziatem na klasy; (przerywana linia — wartosci progowe, rézowy — §rednia wartosé 0p w
populacji)
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klu znajduje sie w wiekszosci ponizej wartosci progowej biatka PTEN (Rysunek 5.13D).
Komorki, w ktérych poziom PTEN jest wysoki to komoérki apoptotyczne lub te w kto-
rych apoptoza bedzie aktywowana w najblizszych godzinach (zaproponowany klasyfikator
sprawdza poziom biatka w ostatnich 10 godzinach). Chmura punktéw stworzonych przez
komérki apoptotyczne jest bardzo mata, komérki maja praktycznie takie same wartosci
biatek — wysoki poziom p53 i PTEN oraz niski poziom MDM2 (Rysunek 5.13C i D).

Pod wplywem duzego poziomu stresu (R = 9 a.u.) w zdecydowanej wiekszodci komorek
jest aktywowana apoptoza. Na wykresach czasowych widoczny jest wplyw wartosci progo-
wej biatka p53 na zréznicowanie czasu aktywacji apoptozy: od 20 godzin po zadzialaniu
czynnika stresowego do korica symulacji (Rysunek 5.14B). W populacji tej wystepuje row-
niez klasa komoérek z blokada cyklu komérkowego. Wystepuja w nich oscylacje na wysokim
poziomie biatka p53, co wynika z szybkiego tempa degradacji biatka MDM2 (Rysunek
5.14A). Chmura koricowych pozioméw biatka jest zdecydowanie mniejsza niz w uktadzie z
R = 5a.u., co wynika z mniejszej amplitudy oscylacji. Chmura komoérek oscylujacych, jak
iich wartos¢ progowa jest przesunieta na prawo, wzgledem $redniej wartosci progowej 0p.
Poziom biatka MDM2 oscyluje wokot nizszej wartosci progowej 01, a w komérkach apopto-
tycznych poziom biatka MDM2 jest bardzo niski (Rysunek 5.14C). Na wykresie konicowych
pozioméw biatka PTEN widoczne jest, ze w subpopulacji komoérek o zablokowanym cyklu
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Rysunek 5.13: Odpowiedz populacji heterogenicznej (SD = 20% 6p) na wymuszenie R =
5a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywujacej blokade cyklu komoérkowego; (B)
Przebiegi czasowe subpopulacji aktywujacej apoptoze; (C) Koricowy poziom p53 vs poziom
jadrowego MDM2 7 podziatem na klasy; (D. Konicowy poziom p53 vs PTEN z podziatem
na klasy; (przerywana linia — wartosci progowe, rozowy — srednia wartos¢ 0p w populacji)
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Rysunek 5.14: Odpowiedz populacji heterogenicznej (SD = 20% 6p) na wymuszenie R =
9a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywujacej blokade komorkowa; (B) Przebiegi
czasowe subpopulacji aktywujacej apoptoze; (C) Koricowy poziom p53 vs poziom jadrowego
MDM?2 z podzialem na klasy; (D) Koricowy poziom p53 vs PTEN z podziatem na klasy;
(przerywana linia — wartosci progowe, rézowy — §rednia wartosé¢ p w populacji)

poziom PTEN jest nizszy od wartosci progowej w zdecydowanej wiekszosci komoérek. W
komérkach apoptotycznych poziom PTEN jest powyzej wartosci progowej, co swiadczy o
aktywacji sprzezenia dodatniego. Jednoczeénie widocznych jest kilka komérek, ktére maja
wysoki poziom pd3 w ostatniej chwili symulacji, ale ze wzgledu na zaproponowany sposéb
klasyfikacji komorek (czyli analize ostatnich 10 godzin), nie zostaly zakwalifikowane do
subpopulacji apoptotycznej (Rysunek 5.14D).

Prég poziomu biatka p53, przy jakim nastepuje aktywacja procesu transkrypcji genéw
MDM2 i PTEN, ma bardzo duzy wplyw na odpowiedz komérki na stres, co widoczne jest
poprzez zroznicowanie typu oraz czasu odpowiedzi na bodzce w analizowanej populacji
komorkowej. Na Rysunku 5.15, przedstawiona jest zalezno$¢ miedzy wartoscia progowa 0p
a wartoscig minimalng i maksymalna biatka p53 w kazdej z 10 000 komorek w populacji
w ostatnich 10 godzinach symulacji. Ze wzgledu na losowe wartosci progu 0p (rozktad
normalny) nie wszystkie wartosci progowe maja swoja reprezentacje w postaci punktu na
wykresie.

Przy niskich dawkach stresu, niskie wartosci 6p skutkuja brakiem odpowiedzi. Poziom
P53 jest stale powyzej wartosci progowej, zatem proces produkcji biatka PTEN oraz MDM2
jest caly czas aktywny. Ze wzgledu na wysoki poziom PTEN transport MDM2 do jadra
jest stale zmniejszony, jednakze stale, wysokie tempo produkcji MDM?2 oraz niskie tem-
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po degradacji (wynikajace z niskiego poziomu stresu), skutkuje utrzymaniem wysokiego
poziomu MDM2 w jadrze i w efekcie niskim poziomem p53 (Rysunek 5.15A). Co ciekawe
oscylacje rowniez nie wystepuja dla wysokich wartosci 0p. Dla 0p > 53700 czast. w ko-
morce wystepuje staly, podwyzszony poziom biatka p53. Obserwowane zachowanie uktadu
odpowiada wystepowaniu zwyczajnego punktu stacjonarnego w domenie {111}, wyznaczo-
nego w podrozdziale 5.4.1. Dla nominalnych wartosci progowych basen przyciagania tego
punktu jest bardzo niewielki, a startujac z warunkéw poczatkowych okreslonych w Tabeli
5.1 trajektoria oscyluje wokoét punktu SSP. Zwiekszenie wartosci progowej 8p spowodowa-
to znikniecie punktu SSP, a trajektoria startujaca z przyjetych warunkéw poczatkowych
zmierza do punktu RSP, o drednim poziomie biatka p53. W komoérkach tych wystepuje
sredni poziom MDM2 w jadrze, wynikajacy z wylacznie podstawowej, niezaleznej od p53
produkeji MDM2 (ze wzgledu na wysoka warto$¢ progowa 6p) oraz podwyzszonej degrada-
cji MDM2 w warunkach stresowych. Sredni poziom jadrowego MDM2 skutkuje obnizeniem
tempa degradacji p53, w stosunku do szybkiego tempa w komoérkach z wysokim MDM2,
przez co poziom biatka p53 w komorce jest podwyzszony. Podwyzszenie poziomu nie jest
jednak wystarczajace, aby aktywowac sprzezenie ujemne w uktadzie (Rysunek 5.15A, war-
tosci fp > 53700 czast. ).

Dla wyzszych dawek stresu populacja apoptotyczna wystepuje przy niskich wartosciach
progowych 0p. Oznacza to, ze aktywacja procesu apoptozy jest tatwiejsza w komorkach,
w ktorych juz niewielkie stezenie pb3 jest wystarczajace, aby aktywowaé produkcje biatek
zaleznych od niego transkrypcyjnie. W populacji potraktowanej érednim stresem wraz ze
wzrostem wartosci progowej zmienia sie zakres oscylacji poziomu biatka p53:

e 0 € [33600;51 500] czast. — niski zakres oscylacji pb3 — poziom MDM2 oscyluje po-
miedzy $rednim a wysokim;

e 0 € (51500;58200] czast. — sredni zakres oscylacji p53 — poziom MDM?2 oscyluje z
niskiego na wysoki;

o 0 > 3.82-10% czast. — wysoki zakres oscylacji p53 — MDM2 oscyluje pomiedzy $rednim
a niskim poziomem.

Jest to widoczne na Rysunku 5.156B. W komérkach potraktowanych wysoka dawks stresu,
w ktorych wartos§é progowa jest nizsza niz 55 000 czast., aktywowana jest apoptoza. Jezeli
do aktywacji produkcji biatek jest potrzebny wyzszy poziom p53, w komdrce wystepuja
jedynie oscylacje, co §wiadczy o poprawnym dziataniu petli sprzezenia ujemnego, ale braku
aktywacji sprzezenia dodatniego, w wyniku zbyt niskiej produkcja PTEN (Rysunek 5.15C).

Wysoka wartos¢ progowa 0p obniza zdolnos¢ komorki do aktywowania prawidtowej od-
powiedzi na czynniki stresowe, a w przypadku znacznych uszkodzenl utrudnia aktywacje
gmierci komérki. Komoérki o wysokiej wartosci progowej to np. komérki ze zmutowanym
jednym z alleli genu p53. W komorkach takich p53 nie jest w pelni funkcjonalne lub tylko
jego czes¢ ma zdolnosé do aktywacji transkrypcji. Inne nieprawidtowosci dajace podob-
ny efekt to zaburzenie translokacji p53 do jadra lub zaburzenie procesu jego fosforylacii,
poniewaz réwniez zwiekszaja granice poziomu biatka w komérce, przy ktérym mozliwa
jest aktywacja transkrypcji genéw od niego zaleznych. W rezultacie potrzebne jest wyz-
sze stezenie pb3, aby aktywowaé¢ produkcje bialek zwiazanych z regulacja poziomu p53 i
aktywacja odpowiedzi na stres — produkcja bialek odpowiedzialnych za blokade cyklu i
apoptoze. Z tego powodu komorki te, pomimo uszkodzeri, nie beda usuwane z organizmu,
co moze prowadzi¢ do dalszych mutacji i rozwoju nowotworu.
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Rysunek 5.15: Wplyw wartosci progowej 6 p na zakres odpowiedzi komorki; (A) Mata dawka
stresu (R = la.u.); (B) Srednia dawka stresu (R = 5a.u.); (C) Wysoka dawka stresu
(R=9a.u.)

Niekorzystny wplyw na funkcjonowanie komérki ma réwniez niska wartosé progowa
dla biatka p53, poniewaz moze skutkowaé stata aktywacja genéw zaleznych od niego trans-
krypcyjnie. W rezultacie zaréwno dodatnia, jak i ujemna petla nie dziata poprawnie, przez
co komoérka nie ma mozliwoéci aktywacji przejéciowego wzrostu poziomu biatka pb3, ktéry
pozwala na naprawe uszkodzeri. Komorka jest bardzo wrazliwa na uszkodzenia, a nawet nie-
wysokie dawki indukuja apoptoze. Rzeczywiste organizmy dotkniete taka wada zazwyczaj
umieraja na etapie ptodu.

5.5.2 Wplyw polozenia progu 0 na odpowiedz komorki

Proces zahamowania transportu MDM2 do jadra moze zachodzié przy réznych stezeniach
biatka PTEN w uktadzie. Biatko PTEN jest pierwszym elementem kaskady zwiazanej z
blokada transportu MDM2 do cytoplazmy. PTEN dezaktywuje biatko PIP3 hydrolizujac
go do PIP2, ktoére jest niezdolne do aktywacji biatka AKT. Kinaza AKT jest odpowiedzial-
na za fosforylacje MDM2, ktora z kolei umozliwia transport MDM2 do jadra [88]. Rozne
polozenie progu 67 pozwala modelowaé¢ komoérki o réznych progach aktywacji redukeji
tempa transportu MDM?2 do jadra. Takie zjawisko w komoérce moze wynikaé¢, m.in. z r6z-
nego poziomu biatka PTEN, potrzebnego do dezaktywacji PIP3 w odpowiednim stopniu,
wynikajacym z réznej ilosci tego biatka (lub biatka AKT) w komorkach.

W celu sprawdzenia wplywu zréznicowania potozenia progu, przy ktérym nastepuje
ograniczenie transportu MDM2 do jadra, na odpowiedz komoérkowa po wystapieniu stre-
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Rysunek 5.16: Zréznicowanie odpowiedzi komérkowej w populacji heterogenicznej pod
wzgledem lokalizacji 01 na rézne dawki wymuszenia

su zewnetrznego, stworzona zostata populacja 10000 komorek o losowych wartodciach 61
(analogicznie jak we wczesniejszej sekcji).

Zréznicowanie warto$ci progu 7 ma wptyw gtéwnie na odpowiedz apoptotyczna, po-
niewaz wplywa on na aktywacje sprzezenia dodatniego (Rysunek 5.16). W uktadzie po
zadziataniu R = 1 a.u. nie zaobserwowano zréznicowania populacji, a jedynie nieznaczne
zroznicowanie okreséw oscylacji. Rowniez po zadzialaniu R = 5a.u. zréznicowanie po-
pulacji jest niewielkie. Z tego wzgledu ponizej przedstawiono wytacznie wyniki symulacji
uktadu poddanego dziataniu duzego stresu (R = 9a.u.), o wartosciach 67 losowanych z
rozktadu normalnego z odchyleniem standardowym réwnym 20% wartosci progowej 0p. W
takim uktadzie pojawiaja sie dwie subpopulacje — w jednej aktywowana jest blokada cy-
klu komorkowego, a w drugiej apoptoza (Rysunek 5.17A). W subpopulacji apoptotycznej
oscylacje w poczatkowym etapie odpowiedzi majg taka samg amplitude i maksimum jak
w subpopulacji o zatrzymanym cyklu (roznia si¢ jedynie okresem), a komorki roznia si¢
miedzy soba czasem podjecia decyzji apoptotycznej (Rysunek 5.17B). Czas aktywacji apop-
tozy jest $cidle zwiazany z wartoscia O, poniewaz zwiekszenie wartosci progowej powoduje
wydtuzenie czasu, jaki jest potrzebny na skumulowanie biatka PTEN na poziomie wystar-
czajacym, aby aktywowaé blokade transportu MDM2. Ze wzgledu na regularnosé oscylacji
pozioméw biatek w komoérkach zatrzymanych, chmura punktéw koricowych wartosci biat-
ka tworzy okrag (Rysunek 5.17 C i D). Na Rysunku 5.17D przedstawiona populacja o
zablokowanym cyklu komérkowym posiada stosunkowo wysoki poziom biatka PTEN, na-
dal jednak nizszy niz wartos¢ progowa 6 (co widoczne jest na Rysunku 5.18B). Nalezy
jednak mieé¢ na uwadze, ze warto$é¢ progowa PTEN oznaczona na wykresie na ré6zowo to
§rednia wartos¢ Or w populacji, a dla konkretnych komoérek przyjmuje ona rézne wartosci.
W subpopulacji komérek zatrzymanych losowa wartosé 6 jest powyzej poziomu PTEN
(Rysunek 5.18B), przez co transport MDM2 do jadra przebiega z normalnym, szybkim
tempem. Subpopulacja apoptotyczna tworzy jeden punkt z wysokim poziomem pb3 oraz
PTEN i niskim poziomem jadrowego MDM2 (czerwona kropka na Rysunku 5.17C i D).
Obok niej znajduje sie rowniez niebieska kropka oznaczajaca komorke, w ktorej proces
apoptozy zostal rozpoczety, ale decyzja apoptotyczna zostata podjeta w czasie krotszym
niz analizowane ostatnie 30 godzin, przez co jest ona zaklasyfikowana do grupy komorek
zatrzymanych.

Zréznicowanie lokalizacji wartosci progowej fp nie wplywa na wartos¢ maksymalna
oraz amplitude oscylacji, ale wplywa na okres oscylacji i czas podjecia decyzji apopto-
tycznej. Powoduje réwniez zréznicowanie odpowiedzi komérkowej. Dla nizszych wartosci



5.5. HETEROGENICZNOSC POPULACJI KOMORKOWEJ 139

(Azo x10% Klasa: blokada cyklu (B)10 x10% Klasa: apoptoza

p53 [czast.]
[}
p53 [czast.]

2 ' ' ' 2 ' ' '
0 50 100 150 0 50 100 150
Czas [h] Czas [h]
(C), x10° (D] x10%
37 . 5 I
1 1 H
=257 1 qL
[ 1 L)
«
I —
S 2 , s0F------ ?—I— —————————————
3 1 @ 1
H \ ] 1
015 = 1
5 ! z 1
=z ! w ]
g 17 1 E 5 1
a [~ w _____________ : © brak odpowiedzi
=050 _ _____ e e e e e s 1 ¢ blokada cyklu
! 1 ® apoptoza
0 L 1 L L e ) 0 1
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
p53 [czast.] x10% p53 [czast.] %104

Rysunek 5.17: Odpowiedz populacji heterogenicznej pod wzgledem aktywacji transportu
MDM2 (SD = 20% 6r) na wymuszenie R = 9a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji ak-
tywujacej blokade komorkowa; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywujacej apoptoze;
(C) Konicowy poziom p53 vs poziom jadrowego MDM2 z podziatem na klasy; (D) Koncowy
poziom p53 vs PTEN z podzialem na klasy; (przerywana linia — wartosci progowe, rézowy
— érednia wartos¢ 0p w populacji)

progowych 07 proces aktywacji apoptozy zachodzi tatwiej, poniewaz juz niskie poziomy
PTEN powoduja ograniczenie transportu MDM?2 do jadra, a w konsekwencji zmniejszenie
degradacji p53. Wraz ze wzrostem Or w komorce, aktywacja petli sprzezenia dodatniego
jest trudniejsza, dlatego nawet przy duzych uszkodzeniach wystepuja state oscylacje. Za-
leznos¢ poziomu biatka pb3 od wartosci progowej O jest przedstawiona na Rysunku 5.18,
gdzie wida¢ podzial populacji na dwie czesci w zaleznosci od wartosci progowej. Widocz-
na jest rowniez regularnos$é oscylacji. Na granicy pomiedzy subpopulacja apoptotyczng a
zatrzymang widaé¢ komérke, ktora w ostatnich godzinach symulacji podjeta decyzje apop-
totyczna, przez co poziom pbH3 ma wartosé posrednia (Rysunek 5.18 niebieska kropka dla
Or = 1.17-105).

5.5.3 Wplyw polozenia progéw 6y, i Oy2 na odpowiedz komorki

Kolejne analizowane wartosci progowe w modelu dotycza jadrowego MDM2 (V) i okreslaja
prog aktywacji zwiekszenia tempa degradacji p53. W zaleznosci od poziomu MDM?2, tempo
degradacji p53 ma trzy rozne wartosci. Analogicznie jak w poprzednich przypadkach, ko-
morki ze wzgledu na stezenia pozostatych czynnikéow bioracych udziat w reakeji (takich jak
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Rysunek 5.18: Wplyw wartosci progowej 67 na zakres odpowiedzi komorki; (A) Poziom
biatka p53; (B) Poziom biatka PTEN
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Rysunek 5.19: Zroznicowanie odpowiedzi komoérkowej na rézne dawki wymuszenia w po-
pulacji heterogenicznej pod wzgledem lokalizacji 0p1

np. ubikwityna) moga by¢ mniej lub bardziej wrazliwe na obecno$¢ MDM2. Dla zmiennej
N istnieja dwie wartodci progowe, po przekroczeniu kazdej z nich tempo degradacji pb3
wzrasta o okoto 60%. W niniejszych badaniach wprowadzono zalozenie, ze dystans mie-
dzy wartodciami progowymi jest zachowany: randomizowane jest tylko polozenie pierwszej
wartosci progowej, a warto$¢ drugiej wartosci progowej jest wyliczana.

Na Rysunku 5.19 widoczne jest, ze najwicksze zroznicowanie populacji wystepuje przy
niskich oraz przy wysokich poziomach stresu. Dla R = 1a.u. i odchylenia standardowego
20% wartosci nominalnej 61, subpopulacja nie aktywujaca odpowiedzi wynosi 22%. Nato-
miast populacja po zadziataniu R = 5 a.u. jest homogeniczna, dlatego nie bedzie rozwazana
w dalszej czesci. W przypadku duzego stresu (R = 9a.u.) w populacji o duzym zréznico-
waniu pojawia sie subpopulacja, w ktorej jest blokowany cykl komérkowy, ale wynosi ona
zaledwie 4.5% wszystkich komorek.

W przypadku niskiego stresu (R = 1a.u.), duze zréznicowanie populacji powoduje po-
dzial na dwie klasy: komérki nie aktywujace odpowiedzi oraz aktywujace blokade cyklu
komoérkowego. Oscylacje pb3, wystepujace w komérkach, maja stala warto$¢ minimalng i
maksymalng, ale r6znig sie okresem, ktory uzalezniony jest od stezenia MDM2 aktywuja-
cego degradacje (Rysunek 5.20B). W nielicznych komorkach normalnych pojawia sie pik
poziomu pd3, ale ze wzgledu na dtugi okres oscylacji nie zostaly one zakwalifikowane do
grupy komorek zatrzymanych (Rysunek 5.20A). Komorki normalne majg bardzo podobne
wartosci koricowe biatek (patrz zielony punkt Rysunek 5.20C i D), natomiast komorki za-
trzymane tworza chmure punktdéw na przecieciu wartosci progowych 0y i 0p przy niskich
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Rysunek 5.20: OdpowiedZ populacji heterogenicznej pod wzgledem aktywacji degradacji
p53 (SD = 20% 6On1) na wymuszenie R = la.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji nie
aktywujacej odpowiedzi; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywujacej blokade cyklu
komorkowego; (C) Koricowy poziom p53 vs poziom jadrowego MDM2 z podziatem na klasy;
(D) Koricowy poziom p53 vs PTEN z podzialem na klasy. (przerywana linia — wartosci
progowe, rozowy — srednia warto$¢ 61 i Oy2 w populacji)

poziomach T' (Rysunek 5.20C i D).

Przy wysokiej dawce stresu (R = 9 a.u.) i przy duzej heterogenicznosci populacji (20%
On1), czesé komorek aktywuje blokade cyklu komorkowego a czesé apoptoze. Przebiegi cza-
sowe obu klas sa podobne do odpowiedzi obserwowanych przy randomizowaniu aktywacji
blokady transportu MDM2 do jadra (por. Rysunek 5.21A i B vs Rysunek 5.17A i B). W
przebiegach czasowych wystepuje ten sam zakres i amplituda oscylacji, a takze wystepu-
je przesuniecie fazowe oscylacji i zréznicowanie czasu aktywacji apoptozy. W komoérkach
aktywujacych blokade cyklu komdérkowego obserwuje sie znaczace podwyzszenie poziomu
biatka PTEN (Rysunek 5.21D) oraz obnizenie poziomu jadrowego MDM2 (Rysunek 5.21C),
w stosunku do populacji potraktowanej nizsza dawka. Na wykresach (Rysunek 5.21C i D)
widoczne sa rowniez komorki, w ktérych w ostatnich godzinach symulacji byta aktywowana
apoptoza, ale nie zostaty zakwalifikowane do grupy komorek apoptotycznych, ze wzgledu
na analizowanie jedynie ostatnich 10 godzin symulacji.

W komorce tatwo aktywujacej degradacje pb3, nie obserwuje sie odpowiedzi na mata
dawke stresu, natomiast wraz ze wzrostem wartosci progowej dla 01, w komorce aktywo-
wane jest sprzezenie ujemne i obserwuje si¢ oscylacje (Rysunek 5.22A). Brak odpowiedzi
dla nizszych wartosci 51 wynika z bardzo szybkiej degradacji p53 nawet przy stosunkowo
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niskich stezeniach MDM2, przez co jego poziom nie jest wystarczajacy, aby aktywowaé
ekspresje genow (Rysunek 5.20A). Dla wyzszych dawek stresu wraz ze wzrostem wartosci
progowej 01, wzrasta zdolnosé komorki do aktywacji odpowiedzi apoptotycznej (Rysunek
5.22C), co wynika z faktu, ze akumulacja biatka p53 w komorce tatwo aktywujacej jego
degradacje jest utrudniona. Niezaleznie od dawki stresu, oscylacje poziomu MDMZ2 s3 po-
wyzej pierwszej wartosci progowej Oy1, wokol drugiego progu jadrowego MDM?2 (Rysunek
5.22B i D).

5.5.4 Zroéznicowanie aktywacji wszystkich procesé6w w modelu

W realistycznym modelu populacji komérek nalezy uwzglednié¢ zréznicowanie wartosci pro-
gowych dla wszystkich analizowanych proceséw. Symulacje zostaly wykonane podobnie jak
we wczesniejszych systemach, przy czym wszystkie wartosci progowe byty losowane z roz-
ktadu normalnego o éredniej réwnej danej wartosci progowej i odchyleniu standardowym
réwnym procentowej czeéci wartosci progowej. W rezultacie odpowiedZ populacji jest zroz-
nicowana zaréwno przy niskiej, $redniej, jak i wysokiej dawce stresu (Rysunek 5.23A). W
populacji o duzych odchyleniach standardowych (20% wartosci progowych) potraktowa-
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Rysunek 5.21: OdpowiedZ populacji heterogenicznej pod wzgledem aktywacji degradacji
p53 (SD = 20% 6xn1) na wymuszenie R = 9a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji nie
aktywujacej odpowiedzi; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywujacej blokade cyklu
komoérkowego; (C) Koricowy poziom p53 vs poziom jadrowego MDM2 z podziatem na klasy;
(D) Koricowy poziom p53 vs PTEN z podziatem na klasy; (przerywana linia — wartosci
progowe, rozowy — Srednia warto$¢ Onq i Oy2 w populacji)
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Rysunek 5.22: Wplyw wartosci progowej 6y1 na zakres odpowiedzi komorki; (A) Poziom
biatka pb3 dla R = 1 a.u.; (B) Poziom bialtka jadrowego MDM2 dla R = 1 a.u.; (C) Poziom
biatka p53 dla R = 9a.u.; (D) Poziom biatka jadrowego MDM2 dla R = 9 a.u.;

nej stresem R = 9a.u., wystepuja wszystkie trzy roézne typy odpowiedzi. Subpopulacja
nie aktywujaca odpowiedzi jest bardzo niewielka (Rysunek 5.24A). Oscylacje w popula-
cji zatrzymanej sa bardzo zréznicowane, zaréwno pod wzgledem okresu, jak i amplitudy
drgan (Rysunek 5.24B). Rowniez poczatkowe oscylacje w subpopulacji komorek apopto-
tycznych sa bardzo zroznicowane (Rysunek 5.24C). Wykres koricowych pozioméw biatka
P53 oraz MDM2 pokazuje wysoki poziom biatka MDMZ2 i niski p53 w komoérce normalne;j
i przeciwnie: niski poziom MDM2 i wysoki p53 w komoérkach apoptotycznych. Chmura
punktéw stworzona przez populacje oscylujaca jest bardzo duza i rozposciera sie od bardzo
niskich do bardzo wysokich pozioméw p53 (Rysunek 5.24D). Na wykresie przedstawiaja-
cym poziom PTEN vs p53 widoczne jest, ze chmura punktéw stworzonych przez oscylujace
komérki rozpoéciera sie wokot éredniej wartosci progowej fr, natomiast zaréwno komorki
zatrzymane, jak i apoptotyczne znajduja sie powyzej niej (Rysunek 5.24F).

Na Rysunku 5.24F przedstawiona jest decyzja komérki, jaka zostata podjeta dla danych
wartosci progowych 0p, On1 1 07 przy wymuszeniu rownym 9 a.u. W populacji widoczna jest
mata subpopulacja komoérek, ktore nie aktywowaly odpowiedzi, pomimo duzych uszkodzen
wywolanych przez stres. Komoérki nie aktywujace odpowiedzi maja niski prog aktywacji ge-
now (mata wartosé Op), wysoki prog aktywacji blokady transportu MDM2 do jadra (duza
wartos$¢ 07 ) oraz niski prog aktywacji degradacji pb3 (mala wartosé Oy1) (Rysunek 5.24 F).
Komorki takie beda dzielity sie pomimo uszkodzen DNA, przez co mutacje beda przekazy-
wane komérkom potomnym, co moze prowadzi¢ do powstawania nowotwordéw. Natomiast
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Rysunek 5.23: Zroznicowanie odpowiedzi komoérkowej w populacji heterogenicznej pod
wzgledem wszystkich wartosci progowych na rézne dawki wymuszenia

komorki apoptotyczne posiadaja niskie wartosci progowe dla 0p i 07 oraz wysokie dla 0y
(Rysunek 5.23), co jest zgodne z wynikami uzyskanymi we wczesniejszych podpunktach.

Otrzymane wyniki symulacji dla modelu modutu regulatorowego biatka p53 mozna od-
nies¢ do wynikéw eksperymentow biologicznych opublikowanych przez X. Chena i in. [89].
Analizujac przebiegi czasowe pojedynczych komorek autorzy wykonali podzial populacji
na 4 roézne grupy: a) komorki z oscylujacym pb3 aktywujace blokade cyklu, b) komorki z
oscylujacym p53 aktywujace $mier¢ komorkows, ¢) komorki z monotonicznym wzrostem
p53 aktywujace blokade cyklu komorkowego oraz d) komoérki z monotonicznym wzrostem
pb3 aktywujace apoptoze. Dominujacy charakter odpowiedzi u komérek apoptotycznych
to monotoniczny wzrost, a u komérek aktywujacych blokade cyklu to oscylacje, jednak,
szczegoblnie przy érednich dawkach stresu, obserwuje sie wystepowanie komérek o atypo-
wym zachowaniu. W wynikach symulacyjnych réwniez wystepuja rézne typy odpowiedzi w
danej klasie komorek. Populacja o zréznicowanej lokalizacji 0p, pod wplywem niskiej daw-
ki stresu dzieli sie na subpopulacje komoérek zatrzymanych — oscylujacych oraz o statym
podwyzszonym poziomie p53 (Rysunek 5.15 A). Natomiast w tej same]j populacji komorek
po zadziataniu wyzszymi dawkami stresu pojawia sie populacja apoptotyczna, w ktérej ob-
serwuje sie oscylacje (gasnace i rosnace do wysokich pozioméw p53) (Rysunek 5.13B oraz
Rysunek 5.14B). Jednoczesnie wystepuja rowniez komorki, w ktorych w poczatkowych
chwilach zachodzg gwaltowne zmiany poziomu biatka, a nastepnie okoto 15 godziny po
zadziataniu stresem nastepuje wzrost poziomu p53 do wysokich wartosci (Rysunek 5.14B).

5.6 Model szlaku regulatorowego biatka p53 z losowym prze-
laczeniem

Zjawisko losowej aktywacji i dezaktywacji proceséw wewnatrzkomoérkowych zostalo omo-
wione w podrozdziale 3.5. W celu wprowadzenia losowosci proceséw aktywacji i dezaktywa-
¢ji, modelowanych w analizowanym uktadzie jako przetaczenia wartosci parametréw, model
modutu regulatorowego biatka p53 zmodyfikowano poprzez dodanie czterech funkcji praw-
dopodobienistwa. Funkcje te opisuja prawdopodobieristwo, ze poszczegdlne procesy przy
danej liczbie czasteczek czynnika regulatorowego sg aktywny. Funkcje te maja nastepujaca
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Rysunek 5.24: Odpowiedz populacji heterogenicznej pod wzgledem lokalizacji wszystkich
analizowanych progow (SD = 20% ) na wymuszenie 9 a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopu-
lacji nie aktywujacej odpowiedzi; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywujacej blokade
cyklu komorkowego; (C) Przebiegi czasowe populacji apoptotycznej; (D) Koricowy poziom
p53 vs poziom jadrowego MDM2 z podziatem na klasy; (E) Konicowy poziom p53 vs PTEN
z podziatem na klasy (przerywana linia — wartosci progowe, rozowy Srednia warto$é pro-
gow w populacji) (F) Zaleznos¢ miedzy wartosciami progowymi 0p, On1 1 67 a odpowiedzia
komorki
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Rysunek 5.25: (A) Wartosé funkeji prawdopodobienstwa dla roznych wartosci parametru
n dla progu 6p; (B) Deterministyczna odpowiedz uktadu na rozne wartogci wymuszenia

postac:
Pn
Py = — 94
P = B (5.94)
NTL
N1l) = ———, 5.95
O (5.95)
Nn
N2) = ———, 5.96
rN2) = (5.96)
T?’l
T) = ——. 5.97
r(T) T on (5.97)

Kazda z powyzszych funkcji przyjmuje wartosci od 0 do 1 i ma ksztatt sigmoidalny. Dla
wartosci progowej 0p ksztalt funkcji prawdopodobieristwa jest przedstawiony na Rysunku
5.25A. Aby oceni¢ czy dany proces jest aktywny czy nie, losuje sie liczbe z rozktadu row-
nomiernego w zakresie [0,1] — jesli wylosowana wartosé¢ jest mniejsza od wartosci funkeji
w danym stanie uktadu to proces jest aktywny. Od parametru n zalezy skosnosé funkcji
prawdopodobieristwa. W niniejszej pracy analizowane sa cztery wartosci wspoétczynnika
n: 5, 10, 20 oraz 30. Stosunkowo duze wartodci parametru n wynikaja z duzego zakresu
zmian poziomu biatek i pozwalaja na zachowanie odpowiednio duzej specyficznosci aktywa-
¢ji proceséw. Dla niskich wartosci n proces jest bardzo wrazliwy na nawet niewielkie ilosci
regulatora, dlatego aktywacja procesu moze nastapié¢ réwniez przy liczbie czasteczek regu-
latora znacznie mniejszej od wartosci progowej. Natomiast dla duzych wartosci n, proces
jest mniej wrazliwy na obecno$é¢ enzymu — jest aktywny tylko w ukladzie z liczba czaste-
czek wieksza od wartosci progowej (patrz ksztalt funkcji prawdopodobieristwa dla roznych
wartosci n — Rysunek 5.25A).

Wyniki symulacji modelu z r6znymi parametrami n silnie zaleza od wymuszenia. W
modelu deterministycznym dla szerokiego zakresu wymuszenn wystepuja oscylacje, a dla
wymuszenia R wiekszego lub réwnego 7.78 a.u. uktad dazy do punktu stacjonarnego z
wysokim poziomem pb3. Na Rysunku 5.25B. przedstawione sa przebiegi deterministyczne
dla réznych wartodci wymuszenia, ktoére zostaly wybrane do modelowania stochastycznego.
Wybrane dawki to: 0 a.u. (uklad bez wymuszenia), 5 i 7.3 a.u. (Srednie dawki stresu)
oraz 8 a.u. (duzy stres). Dawka 5 a.u. zostala wybrana, aby sprawdzi¢ typowa odpowiedz
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Tabela 5.4: Srednie i odchylenia standardowe koncowego poziomu biatka p53 w ukladzie
bez wymuszenia dla réznych wartosci n

n 5 10 20 30 jednostka
Srednia 33597 33 556 33555 33557 czast.
Odchylenie standardowe 84 6 4 1 czast.

komérki na $rednie dawki stresu, natomiast dawka 7.3 a.u. jest niewiele mniejsza od dawki
wywolujacej apoptoze, i zostata wybrana, aby sprawdzi¢, czy losowodé przetaczen wplynie
na rodzaj indukowanej odpowiedzi.

Dla modeli stochastycznych wykonano 5000 symulacji stochastycznych, ktére odpo-
wiadaja jednej populacji komérkowej o danych wtasciwosciach i potraktowanych danym
wymuszeniem. Wyniki tych symulacji sg przedstawione w kolejnych podrozdziatach.

5.6.1 Wryniki otrzymane przy zastosowaniu ukladu bez wymuszenia

Analizowany ukltad bez wymuszenia znajduje sie w stanie stacjonarnym polozonym sto-
sunkowo daleko od wartosci progowych. Prawdopodobienstwo aktywacji lub dezaktywacji
procesu indukowanej produkcji biatka, degradacji p53 lub zahamowania transportu jest
niewielkie, dlatego w przebiegach czasowych dla poszczegélnych komorek nie wystepuja
duze roznice. Oczywiscie dla uktadu o duzym zakresie wrazliwosci na obecnodé czynnikow
regulacyjnych (n = 5) wystepuje najwicksza zmiennosé wartosci biatka p53 w czasie, wy-
nikajaca z losowe]j aktywacji i dezaktywacji degradacji p53 przez MDM2 (Rysunek 5.26A).
Znaczny spadek zmiennosdci jest widoczny na histogramach, ktore przedstawiaja koricowe
wartodci poziomu biatka p53 a takze przy poréwnaniu odchylen standardowych w poszcze-
gblny prébach: dla n = 5 odchylenie standardowe wynosi 84 czasteczek, a dla n = 10
tylko 6 czasteczek (Rysunek 5.26B). W Tabeli 5.4 przedstawione sa érednie i odchylenia
standardowe dla populacji o réznych wartosciach n.

5.6.2 Wyniki otrzymane przy zastosowaniu ukladu ze $rednimi warto-
§ciami wymuszenia

Do analizy wplywu érednich dawek wymuszenia zostaly wybrane dwie wartodci stresu
R=5au.i R="7.3a.u. W ukladzie deterministycznym obie te dawki wywoluja powstanie
oscylacji biatka p53. Ich zakres oraz okres nieznacznie sie rdznia, ale los komérki w tych
systemach jest taki sam — blokada cyklu komoérkowego (Rysunek 5.25B).

W modelu stochastycznym pod wplywem dawki R = 5 a.u. w uktadzie nastepuje wzrost
poziomu p53. Dla n = 5 oraz n = 10 odpowiedz uktadu (¢ > 20h) ma charakter biatego
szumu 1 nie wystepuja regularne oscylacje (Rysunek 5.27A). Ponadto dla n o mniejszej
wartodci odchylenie standardowe konicowych pozioméw pb3 jest mniejsze poniewaz, prze-
taczenia wystepuja czesciej, nawet dla pozioméw biatka odleglych od wartosci progowych,
przez co uktad nie ma czasu na odejscie od wartosci érednich (Rysunek 5.27B). Wraz ze
wzrostem wartogci n oscylacje poziomu pb3 sg coraz bardziej regularne, zakres odpowiedzi
zbliza sie do zakresu odpowiedzi deterministycznej (Rysunek 5.27A). Ze wzgledu na wyste-
powanie regularnych oscylacji, zmienia sie ksztalt histogramu wartosci koricowych biatka
p53 w pordéwnaniu do histogramoéw dla niskich wartosci n (Rysunek 5.27B), a jednocze-
$nie znaczaco wzrasta odchylenie standardowe — od 663 czasteczek, dla n = 5, do 4891
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Rysunek 5.26: Wyniki stochastycznych symulacji modelu biatka p53 bez wymuszenia; (A)
Przebiegi czasowe poziomu biatka p53 w ukltadzie dla r6znych wartosci n (50 przyktadowych
przebiegow); (B) Histogram liczby czasteczek biatka p53 w 72 godzinie symulacji (5 000
komorek)

czasteczek, dla n = 30 (Tabela 5.5). Wraz ze wzrostem czasu symulacji, najprawdopodob-
niej oscylacje ulegltyby catkowitej desynchronizacji i histogram miatby ksztatt zblizony do
rozktadu réwnomiernego.

Dla wymuszenia R = 7.3 a.u. w uktadzie deterministycznym nadal wystepuja niega-
snace oscylacje, o nieco wiekszej amplitudzie oraz mniejszym okresie niz dla R = 5a.u.
(Rysunek 5.25) W modelu stochastycznym dla tej wartosci wymuszenia obserwuje sie duze
zroznicowanie odpowiedzi uktadéw o réznej wrazliwosci na obecnoéé¢ czynnikéw regulato-
rowych. Przy duzej wrazliwosci komoérek na nawet niewielkie stezenie regulatora (n = 5),
w ukltadzie wzrasta poziom biatka pb3, a nastepnie ulega nieregularnym wahaniom, wy-
nikajacym z losowej aktywacji proceséw. Histogram wartosci koricowych biatka p53 ma
ksztalt zblizony do rozktadu normalnego i stosunkowo niewielkie odchylenie standardowe
o wartosci 818 czasteczek (Rysunek 5.28A i B, pierwsza kolumna). Dla ukladu o mniejszej
wrazliwosci na licznosé czasteczek regulatora (n = 10), odpowiedz nadal ma charakter
biatego szumu, ale poziom ph3 rodnie szybciej, co z pewnodcia pociaga za soba wzrost po-
ziomu PTEN, dzieki czemu okoto 60 godziny od zadzialania wymuszenia nastepuje akty-
wacja zahamowania transportu MDM2 i gwaltowne nagromadzenie p53 (Rysunek 5.28A,
2 kolumna). W konicowej chwili symulacji zakres p53 jest bardzo duzy i na podstawie
ksztattu histogramu mozemy wydzieli¢ dwa maksima, §wiadczace o wystepowaniu dwoch
subpopulacji. Pierwsze maksimum przypada na liczebnoé¢ biatka p53 réwna okoto 57 000
i odpowiada komérkom, w ktérych aktywna jest blokada cyklu. Drugie maksimum znaj-
duje sie przy wyzszych poziomach biatka (okolo 85 000 czasteczek) co oznacza aktywacje
apoptozy (Rysunek 5.28B, druga kolumna). W dtuzszym horyzoncie czasowym najpraw-
dopodobniej we wszystkich komérkach nastapitby wzrost poziomu biatka p53, tak jak ma
to miejsce dla n = 20. W uktadzie tym réwniez wystepuja oscylacje, ale ich amplituda sie
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Rysunek 5.27: Wyniki stochastycznych symulacji modelu biatka p53 z wymuszeniem R =
5a.u.; (A) Przebiegi czasowe poziomu biatka p53 w uktadzie dla roznych wartosci n (50
przyktadowych przebiegow); (B) Histogram liczby czasteczek biatka p53 w 72 godzinie
symulacji (5 000 komorek)

zmniejsza. Okoto 40 godzin po podaniu wymuszenia, poziom p53 jest stale podwyzszony,
co pozwala na aktywacje petli sprzezenia dodatniego i dalszy wzrost poziomu biatka p53.
Odpowiedz populacji jest bardzo jednorodna — po 72 godzinach we wszystkich komorkach
poziom p5H3 jest bardzo wysoki, a odchylenie standardowe niskie (patrz Rysunek 5.28 A i
B, trzecia kolumna oraz Tabela 5.5). W uktadzie bardzo mato wrazliwym na szeroki zakres
stezen czasteczek regulatorowych (n = 30) oscylacje poziomu biatka sa bardzo regularne, a
okresowe zmiany poziomu biatka p53 z niskiego na wysoki, utrudniaja nagromadzenie biat-
ka PTEN i aktywacje sprzezenia dodatniego. Réwniez w tym przypadku populacja dzieli
sie na dwie czedci: w bardziej licznej subpopulacji wystepuja oscylacje, $§wiadczace o blo-
kadzie cyklu natomiast w matej podgrupie komorek aktywowana jest apoptoza (Rysunek
5.28A i B, czwarta kolumna). W dluzszym horyzoncie czasowym najprawdopodobniej we
wszystkich komérkach wystapitby ostatecznie wzrost poziomu p53 w stopniu umozliwiaja-
cym aktywacje apoptozy. Odchylenie standardowe poziomu biatka w 72 godzinie symulacji
w tym uktadzie jest rowniez bardzo duze (Tabela 5.5). Ponadto mozna zauwazy¢, ze wraz
ze wzrostem parametru n, wzrasta amplituda oscylacji (Rysunek 5.28A).

5.6.3 Wryniki otrzymane przy zastosowaniu ukladu z wysokimi warto-
§ciami wymuszenia

W przypadku modelu stochastyczego, niezaleznie od wartosci parametru n, pod wpty-
wem duzej dawki wymuszenia (R = 8a.u.) odpowiedz populacji jest bardzo jednorodna.
Por6éwnanie koncowych pozioméw biatka — $rednich i odchyleri standardowych — jest
przedstawione w Tabeli 5.6. W modelach o n wiekszym od 5 poczatkowo wystepuja oscy-
lacje, a nastepnie jest aktywowana apoptoza. Koncowy poziom biatka pb3 we wszystkich
komérkach jest bardzo podobny (Rysunek 5.29A i B, druga, trzecia i czwarta kolumna).
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Rysunek 5.28: Wyniki stochastycznych symulacji modelu biatka p53 z wymuszeniem R =
7.3 a.u.; (A) Przebiegi czasowe poziomu biatka p53 w uktadzie dla réznych wartosci n (50
przyktadowych przebiegow); (B) Histogram liczby czasteczek biatka pb3 w 72 godzinie
symulacji (5 000 komorek)

Tabela 5.5: Srednie i odchylenia standardowe koncowego poziomu biatka p53 w ukladzie
ze §rednimi wymuszeniami przy réznych wartosciach parametru n

n ) 10 20 30 jednostka
R =5a.u.
Srednia 41183 42 398 40616 40772 czast.
Odchylenie standardowe 663 1021 4627 4891 czast.
R="73a.u.
Srednia 49 318 69 620 89163 48721 czast.

Odchylenie standardowe 818 11124 595 8098 czast.
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Rysunek 5.29: Wyniki stochastycznych symulacji uktadu z wymuszeniem R = 8a.u.; (A)
Przebiegi czasowe poziomu biatka p53 w uktadzie dla roznych wartosci n (50 przyktadowych
przebiegow); (B) Histogram liczby czasteczek biatka p53 w 72 godzinie symulacji (5 000
komorek)

Tabela 5.6: Srednie i odchyleniea standardowe koncowego poziomu biatka p53 w ukladzie
z duzym wymuszeniem R = 9a.u. dla réznych wartosci n

n 5) 10 20 30 jednostka
Srednia 54270 89435 89435 89435 czast.
Odchylenie standardowe 1048 40 0 0 czast.

W przypadku modelu, w ktérym komoérki maja duza wrazliwo$é na szeroki zakres liczno-
§ci czasteczek regulatorowych odpowiedZ ma charakter bialego szumu. Poziom biatka p53
jest podwyzszony, ale w analizowanym horyzoncie czasowym nie jest wystarczajacy, aby
aktywowaé apoptoze. Z tego powodu, w tym ukladzie wystepuje najwieksze odchylenie
standardowe (Rysunek 5.29A i B, pierwsza kolumna).

5.6.4 Pordéwnanie wynikéw

Przy poréwnaniu poziomoéw biatek p53 oraz jadrowego MDM2 w koticowych chwilach czasu
widoczne jest, ze tylko w uktadach z odpowiedzia dazaca do punktu stacjonarnego, spel-
niona jest intuicyjna zaleznoé¢ miedzy wzrostem wrazliwosci na bodzce a zréznicowaniem
odpowiedzi populacji. Dla R = 0 a.u. oraz R = 8 a.u. niska wartos¢ n odpowiada najwiek-
szemu zroéznicowaniu odpowiedzi, poniewaz procesy sa aktywowane nawet w komoérkach o
poziomach biatka odlegtych od wartosci progowych (Rysunek 5.30A i D). W ukladzie o
niskim wymuszeniu R = 5 a.u., wraz ze wzrostem n rosnie amplituda oscylacji, a trajekto-
ria poziomu biatka jest mniej zaszumiona i ma bardziej regularny, oscylacyjny charakter,
widoczny w postaci pierécieni na Rysunku 5.30B. Przy wymuszeniu R = 7.3 a.u. koticowe
wartodci pozioméw biatka tworza chmury o bardzo nieregularnych ksztattach. Dla n = 5
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chmura jest niewielka i odpowiada §redniemu poziomowi p53. Dla n = 10 chmura punktéw
ma podtuzny ksztalt, opisujacy zakres wartoséci od éredniego do wysokiego poziomu pb3,
jaki wystepuje w populacji komoérek aktywujacych apoptoze w ciagu kilku ostatnich godzin
symulacji. W populacji o n = 20 chmura punktéw jest skupiona przy wysokich poziomach
P53 i niskich MDM2, co odpowiada jednorodnej populacji apoptotycznej. Natomiast dla
n = 30 duza czeé¢ komoérek to komorki oscylujace przy srednich poziom pb3 oraz MDM2,
ale jednoczesnie widoczny jest élad, stworzony przez komoérki, ktére podazaja do wysokich
poziomow ph3 (Rysunek 5.30C), co stanowi artefakt metody.
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Rysunek 5.30: Liczba czasteczek biatka p53 oraz MDM2 jadrowego w 72 godzinie symulacji,
w populacji o réznych wartosciach parametru n oraz dla roznych wymuszen; (A) Wymusze-
nie R = 0 a.u.; (B) Wymuszenie R = 5 a.u.; (C) Wymuszenie R = 7.3 a.u.; (D) Wymuszenie
R = 8 a.u. (rézne kolory odpowiadaja roznych wartosciom n zgodnie z Rysunkiem 5.25A)

Odpowiedz populacji jest scisle zwiazana ze specyficznodcia danej linii komérkowej. Spe-
cyficznosé te mozna scharakteryzowaé przez parametr n, ktory opisuje zdolnosci komorki
do aktywacji proceséw przy réznych poziomach czasteczek regulatorowych: niska wartosé
wspotczynnika n odpowiada populacji o duzej swobodzie aktywacji proceséw regulowanych
przez pb3, MDM2 i PTEN. Dany proces moze zosta¢ aktywowany nawet jesli liczebnosé
czasteczek regulatorowych jest bardzo rézna od wartosci progowej. W przypadku komoérek
nie poddanych wymuszeniu lub poddanych wysokim warto$ciom stresu, populacja o du-
zej swobodzie ma znacznie wicksze zréznicowanie obserwowanych odpowiedzi. Dla éredniej
dawki stresu, srednie wartosci n pozwalaja na aktywacje apoptozy, przy czym czas akty-
wacji apoptozy jest nizszy w komorkach o n = 20 niz n = 10. Populacja o bardzo wysokim
n pozostaje w basenie przyciagania cyklu granicznego i tylko nieliczne komérki aktywuja



5.7. DYSKUSJA 153

apoptoze. Przy zwiekszaniu wymuszenia nastepuje coraz wieksza synchronizacja komoérek,
w ktorych wystepuja oscylacje, wiec czutoéé na obecnosé czasteczek regulatorowych ma
mniejsze znacznie.

5.7 Dyskusja

Zastosowanie uktaddéw 7z przetaczeniami do modelowania proceséw biologicznych jest szcze-
gblnie uzasadnione w przypadku uktadéw silnie nieliniowych, w ktérych tempo wiekszosci
proceséw enzymatycznych moze byé opisane przez krzywe sigmoidalne o réznym stopniu
skognodci, co pozwala na oddanie dynamiki aktywacji danego procesu. Istnieje wiele mo-
deli biatka p53, o bardzo réznym stopniu skomplikowania. Pelne modele, uwzgledniajace
wiele oddzialywan miedzyczasteczekowych, sa bardzo rozbudowane i zawieraja kilkana-
Scie a nawet kilkadziesiat rownan [90, 71, 22|, przez co analiza takich modeli jest réwniez
nietrywialna. Natomiast uproszczenie modelu prowadzi zazwyczaj do bardzo silnych nieli-
niowosci, ktére pozwalajg zachowaé odpowiednig dynamike, jednak ich analiza jest réwniez
bardzo trudna i sprowadza sie gltéwnie do symulacji numerycznych. Zastosowanie modelo-
wania z przelaczeniami pozwala stworzy¢ proste modele, ktére mozna analizowa¢ metodami
analitycznymi, a ktoére jednocze$nie zachowuja odpowiednia dynamike. Oczywiscie ukta-
dy z przetaczeniami maja pewne ograniczenia, jednak poréwnujac ich przebiegi czasowe z
uktadem silnie nieliniowym okazuje sie, ze podstawowa dynamika uktadu jest zachowana
(Rysunek 5.5). Zaleta ukladow z przetaczeniami jest mozliwo$é zastosowania rozbudowa-
nej analizy ukladu tego typu, co pozwala na lepsze poznanie wtasciwosci analizowanego
systemu biologicznego.

W stworzonym modelu modutu regulatorowego biatka pb3 zaproponowana metodolo-
gia pozwolita na wyznaczenie rozwigzan analitycznych dla poduktadéw systemu, zlokali-
zowanie punktéow stacjonarnych oraz okreslenie wystepowania cykli granicznych. Punkty
stacjonarne — zwyczajne oraz osobliwe— charakteryzuja zachowanie uktadu biologicznego
i odpowiadaja réznym typom odpowiedzi komérek obserwowanym w badaniach ekspery-
mentalnych. W komérce bez zewnetrznego wymuszenia wystepuje niski poziom pb3 oraz
wysoki MDM2. Poziomy takie koresponduja ze zwyczajnym punktem stacjonarnym w do-
menie {020}. Pod wplywem wymuszenia, np. promieniowania jonizujacego, DNA w komor-
ce ulega uszkodzeniu i aktywowane sg procesy degradacji MDM2. W efekcie obserwuje sie
zalezny od dawki wzrost poziomu p53 komérce. W przypadku niskich dawek éredni poziom
biatka jest podwyzszony, a w przebiegach czasowych mozna zauwazy¢ oscylacje [82]. Takie
zachowanie systemu koreluje z obecnoscia osobliwych punktéw stacjonarnych na przecie-
ciu sie wartodci progowej p oraz 0yo. Osobliwe punkty stacjonarne nie sa asymptotycznie
stabilne, a pomiedzy domenami dookota nich znajduje sie cykl graniczny zapewniajacy
wystepowanie niegasnacych oscylacji poziomu biatka pb3 i MDM2. Przektadajac to na
biologiczne obserwacje, taka odpowiedz uktadu odpowiada blokadzie cyklu komérkowego i
probie naprawy uszkodzen materiatu genetycznego. Jednoczesnie w modelu matematycz-
nym dla srednich i wysokich wartoéci wymuszenia wystepuje zwyczajny punkt stacjonarny,
w ktorym poziom biatka p53 jest znacznie podniesiony (domena {101}). Odpowiada on
stanowi uktadu biologicznego, w ktérym poziom biatka pb3 jest stale utrzymywany na wy-
sokim poziomie. Stan taki jest mozliwy po wytaczeniu petli sprzezenia ujemnego poprzez
akumulacje biatka PTEN i blokade transportu MDM2 do jadra. Utrzymanie wysokiego
poziomu biatka p53 przez dtuzszy czas pozwala na akumulacje biatek odpowiedzialnych za
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apoptoze, dzieki czemu komorka ze znacznymi uszkodzeniami jest usuwana z populacji [86].
Na podstawie wystepowania réznych typéw punktéw stacjonarnych mozna przewidywaé
rozng odpowiedz uktadu w zaleznosci od poczatkowego stanu komorki. Oczywiscie niektore
warunki poczatkowe nie sg biologicznie uzasadnione w prawidtowo funkcjonujacych komor-
kach. Jednak losowo$é¢ proceséw lub nieprawidtowosci w procesach wewnatrzkomoérkowych
moga skutkowaé¢ nietypowym zachowaniem, takim jak stabilizacja poziomu biatka pb3 na
gredniej wartosci odpowiadajaca wyznaczonemu analitycznie punktowi stacjonarnemu w
domenie {111} (sekcja 5.4.2).

Jednoczesnie, jak pokazalam na stworzonym modelu modulu regulatorowego biatka
P53, wyznaczenie punktéw stacjonarnych nie jest wystarczajace, aby przewidzie¢ zacho-
wanie uktadu. Brak analizy basen6w przyciaggania wokét danego punktu réwnowagi moze
skutkowa¢ falszywym okresleniem wystepowania oscylacji, wokét osobliwego punktu sta-
cjonarnego. Teoretyczna trajektoria wokot punktu SSP moze przebiegaé przez wartoéé gra-
niczna, co bedzie skutkowalto zmiang podsystemu i, najprawdopodobniej, zmiang punktu
przyciagania. Zatem nawet w uktadach posiadajacych punkty SSP, wystepowanie oscylacji
nie jest przesadzone.

Srodowisko i charakter proceséw biologicznych sa tak niejednorodne, ze zawezenie ba-
dan wytacznie do analizy oraz symulacji modeli deterministycznych wydaje sie sporym
ograniczeniem. Juz samo uwzglednienie zréznicowania populacji komérkowej poprzez zrdz-
nicowanie lokalizacji progéw aktywacji danych proceséw, pozwala na doktadniejsza analize
badanego systemu oraz odniesienie wynikéw do literaturowych wynikéw eksperymentéw
biologicznych. Wartosci progowe w modelu odzwierciedlajg warunki panujace w komorce,
takie jak temperatura, odczyn pH czy stezenie czasteczek, ktére wptywaja na proces akty-
wacji i dezaktywacji roznych reakcji enzymatycznych w komorce. Stochastyczna lokalizacja
progéw umozliwia zamodelowanie réznorodnosci w populacji obserwowanej w eksperymen-
tach biologicznych.

Metody eksperymentalne pozwalaja na badanie pozioméw bialek w pojedynczych ko-
morkach i na ich podstawie wnioskuje sie o powigzaniu réznic w poziomach biatek z r6zny-
mi odpowiedziami komoérek w danej populacji. X. Chen i in. [89] na podstawie przebiegoéw
czasowych w populacji komérkowej wydzielili 4 rézne grupy komorek: komorki aktywuja-
ce blokade cyklu komérkowego (oscylujace lub o monotonicznym wzroscie poziomu biatka
p53) oraz komorki apoptotyczne (réwniez oscylujace lub o stalym wzroscie poziomu p53).
W zaproponowanym powyzej podejéciu do modelowania zréznicowania populacji komér-
kowej poprzez zmiane lokalizacji progéw aktywacji proceséw indukowanych przez biatka,
rowniez obserwuje sie zréznicowanie populacji potraktowanej dana dawka stresu na komor-
ki niereagujace, oscylujace, indukujace niski lub wysoki wzrost poziomu pb3, co nastepnie
pozwala wnioskowaé o podjetej decyzji, co do losu danej komoérki. Podobnie jak wyniki eks-
perymentalne, symulacje wykazaty, ze gtéwny typ odpowiedzi u komoérek apoptotycznych
to monotoniczny wzrost, a u komoérek aktywujacych blokade cyklu to oscylacje, jednak
przewiduja réwniez mozliwos¢ wystapienia nietypowego zachowania komoérek.

Jak niezwykle wazne jest prawidlowe funkcjonowanie biatka p53, pokazuja wyniki ba-
dania wplywu progu aktywacji ekspresji genéw zaleznych od pd3 na odpowiedzi komoérek.
W komoérkach nowotworowych biatko p53 jest czesto zmutowane, przez co jego aktywnogé
jest nieprawidtowa. Zaréwno obnizenie, jak i podwyzszenie wartoéci progu biatka pb3, przy
ktoérej nastepuje indukowana aktywacja ekspresji genéw przez biatko p53 skutkuje uposle-
dzeniem funkcjonalnosci modutu regulatorowego oraz innych biatek zaleznych od niego
transkrypcyjnie. W przypadku zbyt niskiego progu, aktywacja produkcji bialek zaleznych
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od ph3 zachodzi nawet przy jego niewielkiej ilogci. W efekcie petla sprzezenia ujemnego jest
nieaktywna, poniewaz produkcja PTEN skutecznie ja blokuje, poprzez ograniczenie trans-
portu MDM2 do jadra. Symulacje wykazaty, ze komorki z biatkiem p53 o zbyt duzej aktyw-
noéci, nie maja mozliwosci aktywowania prawidtowej odpowiedzi na stres. Znane sa typy
mutacji biatka p53, ktore skutkuja nabyciem dodatkowych funkcji (ang. gain of function)
i skutkuja zwiekszeniem odpornosci komorki na sygnaty proapoptotyczne [91]. Oczywiscie
mutacje pb3 zwiagzane ze zwiekszeniem jego funkcjonalnosci maja bardzo skomplikowany
wplyw na réznorodne oddziatywania wewnatrzkomorkowe i nie mozna ich bezpodrednio
przenosi¢ na obserwowany tutaj wplyw przesuniecia progu, niemniej jednak ogélna zalez-
nosé jest taka sama.

Znacznie lepiej zbadanym zjawiskiem jest wystepowanie mutacji biatka p53, powo-
dujacej utrate lub ograniczenie jego funkcjonalnosci. Badania eksperymentalne wykazuja
dominujace dzialanie zmutowanego biatka p53 wzgledem prawidtowego biatka p53. W ko-
morkach zawierajacych oba typy biatka (jeden allel genu jest poprawny a jeden zmutowa-
ny), zmutowane biatko znaczaco obniza zdolnoéé¢ prawidtowego biatka do wigzania sie do
DNA, przez co zmniejsza zdolno$¢ komorki do aktywacji odpowiedzi na stres, poprzez pro-
dukcje odpowiednich biatek [92]. Wystepowanie zmutowanego biatka w komérce zmniejsza
zdolnosé komoérki do nagromadzenia funkcjonalnego biatka p53, w stopniu umozliwiaja-
cym aktywacje ekspresji genéw. W przypadku modelu kawatkami liniowym zjawisko to
jest modelowane poprzez podniesienie warto$ci progowej 0p. Przy niskich dawkach stresu
w takiej komoérce nie wystepuja oscylacje, a poziom biatka p53 stabilizuje si¢ na pozio-
mie podwyzszonym wzgledem komorek o standardowym potozeniu progu 8p. Podwyzsze-
nie poziomu biatka pb3 wystepuje rowniez w komodrkach nowotworowych, takich jak linia
komorkowa ESCC [93], gdzie wykazano, ze wysoki poziom biatka p53 koreluje z niskim
wspoélczynnikiem przezywalnosdci pacjentéow. Podwyzszony poziom biatka pb3 wykazano
réwniez w komoérkach nowotworowych piersi i zotadka [94, 95]. Brak oscylacji jest niepoza-
danym efektem ze wzgledu na brak mozliwoéci powrotu do stanu normalnego w komérce.
Ze wzgledu na brak zmiennej oznaczajacej poziom uszkodzern DNA w modelu, a co za
tym idzie pominieciem modelowania proceséw jego naprawy, wystepujace oscylacje sa nie-
gasnace. W rzeczywistych ukladach czas wystepowania oscylacji jest czasem na podjecie
decyzji: jesli uszkodzenia moga byé¢ skutecznie naprawione, poziom ich spada, a oscyla-
cje stopniowo zanikaja do momentu, az uktad powréci do stanu natywnego. Natomiast w
przypadku znacznych uszkodzeri, ktérych komorka nie jest w stanie efektywnie naprawic,
oscylacje prowadza do nagromadzenia biatka PTEN, aktywacji sprzezenia dodatniego i
ostatecznie apoptozy. Przy duzych wartosciach 0p komorki, nawet przy wysokim poziomie
uszkodzen DNA, nie maja mozliwosci nagromadzenia wystarczajgcej ilosci biatka PTEN,
aby zablokowa¢ transport MDM2 do jadra. W efekcie nawet duze wymuszenie nie wywotuje
apoptozy w komoérkach, a jedynie blokuje podzialy komoérkowe. Znaczenie prawidtowego
funkcjonowania petli sprzezenia dodatniego zostato rowniez wykazane w symulacjach ze
zrandomizowanym potozeniem progu dla aktywacji blokady transportu MDM2 do jadra.
Wyniki pokazuja, ze wraz ze wzrostem wartosci 07 spada zdolno$¢ do aktywacji apoptozy.
Konieczno$¢ akumulacji duzej ilosci biatka PTEN, uniemozliwia blokade transportu biatka
MDM2, przez co zachodzi szybka degradacja p53 a jego poziom nie moze wzrosnaé¢ do wy-
sokich wartosci. Faktem jest, ze w wielu nowotworach, np. prostaty, piersi czy mozgu [96],
obserwuje sie uszkodzenia w petli sprzezenia dodatniego, przez co aktywacja apoptozy jest
w nich utrudniona lub niemozliwa [97].

Kolejnym waznym procesem pozwalajacym na utrzymanie odpowiedniego poziomu
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biatka p53 jest proces degradacji biatka pb3. Degradacja p53 jest sciéle regulowana przez
MDM2, a wraz ze wzrostem zdolnosci MDM2 do aktywacji degradacji p53, spada zdolnos¢
komérki do aktywacji apoptozy. W komoérkach, w ktérych degradacja pb3 jest bardzo ta-
two aktywowana, nagromadzenie biatka jest utrudnione, a nawet niemozliwe. W komérkach
takich nie obserwujemy apoptozy, nawet przy bardzo duzych uszkodzeniach materiatu ge-
netycznego. Duza ilog¢ badan biologicznych potwierdza znaczenie MDM2 jako kluczowego,
ujemnego regulatora poziomu p53. Zatem rozluznienie zaleznogci miedzy p53 a MDM2 mo-
ze stabilizowaé¢ poziom pb3 i aktywowaé Sciezki przez nie regulowane, prowadzac do bloka-
dy podzialéw komérkowych i apoptozy. Badania na komérkach nowotworowych pokazuja,
ze zmniejszenie wrazliwosci biatka p53 na obecnosé MDM2 pozwala na jego akumulacje
w jadrze, aktywacje genow zaleznych od pb3 i w efekcie proceséw, takich jak blokada cyklu
i $mier¢ komorki [75].

Innym skutkiem zréznicowania populacji jest desynchronizacja odpowiedzi komoérkowe;j.
Badania biologiczne prowadzi sie czesto na czesciowo zsynchronizowanej populacji tak, aby
wplyw stresu na wszystkie komoérki byl poréwnywalny. Komérki bedace w réznym stanie
oraz w roznych fazach cyklu komérkowego maja rézna wrazliwosé na czynniki zewnetrzne.
Promieniowanie, jak i inne rodzaje stresu, wywotujg rézna odpowiedz komoérki w zalezno-
§ci od fazy cyklu komoérkowego [98]. Badania laboratoryjne pokazuja, ze komorki pomimo
zblizonych warunkéw poczatkowych, po pewnym czasie desynchronizuja sie. R6wniez w
organizmach zywych, komérki sa zdesynchronizowane. Takie zjawisko jest obserwowane
rowniez w wynikach symulacyjnych, gdzie rézna zdolnos¢ komorki do aktywowania proce-
sow skutkuje zaréwno réznym okresem oscylacji jak i przesunieciem czasowym momentu
podjecia decyzji apoptotycznej. W rzeczywistej populacji zréznicowanie czasu aktywacji
apoptozy moze byé¢ rzedu kilku dni.

Ze wzgledu na losowosé aktywacji procesu, wrazliwosé komérek na czynniki regula-
torowe ma znaczacy wplyw na zachowanie populacji. W populacji komoérkowej o matym
zakresie wrazliwodci na biatka pelniace role enzyméw, konieczne jest, aby ich stezenie byto
bliskie wartoéci progowej, zeby dana reakcja mogta by¢ aktywowana. Przy nizszych steze-
niach enzymu, aktywacja procesu jest bardzo mato prawdopodobna, a jednoczesnie przy
stezeniach wyzszych od wartosci progowej prawdopodobieristwo dezaktywacji jest bardzo
niewielkie. W wiekszoéci przypadkow aktywacja zachodzi w komodrce posiadajacej stezenie
enzymu bliskie wartosci progowej, dlatego komérki takie wykazuja odpowiedz zblizona do
odpowiedzi deterministycznych, nie uwzgledniajacych losowosci proceséw. Zaleznogé¢ war-
tosci funkcji prawdopodobienistwa aktywacji procesu od licznosci czynnika regulatorowego
zostata przedstawiona na Rysunku 5.25B. W zaleznosci od wrazliwosci pojedynczych komé-
rek oraz od wymuszenia obserwuje sie bardzo duze zréznicowanie odpowiedzi w populacji.
Zmianom ulega zar6wno typ aktywowanej odpowiedzi, okres w komoérkach o oscylujacych
poziomach, jak i czas podjecia decyzji apoptotycznej (Rysunki 5.27, 5.28 oraz 5.29). W
komorce o duzej wrazliwosci na nawet niewielkie stezenia biatek, prawdopodobienistwo ak-
tywacji procesu nie jest sztywno zwigzane z poziomem enzymu. W przebiegach czasowych
pojawiaja si¢ nieregularne oscylacje o charakterze bialego szumu (Rysunki 5.26, 5.27, 5.28
oraz 5.29 — pierwsza kolumna). Rowniez podjecie decyzji apoptotycznej jest utrudnione ze
wzgledu na male przyciaganie przez punkt stacjonarny RSP, przez co uktad §lizga sie na
wartosciach progowych. Wraz ze wzrostem zakresu wrazliwosci na czynniki regulatorowe
w populacji obserwuje sie wydluzenie czasu potrzebnego na podjecie decyzji apoptotycz-
nej po zadziataniu duza dawka stresu (Rysunek 5.29 czwarta kolumna). Jednoczesnie ze
wzgledu na duza regularnoé¢, uktady o malym zakresie wrazliwosci sa mniej sktonne do
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aktywacji apoptozy w przypadku dawek stresu ponizej efektywnej dawki wyznaczonej de-
terministycznie (Rysunek 5.28 czwarta kolumna). Wyniki te podkreslaja znaczenie badan
stochastycznych jako uzupelnienie analizy deterministycznej uktadu. Uwzglednienie loso-
woéci aktywacji procesu wprowadza pelniejszy obraz zachowania populacji, zaréwno prze-
suniecie w czasie aktywacji decyzji apoptotycznej, jak i zréznicowanie osiagalnych zakreséw
poziomu biatek.
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Rozdzial 6

Podsumowanie

W modelach uktadéw biologicznych przetaczenia moga wynikaé z wewnetrznej struktury
systemu (np. zmiany stanu genu, aktywacji procesu enzymatycznego) lub zewnetrznych
oddziatywan. Podzial systemu na poduktady utatwia badanie jego wlasciwosci, poniewaz
pozwala na wydzielenie funkcjonalnych czesci, charakteryzujacych uktad w pewnym stanie,
np. przed i po podaniu leku, przy aktywnej produkcji danego biatka lub przy blokadzie
jednego z proceséw. Ponadto dzieki zastosowaniu modeli liniowych do opisu dynamiki we-
wnatrz podukltadu, mozliwe jest zastosowanie szeregu metod do opisu i analizy zachowania
uktadu.

Przedstawiona praca doktorska porzadkuje i rozszerza metodyke modelowania i analizy
systeméw biologicznych przy wykorzystaniu uktadéw kawatkami liniowych. Przy wykorzy-
staniu metod znanych z literatury oraz autorskich rozwiazan zaproponowatam komplek-
sowy schemat analizy uktadéw biologicznych. Metodologia ta pozwala na zobrazowanie
jakosciowego zachowania (przy wykorzystaniu graféw tranzycji), analityczne okreslenie
mozliwych odpowiedzi uktadu (wyznaczajac punkty stacjonarne: osobliwe i zwyczajne),
zbadanie wptywu zréznicowania wrazliwodci uktadu na rodzaj aktywowanej odpowiedzi,
a takze przestudiowanie wplywu losowosci przetaczenia na typ oraz dynamike odpowiedzi.

Dzieki wykonanym badaniom wykazatam prawdziwosé postawionych tez. W stworzo-
nych modelach produkcji biatka oraz modutu regulatorowego biatka p53, w wyniku losowe]
lokalizacji wartosci progowych, nastapito zréznicowanie przebiegdéw czasowych oraz kotico-
wych pozioméw biatka. W zaleznogci od sprzezenia wystepujacego w uktadzie, wystepuje
rézny zakres koticowych pozioméw biatka oraz rézna skuteczno$é proponowanej terapii. W
przypadku czesci populacji nie osiggnieto celu terapeutycznego.

Do badanych modeli wprowadzitam losowo$¢ przetaczeri pomiedzy podsystemami, co
pozwolito odzwierciedli¢ losowos$¢ proceséow takich jak aktywacja genéw czy proceséow en-
zymatycznych. W efekcie uzyskatam populacje komoérek o zréznicowanych przebiegach
czasowych, odpowiadajacym obserwowanej biologicznie zmiennosci wewnatrzpopulacyjnej.
Przyktadem takiej zmiennoéci moze by¢ podziat populacji na dwie subpopulacje.

Zaproponowana metodologia, dzieki wprowadzeniu réznego stopnia losowosci przeta-
czen, pozwolita réwniez zbadaé¢ wplyw stopnia zaleznodci aktywacji procesu od poziomu
czynnikéw regulatorowych. Wraz ze wzrostem losowosci zaobserwowatam wzrost desyn-
chronizacji oscylacji w czasie oraz zmniejszenie ich amplitudy, przy jednoczesnym zwiek-
szeniu zaszumienia przebiegdéw czasowych. Na przyktadzie modelu szlaku biatka pb3 wyka-
zatam, ze losowos$é przetaczen wplywa réwniez na zroéznicowanie odpowiedzi komérkowej,
w sposéb zalezny od poziomu stresu.
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Przeprowadzone badania moga przyczynié¢ sie do lepszego zrozumienia proceséw zacho-
dzacych w komorkach, zaréwno zdrowych, jak i patologicznych, a takze moga pomoc przy
optymalizacji podczas projektowania eksperymentéw biologicznych.
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Matusik K, Mrozek D, Ochab M, Pacholczyk M, Pieter J, Puszynski K, Psiuk-
Maksymowicz K, Student S, Swierniak A, Smieja J: Integrated system supporting
research on environment related cancers. In: Recent Developments in Intelligent In-
formation and Database Systems, Springer, 2016, p. 399-409 (15 pkt. MNiSW)
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6.

Swierniak A, Ochab M, Smieja J: Sensitivity of switching control systems in the case
of fixed terminal state. 20" International Conference on Methods and Models in
Automation & Robotics, 2015, p. 325-328 (15 pkt. MNiSW)

Pozostale artykuly w recenzowanych materialach konferencyjnych lub
monografiach:

1.

Ochab M, Swierniak A, Klamka J, Puszynski K: Apoptotic Regulatory Module as
Switched Control System - Analysis of Asymptotic Properties. Proceedings of the 11"

International Joint Conference on Biomedical Engineering Systems and Technologies
(BIOSTEC 2018), 2018, 3: Bioinformatics, p. 119-126 (5 pkt. MNiSW)

. Ochab M, Puszynski K: Zastosowanie dyskretnych modeli wptywu fluktuacji czaste-

czek regulatorowych na procesy komoérkowe. In: Automatyzacja procesoéw dyskret-
nych. Teoria i zastosowania, Wydawnictwo Politechniki Slaskiej, Gliwice, 2018, p.
139-146 (5 pkt. MNiSW)

Ochab M, Swierniak A, Puszynski K: Analysis of the bifurcation behavior of simple
biological production-degradation system with switchings. In: Proceedings of the 23
National Conference on applications of mathematics in biology and medicine, Poli-
technika Slaska, Gliwice, 2017, p. 131-136 (5 pkt. MNiSW)

Ochab M, Puszynski K, Swierniak A: Application of the piece-wise linear models for
description of nonlinear biological systems based on p53 regulatory unit. In: Proce-
edings of the XXI National Conference on Applications of Mathematics in Biology
and Medicine, Wydawnictwo Uniwersytetu Jana Kochanowskiego w Kielcach, Kielce,
2016, p. 85-90 (5 pkt. MNiSW)

Kurpas M, Bensz W, Ochab M: Przeglad modeli matematycznych cyklu komdrkowe-
go. In: Badania i Rozw6j Mlodych Naukowcéw w Polsce — Inzynieria w medycynie.,
Mtodzi Naukowcy, Poznan, 2016, p. 64-71 (5 pkt. MNiSW)

. Kurpas M, Bensz W, Ochab M: Przeglad modeli matematycznych szlakow detekeji

uszkodzent DNA. In: Badania i Rozwdj Mtodych Naukowcéw w Polsce — Inzynieria
w medycynie., Mlodzi Naukowcy, Poznaii, 2016, p. 72-79(5 pkt. MNiSW)

Bensz W, Kurpas M, Ochab M: Wybrane metody uproszczonego modelowania ma-
tematycznego proceséw wewnatrzkomoérkowych. In: Badania i Rozw6j Mtodych Na-
ukowcow w Polsce — Inzynieria w medycynie., Mtodzi Naukowcy, Poznan, 2016, p.
58-63 (5 pkt. MNiSW)

. Bensz W, Kurpas M, Ochab M: Modelowanie wybranych skutkéw ubocznych che-

mioterapii. In: Badania i Rozw6j Mlodych Naukowcéw w Polsce — Inzynieria w me-
dycynie., Mtodzi Naukowcy, Poznari, 2016, p. 53-57 (5 pkt. MNiSW)

Ochab M, Kurpas M, Bensz W: Systemy biologiczne jako uktady z przetaczeniami na
przyktadzie modutu regulatorowego p53. In: Badania i Rozw6j Mtodych Naukowcow
w Polsce — Inzynieria w medycynie., Mtodzi Naukowcy, Poznan, 2016, p. 44-53 (5
pkt. MNiSW)
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10.

11.

12.

13.

Ochab M, Kurpas M, Bensz W: Modelowanie regulatorowych sieci genowych (GRN)
- przeglad metod. In: Badania i Rozwdj Mtodych Naukowcéw w Polsce — Inzynieria
w medycynie, Mtodzi Naukowcy, Poznan, 2016, p. 36-44 (5 pkt. MNiSW)

Ochab M: Wplyw stochastycznosci przetaczania genéw na los komoérki. In: Zeszyt
Naukowy z II Interdyscyplinarnej Sesji Wyjazdowej Doktorantéw Politechniki Sla-
skiej, Instytut Materiatéw Inzynierskich i Biomedycznych, Gliwice, 2015, p. 252-260
(5 pkt. MNiSW)

Ochab M, Puszynski K: Wptyw poziomu biatka p53 na los komérki. XVIII Krajowa
Konferencja Biocybernetyki i Inzynierii Biomedycznej, 2013 (5 pkt. MNiSW)

Ochab M, Skonieczna M: Sygnalizacja komérkowa w warunkach stresu oksydacyjne-
go. Podstawy Biotechnologii Srodowiskowej - trendy, badania, implementacje, 2013
(5 pkt. MNiSW)

Udzial w konferencjach

Wyniki badan autorka prezentowata w formie wystapien lub posteré6w na konferencjach:
miedzynarodowych

1.

2.

oraz

Gliwice Scientific Meeting (w latach 2013 - 2018), Gliwice, Polska

2" Erice International Conference on Mathematical and Computational Epidemio-
logy, Erice (Sycylia), 28.08 — 5.09.2018

. 11" International Joint Conference on Biomedical Engineering Systems and Tech-

nologies (BIOSTEC 2018), Funchal (Madera) 19-21.01.2018

International Conference on Bioinformatics and Biomedical Engineering, Granada,
Spain (w latach 2016 i 2017)

International Conference on Methods and Models in Automation and Robotics,
(2016) Miedzyzdroje, Polska

20" Polish Conference on Biocybernetics and Biomedical Engineering, Krakow, Pol-
ska, 20-22.09.2017

International Conference Cybernetic Modelling of Biological Systems MCSB, Kra-
kow, Polska, 14-15.05.2015

19t" Annual International Conference on Research in Computational Molecular Bio-
logy, Warszawa, Polska, 12-15.04.2015

krajowych

. XXI Krajowa Konferencja Automatyzacji Proceséw Dyskretnych, Zakopane, Polska,

26-29.09.2018

. Krajowa Konferencja Zastosowan Matematyki w Biologii i Medycynie, Sandomierz

(2016) i Jugowice (2017), Polska
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3. Badania i Rozw6j Mtodych Naukowcéw w Polsce — Inzynieria w medycynie, Kwiecieri
2016, Wroctaw, Polska,

4. XVIII Krajowa Konferencja Biocybernetyki i Inzynierii Biomedycznej, Gdanska, Pol-
ska, 2013

Nagrody

1. Laureatka konkursu na zwiekszenie stypendium doktoranckiego z dotacji podmio-
towej na dofinansowanie zadan projakosciowych w latach: 2014/2015, 2015/2016,
2016/2017 i 2018/2019.

2. Laureatka konkursu na stypendium dla najlepszych doktorantow w latach: 2014/2015,
2015,/2016, 2016,/2017, 2017/2018 i 2018/2019.

3. wyrdznienie za prezentacje Analiza uktadéw biologicznych z przetgczeniami zaprezen-
towana podczas II1T Ogoélnokrajowej Konferencji Naukowej Mtodzi Naukowcy w Pol-
sce — Badania i Rozwdéj w 2016 roku

4. wyrdznienie za poster Double role of the p53 in the induction of cell response to DNA
damages zaprezentowana na VIII Gliwice Scientific Meetings w 2014 roku

Projekty

1. Grant Narodowego Centrum Nauki (UMO-2016/23/B/ST6/03455)
Kierownik: dr hab. inz. Krzysztof Puszynski, prof. Pol. SI.
Tytul pro- Efektywne algorytmy symulacji modeli procesowych stochastycz-

jektu: nych w biologii obliczeniowej oraz metody syntezy modeli szlakow
sygnatowych

Czas: 1.01.2018 - 30.6.2020

Rola: doktorant - stypendysta

2. Grant Narodowego Centrum Nauki (DEC-2014/13/B/ST7/00755)
Kierownik: prof. dr hab. inz. ¢zl rzecz. PAN Jerzy Klamka
Tytul pro- Analiza wtasnosci uktadéw hybrydowych w zastosowaniu do mo-

jektu: delowania i sterowania ztozonych systeméw dynamicznych
Czas: 1.06.2015 - 30.12.2017
Rola: doktorant - stypendysta

3. Grant Narodowego Centrum Badan i Rozwoju (POIG.02.03.01-00-040/13)
Kierownik: dr hab. inz. Jarostaw Smieja, prof. nzw w Pol. SI.
Tytul pro- Zintegrowany system informatyczny wspomagajacy badania nad
jektu: nowotworami pochodzenia srodowiskowego. SYSCANCER
Czas: 2.03.2015 - 30.11.2015
Rola: asystent
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Wyjazdy naukowe

1. Staz naukowy finansowany z programu Erasmus +, International Prevention Research
Institute, Lyon (Ecully), France, 12.02.2018 - 12.06.2018, opiekun naukowy: Alberto
d’Onofrio, temat stazu: Application of stochastic modelling in variety of biological
systems

2. Szkola letnia, 11" g-bio Summer School, Fort Collins, Colorado, USA, 4-10.06.2017;
temat kursu: Cancer Dynamics



