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Abstract
Mathematical modeling of biological processes works as support in research on the inter-
cellular regulatory networks in proper and pathogenic changed cells and their response to
di�erent external stimuli. Basic approach to modeling highly complicated protein networks
is using nonlinear models, which are capable to imitate very complex dynamics, but their
analysis is very di�cult and limited. In my doctoral thesis I propose application of the
piece-wise linear di�erential equation (PLDE) models to biological, intercellular systems.
Such systems are consisted on set of linear subsystems and switching signal to determine
the order of the subsystems. Dynamics in subsystems, described by simple linear di�e-
rential equations, determine system behavior in speci�c state or time. Switchings between
subsystems produce rapid changes in system dynamics, such as gene activation, enzymatic
reaction activation or drug application. Systems with switchings are well known in system
theory and its application, however in biological models there are quite uncommon. I propo-
se a complex method for analysis biological PLDE models based on well-known analytical
methods (such as �nding analytical solution or creating transition graphs), bibliographic
methods adjusted to speci�c type of models (for calculating regular and singular stationa-
ry point) and my own algorithms for investigating behavior of heterogenous population.
Localization of stationary point and bifurcation analysis presents possible behavior of the
system for di�erent range of parameters. Heterogeneity of the population was investigated
by two original alghoritms. In �rst, simulations of the population with random localization
of the threshold visualize in�uence of di�erences between cells in �nal protein levels and
cell fate. In second, stochastic simulations of the piece-wise deterministic protein models
show how important for the protein dynamics is random activation and deactivation of pro-
cesses. Proposed algorithm was used for analysis of the two biological systems. The �rst
created model was simple protein production model with two di�erent types of autoregu-
lation: positive and negative. The second created model was model of the p53 regulatory
module, which is responsible for proper response of the cell to the DNA damages. In each
case �rstly I created linear models with switchings, then I found the solution for the linear
models in each sub-domain, created the transition graphs and calculated the stationary
points. Then I made the analysis of the heterogenous cell population beahaviour by ran-
domization of the switching thresholds localization. Finally I investigated the in�uence of
the stochasticity in the switching process on the response of the cells population to the
external stimuli. The algorithm proposed for analysis of the biological PLDE models helps
with better understanding of the modeled systems. Based on the results I can prove, that
change in threshold values have impact on the assumed target reachability in according to
existed type of feedback loop. Moreover, stochasticity in the switching between subsystems
allow us modeling the heterogeneity of the cell population observed in biological experi-
ments. Additionally, with increase of the randomness of the switching between subsystems
increases desynchronization of the oscillation and noisiness of the time courses. Moreover,
there is the relationship between randomness and diversi�cation in the cell response but it
is on the strength of the external stimuli.
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

1.1 Motywacja prowadzonych bada«

Procesy biologiczne s¡ skomplikowane, wieloetapowe i regulowane przez szereg ró»nych
czynników zarówno chemicznych, �zycznych, jak i biologicznych. Wszystkie substancje wy-
st¦puj¡ce wewn¡trz komórki, zarówno zwi¡zki organiczne, jak i nieorganiczne, s¡ powi¡-
zane ze sob¡ sieci¡ wzajemnych oddziaªywa«. Gªównym celem bada«, prowadzonych nad
funkcjonowaniem komórki, jest lepsze poznanie procesów zachodz¡cych w prawidªowych
komórkach oraz w komórkach chorobowo zmienionych, a tak»e wpªywu oddziaªywa« ze-
wn¦trznych (np. w postaci zwi¡zków chemicznych, temperatury czy ró»nych typów promie-
niowania) na funkcjonowanie komórki, jak i caªego organizmu. Badania takie prowadz¡ do
lepszego poznania procesów, zarówno prawidªowych jak i patologicznych, oraz mo»liwo±ci
oddziaªywania na nie. Dalekosi¦»nym celem bada« jest zaproponowanie terapii skutecznej,
szybkiej i wywoªuj¡cej niewiele skutków ubocznych dla pacjenta.

Wsparciem dla bada« eksperymentalnych, zarówno prowadzonych na komórkach in

vitro, jak i ju» w organizmach »ywych in vivo, jest modelowanie matematyczne, które
umo»liwia analiz¦ teoretyczn¡ wªa±ciwo±ci badanych procesów. Modelowanie matematycz-
ne w kontek±cie bada« procesów biologicznych ma bardzo szerokie zastosowanie, m.in.:
sprawdzenie hipotetycznej struktury ukªadu, proponowanie mo»liwych oddziaªywa« mi¦-
dzy zwi¡zkami, badanie dynamiki odpowiedzi ukªadu na dane wymuszenie, okre±lenie wpªy-
wu mody�kacji ukªadu na uzyskiwan¡ odpowied¹, a tak»e postulowanie optymalnego har-
monogramowania przy wielokrotnych wymuszeniach (np. dawkach leku lub promieniowa-
nia). Wybór sposobu modelowania, struktury i stopnia skomplikowania modelu jest uza-
le»niony od charakteru modelowanego ukªadu, dost¦pnej wiedzy (dane literaturowe oraz
wyniki eksperymentalne) oraz celu, jaki przy±wiecaª podj¦ciu bada« in silico. Podstawo-
wym problemem podczas modelowania matematycznego jest znalezienie optimum pomi¦-
dzy stopniem skomplikowania modelu a jego zdolno±ci¡ do posiadania dynamiki, zgodniej
z dynamik¡ rzeczywistego systemem. Wraz ze wzrostem zªo»ono±ci modelu na ogóª wzrasta
jego zdolno±¢ do odwzorowania skomplikowanych oddziaªywa« mi¦dzy biaªkami i innymi
zwi¡zkami. Jednak»e jednocze±nie pojawia si¦ trudno±¢ w zaproponowaniu wªa±ciwej struk-
tury ukªadu oraz dobrania uzasadnionych biologicznie warto±ci parametrów. Równocze±nie,
nieznajomo±¢ dokªadnych mechanizmów procesów oraz brak wyników eksperymentalnych
niejednokrotnie uniemo»liwia potwierdzenie poprawno±ci postulowanych zaªo»e« i wyników
uzyskanych na podstawie modelu.

Wraz ze wzrostem mocy obliczeniowej komputerów, w±ród naukowców pojawiª si¦ trend
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wykorzystywania coraz bardziej zªo»onych, silnie nieliniowych modeli matematycznych. Za-
proponowane zostaªy algorytmy, które pozwalaj¡ na szybkie otrzymanie przebiegów cza-
sowych, nawet bardzo skomplikowanych modeli, przy zastosowaniu metod numerycznych,
deterministycznych (np. algorytm Rungego-Kutty) czy stochastycznych (tj. algorytm Gil-
lespiego). Podstawow¡ wad¡ takiego podej±cia jest brak mo»liwo±ci analitycznego badania
stworzonych modeli.

W niniejszej pracy przedstawiªam mo»liwo±ci zastosowania ukªadów z przeª¡czeniami
do modelowania i analizy procesów biologicznych. Ukªady z przeª¡czeniami s¡ dobrze znan¡
w automatyce klas¡ ukªadów, w których wyst¦puje skokowa zmiana struktury lub parame-
trów ukªadu. Podstawowe zaªo»enie przy stosowaniu tego typu ukªadów do modelowania
procesów, polega na podziale systemu na funkcjonalne cz¦±ci ró»ni¡ce si¦ dynamik¡. Ka»-
dy podsystem opisuje zachowanie si¦ ukªadu w danych warunkach lub w danym czasie, co
pozwala na zachowanie jego wzgl¦dnej prostoty. Skokowe zmiany pomi¦dzy podsystemami
pozwalaj¡ na modelowanie nagªych zmian w systemie, takich jak aktywacja ekspresji genu
po nagromadzeniu si¦ czynników transkrypcyjnych, aktywacja sprz¦»enia ujemnego (lub
dodatniego) po akumulacji enzymów, zmiana dynamiki procesów po podaniu leku lub za-
dziaªaniu czynnikiem stresowym. Szczególnym przypadkiem ukªadów z przeª¡czeniami s¡
ukªady kawaªkami liniowe. Ukªady takie ze wzgl¦du na swoj¡ kompartmentaln¡ struktur¦,
mog¡ by¢ analizowane nie tylko na drodze numerycznych symulacji, ale równie» metodami
analitycznymi. W niniejszej rozprawie skupiªam si¦ na analizie ukªadów biologicznych, a
dokªadnie wewn¡trzkomórkowych. W celu scharakteryzowania zachowania ukªadu w po-
szczególnych domenach mo»na wyznaczy¢ rozwi¡zanie analityczne oraz punkty docelowe
trajektorii. Stworzenie grafu tranzycji pozwala na jako±ciowe zobrazowanie zachowania peª-
nego ukªadu, natomiast wyznaczenie punktów stacjonarnych pozwala wnioskowa¢ o wyst¦-
powaniu punktów lokalnie stabilnych lub oscylacji w ukªadzie. W celu peªnego zbadania
charakteru ukªadu zaproponowaªam, aby powy»sze, znane z literatury metody rozszerzy¢ o
analiz¦ heterogeniczno±ci populacji. Pierwsza z proponowanych metod polega na wprowa-
dzeniu do modeli losowej lokalizacji warto±ci progowych, która oddaje aktywacj¦ procesów
przy ró»nych st¦»eniach substancji regulatorowych w poszczególnych komórkach. Druga
metoda pozwala na uwzgl¦dnienie losowo±ci aktywacji i dezaktywacji procesów enzyma-
tycznych, poprzez wykonanie symulacji modelu ze stochastycznymi przeª¡czeniami mi¦dzy
podsystemami. Modele ze stochastycznym przeª¡czeniem mog¡ posªu»y¢ do zbadania od-
powiedzi populacji o ró»nych zakresach wra»liwo±ci na st¦»enia czynnika regulatorowego.
Gªównym osi¡gni¦ciem niniejszej pracy jest zastosowanie ukªadów z przeª¡czeniami do
opisu systemów biologicznych oraz zaproponowanie metodyki kompleksowej analizy tych
ukªadów przy wykorzystaniu znanych metod analizy ukªadów liniowych, literaturowych
metod analizy ukªadów kawaªkami liniowych, a tak»e autorskich algorytmów symulacji i
analizy populacji heterogenicznej oraz ukªadów kawaªkami deterministycznych. Zapropo-
nowana analiza ukªadów z przeª¡czeniami pozwala na lepsze poznanie ich wªa±ciwo±ci, a
przez to lepsze poznanie analizowanego systemu biologicznego. Niniejsza metodyka zosta-
ªa zilustrowana poprzez analiz¦ dwóch ró»nych systemów biologicznych: prostych ukªadów
produkcji biaªka z autoregulacj¡ (jeden ze sprz¦»eniem dodatnim, drugi ujemnym) oraz
moduªu regulatorowego biaªka p53.
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1.2 Cele i tezy pracy

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej byªo opracowanie metody opisu i analizy zªo»onych
ukªadów biologicznych, przy wykorzystaniu metodyki ukªadów z przeª¡czeniami. Zapropo-
nowane modele przedstawiaj¡ mechanizmy regulacyjne zachodz¡ce w komórkach, co po-
zwalaj¡c na lepsze scharakteryzowanie badanych ukªadów, a tak»e zbadanie zakresów wy-
musze« umo»liwiaj¡cych uzyskanie po»¡danych odpowiedzi. Badania, wykonane w ramach
prac nad rozpraw¡, mo»na podzieli¢ na kilka zada«:

• Identy�kacja procesów wewn¡trzkomórkowych, które mog¡ by¢ modelo-
wane za pomoc¡ skokowej zmiany ukªadu;
W±ród ró»norodnych procesów wewn¡trzkomórkowych mo»na wyró»ni¢ takie, któ-
rych przebieg jest warunkowany obecno±ci¡ cz¡steczek regulatorowych. Aktywacja
lub dezaktywacja tych procesów mo»e by¢ modelowana przy pomocy funkcji skoko-
wych, co prowadzi do powstania ukªadów z przeª¡czeniami. Dodatkowo, zewn¦trzna
ingerencja, np. podanie leku czy zadziaªanie stresem, mo»e by¢ modelowana jako
skokowa zmiana pewnych parametrów lub struktury ukªadu.

• Budowa modeli ukªadów biologicznych przy wykorzystaniu metodyki ukªa-
dów z przeª¡czeniami;
Stworzone modele reprezentuj¡ dwa systemy biologiczne: pierwszy to model produkcji
biaªka w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim lub ujemnym, natomiast drugi to mo-
del moduªu regulatorowego biaªka p53, odpowiedzialnego za aktywacj¦ odpowiedzi
komórkowej na stres.

• Analiza stabilno±ci modeli;
W ramach badania stabilno±ci stworzonych modeli, zostaªy wyznaczone i zlokalizo-
wane punkty stacjonarne, znajduj¡ce si¦ zarówno wewn¡trz podukªadów, jak i na
granicy pomi¦dzy podukªadami. Zostaªy zbadane zakresy parametrów, dla których
ukªad znajduje si¦ na granicy stabilno±ci, co objawia si¦ wyst¦powaniem oscylacji.
Zostaªa równie» wykonana analiza bifurkacyjna modeli.

• Analiza wpªywu losowej lokalizacji progu aktywacji procesu na ró»norod-
no±¢ odpowiedzi wewn¡trzpopulacyjnej;
Losowa lokalizacja progu aktywacji procesu skutkuje zró»nicowaniem wra»liwo±ci ko-
mórki na czynniki regulatorowe. W efekcie powstaje populacja, w której aktywacja
procesu wyst¦puje przy ró»nych st¦»eniach czynników regulatorowych, co skutkuje
zró»nicowaniem odpowiedzi komórek poddanych dziaªaniom tych samych sygnaªów.

• Analiza wpªywu losowej aktywacji procesu na zró»nicowanie odpowiedzi
ukªadu;
Losowa aktywacja procesów wpªywa na zró»nicowanie przebiegów czasowych pozio-
mu biaªka w populacji. Obserwuje si¦ desynchronizacj¦ oscylacji oraz podziaª na
subpopulacje. Poziom wra»liwo±ci ukªadu na wymuszenie oraz szybko±¢ aktywacji
odpowiedzi jest równie» zale»na od losowej aktywacji procesu.
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Wykonane badania pozwoliªy na wykazanie prawdziwo±ci nast¦puj¡cych

tez:

1. Zmiany warto±ci progowych, przy których nast¦puje przeª¡czenie zale»ne od stanu
ukªadu, odzwierciedlaj¡ce ró»nice mi¦dzy komórkami, wpªywaj¡ na osi¡gni¦cie zaªo-
»onych celów terapeutycznych w sposób zale»ny od sprz¦»e« wyst¦puj¡cych w tym
ukªadzie.

2. Uwzgl¦dnienie stochastyczno±ci w przeª¡czaniu mi¦dzy podsystemami pozwala odda¢
obserwowaln¡ biologicznie heterogeniczno±¢ populacji komórkowej.

3. Wi¦kszy poziom losowo±ci w przeª¡czaniu pomi¦dzy podukªadami, odzwierciedlaj¡cy
zwi¦kszon¡ wra»liwo±¢ komórek na czynniki regulatorowe, skutkuje desynchorniza-
cj¡ odpowiedzi komórek na wymuszenie w czasie, du»ym zaszumieniem przebiegów
czasowych oraz wpªywa na zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej.

1.3 Przewodnik po rozdziaªach

Niniejsza rozprawa doktorska skªada si¦ z sze±ciu rozdziaªów oraz bibliogra�i i innych
uzupeªniaj¡cych zaª¡czników.

Pierwszy rozdziaª stanowi wst¦p, w którym przedstawiªam motywacj¦ prowadzonych
bada«, nakre±liªam problem badawczy, zaprezentowaªam zakres wykonanych prac oraz sfor-
muªowaªam tezy pracy.

Drugi rozdziaª zawiera opis matematyczny ukªadów z przeª¡czeniami oraz wprowadze-
nie terminologii. Przedstawiªam w nim klasy�kacj¦ ukªadów z przeª¡czeniami oraz ich cha-
rakterystyk¦ ze szczególnym uwzgl¦dnieniem ukªadów maj¡cych zastosowanie do systemów
biologicznych. Rozdziaª ten zawiera równie» przegl¡d literatury dotycz¡cej zastosowania
ró»nych typów ukªadów z przeª¡czeniami do modelowania systemów biologicznych.

Trzeci rozdziaª przedstawia metodologi¦ stosowan¡ do analizy ukªadów kawaªkami linio-
wych. W rozdziale tym przedstawiªam znane z literatury metody analizy ukªadów z prze-
ª¡czeniami, a ich zastosowanie zaprezentowaªam na przykªadowych ukªadach. Rozdziaª ten
zawiera równie» autorskie metody modelowania populacji komórkowej przy wykorzystaniu
ukªadów z przeª¡czeniami. Pierwsza z metod pozwala na zamodelowania heterogenicznej
populacji komórkowej poprzez zró»nicowanie warto±ci progowych w ukªadzie. Natomiast
druga metoda przedstawia sposób modelowania losowych przeª¡cze« w celu zbadania wpªy-
wu losowo±ci aktywacji i dezaktywacji procesów na odpowied¹ populacji komórkowej.

Czwarty rozdziaª zawiera opis oraz analiz¦ modeli produkcji biaªka, przy wykorzysta-
niu metodologii znanej z literatury oraz zaproponowanej przez autork¦. Stworzyªam dwa
modele produkcji biaªka z ró»nymi rodzajami autoregulacji: jeden ze sprz¦»eniem ujemnym
i jeden ze sprz¦»eniem dodatnim. Modele rozbudowaªam o proces wymuszonej degradacji
biaªka poprzez wprowadzenie leku do ukªadu. Celem podania leku byªo obni»enie poziomu
biaªka poni»ej zadanego celu terapeutycznego. Wykonana analiza stabilno±ci, okre±lenie
typów oraz lokalizacji punktów stacjonarnych pozwoliªa na scharakteryzowanie ukªadów i
poznanie charakteru odpowiedzi na dany czynnik zewn¦trzny. Eksperymenty na popula-
cji, zró»nicowanej pod wzgl¦dem lokalizacji warto±ci progowych, wykazaªy wyst¦powanie
bistabilno±ci w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim oraz oscylacji w ukªadzie ze sprz¦»e-
niem ujemnym. Natomiast, wyniki modelowania uwzgl¦dniaj¡cego stochastyczn¡ aktywa-
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cj¦ genów, potwierdzaj¡ zale»no±¢ osi¡galno±ci celu terapeutycznego od rodzaju sprz¦»e«,
wyst¦puj¡cych w ukªadzie oraz stopnia wra»liwo±ci komórki na czynniki transkrypcyjne.

W pi¡tym rozdziale przedstawiªam model moduªu regulatorowego biaªka p53 oraz je-
go analiz¦. Stworzony przeze mnie model stanowi uproszczone przedstawienie zale»no±ci
wyst¦puj¡cych pomi¦dzy biaªkami p53, MDM2 oraz PTEN, które umo»liwiaj¡ utrzymanie
prawidªowego poziomu biaªka p53 oraz szybk¡ reakcj¦ na uszkodzenia DNA, adekwatn¡ do
ich stopnia. Model, dzi¦ki p¦tlom sprz¦»enia ujemnego oraz dodatniego, umo»liwia odda-
nie skomplikowanej dynamiki obserwowanej w rzeczywistych ukªadach. W tym rozdziale
wykonaªam analiza stabilno±ci stworzonego modelu, wyznaczyªam punkty stacjonarne od-
powiadaj¡ce stabilizacji poziomu biaªka p53 na niskim poziomie (stan normalny) lub na
wysokim poziomie (apoptoza), a tak»e oscylacjom poziomów biaªek (obserwowane w fazie
naprawy DNA i blokady cyklu komórkowego). Symulacje populacji heterogenicznej, pod
wzgl¦dem lokalizacji poszczególnych progów aktywacji procesów, pozwoliªy na zbadanie
typu odpowiedzi komórkowej przy wyst¡pieniu anomalii: zbyt niskiej lub zbyt wysokiej
aktywno±ci danego czynnika regulatorowego. Badaj¡c wpªyw losowo±ci aktywacji i dezak-
tywacji procesów, wykazaªam zdolno±¢ do aktywacji apoptozy komórek o du»ej wra»liwo±ci
na czynniki regulatorowe, przy ni»szych dawkach stresu. Jednocze±nie, odpowied¹ komórek
bardziej wra»liwych na niskie st¦»enia cz¡steczek regulatorowych jest bardziej zdesynchro-
nizowana, a czas potrzebny na podj¦cie decyzji apoptotycznej wydªu»a si¦.

W ostatnim rozdziale zawarªam podsumowanie otrzymanych wyników oraz prezentacj¦
wniosków, wyci¡gni¦tych na podstawie przeprowadzonych bada«.

Po cz¦±ci gªównej rozprawy zamie±ciªam spis wykorzystanej bibliogra�i, spis rysunków
i tabel. Przedstawiony dokument zako«czony jest spisem moich osi¡gni¦¢ i publikacji.
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Rozdziaª 2

Ukªady z przeª¡czeniami

W±ród szerokiej klasy ukªadów hybrydowych, mo»na wyró»ni¢ ukªady z przeª¡czeniami,
czyli takie, które skªadaj¡ si¦ z dwóch lub wi¦cej podukªadów oraz reguª okre±laj¡cych
przeª¡czenia pomi¦dzy nimi. Skutkiem takiej budowy jest zdolno±¢ do wykazywania kilku
ró»nych rodzajów dynamiki jednocze±nie. Przykªadowo, ukªady takie mog¡ posiada¢ ci¡gª¡
i dyskretn¡ dynamik¦, w zale»no±ci od trybu pracy lub podsystemu ukªadu [1, 2]. Ukªady z
przeª¡czeniami s¡ dobrze znane w literaturze i maj¡ wiele zastosowa« praktycznych. Jako
przykªad mo»na wymieni¢ przetworniki mocy [3], ukªady nap¦dowe dysków komputerowych
[4], silniki krokowe [5], systemy robotyczne [6], autonomiczne pojazdy [7], systemy z danymi
próbkowanymi [8] lub ze zdarzeniami dyskretnymi [9], a tak»e sieci telekomunikacyjne [10].

Metody znane z teorii sterowania i stosowane w ró»nych dziedzinach automatyki, wzbu-
dzaj¡ coraz wi¦ksze zainteresowanie w±ród osób zajmuj¡cych si¦ nowymi, rozwijaj¡cymi
si¦ dziedzinami nauki, takimi jak biologia systemów, biotechnologia czy in»ynieria biome-
dyczna. Stopie« skomplikowania rzeczywistych systemów biologicznych jest bardzo du»y,
a poszczególne elementy s¡ poª¡czone zªo»on¡ sieci¡ wzajemnych oddziaªywa«. Poznanie
struktury i wªa±ciwo±ci ukªadów biologicznych nie jest zadaniem trywialnym ze wzgl¦du
na ograniczone mo»liwo±ci bada« laboratoryjnych, co ma szczególne znacznie w przypad-
ku procesów wewn¡trz- oraz mi¦dzykomórkowych. Ponadto komórki maj¡ skomplikowan¡
struktur¦ wewn¦trzn¡, zawieraj¡ ró»norodne zwi¡zki chemiczne, zarówno organiczne, jak
i nieorganiczne. Pomimo szybkiego rozwoju metod eksperymentalnych stosowanych w ba-
daniach komórkowych, dziaªanie komórek, zarówno prawidªowych, jak i zmienionych cho-
robotwórczo, ci¡gle jeszcze nie jest w peªni zbadane. Szczególnie interesuj¡ce s¡ procesy o
znaczeniu terapeutycznym, których dokªadne poznanie pozwoli na zaproponowanie sposobu
oddziaªywania na komórk¦ czy caªy organizm. Z pomoc¡ w poznaniu wªa±ciwo±ci ukªadów
biologicznych przychodzi modelowanie matematyczne oraz analiza systemowa, stanowi¡c
wsparcie, zarówno przy projektowaniu bada« laboratoryjnych, jak i przy potwierdzaniu
lub wykluczaniu stawianych hipotez.

Ukªady z przeª¡czeniami s¡ metod¡ stanowi¡c¡ pomost pomi¦dzy prostymi systemami
liniowymi a bardziej zªo»onymi � nieliniowymi. Ukªady liniowe s¡ ªatwiejsze w analizie, ze
wzgl¦du na swoj¡ nieskomplikowan¡ struktur¦. Znanych jest wiele metod pozwalaj¡cych
na badanie ich stabilno±ci czy sterowalno±ci. Z drugiej jednak strony, ukªady liniowe ma-
j¡ ograniczone mo»liwo±ci odwzorowania skomplikowanej dynamiki zªo»onych systemów
biologicznych. Z kolei ukªady nieliniowe, ze wzgl¦du na nieograniczon¡ pul¦ nieliniowych
funkcji, które mo»na wykorzysta¢, daj¡ ogromne mo»liwo±ci modelowania dowolnej wr¦cz
dynamiki. Do popularnie wykorzystywanych funkcji mo»na zaliczy¢ przede wszystkim funk-
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cje pot¦gowe, eksponencjalne czy logarytmiczne. Znacz¡c¡ wad¡ modeli nieliniowych s¡
ograniczone mo»liwo±ci analizy. Znalezienie rozwi¡zania analitycznego jest na ogóª niemo»-
liwe, a analiza stabilno±ci mo»e by¢ przeprowadzona tylko lokalnie. W ukªadach kawaªkami
liniowych z przeª¡czeniami wykorzystuje si¦ zalety dwóch powy»szych metod. Z jednej stro-
ny, przeª¡czenia pomi¦dzy podukªadami mog¡ tworzy¢ skomplikowan¡ dynamik¦, umo»li-
wiaj¡c¡ powstanie oscylacji, cykli granicznych, bistabilno±ci czy chaosu. Z drugiej strony,
podukªady s¡ opisywane przez stosunkowo proste w analizie modele liniowe, co umo»liwia
wykorzystania wielu narz¦dzi do liniowej analizy.

Nale»y mie¢ na uwadze, »e przeª¡cznik wyst¦puj¡cy �zycznie w ukªadzie i przeª¡czenie
w modelu matematycznym nie musz¡ sobie odpowiada¢. Z jednej strony, istniej¡ ukªady
rzeczywiste z �zycznymi przeª¡czeniami, takimi jak zmiana stanu genu z nieaktywnego
na aktywny, które mog¡ by¢ modelowane w ró»norodny sposób. Z drugiej jednak strony,
mamy narz¦dzie matematyczne, czyli model matematyczny danego ukªadu, zapisany w
sposób jawnie posiadaj¡cy ró»ne podsystemy i przeª¡czenia mi¦dzy nimi. Co wa»ne, model
matematyczny mo»e opisywa¢ ukªad �zyczny, w którym faktycznie wyst¦puj¡ przeª¡cze-
nia, ale nie jest to warunek konieczny. Poprzez przeª¡czenia mo»na modelowa¢ nie tylko
skokowe zmiany stanu ukªadu, ale równie» procesy, które nie s¡ �zycznie przeª¡cznikiem.
Przykªadem takich procesów mo»e by¢ enzymatyczna regulacja procesów biochemicznych,
podczas której wyst¦puje silnie nieliniowy, sigmoidalny wzrost tempa reakcji w zale»no-
±ci od st¦»enia substratu. W takim przypadku, skokowe przeª¡czenie mi¦dzy stanami jest
pewnym przybli»eniem ci¡gªego procesu.

2.1 Wprowadzenie terminologii i opis matematyczny

Ukªad z przeª¡czeniami to ukªad dynamiczny, który skªada si¦ ze sko«czonej liczby podu-
kªadów oraz reguª logicznych, okre±laj¡cych przeª¡czenia pomi¦dzy podukªadami. Podu-
kªady mog¡ by¢ równie» okre±lane poj¦ciami podsystemy, tryby oraz domeny. Zachowanie
ukªadu w poszczególnych domenach jest opisywane poprzez zbiór równa« ró»niczkowych
lub ró»nicowych. Ogólna de�nicja ukªadu z przeª¡czeniami nie wprowadza wymogu linio-
wo±ci modeli w podukªadach, zatem podukªad mo»e by¢ opisany dowolnymi funkcjami f .
Podstawowy opis ukªadu ci¡gªego z przeª¡czeniami mo»e mie¢ nast¦puj¡c¡ struktur¦:

dx(t)
dt

= fi(x(t), u(t)), t ∈ R+, i ∈ I = {1, ..., N}, (2.1)

gdzie x ∈ Rn to stan ukªadu, u ∈ Rm to sterowanie, R+ oznacza nieujemne liczby rze-
czywiste, natomiast sko«czony zbiór I to zbiór indeksów i oznacza kolekcj¦ dyskretnych
podukªadów. Podobnie mo»na przedstawi¢ ukªady z przeª¡czeniami o dyskretnym czasie,
jako zbiór równa« ró»nicowych:

x(k + 1) = fi(x(k), u(k)), k ∈ Z+, i ∈ I = {1, ..., N}, (2.2)

gdzie Z+ fo nieujemne liczby caªkowite.
Reguªa logiczna, która okre±la przeª¡czenia mi¦dzy podukªadami, generuje sygnaª prze-

ª¡czaj¡cy, który przewa»nie jest opisywany jako klasa kawaªkami staªej mapy, σ : R+ → I
lub sekwencji σ : Z+ → I. Index i = σ(t) jest nazywany aktywnym trybem (podukªadem)
w chwili czasu t. Sekwencja aktywnych trybów mo»e by¢ zale»na nie tylko od czasu t, ale
równie» od aktualnego stanu ukªadu x, i/lub przeszªych aktywnych stanów σ(τ) dla τ < t.
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W ukªadach ci¡gªych z przeª¡czeniami zale»nymi od stanu mo»e wyst¡pi¢ zjawisko
±lizgania si¦ trajektorii po powierzchni granicy mi¦dzy podsystemami (ang. sliding modes)
[11, 12].Zjawisko ±lizgania si¦ po powierzchni mo»e by¢ stosunkowo ªatwo zidenty�kowane
i mo»e by¢ jednym z elementów opisu dynamiki danego ukªadu. Jednak»e w niektórych
badaniach, np. przy rozwa»aniu problemu stabilno±ci ukªadu, wprowadza si¦ zaªo»enie,
które pozwala na wykluczenie takiego zachowania. Zakªada si¦, »e sygnaª σ(t) ma sko«czon¡
liczb¦ nieci¡gªo±ci w sko«czonym przedziale R+. W efekcie czego, w ukªadzie nie wyst¦puje
po±lizg na granicy (ang. no-chattering behaviour). W ukªadach z czasem dyskretnym nie
ma mo»liwo±ci wyst¡pienia takiego zjawiska.

Podsumowuj¡c, w ukªadach z przeª¡czeniami wyst¦puj¡ podsystemy, które opisuj¡ ni-
skopoziomow¡, lokaln¡ dynamik¦, poprzez zwyczajne równania ró»niczkowe lub ró»nicowe.
Ponadto taki ukªad zawiera wysokopoziomowego koordynatora (nadzorc¦, ang. supervisor),
który produkuje przeª¡czenia pomi¦dzy lokaln¡ dynamik¡ [2]. Dynamika peªnego ukªadu
jest determinowana zarówno przez struktur¦ podukªadów, jak i sygnaª przeª¡czaj¡cy [13].

2.2 Klasy�kacja ukªadów z przeª¡czeniami

Ukªady z przeª¡czeniami ze wzgl¦du na typ przeª¡czenia dzieli si¦ na:

• zale»ne od czasu, je±li warunek przeª¡czenia mi¦dzy podukªadami jest uzale»niony
od czasu;

• zale»ne od stanu ukªadu, je±li warunek przeª¡czenia mi¦dzy podukªadami zale»y
od stanu ukªadu;

• zale»ne od historii, je±li warunek przeª¡czenia mi¦dzy podukªadami zale»y od prze-
szªych warto±ci sygnaªu przeª¡czaj¡cego lub przeszªego aktywnego trybu;

• zale»ne od wyj±cia, je±li warunek przeª¡czenia pomi¦dzy podukªadami zale»y od
wyj±cia z systemu;

• zale»ne od zewn¦trznych sygnaªów, je±li warunek przeª¡czenia pomi¦dzy podu-
kªadami jest uzale»niony od zewn¦trznych sygnaªów.

Oczywi±cie w ukªadzie mog¡ wyst¦powa¢ ró»ne przeª¡czenia jednocze±nie, zatem dany
ukªad mo»e nale»e¢ jednocze±nie do kilku klas. Ponadto ukªady mo»na równie» dzieli¢
ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ sterowania nimi. W takim przypadku wyró»nia si¦ ukªady:

• autonomiczne, gdy nie ma mo»liwo±ci bezpo±redniego sterowania mechanizmem
przeª¡czaj¡cym pomi¦dzy podukªadami;

• sterowane, je±li przeª¡czenia mi¦dzy podukªadami s¡ narzucone przez projektanta
danego systemu tak, aby osi¡gn¡¢ po»¡dane zachowanie [13].

Ukªady z przeª¡czeniami mo»na równie» klasy�kowa¢ ze wzgl¦du na sposób przekazywania
sygnaªów w podukªadach je tworz¡cych:

• Ukªady ci¡gªe, czyli takie, których podukªady posiadaj¡ wszystkie elementy dzia-
ªaj¡ce w sposób ci¡gªy i mog¡ przyjmowa¢ ka»d¡ warto±¢ z przedziaªu zmienno±ci
sygnaªu. Warto±¢ wyj±ciowa równie» mo»e przyjmowa¢ dowoln¡ warto±¢ z ci¡gªego
przedziaªu. Podukªady tego typu opisuje si¦ równaniami ró»niczkowymi.
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• Ukªady dyskretne, czyli zbudowane z podukªadów, w których co najmniej jeden
element pracuje w sposób dyskretny, a sygnaªy wysyªane przez niego mog¡ przyjmo-
wa¢ tylko okre±lone warto±ci i wyst¦powa¢ w okre±lonych chwilach czasu. Do opisu
takich podukªadów stosuje si¦ równania ró»nicowe.

• Ukªady mieszane, czyli ukªady zawieraj¡ce podukªady zarówno ci¡gªe, jak i dys-
kretne.

Ze wzgl¦du na rodzaje elementów, z jakich zbudowane s¡ podukªady, ukªady dzieli si¦ je
na:

• Ukªady kawaªkami liniowe, gdy modele matematyczne podukªadów s¡ zbudowane
wyª¡cznie z elementów linowych. Podukªady takie opisane s¡ liniowymi równaniami
o staªych wspóªczynnikach.

• Ukªady kawaªkami nieliniowe, je±li model matematyczny danego podukªadu za-
wiera co najmniej jeden element nieliniowy. Opisuje si¦ je równaniami nieliniowymi
ró»nego typu.

Ze wzgl¦du na charakter przeª¡czenia, ukªady mog¡ by¢ podzielone na:

• deterministyczne, w których przeª¡czenie jest warunkowane reguªami determini-
stycznymi, tj. przez staªe, ±ci±le okre±lone warto±ci progów,

• losowe, w których przeª¡czenie zale»ne jest od funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
powi¡zanych z warto±ciami progowymi.

W kolejnych podrozdziaªach zostaªy szczegóªowo omówione dwa gªówne rodzaje ukªadów,
klasy�kowane ze wzgl¦du na typ przeª¡czenia � ukªady z przeª¡czeniami zale»nymi od stanu
oraz czasu.

2.2.1 Ukªady z przeª¡czeniami zale»nymi od czasu

W ukªadach z przeª¡czeniami zale»nymi od czasu wyst¦puje sygnaª przeª¡czaj¡cy, który
jest kawaªkami staª¡, prawostronnie ci¡gª¡ funkcj¡ σ : [0,∞)→ N . Funkcja przeª¡czaj¡ca
σ ma sko«czon¡ liczb¦ nieci¡gªo±ci i przyjmuje staªe warto±ci w interwaªach pomi¦dzy prze-
ª¡czeniami. Rol¡ sygnaªu przeª¡czaj¡cego jest okre±lenie aktywnego podukªadu opisuj¡cego
system w danym czasie. Ogólne równanie opisuj¡ce ukªady z przeª¡czeniami zale»nymi od
czasu jest nast¦puj¡ce:

ẋ(t) = fσ(t)(x(t)), (2.3)

gdzie x to zmienna stanu, f to funkcja opisuj¡ca model w danym podukªadzie, zale»na
od stanu ukªadu. Ponadto funkcja opisuj¡ca ukªad jest bezpo±rednio zale»na od sygnaªu
przeª¡czaj¡cego σ. W ukªadach takich przyjmuje si¦, »e nie ma wymusze« albo s¡ one
staªe w danej domenie i traktuje si¦ je jako parametr. Przykªadowy sygnaª przeª¡czaj¡cy
w ukªadzie z trzema podukªadami zostaª przedstawiony na Rysunku 2.1.

Ukªady z przeª¡czeniami zale»nymi od czasu s¡ wykorzystywane w modelowaniu pro-
cesów biologicznych, których wªa±ciwo±ci zmieniaj¡ si¦ niezale»nie od stanu ukªadu. Przy-
kªadem mog¡ by¢ ukªady z cyklicznymi zmianami, takie jak cykl dobowy czy komórkowy,
w których przej±cie do kolejnych faz cyklu mo»e by¢ modelowane poprzez przeª¡czenie
zale»nie od czasu. Innym zastosowaniem jest modelowanie kuracji farmakologicznej, gdzie
podanie leku � jedno- lub wielokrotne � mo»e powodowa¢ skokow¡ zmian¦ struktury ukªadu
[14].
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Rysunek 2.1: Sygnaª przeª¡czaj¡cy (σ) w ukªadzie z przeª¡czeniami zale»nymi od czasu

2.2.2 Ukªady z przeª¡czeniami zale»nymi od stanu ukªadu

W ukªadach z przeª¡czeniami zale»nymi od stanu ukªadu, przeª¡czenia mi¦dzy domena-
mi nast¦puj¡ w momencie osi¡gni¦cia przez odpowiednie zmienne okre±lonych warto±ci
progowych. Przestrze« stanu takiego ukªadu jest podzielona na podukªady poprzez zbiór
powierzchni przeª¡czaj¡cych. Powierzchnie przeª¡czaj¡ce okre±laj¡ granice mi¦dzy podu-
kªadami, nazywanymi cz¦sto regionami lub domenami, poniewa» s¡ ±ci±le zwi¡zane z loka-
lizacj¡ w przestrzeni stanu.

Przykªadowe systemy, w których przestrze« stanu jest podzielona przez dwie warto±ci
graniczne na trzy podukªady, s¡ przedstawione na Rysunku 2.2. Gdy trajektoria ukªadu
tra�a na powierzchni¦ przeª¡czaj¡c¡, nast¦puje skokowa zmiana domeny. W chwili prze-
ª¡czenia mo»e wyst¦powa¢ zmiana warto±ci parametrów opisuj¡cych dany ukªad, zmiana
caªej struktury ukªadu, zmiana charakteru podukªadu (np. z ci¡gªego na dyskretny) lub
zmiana stanu ukªadu. Je±li w chwili przeª¡czenia nie wyst¦puje skokowa zmiana stanu
ukªadu, to trajektorie s¡ ci¡gªe, a przej±cie przez granic¦ powoduje jedynie zmian¦ funk-

(A) (B)

Rysunek 2.2: Przestrze« stanu w ukªadach z przeª¡czeniami zale»nymi od stanu ukªadu;
(A) Przeª¡czenie powoduje zmian¦ modelu; (B) Przeª¡czenie powoduje zmian¦ modelu
oraz stanu ukªadu; (Czerwone linie - warto±ci graniczne, czarne strzaªki - przykªadowa
trajektoria, Init - punkt pocz¡tkowy, niebieskie linie - zmiana stanu ukªadu)
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cji opisuj¡cych ukªad (Rysunek 2.2A). Natomiast je±li w czasie przej±cia przez granic¦
nast¦puje równie» skokowa zmiana stanu ukªadu, trajektorie ukªadu s¡ nieci¡gªe, co jest
przedstawione na Rysunku 2.2B.

Przykªadem ukªadu biologicznego, w którym wyst¦puj¡ przeª¡czenia zale»ne od stanu
ukªadu, mo»e by¢ prosta sie¢ genowo-biaªkowa. Stan genu przyjmuje warto±ci: aktywny lub
nieaktywny, co mo»e odpowiada¢ podziaªowi ukªadu na dwie domeny. Natomiast granic¦
mi¦dzy tymi domenami wyznacza poziom biaªka, b¦d¡cego czynnikiem transkrypcyjnym,
odpowiadaj¡cym za aktywacj¦ genu. Po przekroczeniu pewnej liczbie cz¡steczek biaªka
(P (t)) nast¦puje aktywacja genu, co w modelu oznacza przej±cie do drugiej domeny oraz
skokow¡ zmian¦ stanu ukªadu (zmienna opisuj¡ca gen G(t) zmienia warto±¢ z 0 na 1).

Biaªko, mRNA oraz inne cz¡steczki, w przeciwie«stwie do genów wyst¦puj¡ w bardzo
du»ej liczbie: od setek do dziesi¡tek tysi¦cy cz¡steczek w jednej komórce, dlatego wygod-
niej modelowa¢ ich liczb¦ poprzez równania ci¡gªe, a nie dyskretne przeª¡czenia mi¦dzy
stanami. W modelach kawaªkami liniowych, opisuj¡cych tylko poziomy cz¡steczek o du»ej
liczbie (np. biaªka), podczas przej±cia przez warto±¢ graniczn¡, na ogóª zmianie ulega je-
dynie struktura i/lub parametry modelu, natomiast nie wyst¦puje skokowa zmiana stanu
ukªadu [15, 16]. Modelowanie zmian poziomu biaªka w sposób skokowy byªoby uzasadnione
jedynie w przypadku bardzo gwaªtownej dynamiki w ukªadzie.

2.3 Charakterystyka ukªadów kawaªkami liniowych

Szczególn¡ podgrup¡ ukªadów z przeª¡czeniami s¡ ukªady kawaªkami liniowe, nazywane
w literaturze angloj¦zycznej piece-wise linear di�erential equation (PLDE) models [17].
Ukªady takie skªadaj¡ si¦ ze zbioru podukªadów liniowych, które s¡ stosunkowo ªatwe w
analizie. Przeª¡czenia mi¦dzy podukªadami mog¡ by¢ zale»ne od stanu ukªadu lub od cza-
su. Ukªady kawaªkami liniowe mo»na w bardzo intuicyjny sposób wykorzysta¢ do tworzenia
modeli matematycznych rzeczywistych systemów biologicznych, a w szczególno±ci mode-
li sieci genowo-biaªkowych. Zgodnie z prawem dziaªania mas, któremu podlegaj¡ równie»
procesy wewn¡trzkomórkowe, szybko±¢ reakcji chemicznej jest proporcjonalna do st¦»e-
nia wszystkich uczestnicz¡cych w niej reagentów [18]. Dzi¦ki temu zaªo»eniu, podstawowe
procesy wewn¡trzkomórkowe, takie jak produkcja, degradacja czy transport, mog¡ by¢ mo-
delowane przy wykorzystaniu liniowych funkcji, gdzie, wraz ze wzrostem st¦»enia reagenta,
wzrasta szybko±¢ danej reakcji. Natomiast, reakcje enzymatyczne zazwyczaj maj¡ tempo
silnie zale»ne od st¦»enia reagenta (np. o charakterze krzywej Michaelisa-Menten), dlatego
mog¡ by¢ z do±¢ du»¡ dokªadno±ci¡ przybli»one poprzez przeª¡czenie pomi¦dzy podukªada-
mi. Tempo reakcji w podukªadach jest uzale»nione od stanu (aktywnego lub nieaktywnego)
danego procesu.

Przykªadem ukªadu kawaªkami liniowego mo»e by¢ model opisuj¡cy zmian¦ poziomu
biaªek na drodze produkcji i degradacji. Model ten mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

dxi
dt

= pi(X)− di(X)xi, i = 1, ...n, (2.4)

gdzie xi to st¦»enie danego biaªka, pi to wspóªczynnik produkcji biaªka, di to wspóªczynnik
degradacji, natomiast X = X(x) jest zbiorem zmiennych przeª¡czaj¡cych, których warto±¢
zale»y od stanu ukªadu x. Wszystkie zmienne s¡ zale»ne tylko od procesów produkcji i
degradacji, ale tempa tych procesów mog¡ by¢ ró»ne w zale»no±ci od liczno±ci (lub st¦»e«)
biaªek.
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W ukªadzie istnieje zbiór warto±ci progowych, oznaczanych jako θij , gdzie i odpowiada
zmiennej, a j jest numerem granicy dla danej zmiennej. Je±li w ukªadzie wyst¦puje tyl-
ko jedna warto±¢ progowa dla danej zmiennej, omini¦cie warto±ci j i zapisanie wyª¡cznie
indeksu z numerem zmiennej Zi pozwala na uproszczenie zapisu bez utraty jego jedno-
znaczno±ci. Z tego wzgl¦du, tam gdzie to mo»liwe, taka notacja jest stosowana w dalszej
cz¦±ci rozprawy. Warto±ci progowe dziel¡ przestrze« stanu na domeny regulatorowe, a w
ka»dej z nich ukªad jest opisywany przez zbiór funkcji liniowych, a dokªadnie a�nicznych.
Dla warto±ci progowej nast¦puje zmiana struktury ukªadu lub warto±ci parametrów, co
powoduje nieci¡gªo±¢ pochodnych, przez co system staje si¦ nieci¡gªy.

W celu uªatwienia zapisu, do modelu kawaªkami linowego mo»na wprowadzi¢ zmienne
przeª¡czaj¡ce, oznaczane jako Zij . Zmienna przeª¡czaj¡ca to zmienna boolowska, przyjmu-
j¡ca warto±¢ 0 lub 1, w zale»no±ci od warto±ci zmiennej stanu xi oraz znaku (+ lub -) w
indeksie górnym. Znak dodatni oznacza aktywacj¦ procesu przy wzro±cie poziomu powy»ej
warto±ci granicznej (równanie (2.5)), natomiast znak ujemny odpowiada dezaktywacji pro-
cesu, przy podwy»szeniu poziomu powy»ej warto±ci granicznej zmiennej (równanie (2.6)).

Z+ij =

{
0 dla xi < θij

1 dla xi  θij ,
(2.5) Z−ij =

{
1 dla xi < θij

0 dla xi  θij .
(2.6)

Zmienne przeª¡czaj¡ce s¡ wykorzystywane do stworzenia skondensowanego opisu komplet-
nego ukªadu. Dzi¦ki wymno»eniu przez zmienn¡ przeª¡czaj¡c¡, parametry w poszczegól-
nych domenach przyjmuj¡ ró»ne warto±ci. Rozpatrzmy prosty model produkcji dwóch bia-
ªek (x1 i x2):

dx1
dt

= p1 + p12Z
−
2 − d1x1, (2.7)

dx2
dt

= p2 + p21Z
+
1 − d2x2. (2.8)

W powy»szym przykªadzie ka»da zmienna ma po jednej warto±ci progowej: odpowiednio
θ1 oraz θ2. Aktywacja indukowanej produkcji biaªka x1 wyst¦puje dla st¦»enia biaªka x2
o warto±ci poni»ej warto±ci granicznej (θ2). Natomiast wzrost st¦»enie biaªka x1 powy»ej
warto±ci progowej θ1 powoduje wzrost tempa produkcji biaªka x2. Tempo degradacji biaªek
jest staªe, niezale»ne od domeny, w której znajduje si¦ ukªad.

2.4 Ukªady z przeª¡czeniami a ukªady biologiczne

Modele systemów biologicznych mog¡ by¢ tworzone na ró»nych poziomach zªo»ono±ci, roz-
poczynaj¡c od modeli populacyjnych opisuj¡cych zachowanie si¦ grup ludzi lub zwierz¡t
[19], poprzez modele funkcjonowania organizmów (np. organizmu ludzkiego [20]), modele
oddziaªywa« mi¦dzykomórkowych [21], ko«cz¡c na modelach sieci genowo-biaªkowych w
komórce [22, 23]. Na wszystkich stopniach zªo»ono±ci, modele biologiczne charakteryzuje
skomplikowana struktura [24]. Szczególnie trudne w opisie i analizie s¡ ukªady wewn¡trzko-
mórkowe, poniewa» s¡ bardzo skomplikowane i zawieraj¡ oddziaªywania pomi¦dzy wieloma
ró»nymi zwi¡zkami. Natomiast badania eksperymentalne, które pozwalaj¡ bada¢ procesy
wewn¡trzkomórkowe, s¡ zªo»one, czasochªonne, drogie i maj¡ ograniczon¡ dokªadno±¢. Po-
nadto metody pozwalaj¡ce na okre±lenie st¦»enia niektórych cz¡steczek, ich specy�cznych
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form (np. formy ufosforylowanej (aktywnej) danego biaªka) lub w konkretnej lokalizacji
s¡ wci¡» niedoskonaªe, a ich dokªadno±¢ mocno ograniczona. Komórki w hodowlach ko-
mórkowych s¡ bardzo wra»liwe na czynniki zewn¦trzne, a otrzymane wyniki cz¦sto s¡
charakterystyczne wyª¡cznie dla danej linii komórkowej. Z tego powodu badania in silico

sieci genowo-biaªkowych stanowi¡ znacz¡ce wsparcie w poznawaniu budowy i wªa±ciwo±ci
dynamicznych ukªadów biologicznych oraz silnie wspieraj¡ ich analiz¦ i testowanie hipotez.

W regulacyjnych ukªadach genowo-biaªkowych wyst¦puj¡ zmiany zachowania ukªadu
wynikaj¡ce ze st¦»e« substancji wewn¡trzkomórkowych. Modelowanie matematyczne sys-
temów biologicznych stanowi wyzwanie, ze wzgl¦du na konieczno±¢ znalezienia kompromisu
pomi¦dzy stopniem skomplikowania modelu, a jego dokªadno±ci¡. Bardziej zªo»one modele
pozwalaj¡ na uzyskanie dokªadniejszego odwzorowania zachowania komórki, ale jednocze-
±nie s¡ trudniejsze w opracowaniu i analizie. Natomiast mniej skomplikowane modele s¡
ªatwiejsze w tworzeniu i interpretacji, ale s¡ mniej dokªadne. Zdecydowan¡ wi¦kszo±¢ mode-
li biologicznych stanowi¡ ci¡gªe modele, zawieraj¡ce silne nieliniowo±ci, które pozwalaj¡ na
odwzorowanie skomplikowanej dynamiki rzeczywistych systemów. Jednak»e analiza takich
modeli jest nietrywialna, rozwi¡zanie za± uzyskuje si¦ poprzez symulacje numeryczne, jak
np. w [25, 22]. Zastosowanie ukªadu z przeª¡czeniami do opisu ukªadu genowo-biaªkowego
mo»e by¢ kompromisem, pozwalaj¡cym odwzorowa¢ caªo±ciowe skomplikowanie systemu
poprzez przeª¡czenia, przy zachowaniu prostoty opisu podsystemów równaniami liniowymi.
W dalszej cz¦±ci podrozdziaªu 2.4 przedstawiona zostaªa charakterystyka ukªadów biolo-
gicznych ze szczególnym uwzgl¦dnieniem ich cech, potwierdzaj¡cych zasadno±¢ stosowania
ukªadów z przeª¡czeniami do odwzorowania dynamiki sieci wewn¡trzkomórkowych.

2.4.1 Zró»nicowanie ±rodowiska wewn¡trzkomórkowego

Jedna z wielu trudno±ci w modelowaniu systemów wewn¡trzkomórkowych wynika z bardzo
szerokiego zakresu liczno±ci cz¡steczek w komórce: od maªolicznych genów (w wi¦kszo±ci
przypadków w komórce wyst¦puj¡ dwie kopie danego genu), poprzez mRNA, wyst¦puj¡ce
w kilkuset kopiach, po biaªka wyst¦puj¡ce w bardzo du»ych st¦»eniach mog¡cych si¦ga¢
setek tysi¦cy cz¡steczek w jednej komórce. Modelowanie deterministyczne stanu genów jest
obarczone du»ym bª¦dem, wynikaj¡cym z ich maªej liczby, a bª¡d jest odwrotnie proporcjo-
nalny do liczy cz¡steczek danej zmiennej. Natomiast modelowanie stochastyczne ukªadów
zªo»onych z wielu równa« opisuj¡cych bardzo liczne substancje jest bardzo czasochªonne i
generuje ogromne ilo±ci danych. Jedn¡ z metod rozwi¡zania tego problemu jest tworzenie
modeli hybrydowych, ª¡cz¡cych modelowanie stochastyczne i deterministyczne [26]. Innym
podej±ciem jest zastosowanie ukªadów z przeª¡czeniami, które pozwalaj¡ podzieli¢ ukªad
na cz¦±¢ ci¡gª¡ oraz dyskretn¡. Ci¡gªa cz¦±¢ ukªadu mo»e by¢ wykorzystana m.in. do opisu
zmiany st¦»enia biaªka. Natomiast, dyskretna cz¦±¢ pozwala opisa¢ nagªe zmiany w ukªa-
dzie, takie jak skokowa zmiana stanu genu. W tym podej±ciu, zmiana liczby aktywnych
genów jest modelowana jako przeª¡czenie, skutkuj¡ce zmian¡ stanu ukªadu, a w efekcie
zmian¡ warto±ci parametru okre±laj¡cego tempo produkcji mRNA.

2.4.2 Proces produkcji biaªka

Podstawowym elementem ka»dej sieci wewn¡trzkomórkowej s¡ biaªka, które mog¡ peªni¢
funkcje budulcowe, enzymatyczne, transportowe, magazynuj¡ce, regulatorowe oraz wiele
innych [27]. Proces produkcji biaªka jest zªo»ony i wieloetapowy, jego prawidªowy przebieg
jest kluczowy dla poprawnego funkcjonowania komórki, jak i caªego organizmu. Informacja
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na temat budowy biaªek jest zawarta w materiale genetycznym w postaci genów. Ka»dy
gen jest no±nikiem informacji genetycznej o budowie jednego biaªka, przy czym post¦py
biologii molekularnej dowodz¡ zjawisk takich jak alternatywny splicing, który pozwala na
powstanie ró»nych izoform biaªka z jednego genu [28]. Geny, poza nielicznymi wyj¡tkami,
wyst¦puj¡ w dwóch kopiach, które w przewa»aj¡cej wi¦kszo±ci czasu s¡ w stanie nieaktyw-
nym [29]. Aktywacja genu jest procesem bardzo skomplikowanym i zachodzi pod wpªywem
czynników transkrypcyjnych oraz szeregu innych enzymów. Aktywny gen ulega transkryp-
cji, czyli przepisaniu informacji genetycznej na mRNA, które po obróbce i transporcie do
cytoplazmy peªni funkcj¦ matrycy do produkcji biaªka, w procesie nazywanym translacj¡.
Zsyntetyzowana cz¡steczka biaªka przechodzi przez szereg procesów, takich jak odpowied-
nie faªdowanie i przyª¡czanie grup funkcyjnych, które ko«czy proces jego powstawania [30].
Skokowy charakter procesu aktywacji genu sprawia, »e proces ten mo»e by¢ modelowany
jako przeª¡czenie w ukªadzie kawaªkami liniowym. Ponadto aktywacja i dezaktywacja genu
przekªada si¦ równie» na gwaªtown¡ zmian¦ tempa produkcji mRNA, a nast¦pnie biaªka,
co równie» mo»e by¢ modelowane, jako zmiana warto±ci parametrów w ukªadzie z przeª¡-
czeniami.

2.4.3 Regulacja procesów wewn¡trzkomórkowych

Wi¦kszo±¢ procesów wewn¡trzkomórkowych nie zachodzi samorzutnie, ale wymaga obec-
no±ci cz¡steczek reguluj¡cych ich przebieg. Obecno±¢ cz¡steczek regulatorowych zwi¦ksza
stopie« skomplikowania dynamiki procesu, przez co funkcje stosowane do opisu takich zja-
wisk maj¡ ró»ny stopie« zªo»ono±ci.

Prawo dziaªania mas

Przykªadowo, podstawowe prawo wykorzystywane podczas tworzenia równa« opisuj¡cych
tempo reakcji to znane z chemii oraz biochemii prawo dziaªania mas [18]. Prawo to mówi, »e
wraz ze wzrostem st¦»enia reagentów wzrasta szybko±¢ reakcji. Przykªadowa reakcja dwóch
zwi¡zków X i Y skutkuj¡ca powstaniem produktu P mo»e by¢ zapisana nast¦puj¡co:

X + Y → P.

Zmiana st¦»enia substancji P w czasie mo»e by¢ opisana poprzez równanie ró»niczkowe:

d[P ]
dt

= k [X] [Y ], (2.9)

gdzie k to wspóªczynnik szybko±ci reakcji, a [X] i [Y ] to st¦»enia odpowiednich reagentów.

Reakcje enzymatyczne opisane funkcj¡ Michaelisa-Menten

Wi¦kszo±¢ procesów biologicznych jest katalizowana przez ró»nego rodzaju cz¡steczki regu-
latorowe (np. enzymy, cz¡steczki nieorganiczne, jony). Zale»no±¢ tempa reakcji od st¦»enia
substratów oraz cz¡steczek regulatorowych jest opisywana przez ró»norodne, silnie nieli-
nowe, cz¦sto sigmoidalne funkcje. Tempo reakcji enzymatycznej jest uzale»nione zarówno
od rodzaju enzymu, jak i liczby cz¡steczek substratu. Podstawowy przebieg reakcji enzy-
matycznej (opisanej np. w [27]) jest nast¦puj¡cy: enzym (E) ª¡czy si¦ z substratem (S),
aby katalizowa¢ reakcj¦, powstaje kompleks enzym�substrat (ES), zachodzi reakcja i po-
wstaje produkt (P ), a nast¦pnie enzym jest uwalniany z kompleksu. Uwolniony enzym



24 Ukªady z przeª¡czeniami

mo»e wi¡za¢ nast¦pn¡ cz¡steczk¦ substratu i katalizowa¢ kolejn¡ reakcj¦. Schemat reakcji
enzymatycznej zapisuje si¦ w nast¦puj¡co:

E + S ←→ ES → E + P.

Jedn¡ z podstawowych funkcji wykorzystywanych do opisu reakcji enzymatycznych
jest funkcja Michaelisa-Menten [31], okre±laj¡ca tempo reakcji w zale»no±ci od st¦»enia
substratu S oraz staªej K:

v = vmax
[S]

K + [S]
, (2.10)

gdzie vmax to maksymalne tempo powstawania produktu. Dla staªego st¦»enia enzymów w
komórce, szybko±¢ reakcji zwi¦ksza si¦ wraz ze wzrostem st¦»enia substratu. Pocz¡tkowo,
wzrost tempa reakcji jest liniowy, wprost proporcjonalny do st¦»enia substratu. Wraz z
wyrównywaniem si¦ liczby cz¡steczek substratu i enzymu w ukªadzie, wzrost tempa reakcji
jest coraz mniejszy, a przy du»ych st¦»eniach substratu osi¡ga warto±¢ maksymaln¡ Vmax
[32]. Wszystkie enzymy poª¡czone s¡ wówczas w kompleksy z substratami, a szybko±¢ two-
rzenia produktu zale»y tylko od szybko±ci przemiany substratu w produkt. Bezpo±redni¡
miar¡ siªy wi¡zania substratu przez enzym jest staªa K, która odpowiada st¦»eniu substra-
tu, dla jakiego tempo reakcji jest równe poªowie tempa maksymalnego [27]. Wykres krzywej
Michaelisa-Menten jest przedstawiony na Rysunku 2.3 niebiesk¡ lini¡. Równanie ró»nicz-
kowe opisuj¡ce zmian¦ liczby cz¡steczek produktu P w zale»no±ci od st¦»enia substratu
w reakcji enzymatycznej opisanej równaniem Michaelisa-Menten przyjmuje nast¦puj¡c¡
form¦:

d[P ]
dt

= vmax
[S]

K + [S]
. (2.11)

Funkcja Hilla

Kolejnym przykªadem funkcji wykorzystywanej do modelowania procesów enzymatycznych
jest funkcja A. Hilla [33]. Funkcja ta zostaªa zaproponowana w 1910 roku przez Hilla
do opisu przyª¡czenia si¦ tlenu do hemoglobiny. Hemoglobina ma kilka miejsc wi¡»¡cych
tlen, a efektywno±¢ przyª¡czenia kolejnych cz¡steczek wzrasta wraz z liczno±ci¡ ligandów.
Hill w swojej pracy [33] proponuje funkcj¦, która opisuje frakcj¦ cz¡steczek hemoglobiny
wysyconej przez ligand, jako funkcj¦ st¦»enia liganda ([L]):

y = 100
K[L]n

1 +K[L]n
, (2.12)

gdzie y to frakcja enzymu, w tym przypadku hemoglobiny, która jest poª¡czona z ligandem
(tlenem), a K to staªa reakcji (analogiczna do staªej Michaelisa-Menten). Funkcja ta ma
ksztaªt sigmoidalny, o stopniu nachylenia zwi¦kszaj¡cym si¦ wraz z warto±ci¡ parametru
Hilla n. Warto±¢ funkcji Hilla w zale»no±ci od liczby cz¡steczek liganda (substratu) dla
maªej i du»ej warto±ci parametru n (odpowiednio 2 i 10) jest przedstawiona na Rysunku
2.3 zielon¡ i ró»ow¡ lini¡. Widoczny jest bardzo silnie skokowy charakter funkcji przy
wysokiej warto±ci n.

Równanie Hilla cz¦sto jest wykorzystywane w tworzeniu modeli matematycznych, szcze-
gólnie do opisu produkcji biaªka. W podej±ciu tym zakªada si¦, »e gen jest aktywowany
przez czynniki transkrypcyjne, a ze wzgl¦du na wyst¦powanie kilku miejsc wi¡zania, tem-
po produkcji jest nieliniowo zale»ne od liczby cz¡steczek czynnika transkrypcyjnyego w
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komórce. Zmiana st¦»enia biaªka [P ] (przy pomini¦ciu degradacji) mo»e by¢ opisana rów-
naniem:

d[P ]
dt

= k
[Y ]n

Kn + [Y ]n
, (2.13)

gdzie Y to liczba cz¡steczek czynnika transkrypcyjnego, a k to maksymalne tempo produk-
cji biaªka. Podobne równanie mo»na zastosowa¢ do procesu produkcji biaªka represowanego
przez czynnik transkrypcyjny � przyª¡czenie cz¡steczek liganda do DNA zmniejsza produk-
cj¦ biaªka:

d[P ]
dt

= k
Kn

Kn + [Y ]n
. (2.14)

Procesy biologiczne, silnie zale»ne od obecno±ci enzymu, o dynamice opisywanej krzy-
wymi sigmoidalnymi, takimi jak funkcja Hilla, mo»na przybli»a¢ poprzez funkcj¦ skokow¡.
Ukªad taki sprowadza si¦ wtedy do ukªadu z przeª¡czeniem warto±ci parametru: poni»ej
warto±ci progowej proces zachodzi z niskim tempem reakcji, natomiast nagromadzenie en-
zymów w ukªadzie i przekroczenie warto±ci progowej powoduje wzrost tempa reakcji do jej
warto±ci maksymalnej (Rysunek 2.3). Podziaª systemu na dwa podsystemy, pozwala opisa¢
zachowanie ukªadu zarówno przy niskim, jak i wysokim st¦»eniu enzymu, wykorzystuj¡c
jedynie proste liniowe funkcje oraz przeª¡czenie.

2.4.4 Sprz¦»enia zwrotne

Prawidªowe funkcjonowanie organizmu jest warunkowane przez zdolno±¢ do utrzymania
homeostazy, czyli staªych warunków wewn¦trznych. Autoregulacja systemów wewn¡trzko-
mórkowych jest mo»liwa dzi¦ki ujemnym sprz¦»eniom zwrotnym, w których dane biaªko
po±rednio lub bezpo±rednio reguluje swój poziom. Sprz¦»enia ujemne pozwalaj¡ na po-
wrót do normalnego poziomu biaªka po wyst¡pieniu zewn¦trznych wymusze« lub zakªóce«
[34]. W ukªadach biologicznych s¡ obecne równie» sprz¦»enia zwrotne dodatnie, które uªa-
twiaj¡ propagacj¦ sygnaªu w komórce, poprzez wprowadzenie wzmocnienia. Przykªadowo,

Rysunek 2.3: Tempo reakcji (v) w zale»no±ci od st¦»enia substratu ([S]) opisane funkcjami:
skokow¡, Michaelisa-Menten oraz Hilla o n = 2 i n = 10
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sprz¦»enia dodatnie s¡ gªówn¡ skªadow¡ ró»nych kaskad aktywacyjnych, multiplikuj¡cych
odpowied¹ komórki na pojedyncze bod¹ce [35]. Sprz¦»enia dodatnie wprowadzaj¡ równie»
bistabilno±¢ ukªadów, pozwalaj¡c na podejmowanie decyzji np. o prze»yciu lub ±mierci
komórki.

Sprz¦»enia zwrotne mog¡ oddziaªywa¢ poprzez regulacj¦ produkcji biaªka (indukcj¦ ak-
tywacji lub dezaktywacji genów, przy±pieszanie procesu transkrypcji lub translacji) lub
przez regulacj¦ tempa degradacji biaªka lub mRNA. Nale»y zauwa»y¢, »e bezpo±rednie od-
dziaªywanie biaªka na proces swojej produkcji lub degradacji jest raczej rzadkie i najcz¦±ciej
regulacja wymaga obecno±ci cz¡steczek po±rednicz¡cych, takich jak enzymy regulatorowe
[27]. Ponadto sprz¦»enia dodatnie s¡ cz¦sto realizowane poprzez podwójn¡ negacj¦, czyli
poprzez blokad¦ swojego wªasnego inhibitora, tak jak ma to miejsce w przypadku biaªka
p53 [36].

W ukªadach z przeª¡czeniami mo»na ªatwo modelowa¢ sprz¦»enia zwrotne poprzez po-
dziaª przestrzeni stanu na ró»ne podsystemy, w których procesy zachodz¡ z podstawowym
lub indukowanym tempem reakcji. Przykªadem mo»e by¢ ukªad dwóch biaªek ze sprz¦-
»eniem ujemnym, który mo»na podzieli¢ na 4 podsystemy (Rysunek 2.4). Przy niskich
poziomach obu biaªek nast¦puje szybka produkcja biaªka A, które po skumulowaniu akty-
wuje indukowan¡ produkcj¦ biaªka B, co modelowane jest jako przej±cie do innej domeny.
Po przekroczeniu warto±ci progowej dla biaªka B, ukªad przechodzi do domeny, w której
produkcja biaªka A jest zahamowana. Nast¦puje obni»enie poziomu biaªka A, przez co
ukªad przechodzi do domeny z niskim poziomem biaªka A i wysokim poziomem biaªka B,
w której produkcja biaªka B jest wolna. Powoduje to spadek poziomu biaªka B i powrót do
domeny z niskimi poziomami obu biaªek. W tak stworzonym ukªadzie, sprz¦»enie ujemne
jest zamodelowane poprzez zmian¦ tempa produkcji biaªek w 4 podsystemach.

Rysunek 2.4: Schemat przykªadowego systemu z ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym; A, B -
biaªka, liczba cz¡steczek odwzorowuje maª¡ i du»¡ liczno±¢ biaªek w podsystemie



2.4. UK�ADY Z PRZE��CZENIAMI A UK�ADY BIOLOGICZNE 27

2.4.5 Stochastyczno±¢ procesów biologicznych

Przebieg reakcji biochemicznych w komórkach jest zale»ny od szeregu ró»nych czynników,
zarówno �zycznych (np. temperatura i ci±nienie), jak i chemicznych (np. odczyn pH, enzy-
my, nieorganiczne katalizatory). W ka»dej populacji komórkowej, nawet w±ród komórek na-
le»¡cych do tej samej linii, ka»da komórka ma charakterystyczne dla siebie wªa±ciwo±ci wy-
nikaj¡ce ze st¦»enia substancji wewn¡trzkomórkowych, charakterystyki �zyko-chemicznej,
podatno±ci na czynniki ±rodowiskowe oraz losowo±ci procesów. Ze wzgl¦du na zró»nicowa-
nie wªa±ciwo±ci komórek w danej populacji, obserwuje si¦ ró»ne odpowiedzi na te same
czynniki zewn¦trzne. Przykªadowo, w eksperymentach biologicznych prowadzonych na jed-
nolitej populacji komórkowej, po zadziaªaniu czynnikiem stresowym, np. promieniowaniem
jonizuj¡cym, wyst¦puj¡ ró»ne typy zachowania komórek � cz¦±¢ komórek umiera, cz¦±¢
aktywuje blokad¦ cyklu komórkowego i napraw¦ uszkodze«, a cz¦±¢ prowadzi normaln¡
proliferacj¦. Ponadto komórki ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ dynamik¡ procesów i czasem aktywa-
cji poszczególnych reakcji � cz¦±¢ komórek reaguje bardzo szybko na czynniki zewn¦trzne,
a niektóre dopiero po dªu»szym czasie aktywuj¡ odpowied¹.

Badanie symulacyjne wªa±ciwo±ci populacji komórkowych, na poziomie pojedynczych
komórek jest mo»liwe poprzez zastosowanie modeli uwzgl¦dniaj¡cych stochastyczno±¢ pro-
cesów, która pozwala na uzyskanie zró»nicowanych odpowiedzi na ten sam bodziec, startu-
j¡c z tych samych warunków pocz¡tkowych modelu. Ka»dorazow¡ symulacj¦ takiego mode-
lu mo»emy traktowa¢ jako odpowied¹ pojedynczej komórki. Standardowym podej±ciem do
modelowania procesów stochastycznych w ukªadach biologicznych jest zastosowanie algo-
rytmu Gillespiego [37] i ró»nych jego mody�kacji. Natomiast, w ukªadach z przeª¡czeniami
istnieje mo»liwo±¢ stworzenia heterogenicznej populacji, na przykªad poprzez wprowadze-
nie ró»nej lokalizacji warto±ci progowych, co odzwierciedla ró»n¡ wra»liwo±¢ komórek na
obecno±¢ czynników regulatorowych w komórce. W efekcie czego w populacji komórkowej
procesy s¡ aktywowane przy ró»nych st¦»eniach substancji regulatorowych, co skutkuje
zró»nicowaniem odpowiedzi na ten sam bodziec.

Ponadto w ukªadach kawaªkami liniowych istnieje mo»liwo±¢ badania wpªywu losowo±ci
aktywacji oraz dezaktywacji procesów kontrolowanych przez czynniki regulatorowe. Natura
procesów biochemicznych zachodz¡cych w komórkach, podobnie jak wszystkich procesów
chemicznych, jest losowa, zale»na od chaotycznych ruchów cz¡steczek. Oczywi±cie, wraz
ze wzrostem liczby cz¡steczek enzymu w ukªadzie, wzrasta prawdopodobie«stwo aktywacji
danego procesu. Aby zamodelowa¢ losowo±¢ aktywacji/dezaktywacji procesu mo»na wpro-
wadzi¢ do ukªadów z przeª¡czeniami funkcje losowe, okre±laj¡ce prawdopodobie«stwo wy-
st¦powania procesu w stanie aktywnym. Zatem przeª¡czenie mi¦dzy domenami (zarówno
czas przeª¡czenia, jak i aktywny podsystem) mo»e by¢ wyznaczane losowo z prawdopodo-
bie«stwem zale»nym od poziomu poziomu danego czynnika regulatorowego.

2.4.6 Warto±ci parametrów reakcji

Jednym z gªównych problemów podczas tworzenia modeli jest dobranie warto±ci parame-
trów. Wynika to, m.in. z faktu »e do odtworzenia kompleksowej dynamiki systemów biolo-
gicznych, konieczne jest stworzenie skomplikowanych, nieliniowych ukªadów. W przypadku
modeli nieliniowych, nale»y dobra¢ odpowiedni¡ funkcj¦ nieliniow¡ oraz jej parametry, któ-
re cz¦sto nie maj¡ bezpo±redniego przeªo»enia na procesy biologiczne. Równie» warto±ci
wspóªczynnika Hilla dobierane s¡ cz¦sto eksperymentalnie, bez biologicznego uzasadnienia
tak, aby uzyska¢ odpowiedni¡ dynamik¦ procesu. Ponadto w niektórych funkcjach wpªyw
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parametrów na poziom danego biaªka nie jest intuicyjny, a okre±lenie zmiany zachowania,
po wprowadzeniu zmian do modelu, jest mo»liwe dopiero po wykonaniu symulacji.

W modelach kawaªkami liniowych wyst¦puj¡ jedynie liniowe zale»no±ci, dzi¦ki czemu
mo»na ograniczy¢ liczb¦ parametrów w ukªadzie. W dodatku, parametry modelu liniowego
maj¡ proste znaczenie biologiczne, takie jak tempo produkcji, degradacji czy transportu.
Wad¡ takiego podej±cia jest konieczno±¢ znalezienia progów, które dziel¡ przestrze« stanu
na podukªady. Tym nie mniej, w modelach nieliniowych (wykorzystuj¡cych opis za pomoc¡
równania Hilla lub równania Michaelisa-Menten) równie» konieczne jest okre±lenie warto±ci
staªejK, która mo»e odpowiada¢ warto±ci progowej w modelu kawaªkami liniowym. Podziaª
przestrzeni stanu warto±ciami progowymi ªatwiej jest odnie±¢ do wyników eksperymentów
biologicznych, poniewa» wyniki pomiarów poziomów biaªek, mRNA i innych cz¡steczek,
w eksperymentach biologicznych okre±lone s¡ cz¦sto jako±ciowo, a nie ilo±ciowo. Ró»nica
pomi¦dzy niskim a wysokim poziomem biaªka jest na tyle znacz¡ca, »e mo»liwe jest na jej
podstawie odpowiednie umiejscowienie progu. Przykªadowo, wyniki eksperymentuWestern

Blot lub PCR nie podaj¡ dokªadnej liczby cz¡steczek w danej komórce, ale s¡ obrazem caªej
populacji, w której poziom danego zwi¡zku jest okre±lany jako±ciowo (niski/±redni/wysoki)
lub poprzez stosunek wzgl¦dem kontroli. Wyniki eksperymentu Western Blot w postaci
zdj¦cia wybarwionego »elu po elektroforezie cz¦sto s¡ zamieszczone w publikacjach, jako
dowód wyst¦powania danego biaªka, ale nie ma mo»liwo±ci na jego podstawie okre±li¢
dokªadnej liczebno±ci lub st¦»enia biaªka. Na przykªad w pracy [38] przedstawiony jest
wynik semi-jako±ciowej analizy wyników eksperymentu Western Blot, gdzie na podstawie
zdj¦cia pr¡»ków biaªka p53 i S392A w ró»nych ukªadach eksperymentalnych i powtórzeniach
szacowny jest wzgl¦dny poziom biaªek w komórkach.

Wyniki takie jest ªatwiej wykorzysta¢ w modelach kawaªkami liniowych, gdzie niskie
i wysokie st¦»enie biaªka odpowiada dwóm ró»nym podukªadom, w których reakcja, za-
chodzi kilkukrotnie szybciej, gdy poziom biaªka jest wysoki lub wolniej, gdy jest niski.
Ka»dy podukªad odpowiada innej dynamice systemu biologicznego i jest opisywany przez
stosunkowo prosty model. Dopiero peªny model, skªadaj¡cy si¦ z wielu podukªadów opisuje
skomplikowan¡ dynamik¦ rzeczywistego systemu biologicznego.

2.4.7 Przeª¡czenia w ukªadach biologicznych

Ukªady kawaªkami liniowe mo»na wykorzysta¢ do modelowania systemów biologicznych,
poniewa» du»¡ cz¦±¢ procesów wewn¡trzkomórkowych, tj. produkcj¦, degradacj¦ czy trans-
port biaªka, mo»na opisa¢ przez proste liniowe zale»no±ci. Stopie« skomplikowania ukªadu
wzrasta, gdy uwzgl¦dniamy regulacj¦ procesów, tym bardziej »e kinetyka reakcji enzy-
matycznych jest bardzo silnie nieliniowa. Je±li w komórce nie wyst¦puje enzym, reakcja
enzymatyczna nie mo»e zaj±¢, ze wzgl¦du na niekorzystny bilans energetyczny. Wraz ze
wzrostem liczby cz¡steczek enzymu w komórce, tempo reakcji wzrasta w sposób silnie
nieliniowy, a» do warto±ci maksymalnej, wynikaj¡cej z wªa±ciwo±ci komórki [27]. Stan ko-
mórki, z obecnym i nieobecnym enzymem, mo»e by¢ modelowany jako dwa podukªady w
systemach z przeª¡czeniami. Oczywi±cie, w tych podukªadach tempo procesów, zale»nych
od danego enzymu, b¦dzie si¦ znacz¡co ró»niªo.

W celu zobrazowania metod oraz porównania wyników modelowania ukªadów biolo-
gicznych przy wykorzystaniu funkcji nieliniowych oraz funkcji liniowych z przeª¡czeniami,
przedstawiªam poni»ej zastosowanie obydwóch podej±¢ do opisu prostego ukªadu produk-
cji biaªka. Przykªadowy ukªad biologiczny to sie¢ powi¡za« mi¦dzy dwoma biaªkami, gdzie
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jedno peªni rol¦ czynnika transkrypcyjnego dla drugiego. Biaªko Y to czynnik transkryp-
cyjny, którego produkcja i degradacja zachodzi ze staªym tempem. Natomiast biaªko X jest
zale»ne transkrypcyjnie od biaªka Y , a jego produkcja jest opisana nieliniow¡ zale»no±ci¡.
Model nieliniowy takiego ukªadu mo»e przyj¡¢ nast¦puj¡c¡ posta¢:

dY

dt
= p1 − d1Y, (2.15)

dX

dt
= p2

Y n

Kn + Y n
− d2X. (2.16)

Warto±ci i znaczenie parametrów s¡ przedstawione w Tabeli 2.1, natomiast odpowiadaj¡cy
model kawaªkami liniowy z przeª¡czeniami mo»e by¢ zapisany jako:

dY

dt
= p1 − d1Y, (2.17)

dX

dt
= p2Z

+
Y − d2X, (2.18)

gdzie

Z+Y =

{
0 dla Y < θY

1 dla Y  θY .
(2.19)

Warto±¢ progowa θY , przy której zachodzi aktywacja produkcji biaªka X, jest równa war-
to±ci staªej K. Przebiegi czasowe obu modeli s¡ przedstawione na Rysunku 2.5. Przebie-
gi czasowe biaªka Y s¡ takie same w obu modelach (Rysunek 2.5A), natomiast poziom
biaªka X w obu modelach nieznacznie si¦ ró»ni (Rysunek 2.5C). Na wykresach w prawej
kolumnie przedstawionych jest pierwszych 10 minut symulacji. Na Rysunku 2.5D wida¢
moment przeª¡czenia si¦ warto±ci tempa produkcji biaªka p2 w modelu z przeª¡czeniami
oraz gwaªtown¡, nieliniow¡ zmian¦ tempa produkcji w modelu nieliniowym. Pomimo znacz-
nej ró»nicy warto±ci tempa produkcji w obu modelach, odpowied¹ modelu nieliniowego i
modelu z przeª¡czeniami jest bardzo podobna, co sugeruje, »e obydwa podej±cia mog¡ by¢
efektywnie wykorzystywane do modelowania dynamiki procesów biologicznych.

Kolejnym przykªadem przeª¡czenia wyst¦puj¡cego w ukªadzie biologicznym jest oddzia-
ªywanie zewn¦trzne, takie jak gwaªtowna zmiana warunków ±rodowiska (wzrost lub spadek
temperatury, pojawienie si¦ toksyn) lub podanie leku. Przeª¡czenia takie powoduj¡ skoko-
w¡ zmian¦ zachowania ukªadu rzeczywistego, co mo»e by¢ modelowane jako przeª¡czenie
w modelu matematycznym, gdzie zmianie mo»e ulec zarówno struktura, jak i parametry
ukªadu [39].

Powy»szy ukªad eksperymentalny mo»na zmody�kowa¢ poprzez dodanie terapii, która
ma na celu obni»enie poziomu biaªka X poni»ej zaªo»onej warto±ci granicznej. Cel ten mo»e
by¢ realizowany poprzez podanie leku, który wywoªuje degradacj¦ czynnika transkrypcyj-
nego Y , skutkuj¡c tym samym brakiem produkcji biaªka X. W celu wprowadzenia terapii
do analizowanych modeli, nale»y zmody�kowa¢ równania, opisuj¡ce produkcj¦ biaªka Y ,
poprzez dodanie czªonu opisuj¡cego degradacj¦ indukowan¡ przez lek. Zarówno równanie
(2.15), jak i (2.17) przybior¡ nast¦puj¡c¡ form¦:

dY

dt
= p1 − d1Y − ddY (t > td), (2.20)
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(A) (B)

(C) (D)

Rysunek 2.5: Porównanie wyników modelu sieci dwóch biaªek: nieliniowego (czerwony) i
z przeª¡czeniami (niebieski); (A) Przebiegi czasowe biaªka Y ; (B) Przybli»enie (10 min)
przebiegów czasowych biaªka X; (C) Przebiegi czasowe biaªka X. (D) Zmiana warto±ci
tempa produkcji biaªka X w czasie pierwszych 10 min

gdzie dd to degradacja indukowana przez lek, a td to czas podania leku. Po podaniu leku,
w 160 minucie symulacji poziom biaªka Y gwaªtownie spada (Rysunek 2.6A), co powoduje
zmian¦ tempa produkcji biaªka X (Rysunek 2.6C). W obu modelach tempo produkcji biaª-
ka X spada gwaªtownie do niskich warto±ci, ale w modelu z przeª¡czeniami osi¡ga warto±¢
0, a w modelu nieliniowym stabilizuje si¦ na warto±ci 0.5743 1s . W efekcie, ko«cowy poziom
biaªka X w modelu nieliniowym jest wy»szy, ni» w modelu z przeª¡czeniami (Rysunek
2.6B). Je±li poziom biaªka Y , po podaniu leku spadaªby do 0, to poziom biaªka X w stanie
stacjonarnym, byªby taki sam w obu modelach. Aby uzyska¢ w modelu z przeª¡czeniami
poziomy biaªka X w stanie stacjonarnym identyczne z poziomami w modelu nieliniowym,
konieczne byªoby odpowiednie dobranie warto±ci parametrów produkcji biaªka w dome-
nach. Tempo produkcji biaªka w domenie z niskim poziomem Y powinno by¢ równe 0.5743
1
s , natomiast w domenie z wysokim poziomem Y � 9.842 1s . Przebieg czasowy takiego mo-
delu z przeª¡czeniami porównany z modelem nieliniowym jest przedstawiony na Rysunku
2.6D.

Ró»nice, wyst¦puj¡ce mi¦dzy modelem z przeª¡czeniami a jego nieliniowym analogiem,
b¦d¡ zale»ne od stopnia sko±no±ci funkcji nieliniowej oraz zakresu zmienno±ci zmiennych,
jednak ogólna dynamika ukªadu zostaªa poprawnie odwzorowana w obu przypadkach. To,
które podej±cie jest lepsze, zale»y od badanego ukªadu oraz zastosowa« modelu.
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(A) (B)

(C) (D)

Rysunek 2.6: Porównanie wyników modelu dwóch biaªek: nieliniowego (czerwony) i z prze-
ª¡czeniami (niebieski) po podaniu leku; A. Przebiegi czasowe biaªka Y ; B. Przebiegi czasowe
biaªka X; C. Zmiana warto±ci tempa produkcji biaªka X w czasie; D. Przebiegi czasowe
biaªka Y w zmody�kowanym modelu z przeª¡czeniami

Tabela 2.1: Znaczenie i warto±ci parametrów modelu produkcji biaªka zale»nego od czyn-
ników transkrypcyjnych

Parametr Opis Warto±¢ Jednostka

p1 tempo produkcji biaªka Y 800 1/s
p2 tempo produkcji biaªka X 10 1/s
d1 tempo degradacji biaªka Y 5 · 10−3 1/s
d2 tempo degradacji biaªka X 5 · 10−4 1/s
dd tempo degradacji biaªka Y indukowanej przez lek 1.5 · 10−2 1/s
n wspóªczynnik Hilla 5 [bw]
K staªa Michaelisa-Menten 7 · 104 cz¡steczek
θY warto±¢ progowa Y 7 · 104 cz¡steczek
td czas podania leku 160 minut
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2.5 Przegl¡d metod modelowania i analizy systemów biolo-

gicznych poprzez ukªady z przeª¡czeniami

Ze wzgl¦du na du»¡ zªo»ono±¢ systemów biologicznych oraz ró»ne zastosowania budowanych
modeli, istnieje wiele algorytmów pozwalaj¡cych na modelowanie ró»nych aspektów funk-
cjonowania ukªadów biologicznych. Przegl¡d takich metod przedstawiªam w artykule [40].
Je±li celem modelowania jest scharakteryzowanie typowego dziaªania systemu (±redniego
zachowania w populacji komórkowej), lepsze poznanie jego funkcjonowania oraz mo»liwych
odpowiedzi na zadane wymuszenia, stosuje si¦ modelowanie deterministyczne. Wynik ta-
kiego modelu mo»e by¢ uto»samiany z u±rednionym wynikiem symulacji caªej populacji.
Natomiast, do badania heterogenicznej odpowiedzi populacji komórkowej stosuje si¦ al-
gorytmy stochastyczne, które zawieraj¡ element losowo±ci. Wynikiem algorytmów stocha-
stycznych jest zró»nicowany zbiór przebiegów czasowych, charakteryzuj¡cy ró»ne osobniki
lub komórki w danej populacji.

Powszechnie stosowanym podej±ciem do modelowania procesów wewn¡trzkomórkowych
jest zastosowanie modeli z silnie nieliniowymi funkcjami, których analiza jest bardzo trud-
na i cz¦sto opiera si¦ wyª¡cznie na analizie numerycznych przebiegów czasowych. Jednak»e
w literaturze (omówionej w kolejnych rozdziaªach) pojawiaj¡ si¦ równie» doniesienia o
mo»liwo±ci zastosowania przeª¡cze«, w miejsce silnie nieliniowych funkcji o charakterze
sigmoidalnym do modelowania gwaªtownych zmian zachowania lub stanu ukªadu. Znane
metody analizy ograniczaj¡ si¦ gªównie do wyznaczania punktów stacjonarnych ukªadu.
Ponadto w wi¦kszo±ci przypadków przedstawione algorytmy wymuszaj¡ bardzo ograniczo-
n¡ struktur¦ ukªadu. W kolejnych podpunktach omówiªam znane mi metody modelowania
i analizy systemów biologicznych przy zastosowaniu ukªadów z przeª¡czeniami.

Modele deterministyczne z przeª¡czeniami

Modele regulacji genowo-biaªkowej powstawaªy ju» w latach 70-tych. Przykªadowo w pracy
J. Tysona i H. Othmera z 1978 r. s¡ przedstawione modele zawieraj¡ce zarówno mRNA,
cytoplazmatyczny mRNA, ró»ne formy po±rednie biaªka, które jest enzymem. Modele zwie-
raj¡ tak»e oddziaªywanie ostatecznej formy enzymu na proces produkcji j¡drowego mRNA
[41]. Produkcja kolejnych form biaªka jest liniowo zale»na wyª¡czenie od st¦»enia formy
wcze±niejszej, natomiast oddziaªywanie enzymu na produkcj¦ mRNA jest opisane funkcj¡
nieliniow¡, sigmoidaln¡, o ksztaªcie zale»nym od rodzaju regulacji (ujemnej oraz dodatniej).
Model ten zakªada, »e st¦»enia enzymów, reguluj¡cych kolejne etapy produkcji biaªka, nie
ulegaj¡ zmianom w czasie, dlatego te» tempa produkcji s¡ staªe. Oczywi±cie, w niektórych
systemach to zaªo»enie jest dalekie od prawdy, dlatego wiele modeli uwzgl¦dnia nieliniowo-
±ci w ró»nych procesach wyst¦puj¡cych w ukªadzie. Upraszczaj¡c ukªad nieliniowy poprzez
zast¡pienie nieliniowo±ci przeª¡czeniami, otrzymuje si¦ ukªad kawaªkami liniowy. Dyna-
mika takiego modelu jest podobna do analogicznego ci¡gªego ukªadu nieliniowego, poza
stanem ukªadu bliskim warto±ci progowej, w którym nast¦puje aktywacja/dezaktywacja
procesu. Takie podej±cie zostaªo wykorzystane w niniejszej rozprawie doktorskiej, ponie-
wa» umo»liwia uproszczenie modeli i ich analiz¦, przy niewielkim ograniczeniu mo»liwo±ci
odwzorowania procesów biologicznych.

Jedn¡ z cech analizowanego ukªadu jest istnienie i poªo»enie punktów równowagi. W
1993 roku E. Snoussi i R. Thomas [42] wprowadzili poj¦cie dwóch typów punktów sta-
cjonarnych: osobliwych (SSP) i zwyczajnych (RSP). Autorzy zbadali wªa±ciwo±ci ukªadów
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z p¦tlami, które, w przypadku ukªadów ze sprz¦»eniem dodatnim, s¡ ¹ródªem multista-
cjonarno±ci (wyst¦powanie kilku punktów stacjonarnych), a w ukªadach ze sprz¦»eniem
ujemnym umo»liwiaj¡ homeostaz¦.

Metodyka analizy ukªadów kawaªkami liniowych w zastosowaniach do systemów biolo-
gicznych byªa rozwijana po wprowadzeniu kolejnych zaªo»e«, maj¡cych na celu uproszczenie
analizy. W tym celu równanie opisuj¡ce zmiany poziomu danej cz¡steczki zostaªo sprowa-
dzone do dwóch reakcji: produkcji i degradacji. W publikacji T. Mestla i in. z 1995 roku
[17] omówiony jest problem okre±lania wyst¦powania i lokalizacji punktów stacjonarnych
w ukªadach kawaªkami liniowych. W tym przypadku stan zmiennej równie» jest opisy-
wany przez równania produkcji oraz degradacji, przy czym parametry opisuj¡ce tempo
obydwu procesów zale»¡ od stanu ukªadu. Wprowadzone jest dodatkowe zaªo»enie o wy-
st¦powaniu staªego, podstawowego tempa degradacji, które zapewnia stabilno±¢ modelu w
poszczególnych podukªadach. Jest to zgodne z wiedz¡ biologiczn¡, poniewa» wszystkie cz¡-
steczki biologiczne po pewnym czasie si¦ rozpadn¡, co jest okre±lone przez okres póªtrwania
cz¡stek, który pozwala na wyliczenie wspóªczynników degradacji. Algorytm wyznaczania
osobliwych punktów stacjonarnych wymaga zast¡pienia funkcji skokowej poprzez sigmo-
idaln¡ funkcj¦ ci¡gª¡, dzi¦ki czemu mo»liwe jest wyznaczenie pochodnych, które okre±laj¡
kierunek zmian trajektorii w momencie przechodzenia przez warto±ci progowe. Zapropo-
nowana w tej pracy metodyka wykluczenia regionów, w których mog¡ wyst¦powa¢ punkty
osobliwe, znacznie uªatwia badanie wªa±ciwo±ci ukªadu, jednak»e mo»e by¢ wykorzystana
jedynie w modelach, uwzgl¦dniaj¡cych wyª¡cznie procesy produkcji i degradacji, co ma
miejsce w wielu przypadkach.

W niektórych metodach analizy zakªada si¦ staª¡ degradacj¦, niezale»n¡ od stanu ukªa-
du. Takie podej±cie jest prezentowane mi¦dzy innymi w pracy [43], gdzie badane s¡ rozwi¡-
zania cykliczne w ukªadach kawaªkami liniowych ze staªym, równym tempem degradacji dla
wszystkich zmiennych. Dla ukªadów takich tworzony jest graf tranzycji, w którym okre±la
si¦ wyst¦powanie cykli � zamkni¦tych sekwencji przej±cia pomi¦dzy podsystemami, które
nast¦pnie s¡ analizowane pod k¡tem stabilno±ci ich trajektorii. Oczywi±cie zastosowanie
staªego, równego tempa degradacji w rzeczywistych modelach biologicznych stanowi spore
ograniczenie i nie jest uzasadnione z biologicznego punktu widzenia. Równie» w pracy R.
Edwardsa z 2000 roku [44] zaproponowana zostaªa metoda analizy ukªadów z przeª¡czenia-
mi, w których tempo degradacji jest staªe i równe dla wszystkich zmiennych, co znacz¡co
upraszcza analiz¦, ale jednocze±nie zmniejsza stosowalno±¢ takiego podej±cia do rzeczywi-
stych ukªadów biologicznych. W jednej z nowszych prac E. Plahte i S. Kjøglum z 2005 roku
[45], analityczne podej±cie do badania dynamiki wewn¡trzkomórkowych sieci biaªkowych
znajduje zastosowanie tylko w ukªadach opisanych przez reakcje produkcji i degradacji.
Metoda ta równie» wymaga zast¡pienia funkcji skokowej poprzez jej liniowe, sigmoidal-
ne przybli»enie. Zaproponowana metodologia pozwala na znalezienie rozwi¡zania ukªadu
ze sko±nymi funkcjami sigmoidalnymi, równie» w przypadku wyst¦powania autoregulacji i
ruchów po±lizgowych na granicy.

Natomiast analiza modeli, zawieraj¡cych poza prostymi funkcjami produkcji oraz de-
gradacji równie» funkcje odpowiadaj¡ce transportowi, czy produkcji kolejnych form cz¡-
steczki, zostaªa zaproponowana w pracy E. Plathe i in. w 1998 roku [46]. W artykule przed-
stawiona jest procedura okre±lania pozycji oraz stabilno±ci osobliwych punktów stacjonar-
nych. Taka analiza pozwala na poznanie wªa±ciwo±ci oddziaªywania funkcji skokowych na
dynamik¦ ukªadu wokóª punktów stacjonarnych. W podej±ciu tym zmienne dzielone s¡ na
pierwszorz¦dowe (ang. primary) i drugorz¦dowe (ang. secondary), a nast¦pnie wyznacza-
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na jest macierz o specy�cznej strukturze zawieraj¡ca pochodne po zmiennych pierwszo- i
drugorz¦dowych. Ze wzgl¦du na konieczno±¢ wyliczenia rozszerzenia wielomianu charakte-
rystycznego macierzy pochodnych, obliczenia mog¡ by¢ bardzo skomplikowane, szczególne
w przypadku du»ej liczby ró»nych przypadków do zbadania.

W niniejszej pracy nacisk zostaª poªo»ony na analiz¦ modeli jak najbardziej oddaj¡cych
rzeczywisto±¢, dlatego zakªadam wykorzystanie biologicznie uzasadnionych warto±ci para-
metrów, przez co wykluczone jest stosowanie metod zakªadaj¡cych staªe i jednakowe tempa
degradacji jak w pracach [43, 44]. Ponadto w zaproponowanych modelach uwzgl¦dnione zo-
staªy równie» procesy transportu (z cytoplazmy do j¡dra) oraz produkcji biaªka na matry-
cy mRNA, które s¡ kluczowe do odpowiedniego opisania dynamiki ukªadów biologicznych.
Metody wyznaczania osobliwych punktów stacjonarnych, zaproponowane w publikacjach
[17, 45], mog¡ nie wykaza¢ istnienia punktu SSP. Z tego powodu w niniejszej pracy zapro-
ponowaªam mody�kacj¦ metody wyznaczania ∆-regionów, w których mog¡ wyst¦powa¢
osobliwe punkty stacjonarne. Mody�kacja ta uwzgl¦dnienia nie tylko zale»no±ci zmiennych
modelu od zmiennych przeª¡czaj¡cych, ale równie» zale»no±ci od innych zmiennych stanu.

Jako±ciowe algorytmy kawaªkami liniowe

Ukªady kawaªkami liniowe mog¡ by¢ analizowane jako±ciowo, poprzez zde�niowanie ja-
ko±ciowych stanów, które odpowiadaj¡ podukªadom w przestrzeni stanu [47]. Algorytm
symulacji jako±ciowych zostaª zaproponowany przez B. Kuipersa w 1986 roku w artykule
[48], natomiast w pó¹niejszych latach pojawiªa si¦ propozycja zastosowania modelowania
jako±ciowego do sieci genetycznych [49, 50]. W takich modelach, przej±cia mi¦dzy jako-
±ciowymi stanami odpowiadaj¡ przej±ciu pomi¦dzy podukªadami. Warto±ci parametrów
w modelach jako±ciowych s¡ okre±lanie jako±ciowo, a nie ilo±ciowo. Zaproponowane po-
dej±cie pozwala na zast¡pienie etapu estymacji parametrów, poprzez wyznaczenie jedynie
stosunków pomi¦dzy nimi. Metoda ta równie» zawiera funkcje przeª¡czaj¡ce, które mog¡
uwzgl¦dnia¢ warto±¢ jednej lub kilku zmiennych. W poszczególnych podukªadach model
jest opisany przez okresowo ci¡gªe równania liniowe, zawieraj¡ce czªony opisuj¡ce procesy
produkcji oraz degradacji. Celem symulacji jest okre±lenie jako±ciowego zachowania ukªa-
du, czyli sekwencji stanów jako±ciowych, dla wybranych warunków pocz¡tkowych. W±ród
mo»liwych zachowa« ukªadu mo»na wyró»ni¢ stabilizacj¦ w stanie równowagi oraz oscylacje
w cyklach granicznych.

Praca H. de Jong z 2003 roku prezentuje oprogramowanie Genetic Network Analy-

zer (GNA), które pozwala na modelowanie i symulacje sieci genowych poprzez modele
jako±ciowe kawaªkami liniowe [51]. Gªówn¡ zalet¡ takiego podej±cia jest brak konieczno-
±ci okre±lania konkretnych warto±ci parametrów. Jednak»e dzi¦ki bardzo szybkiemu roz-
wojowi metod eksperymentalnych, mo»liwe jest coraz dokªadniejsze szacowanie warto±ci
parametrów wykorzystywanych w modelach ilo±ciowych. Ponadto modele ilo±ciowe maj¡
podstawow¡ przewag¦ nad modelami jako±ciowymi, polegaj¡c¡ na mo»liwo±ci tworzenia
przebiegów czasowych, które mo»na porówna¢ do wyników biologicznych oraz mo»liwo±ci
okre±lenia wymuszenia (np. dawki leku), wywoªuj¡cego odpowiedni¡ reakcj¦ w ukªadzie.
Dodatkowo, metody analizy modeli ilo±ciowych s¡ znacznie bardziej rozwini¦te w porów-
naniu do metod analizy modeli jako±ciowych.
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Modele stochastyczne

Modele stochastyczne stanowi¡ wa»n¡ cz¦±¢ wspóªczesnej biologii systemów, ze wzgl¦du
na mo»liwo±¢ uwzgl¦dnienia losowo±ci procesów, co pozwala na badanie zró»nicowania
populacji. Modele stochastyczne s¡ stosowane w odniesieniu do ró»nych typów ukªadów
biologicznych, zarówno modeli epidemiologicznych, prezentuj¡cych ró»ne zachowanie si¦
osobników w populacji, jak i w modelach oddziaªywa« zewn¡trz- i wewn¡trzkomórkowych,
gdzie badane jest zró»nicowanie odpowiedzi na pewne bod¹ce. Przykªadem poª¡czenia mo-
deli stochastycznych z ukªadami z przeª¡czeniami s¡ modele kawaªkami deterministyczne,
oznaczane jako PDMP: piecewise deterministic Markov processes. Modele PDMP opisuj¡
procesy Markova skªadaj¡ce si¦ z mieszaniny zmian deterministycznych (ang. determini-
stic motion) i losowych przeskoków (ang. random jumps) [52]. Dany proces Markova nale»y
do klasy PDMP, je±li dla procesu x(t), t  0 istnieje rosn¡ca sekwencja losowych czasów
przeª¡cze« (tn), a stan ukªadu w ka»dym interwale pomi¦dzy przeskokami (tn, tn+1) jest
okre±lony poprzez równania deterministyczne [53].

Istniej¡ ró»ne typy modeli PDMP, które znajduj¡ zastosowanie do ró»nych systemów
biologicznych. W modelach typu pure jump proces jest staªy pomi¦dzy przeª¡czeniami,
co mo»e opisywa¢ ruch konika polnego [53]. Natomiast w modelach typu velocity jump w
chwili przeskoku zmianie ulega pr¦dko±¢ procesu, co mo»e by¢ wykorzystywane w modelach
rozpraszania w systemach biologicznych: zwi¡zków chemicznych, komórek czy organizmów
� zwierz¡t [54]. Bardziej zªo»one modele typu �ow with jumps opisuj¡ zachowanie ukªadu
poprzez ci¡gªe funkcje w czasie pomi¦dzy przeskokami. Przykªadem zastosowania takich
modeli s¡ modele populacji uwzgl¦dniaj¡ce podziaª komórki: wzrost komórki jest ci¡gªym
procesem deterministycznym, natomiast podziaª jest skokowym zdarzeniem losowym [53].
Dodatkowo model mo»e uwzgl¦dnia¢ komórki ró»nego typu, rozmiaru lub znajduj¡ce si¦ w
ró»nych fazach, co jest odwzorowane poprzez ró»ne stany w modelu.

Ekspresja genów równie» mo»e by¢ modelowana przy pomocy PDMP. W modelu takim
proces aktywacji i dezaktywacji genu jest modelowany jako losowa, skokowa zmiana sta-
nu ukªadu, a zmiany poziomów mRNA, biaªka i innych cz¡steczek s¡ opisywane poprzez
równania ró»niczkowe. W najprostszym przypadku, gdy model stanowi jedno równanie opi-
suj¡ce poziom biaªka, poprzez procesy produkcji (na podstawie genu, którego stan mo»e
by¢ aktywny lub nieaktywny) oraz degradacji. Ze wzgl¦du na prostot¦ takiego modelu,
mo»liwe jest wyznaczenie zarówno trajektorii ukªadu w obu stanach oraz funkcji prawdo-
podobie«stwa czasu przebywania ukªadu w obu stanach [53].

Ukªady ze stochastycznymi przeª¡czeniami maj¡ równie» zastosowanie w innych sys-
temach biologicznych, takich jak populacja neuronów o ró»nej aktywno±ci czy populacja
ludzka z podziaªami ze wzgl¦du na wiek. Ró»ne zastosowania ukªadów kawaªkami deter-
ministycznych w biologii oraz matematyczny opis takich ukªadów zostaª przedstawiony w
monogra�i R. Rudnickiego oraz M. Tyran-Kami«skiej z 2017 roku [55].

Bazuj¡c na teoretycznych podstawach modelowania ukªadów kawaªkami determini-
stycznych, zaproponowaªam algorytm pozwalaj¡cy na symulacje ukªadu ze stochastycz-
nymi przeª¡czeniami. Zaproponowany algorytm bazuje na modelach typu �ow with jumps,
ª¡czy symulacje deterministyczne poziomów zmiennych ze stochastycznymi, skokowymi
zmianami domen (skutkuj¡cymi zmianami parametrów). Do symulacji deterministycznych
zmian poziomów biaªek i mRNA zaproponowaªam wykorzystanie algorytmu Rungego-
Kutty, natomiast czas przeª¡czenia oraz kolejno±¢ podsystemów zostaª opisana losowymi
funkcjami, o charakterze funkcji Hilla. Zmiana warto±ci parametru Hilla w funkcji praw-
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dopodobie«stwa pozwala bada¢ wpªyw zwi¦kszenia losowo±ci aktywacji/dezaktywacji na
przebiegi czasowe i zró»nicowanie odpowiedzi w otrzymanej populacji heterogenicznej.



Rozdziaª 3

Wybrana metodologia analizy

ukªadów z przeª¡czeniami

Wraz ze wzrostem stopnia skomplikowania modelu matematycznego, zazwyczaj wzrasta
trudno±¢ jego analizy. W przypadku zªo»onych, silnie nieliniowych modeli analityczne okre-
±lenie zachowania ukªadu jest najcz¦±ciej niemo»liwe, a przebiegi czasowe otrzymuje si¦
poprzez symulacje numeryczne. Natomiast dla ukªadów liniowych mo»na wyznaczy¢ np.
rozwi¡zanie analityczne, w przeciwie«stwie do ukªadów silnie nieliniowych. W przypad-
ku modeli kawaªkami liniowych, dzi¦ki podziaªowi ukªadu na funkcjonalne cz¦±ci, istnie-
j¡ mo»liwo±ci zastosowania ró»nych metod analizy, np. poprzez wyznaczenie rozwi¡zania
analitycznego w poszczególnych domenach, stworzenie grafu tranzycji czy analityczne wy-
liczenie lokalizacji punktów stacjonarnych ukªadu. W niniejszej pracy proponuj¦ równie»
autorskie metody modelowania oraz analizy ukªadów uwzgl¦dniaj¡cych heterogeniczno±¢
populacji. Pierwsza z metod umo»liwia deterministyczne modelowanie zró»nicowanej po-
pulacji komórkowej, poprzez zastosowanie funkcji losowych do zró»nicowania lokalizacji
warto±ci progowych w populacji. Druga zaproponowana metoda pozwala modelowa¢ zró»-
nicowanie odpowiedzi komórkowej, poprzez stochastyczn¡ aktywacj¦ procesów. Losowo±ci
aktywacji procesów skutkuje zró»nicowaniem poziomów biaªka w populacji, desynchroniza-
cj¡ oraz wpªywa na czas aktywacji odpowiedzi komórkowej. Przeprowadzenie kompleksowej
analizy modeli kawaªkami liniowych umo»liwia dokªadniejsze poznanie wªa±ciwo±ci ukªadu
i mo»liwo±ci oddziaªywania na niego.

Prawidªowo dziaªaj¡ce systemy biologiczne s¡ w stanie homeostazy, czyli maj¡ zdol-
no±¢ do utrzymywania staªych warunków ±rodowiska i przeciwdziaªania zewn¦trznym wy-
muszeniom [27]. Homeostaza systemu biologicznego sprowadza si¦ do stabilno±ci ukªadu,
poniewa» oznacza, »e ukªad po wyprowadzeniu ze stanu równowagi sam powraca do tego
stanu. Niestabilne zachowanie sieci genowo-komórkowych najcz¦±ciej wi¡»e si¦ z procesami
chorobotwórczymi, nowotworowymi lub aktywacj¡ apoptozy. Jednocze±nie, p¦tle ujemnego
sprz¦»enia zwrotnego, wyst¦puj¡ce w ukªadach biologicznych, mog¡ powodowa¢ powstawa-
nie regularnych oscylacji, co ±wiadczyªoby o znajdowaniu si¦ ukªadu na granicy stabilno±ci.
Mo»liwo±¢ zbadania stabilno±ci danego ukªadu oraz zakresu warto±ci wymusze«, pozwalaj¡-
cych na uzyskanie po»¡danej dynamiki, jest bardzo pomocna przy badaniu funkcjonowania
danego systemu biologicznego.

Analiza stabilno±ci ukªadów z przeª¡czeniami nie jest zagadnieniem trywialnym, co po-
twierdza mnogo±¢ prac, które powstaªy w tym temacie (np. [56, 57] i referencje w nich).
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Okre±lenie stabilno±ci podukªadów nie jest wystarczaj¡ce, aby jednoznacznie wnioskowa¢
o stabilno±ci caªego systemu. W systemie zªo»onym wyª¡cznie ze stabilnych podukªadów,
przeª¡czenia pomi¦dzy nimi mog¡ skutkowa¢ destabilizacj¡ caªego systemu. Natomiast sys-
tem zªo»ony z niestabilnych podsystemów mo»e stabilizowa¢ si¦ poprzez odpowiednio do-
brane przeª¡czenia pomi¦dzy nimi [58, 59]. W zwi¡zku z tym, zagadnienie analizy stabil-
no±ci ukªadów z przeª¡czeniami jest zagadnieniem kompleksowym, uwzgl¦dniaj¡cym dy-
namik¦ podukªadów, zasady przeª¡cze« mi¦dzy podukªadami oraz sygnaª przeª¡czaj¡cy.
Analiza ukªadów z przeª¡czeniami, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem analizy stabilno±ci, jest
przedstawiona w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu.

3.1 Analityczne rozwi¡zanie modelu z przeª¡czeniami

W przypadku ukªadów z przeª¡czeniami, w których podukªady s¡ liniowe, znalezienie roz-
wi¡zania analitycznego dla ka»dego z podukªadów jest zawsze mo»liwe. W celu znalezienia
rozwi¡zania analitycznego dla caªego ukªadu, poza znajomo±ci¡ rozwi¡za« analitycznych
dla wszystkich podukªadów, konieczna jest równie» znajomo±¢ sygnaªu przeª¡czaj¡cego, a
dokªadnie czasu przeª¡cze« i sekwencji podukªadów. W przypadku ukªadów z przeª¡czenia-
mi zale»nymi od czasu, sygnaª przeª¡czaj¡cy jest znany, jednak»e w przypadku ukªadów
z przeª¡czeniami zale»nymi od stanu ukªadu, czasy oraz kolejno±¢ przeª¡cze« pomi¦dzy
podukªadami cz¦sto nie s¡ ªatwe do okre±lenia.

Wyprowadzenie rozwi¡zania analitycznego dla ukªadu kawaªkami liniowego jest przed-
stawione w ksi¡»ce Z. Suna Switched Linear Systems [2]. Zgodnie z przyj¦t¡ tam notacj¡,
ukªad kawaªkami liniowy o ci¡gªym czasie jest opisany równaniem:

dx(t)
dt

= Aσx(t) +Bσu(t), (3.1)

gdzie x to wektor zmiennych stanu, A � macierz stanu, B � macierz wej±cia, u � wej±cie,
a σ to sygnaª przeª¡czaj¡cy, warunki pocz¡tkowe ukªadu x(t0) = x0. Trajektoria stanu w
czasie t jest oznaczona jako φ(t; t0, x0, u, σ). Przy zaªo»eniu »e sygnaª przeª¡czaj¡cy jest
dobrze znany, sekwencje przeª¡czaj¡c¡ mo»na zapisa¢ jako:

{x0, (t0, i0), (t1, i1), . . . , (tl, il)}.

W czasie [t0, t1) aktywny jest podukªad i0, dlatego ukªad w tym czasie jest opisany przez
równanie ró»niczkowe:

dx(t)
dt

= Ai0x(t) +Bi0u(t), x(t0) = x0, t ∈ [t0, t1). (3.2)

Jako »e powy»sze równanie jest to liniowe równanie ró»niczkowe z podanym warunkiem
pocz¡tkowym, jego trajektoria w czasie t mo»e by¢ okre±lona wprost jako:

φ(t; t0, x0, u, σ) = eAi0 (t−t0)x0 +
∫ t

t0
eAi0 (t−τ)Bi0u(τ)dτ t ∈ [t0, t1), (3.3)

a stan ukªadu w czasie t1 wynosi:

x(t1) = eAi0 (t1−t0)x0 +
∫ t1

t0
eAi0 (t−τ)Bi0u(τ)dτ. (3.4)
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Podobnie mo»na wyznaczy¢ trajektorie i stanu ukªadu w dowolnej chwili, konieczna jest
tylko znajomo±¢ kolejno±ci podukªadów oraz czasów przeª¡cze«. Rozwi¡zanie ukªadu z
przeª¡czeniami mo»e by¢ obliczone na podstawie wzoru:

φ(t; t0, x0, u, σ) = eAik (t−tk)eAik−1 (tk−tk−1) . . . eAi1 (t2−t1)eAi0 (t1−t0)x0

+ eAik (t−tk) . . . eAi1 (t2−t1)
∫ t1

t0
eAi0 (t1−τ)Bi0u(τ)dτ

+ · · ·+ eAik (t−tk)
∫ tk

tk−1

eAik−1 (tk−τ)Biku(τ)dτ

+
∫ t

tk

eAik (t−τ)Biku(τ)dτ t ∈ [tk, tk+1). (3.5)

Niech

ψ(t, σ, x0) = eAik (t−tk)eAik−1 (tk−tk−1) . . . eAi1 (t2−t1)eAi0 (t1−t0) t ∈ [tk, tk+1). (3.6)

Macierz przej±cia (ang. state transition matrix ) w czasie [t1, t2) mo»e by¢ zapisana jako:

φ(t1, t2, σ, x0) = ψ(t1, σ, x0)(ψ(t2, σ, x0))−1 (3.7)

Rozwi¡zanie caªego ukªadu jest zapisane przy wykorzystaniu macierzy przej±cia jako:

φ(t; t0, x0, u, σ) = φ(t, t0, σ, x0)x0 +
∫ t

t0
φ(t, τ, σ, x0)u(τ)dτ. (3.8)

Je±li w ukªadzie kawaªkami liniowym sygnaª przeª¡czaj¡cy jest w peªni zde�niowany i
wej±cie jest globalnie caªkowalne, to zawsze jest mo»liwe wyznaczenie rozwi¡zania dla ko-
lejnych chwil czasu. Nawet je±li wej±cie do ukªadu jest ci¡gªe � zazwyczaj rozwi¡zanie
analityczne w chwilach przeª¡czenia nie jest ci¡gªe: funkcja je opisuj¡ca lub jej pochod-
na nie jest funkcj¡ ci¡gª¡ (nie nale»y do klasy C1). Macierz tranzycji zawiera wielokrotne
mno»enie macierzy funkcji w formie eAt, co peªni wa»n¡ rol¦ w analizie liniowych ukªadów
z przeª¡czeniami [2].

W ukªadach o okre±lonych czasach przeª¡czenia oraz sekwencji podukªadów wyznacze-
nie rozwi¡zania analitycznego dla peªnego systemu jest mo»liwe. Jednak»e w przypadku
systemu z przeª¡czeniami zale»nymi od stanu ukªadu, wyznaczenie czasu przeª¡czenia jest
praktycznie mo»liwe tylko w prostych ukªadach. Wraz ze wzrostem stopnia skompliko-
wania modelu w danym podukªadzie wzrasta trudno±¢ wyznaczenia czasu przeª¡czenia,
a w niektórych przypadkach staje si¦ to niemo»liwe do wykonania. Dla podanego wcze-
±niej prostego modelu produkcji biaªka zale»nego od czynnika transkrypcyjnego (równania
(2.17 �2.18)) mo»na wyznaczy¢ rozwi¡zanie analityczne, które w domenie poni»ej warto±ci
progowej b¦dzie miaªo posta¢:

Y (t) =
p1
d1

+
(
Y0 −

p1
d1

)
e−d1t, (3.9)

X(t) = X0e
−d2t, (3.10)

natomiast w domenie powy»ej warto±ci progowej równianie opisuj¡ce poziom biaªka Y jest
takie samo, a równanie opisuj¡ce poziom X jest nast¦puj¡ce:

X(t) =
p2
d2

+
(
X0 −

p2
d2

)
e−d2t. (3.11)
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W niniejszym ukªadzie warto±¢ progowa istnieje tylko dla biaªka Y , wi¦c czas przeª¡czenia,
czyli osi¡gni¦cia warto±ci progowej (θ), wyliczony z równania (3.9), jest równy:

θ =
p1
d1

+
(
Y0 −

p1
d1

)
e−d1ts , (3.12)

ts =
1
d1
ln
(Y0d1 − p1
θd1 − p1

)
, (3.13)

przy zaªo»eniach Y0 6= p1/d1 oraz θ 6= p1/d1. Warto±¢ czasu przeª¡czenia mo»e by¢ do-
datnia lub ujemna, w zale»no±ci od warto±ci parametrów oraz punktu pocz¡tkowego. Je±li
wyliczona warto±¢ czasu przeª¡czenia jest dodatnia, to ukªad, startuj¡c z punktu pocz¡t-
kowego Y0, zmierza w stron¦ warto±ci progowej, a w czasie ts nast¡pi przej±cie do drugiej
domeny. Natomiast, je±li warto±¢ jest ujemna, to trajektoria startuj¡ca z danego punktu,
nie natra� na warto±¢ progow¡ i nie nast¡pi zmiana domeny.

Dla warto±ci podanych w Tabeli 2.1, czas przeª¡czenia w ukªadzie startuj¡cym z podu-
kªadu poni»ej warto±ci progowej b¦dzie dodatni, natomiast dla warunków pocz¡tkowych
w podukªadzie powy»ej warto±ci progowej, trajektorie b¦d¡ zmierzaªy do punktu stacjo-
narnego i nie przejd¡ przez warto±¢ graniczn¡. Niemniej jednak, dla wybranych warunków
pocz¡tkowych (Y0 < θ,X0), w niniejszym ukªadzie mo»na wyznaczy¢ peªne rozwi¡zanie
analityczne. Dla zmiennej Y jest ono ci¡gªe i nie zawiera przeª¡czenia, dlatego jest zgodne
z równaniem (3.9). Dla biaªka X rozwi¡zanie w czasie t < ts jest opisane równaniem (3.10),
a w czasie t > ts jest nast¦puj¡ce:

X(t) =
p2
d2

+
(
X0e

−d2(ts−t0) − p2
d2

)
e−d2(t−ts), (3.14)

gdzie ts to czas przeª¡czenia podany równaniem (3.13).
Dla bardziej skomplikowanych równa«, zadanie znalezienia czasu przeª¡czenia cz¦sto

jest niewykonalne analitycznie. W ukªadach, w których wyliczenie czasu przeª¡czenia jest
mo»liwe, sekwencja przeª¡cze«, a w efekcie rozwi¡zanie analityczne jest okre±lone tylko dla
zadanych warunków pocz¡tkowych. Z tych powodów stworzenie kompletnego, analityczne-
go opisu ukªadu z przeª¡czeniami, w przewa»aj¡cej liczbie przypadków, nie jest mo»liwe.
Niemniej jednak, sam fakt rozwi¡zania analitycznego modeli w poszczególnych podukªa-
dach wnosi wiele informacji na temat analizowanego ukªadu. Na podstawie rozwi¡zania
analitycznego mo»na ªatwo wyliczy¢ punkty równowagi w poszczególnych podukªadach.
Ponadto zamiast rozwi¡zania numerycznego, mo»na je wykorzysta¢ do okre±lenia przebie-
gów czasowych dla zadanych warunków pocz¡tkowych.

3.2 Zastosowanie grafu tranzycji do analizy ukªadów z prze-

ª¡czeniami

Grafy tranzycji, nazywane równie» grafami przej±cia, s¡ wykorzystywane do przedstawie-
nia w sposób schematyczny dekompozycji procesu na operacje wykonywane w kolejnych
etapach [60]. W ukªadach z przeª¡czeniami wykorzystuje si¦ je do przedstawienia przej±¢
pomi¦dzy podukªadami [61, 44, 62]. Grafy stosuje si¦ gªównie w ukªadach z przeª¡czeniami
zale»nymi od stanu ukªadu, poniewa» pozwalaj¡ na gra�czne przedstawi¢ podziaª prze-
strzeni stanu na podsystemy oraz oznaczy¢ kierunek przej±cia trajektorii pomi¦dzy nimi.
Graf tranzycji jest zbudowany z w¦zªów � odpowiadaj¡cych podukªadom oraz kraw¦dzi (ªu-
ków, strzaªek) okre±laj¡cych kierunek przej±cia. W literaturze opisuj¡cej grafy, podukªady
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s¡ cz¦sto okre±lane jako domeny lub regiony. Domeny oznaczone s¡ wektorami warto±ci
opisuj¡cych stosunek zmiennych do ich warto±ci progowych. Na przykªad w ukªadzie z
dwiema warto±ciami progowymi dla jednej zmiennej, domeny b¦d¡ oznaczone jako:

• {0} � poni»ej obu warto±ci progowych,

• {1} � pomi¦dzy warto±ciami progowymi,

• {2} � powy»ej drugiej warto±ci progowej.

Wektor taki charakteryzuje dan¡ domen¦ i pozwala zlokalizowa¢ j¡ w przestrzeni stanu.
W celu stworzenia grafu tranzycji dla danego ukªadu, nale»y wyliczy¢ punkty docelowe we
wszystkich domenach. Punkt docelowy (okre±lany w literaturze angloj¦zycznej jako focal

point) w danej domenie, to punkt, do którego d¡»¡ wszystkie trajektorie z danej domeny.
Wyliczenie jego lokalizacji jest mo»liwe poprzez zastosowanie warunku na stan równowagi
(dxi/dt = 0). Punkt docelowy dla podstawowego równania (2.4) w domenie i jest równy:

Φi =
pi
di
. (3.15)

Na podstawie lokalizacji punktu docelowego w przestrzeni stanu mo»na okre±li¢ kierunek,
w jakim b¦d¡ zmierzaªy trajektorie startuj¡ce z danej domeny. Informacj¦ t¦ nale»y prze-
nie±¢ na graf w postaci strzaªek [62]. Dla prostego modelu z dwiema zmiennymi, z których
ka»da ma jedn¡ warto±¢ progow¡, graf mo»e mie¢ np. jedn¡ z form przedstawionych na
Rysunku 3.1. Aby wyró»ni¢ oznaczenie domen od zwykªych wektorów, w niniejszej pracy
zastosowaªam nawiasy klamrowe, w których kolejne warto±ci opisuj¡ warto±ci kolejnych
zmiennych wzgl¦dem ich warto±ci progowych, zatem {00} oznacza, »e zarówno pierwsza,
jak i druga zmienna znajduj¡ si¦ poni»ej swoich warto±ci progowych. Grafy tworzy si¦ przy
zaªo»eniu, »e trajektoria nie mo»e przej±¢ przez dwie granice jednocze±nie. Je±li dla dome-
ny {00} punkt stacjonarny jest zlokalizowany w domenie {11}, strzaªki b¦d¡ skierowane
z domeny {00} do domeny {10} oraz {01} (Rysunek 3.1A). Na schemacie widoczne jest,
»e kraw¦dzie z s¡siednich domen zmierzaj¡ do domeny 11, co informuje o wyst¦powaniu
punktu stacjonarnego w tej domenie. Natomiast na Rysunku 3.1B ªuki przechodz¡ sekwen-
cyjne pomi¦dzy domenami {00} 7→ {01} 7→ {11} 7→ {10} 7→ {00}. Zamkni¦te sekwencje
pomi¦dzy domenami wyst¦puj¡ce w grafach, informuj¡ o mo»liwo±ci istnienia cyklu gra-
nicznego w ukªadzie. Jednak»e jest to warunek konieczny, ale nie wystarczaj¡cy. W bardziej
skomplikowanych systemach kr¡»enie trajektorii pomi¦dzy domenami, mo»e by¢ przerwane
poprzez natra�enie na warto±¢ progow¡, która wymusi przej±cie do innej domeny, posiada-
j¡cej punkt stacjonarny poza sekwencj¡. Przykªad takiego zachowania zostanie omówiony
pó¹niej, na przykªadzie modelu biaªka p53 w rozdziale 5.

3.3 Analiza punktów stacjonarnych w ukªadach kawaªkami

liniowych

W ukªadach kawaªkami liniowych (PLDE) mog¡ wyst¦powa¢ dwa typy punktów stacjonar-
nych:

• zwyczajne (RSP � regular stationary point), które znajduj¡ si¦ wewn¡trz domeny;
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• osobliwe (SSP � singular stationary point), które s¡ zlokalizowane na granicach po-
mi¦dzy domenami.

Lokalizacja osobliwych punktów stacjonarnych na warto±ciach progowych nie jest wynikiem
szczególnego doboru parametrów, skutkuj¡cego lokalizacj¡ punktu docelowego dokªadnie w
miejscu przeª¡czenia podukªadów, ale wynika z interakcji pomi¦dzy domenami. Osobliwy
punkt stacjonarny mo»e stanowi¢ ognisko, wokóª którego trajektorie ukªadu kr¡»¡, ale nie
zbli»aj¡ si¦ do niego [17].

3.3.1 Zwyczajne punkty stacjonarne

Ze wzgl¦du na liniowo±¢ równa« ró»niczkowych, w ka»dym podukªadzie mo»e wyst¦powa¢
dokªadnie jeden punkt stacjonarny RSP. W celu wyznaczenia punktów RSP wyst¦puj¡-
cych w ukªadzie, nale»y dla ka»dego podukªadu wyliczy¢ lokalizacj¦ punktów docelowych.
Gdy punkt docelowy znajduje si¦ w granicach podukªadu, dla którego zostaª wyliczony,
to jest on asymptotycznie stabilnym punktem RSP. Nale»y jednak zauwa»y¢, »e basen
przyci¡gania punktu RSP niekoniecznie musi pokrywa¢ si¦ z caª¡ przestrzeni¡ podukªadu,
dlatego te» nie zawsze wszystkie trajektorie z danej domeny zmierzaj¡ do wyst¦puj¡cego
w niej punktu RSP. Natomiast w przypadku, gdy punkt docelowy znajduje si¦ poza gra-
nicami podukªadu, wiadome jest, »e trajektorie b¦d¡ zmierzaªy do granicy, gdzie nast¡pi
przeª¡czenie aktywnego podukªadu.

3.3.2 Rodzaje ±cian

W celu okre±lenia zachowania ukªadu w momencie przej±cia przez granic¦ mi¦dzy domena-
mi przydatne jest policzenie pochodnych ukªadu po zmiennych przeª¡czaj¡cych Zij , zgodnie
z metodologi¡ zaproponowan¡ przez T. Mestla i in. w pracy [17]. W podstawowej de�nicji
modelu kawaªkami liniowego zmienne przeª¡czaj¡ce maj¡ charakter binarny, a ich warto±¢
zmienia si¦ w momencie przej±cia przez granic¦. Aby umo»liwi¢ policzenie pochodnej po
zmiennej przeª¡czaj¡cej, wprowadza si¦ zaªo»enie, »e zmienna ta w zakresie ró»niczkowa-
nia, czyli w bliskim otoczeniu warto±ci granicznej θij , jest opisywana przez liniow¡, ci¡gª¡,
monotoniczn¡ funkcj¦, zawieraj¡c¡ si¦ w zakresie [0,1]. Funkcja ta, zgodnie z nomenklatu-
r¡ zaproponowan¡ w [17], jest nazywana logoid¡. Warto±ci logoidy s¡ zale»ne od warto±ci

(A) (B)

Rysunek 3.1: Graf tranzycji mi¦dzy domenami dla prostego ukªadu; (A) Trajektorie zmie-
rzaj¡ do domeny {11}; (B) Trajektorie kr¡»¡ mi¦dzy domenami (przerywane linie � warto±ci
graniczne θ1 oraz θ2)
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zmiennej xi, jej warto±ci progowej θij oraz odlegªo±ci od warto±ci progowej δ. Zmienna
rosn¡ca Z+ij przyjmuje warto±ci:

Z+ij =


0 dla xi < θij − δ,
1
2δxi −

1
2δ (θij − δ) dla xi ∈ (θij − δ, θij + δ),

1 dla xi > θij + δ,

(3.16)

natomiast zmienna malej¡ca Z+ij przyjmuje warto±ci

Z−ij =


1 dla xi < θij − δ,
− 12δxi + 1

2δ (θij + δ) dla xi ∈ (θij − δ, θij + δ),

0 dla xi > θij + δ.

(3.17)

Aby upro±ci¢ zapis, mo»na zaªo»y¢, »e wszystkie zmienne Zij u»ywane w modelu s¡ rosn¡ce,
a zmienne malej¡ce s¡ zapisywane jako

Z−ij = 1− Z+ij . (3.18)

Ta notacja jest wykorzystywana w dalszej cz¦±ci pracy. Dla δ zmierzaj¡cego do zera, logoida
zbli»a si¦ do funkcji skokowej. Porównanie funkcji skokowej i logoidy zostaªo przedstawione
na Rysunku 3.2.

Dzi¦ki zast¡pieniu funkcji skokowych poprzez logoidy powstaje ci¡gªe przybli»enie mo-
delu z przeª¡czeniami. Model ten jest kawaªkami liniowy wewn¡trz domen, a w bliskim
otoczeniu granic jest silnie nieliniowy. Nieliniowo±¢ ta wynika z mno»enia zmiennej prze-
ª¡czaj¡cej Zij , która w tym regionie jest rosn¡ca, przez zmienn¡ stanu, a iloczyn dwóch
zmiennych liniowych jest funkcj¡ nieliniow¡. Nieliniowe przestrzenie ukªadu w bliskiej oko-
licy granic s¡ oznaczane jako ∆-regiony. ∆ - regiony mo»na podzieli¢ ze wzgl¦du na liczb¦
zmiennych le»¡cych w pobli»u swoich warto±ci progowych (czyli w przestrzeni δ). Zmienne
te, nazywane s¡ w literaturze angloj¦zycznej primary, w dalszej cz¦±ci rozprawy s¡ nazy-
wane zmiennymi pierwszorz¦dowymi (p), poniewa» s¡ ¹ródªem nieliniowej zmienno±ci w
ukªadzie. Natomiast pozostaªe zmienne przeª¡czaj¡ce maj¡ staª¡ warto±¢ w danym regio-
nie, przez co nazywane s¡ zmiennymi drugorz¦dowymi (ang. secondary). Liczba zmiennych
pierwszorz¦dowych okre±la wymiarowo±¢ danego ∆-regionu.

Rysunek 3.2: Porównanie logoidy i funkcji skokowej
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Liczba ∆-regionów oraz ich wymiar zale»y od zªo»ono±ci ukªadu, liczby zmiennych oraz
liczby warto±ci progowych. Przykªadowo w ukªadzie z dwiema zmiennymi stanu, które ma-
j¡ po jednej warto±ci progowej istnieje jeden ∆-region drugiego wymiaru (∆(θ1, θ2)) oraz 4
∆-regiony pierwszego wymiaru. W opisie ∆-regionów zmienne pierwszorz¦dowe oznacza si¦
poprzez nazwy progów, na których le»¡, a zmienne drugorz¦dowe poprzez oznaczenie ich
warto±ci wzgl¦dem warto±ci progowej. Na przykªad ∆-region pierwszego wymiaru ozna-
czony jako ∆(θ1, x2 < θ2) to region znajduj¡cy si¦ w pobli»u warto±ci progowej θ1 dla
zmiennej x2 mniejszej od warto±ci progowej θ2 (Rysunek 3.3A - ró»owy kolor).

(A) (B)

Rysunek 3.3: Przestrze« stanu ukªadu z warto±ciami progowym θ1 i θ2; (A) ∆-regiony
wyst¦puj¡ce w ukªadzie: jeden region dwuwymiarowy (∆(θ1, θ2)) oraz 4 regiony jednowy-
miarowe (∆(x1 < θ1, θ2), ∆(x1 > θ1, θ2), ∆(θ1, x2 < θ2), ∆(θ1, x2 > θ2)); (B) Typy ±cian
wyst¦puj¡ce w ukªadzie

W ∆-regionach jednowymiarowych analizowane jest przej±cie pomi¦dzy dwoma s¡sied-
nimi regionami, rozdzielonymi jedn¡ warto±ci¡ progow¡. Regiony takie nazywane s¡ ±cia-
nami, a w zale»no±ci od zachowania si¦ ukªadu w ich pobli»u, mo»na je podzieli¢ na ±ciany
biaªe, czarne i przezroczyste. Rodzaj ±ciany jest okre±lony na podstawie zachowania tra-
jektorii w jej bliskiej okolicy (Rysunek 3.3B):

• biaªa ±ciana � trajektorie po obu stronach granicy uciekaj¡ od ±ciany;

• czarna ±ciana � trajektorie z obu stron zbiegaj¡ si¦ do ±ciany;

• przezroczysta ±ciana � trajektorie z jednej strony zbiegaj¡ si¦ do ±ciany, a z drugiej
uciekaj¡.

Typy ±cian s¡ ±ci±le powi¡zane z mo»liwo±ci¡ wyst¦powania na nich osobliwych punk-
tów stacjonarnych. Metoda, zaproponowana przez T. Mestla i in. [17, 62, 63], pozwala
na okre±lenie rodzaju ±ciany oraz wyst¦powania na niej punktów SSP. W celu okre±le-
nia rodzaju ±ciany dla danej warto±ci progowej θij nale»y wyliczy¢ warto±¢ pochodnej
∂Fi/∂Zij , gdzie Fi to pochodna czasowa opisuj¡ca zmiany poziomu danej zmiennej w do-
menie (Fi = dxi/dt), a Zij to zmienna przeª¡czaj¡ca.

W przykªadowym ukªadzie pokazanym na Rysunku 3.3B wyst¦puj¡ dwie zmienne (x1
i x2), a ka»da z nich zawiera jedn¡ warto±¢ progow¡ (odpowiednio θ1 i θ2). W ukªadzie
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tym istniej¡ wszystkie trzy rodzaje ±cian: biaªe (zielony), czarne (czarny) i przezroczyste
(niebieski). Zachowanie ukªadu znajduj¡cego si¦ w pobli»u warto±ci progowych jest przed-
stawione strzaªkami, które pokazuj¡ kierunki pola trajektorii w okolicy granic.

Biaªe ±ciany

Granica mi¦dzy podukªadami jest nazywana biaª¡ ±cian¡, je±li zwroty trajektorii z obu
s¡siaduj¡cych domen s¡ skierowane przeciwnie do danej granicy. Warunkiem wyst¦powania
biaªej ±ciany jest dodatnia warto±¢ pochodnej:

∂Fi
∂Zij

> 0. (3.19)

Punkty znajduj¡ce si¦ na biaªej ±cianie s¡ niestabilne. Przy zaªo»eniu θ1 < p1/d1 przykªa-
dowy ukªad, w którym wyst¦puje biaªa ±ciana jest opisany równaniem:

F1 =
dx1
dt

= p1Z1 − d1x1 (3.20)

domena {0} :
dx1
dt

= −d1x1 (3.21)

domena {1} :
dx1
dt

= p1 − d1x1 (3.22)

∂F1
∂Z1

= p1. (3.23)

W ukªadzie wszystkie trajektorie oddalaj¡ od warto±ci progowej.

Czarne ±ciany

Gdy trajektorie obu s¡siaduj¡cych domen s¡ skierowane do granicy, nazywana jest ona
czarn¡ ±cian¡. W takim przypadku pochodna ma warto±¢ ujemn¡:

∂Fi
∂Zij

< 0. (3.24)

Na czarnej ±cianie znajduje si¦ punkt stacjonarny SSP. Przy zaªo»eniu θ1 < p1/d1 przy-
kªadowy ukªad zawieraj¡cy czarn¡ ±cian¦ mo»e mie¢ nast¦puj¡c¡ form¦:

F1 =
dx1
dt

= p1(1− Z1)− d1x1 (3.25)

domena {0} :
dx1
dt

= p1 − d1x1 (3.26)

domena {1} :
dx1
dt

= −d1x1 (3.27)

∂F1
∂Z1

= −p1. (3.28)

Wszystkie trajektorie w powy»szym ukªadzie zbli»aj¡ si¦ do punktu zlokalizowanego na
warto±ci progowej. W efekcie w ukªadzie mo»e wyst¦powa¢ po±lizg na granicy.
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Przezroczyste ±ciany

�ciana przezroczysta jest to granica, rozdzielaj¡ca domeny, z których jedna posiada trajek-
torie skierowane do granicy, natomiast druga w kierunku przeciwnym do granicy. �ciany
przezroczyste wyst¦puj¡ w ukªadzie, je±li dana zmienna nie jest zale»na od swojej warto-
±ci progowej. W takim przypadku, przy przej±ciu przez granic¦, nie zmienia si¦ równanie
opisuj¡ce zmiany poziomu danej zmiennej, a pochodna jest równa zeru:

∂Fi
∂Zij

= 0. (3.29)

Przekroczenie danej warto±ci progowej powoduje zmian¦ zachowania ukªadu, poprzez zmia-
n¦ modelu innych zmiennych. Przykªadem modelu, w którym wyst¦puj¡ przezroczyste ±cia-
ny, jest model (równania (2.7) � (2.8)), gdzie zmienna x1 zale»y od warto±ci progowej θ2,
a zmienna x2 zale»y od θ1.

3.3.3 Osobliwe punkty stacjonarne

Osobliwe punkty stacjonarne (SSP) s¡ zlokalizowane w ∆-regionach pomi¦dzy domenami
i analogicznie do ∆-regionów, okre±la si¦ ich wymiarowo±¢. Punkt SSP mo»e wyst¦powa¢
w ∆-regionie o wymiarze 1, je±li jest to czarna ±ciana. Przykªadem modelu ukªadu biolo-
gicznego, w którym wyst¦puje taka zale»no±¢ jest model produkcji biaªka, w którym biaªko
bezpo±rednio aktywuje proces swojej degradacji lub dezaktywacji swojego genu (np. model
opisany równaniem (3.25)). W ukªadzie zawieraj¡cym punkt SSP pierwszego wymiaru wy-
st¦puje po±lizg na granicy [11, 12]. Trajektorie po zderzeniu z granic¡ nie mog¡ jej opu±ci¢
i wyst¦puje po±lizg na powierzchni granicy w stron¦ punktu równowagi [64, 65]. Jednak»e,
w rzeczywistym ukªadzie regulacja procesów jest bardziej skomplikowana, poniewa» mo»e
zawiera¢ etapy po±rednie i/lub opó¹nienia. Z tego wzgl¦du, zamiast ±ci±le po±lizgowego
charakteru odpowiedzi ukªadu, obserwuje si¦ oscylacje.

W systemach posiadaj¡cych kilka warto±ci progowych, mog¡ wyst¦powa¢ punkty SSP
drugiego i wy»szych wymiarów, w zale»no±ci od wymiaru ∆-regionu, w którym si¦ znajduj¡.
Punkty SSP drugiego i wy»szych wymiarów s¡ zlokalizowane na przeci¦ciu obszarów wo-
kóª przezroczystych ±cian. Trajektorie ukªadu, przechodz¡ przez granic¦ i kontynuuj¡ swój
przebieg w kolejnej domenie, dlatego w takim ukªadzie cz¦sto wyst¦puj¡ stabilne oscylacje.
Na Rysunku 3.4A przestawiony jest przykªadowy cykl graniczny wokóª osobliwego punktu
stacjonarnego typu centrum, zlokalizowanego na przeci¦ciu przezroczystych ±cian. Algo-
rytm wyznaczania osobliwych punktów stacjonarnych, ich lokalizacji oraz stabilno±ci jest
przedstawiony w kolejnych podrozdziaªach.

Wydzielenie ∆-regionów

Zaªó»my, »e mamy ukªad produkcji biaªka opisany równaniami ró»niczkowymi czasowymi
Fi = dxi/dt dla n = 1, . . . , n, gdzie n to liczba zmiennych w ukªadzie. W ukªadzie wyst¦pu-
j¡ warto±ci progowe, przez co model zawiera zmienne przeª¡czaj¡ce Zij . Wektor zmiennych
przeª¡czaj¡cych Zij jest oznaczony jako Z. W przypadku, gdy ka»da zmienna ma po jednej
warto±ci progowej, mo»na stworzy¢ wektor Z = [Z1, Z2, . . . , Zn], który jest pomocny przy
badanu stanu ukªadu na przeci¦ciu warto±ci progowych [θ1, θ2, . . . , θn]. Je±li w ukªadzie
wyst¦puje kilka warto±ci progowych dla jednej zmiennej stanu, konieczne jest rozpatry-
wanie zachowania ukªadu we wszystkich mo»liwych przeci¦ciach warto±ci granicznych, co
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(A) (B)

Rysunek 3.4: (A) Przestrze« stanu z cyklem i punktem stacjonarnym zlokalizowanym na
przeci¦ciu warto±ci progowych. �óªta linia prezentuje przykªadow¡ trajektori¦ dla wybra-
nych warunków pocz¡tkowych; (B) Przestrze« stanu ukªadu dwóch zmiennych z dwiema
warto±ciami progowymi

znacz¡co zwi¦ksza ilo±¢ oblicze«. Na Rysunku 3.4B przedstawiona jest przestrze« stanu
ukªadu dwóch zmiennych, z których ka»da ma dwie warto±ci progowe. W ukªadzie wyst¦-
puj¡ cztery ∆-regiony 2-wymiaru (oznaczone kropkami), które mo»na scharakteryzowa¢
poprzez wyznaczenie czterech wektorów zmiennych przeª¡czaj¡cych:

• ∆(θ11, θ21) � wektor Z11 = [Z11, Z21],

• ∆(θ12, θ21) � wektor Z21= [Z12, Z21],

• ∆(θ11, θ22) � wektor Z12= [Z11, Z22],

• ∆(θ12, θ22) � wektor Z22= [Z12, Z22].

Aby ograniczy¢ liczb¦ ∆-regionów, w których sprawdzane jest wyst¦powanie punktów
SSP, mo»na wykona¢ wst¦pn¡ analiz¦ ich wªa±ciwo±ci. W tym celu w pracy T. Mestla i in.
[17] proponowana jest metoda, która bada zachowanie ukªadu w bliskiej okolicy warto±ci
progowych. Metoda ta jest skuteczna tylko w ukªadach zawieraj¡cych wyª¡cznie procesy
produkcji i degradacji. Je±li w ukªadzie wyst¦puj¡ dodatkowo procesy powoduj¡ce bez-
po±redni¡ zale»no±¢ jednej zmiennej od drugiej, takie jak transport czy produkcja biaªka
na podstawie mRNA, wynik analizy regionu mo»e by¢ faªszywie ujemny. W przypadku
bardziej skomplikowanych ukªadów przedstawiam wªasn¡ metod¦, która pozwala w spo-
sób szacunkowy okre±li¢ mo»liwo±¢ wyst¦powania punktu SSP. Zastosowanie tych metod
wyboru regionów do dalszej analizy pozwala bardzo skróci¢ analiz¦, poniewa» pozwala na
wyeliminiowanie wielu regionów, w których nie wyst¦puj¡ punkty SSP.

Ukªady proste (produkcja, degradacja): W prostych ukªadach kawaªkami liniowych
zakªada si¦, »e dana zmienna jest zale»na tylko od procesu produkcji (wyraz wolny) oraz de-
gradacji (zale»ny od poziomu zmiennej), przy czym oba procesy mog¡ by¢ opisane parame-
trami zale»nymi od wszystkich zmiennych przeª¡czaj¡cych wyst¦puj¡cych w ukªadzie. Nie
ma natomiast bezpo±redniej zale»no±ci jednej zmiennej od innej zmiennej stanu. Pierwszym
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krokiem algorytmu [17] jest stworzenie macierzy logoid-Jacobiego L poprzez zró»niczkowa-
nie pochodnych czasowych Fi po kolejnych zmiennych przeª¡czaj¡cych Z. Ze wzgl¦du na
zastosowanie logoid do opisu warto±ci zmiennych przeª¡czaj¡cych, s¡ one ci¡gªe w zakresie
ró»niczkowania, a powstaªa macierz Jacobiego jest nazywana macierz¡ logoid-Jacobiego:

L =
∂F
∂Z

=


∂F1
∂Z1

, . . . , ∂F1
∂Zi

...,
. . . ,

...
∂Fi
∂Z1

, . . . , ∂Fi
∂Zi

 . (3.30)

Macierz gªówna logoid-Jakobiego L ma wymiar n × n, wiersze macierzy odpowiadaj¡ ko-
lejnym zmiennym stanu xi, a kolumny kolejnym zmiennym przeª¡czaj¡cym Zij . Macierz
gªówna charakteryzuje ukªad w ∆-regionie n-wymiarowym, na przeci¦ciu wszystkich war-
to±ci progowych, natomiast podmacierze macierzy gªównej charakteryzuj¡ regiony o mniej-
szych wymiarowo±ciach (na przeci¦ciu kilku warto±ci progowych lub na ±cianach mi¦dzy
domenami). Dany ∆-region o wymiarze k jest charakteryzowany przez podmacierz logoid-
Jacobiego o wymiarze k × k. Je±li wyznacznik danej macierzy logoid-Jacobiego jest równy
0, to w danym ∆-regionie nie wyst¦puje punkt SSP w granicy δ → 0 (gdzie δ jest parame-
trem w równaniu (3.16)). Zatem w celu okre±lenia ∆-regionów, w których mog¡ wyst¦powa¢
punkty SSP, nale»y znale¹¢ ∆-regiony o niezerowych logoid-jakobianach. Regiony te nale-
»y nast¦pnie przeanalizowa¢ w celu wyznaczenia dokªadnej lokalizacji punktu SSP i jego
wªa±ciwo±ci.

Ukªady zªo»one (produkcja, degradacja, transport, i in.): W ukªadach zªo»onych
zakªadamy, »e zmienne stanu mog¡ by¢ zale»ne od zmiennych przeª¡czaj¡cych, a tak»e
bezpo±rednio od innych zmiennych stanu. Pozwala to na modelowanie ró»nych procesów,
takich jak transport z jednej przestrzeni do drugiej (np. biaªko cytoplazmatyczne jest trans-
portowane do j¡dra), aktywacja (np. biaªko nieaktywne zostaje ufosforylowane, i staje si¦
aktywne), produkcja biaªka na podstawie mRNA (liczba cz¡steczek mRNA przekªada si¦
na tempo produkcji biaªka). Metoda proponowana w pracy [17] nie pozwala na uwzgl¦d-
nienie takich zale»no±ci, dlatego zaproponowaªam metod¦ pozwalaj¡c¡ na wyznaczenie ∆-
regionów, w których mog¡ wyst¦powa¢ punkty SSP, równie» w bardziej skomplikowanych
ukªadach. Zaproponowan¡ metod¦ przedstawi¦ na nast¦puj¡cym ukªadzie:

dx1(t)
dt

= p1 − d1x1(t)− d13Z3x1(t), (3.31)

dx2(t)
dt

= p2 + p21x1 − d2x2(t), (3.32)

dx3(t)
dt

= p3 + p32Z2 − d3x3(t). (3.33)

Pierwszym krokiem jest wyznaczenie macierzy Jacobiego (J) oraz logoid-Jacobiego (L) dla
analizowanego ukªadu:

J =
∂F
∂x

=

 −d1 − d13Z3 0 0
p21 −d2 0
0 0 −d3

 , (3.34)

oraz

L =
∂F
∂Z

=

 0 0 −d13x1
0 0 0
0 p32 0

 . (3.35)
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Macierz Jacobiego zawiera informacje o bezpo±rednich zale»no±ciach mi¦dzy zmiennymi
stanu w ukªadzie, a macierz logoid-Jacobiego zawiera informacje o zale»no±ciach mi¦dzy
zmiennymi stanu poprzez zmienne przeª¡czaj¡ce. Nast¦pnie nale»y przygotowa¢ schema-
tyczne macierze oznaczaj¡c w nich niezerowe elementy wraz ze znakiem.

Js =

 −j11, 0 0
j21 −j22 0
0 0 −j33

 , (3.36)

oraz

Ls =

 0 0 −l13
0 0 0
0 l32 0

 , (3.37)

Tak powstaªe macierze nale»y naªo»y¢ na siebie i stworzy¢ jedn¡, zbiorcz¡ macierz uwzgl¦d-
niaj¡c¡ zarówno oddziaªywania bezpo±rednie, jak i po±rednie:

JL =

 −j11 0 −l13
j21 −j22 0
0 l32 −j33

 . (3.38)

W dalszej analizie, uwzgl¦dnia si¦ wyª¡cznie istnienie oddziaªywania oraz jego znak, a nie
konkretne warto±ci. Je±li dany element jest niezerowy zarówno w macierzy Js, jak i Ls,
to element w macierzy zbiorczej nale»y zapisa¢ obydwa elementy jako sum¦. Dzi¦ki te-
mu informacja o oddziaªywaniach pomi¦dzy zmiennymi nie zostanie pomini¦ta. Nast¦pnie
nale»y przeprowadzi¢ analiz¦ w kierunku znalezienia zamkni¦tych sekwencji zmiennych,
które s¡ zale»ne od siebie. Wiersze macierzy JL oznaczaj¡ zmienn¡, na któr¡ si¦ wpªywa,
a kolumny � zmienna wpªywaj¡c¡. Analizuj¡c powy»sz¡ macierz JL wida¢, »e zmienna x1
(1. kolumna) wpªywa na zmienne x1 i x2 (1. i 2. wiersz s¡ niezerowe). Szukaj¡c sekwencji
zamkni¦tych mo»emy zauwa»y¢, »e zmienna x1 wpªywa na zmienn¡ x2 poprzez dodatni¡
zmienn¡ przeª¡czaj¡c¡ (l21), z kolei zmienna x2 wpªywa bezpo±rednio, dodatnio na x3 (j32),
a x3 wpªywa ujemnie na zmienn¡ x1 poprzez zmienn¡ przeª¡czaj¡c¡ (−l31). Wyst¦puj¡ca
sekwencja ma posta¢: x1 → x2 → x3 → x1. Ponadto jeden z elementów jest ujemny a
dwa dodatnie, zatem w sekwencja ta opisuje sprz¦»enie ujemne i mo»e by¢ powi¡zana z
wyst¦powaniem punktu SSP. Na podstawie sekwencji mo»na wyznaczy¢ regiony, w któ-
rych mo»e wyst¦powa¢ punkt SSP. Wyznaczona sekwencja zawiera zale»no±¢ zmiennych
modelu od dwóch zmiennych przeª¡czaj¡cych (Z1 i Z3), dlatego ∆-regiony, w których mo-
»e wyst¦powa¢ SSP, s¡ zlokalizowane na przeci¦ciu warto±ci progowych θ1 i θ3. S¡ to dwa
∆-region: jeden na przeci¦ciu dwóch warto±ci progowych (θ1, x2, θ3) i drugi na przeci¦ciu
trzech warto±ci progowych ∆-region (θ1, θ2, θ3). Regiony te nale»y podda¢ dalszej analizie
w kierunku wyst¦powania punktu SSP.

Wyznaczenie dokªadnej lokalizacji SSP

Stwórzmy dwa wektory: jeden, zawieraj¡cy indeksy zmiennych pierwszorz¦dowych w da-
nym ∆-regionie � p, oraz drugi, zawieraj¡cy indeksy zmiennych drugorz¦dowych � s. W
danym ∆-regionie pierwszorz¦dowe zmienne stanu (xp) w granicy δ → 0 s¡ równe war-
to±ciom progowym θp, a ich zmienne przeª¡czaj¡ce Zp zawieraj¡ si¦ w z zakresie (0, 1).
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Natomiast zmienne drugorz¦dowe maj¡ warto±¢ ró»n¡ od warto±ci progowej (xs 6= θs),
przez co ich zmienne przeª¡czaj¡ce maj¡ warto±¢ równ¡ 0 lub 1. Dla ukªadu produkcji
biaªka, uwzgl¦dniaj¡cego wyª¡cznie procesy produkcji i degradacji, pochodna czasowa mo-
»e przyj¡¢ posta¢:

dxi
dt

= pi(X)− (ri + di(X))xi, i = 1, . . . , n, (3.39)

gdzie zarówno produkcja (pi), jak i degradacja (di) zale»¡ od stanu ukªadu X, a jedno-
cze±nie ka»dy zwi¡zek ma staª¡ degradacj¦ podstawow¡ (ri), niezale»n¡ od stanu ukªadu,
która gwarantuje stabilno±¢ podukªadów. W danym ∆-regionie warunek na stan ustalony
jest nast¦puj¡cy:

0 = pi(Z)− (ri + di(Z))xi. (3.40)

Dla zmiennych pierwszorz¦dowych w granicy δ → 0 warto±¢ xp → θp, zatem warunek na
stan ustalony jest nast¦puj¡cy:

0 = pp(Z)− (rp + dp(Z))θp, (3.41)

natomiast dla zmiennych drugorz¦dowych stan ustalony jest opisanych nast¦puj¡cym rów-
naniem:

0 = ps(Z)− (rsp + ds(Z))xs, (3.42)

przy czym wektor zmiennych Z, wyst¦puj¡cy w obydwóch równaniach, mo»e zawiera¢ za-
równo zmienne przeª¡czaj¡ce zmiennych pierwszorz¦dowych (Zp), jak i drugorz¦dowych
(Zs). W niniejszym ukªadzie wyst¦puj¡ nast¦puj¡ce niewiadome: warto±ci pierwszorz¦do-
wych zmiennych przeª¡czaj¡cych Zp oraz dokªadne warto±ci drugorz¦dowych zmiennych
stanu xs. Warto±ci zmiennych drugorz¦dowych mo»na wyznaczy¢ z równania (3.42):

xs =
ps(Z)

(rs + ds(Z))
. (3.43)

Drugorz¦dowe zmienne stanu musz¡ mie¢ warto±¢ zawieraj¡ca si¦ w analizowanym
∆-regionie, poniewa» w innym przypadku trajektorie opuszcz¡ analizowan¡ podprzestrze«
ukªadu. Po podstawieniu do równa« (3.41) - (3.42) warto±ci drugorz¦dowych zmiennych
przeª¡czaj¡cych (wynikaj¡cych z lokalizacji ∆-regionu) istnieje mo»liwo±¢ wyznaczenia war-
to±ci pierwszorz¦dowych zmiennych przeª¡czaj¡cych (Zp). Podsumowuj¡c, punkt SSP wy-
st¦puje w danym ∆-regionie dla maªych δ > 0, je±li s¡ speªnione nast¦puj¡ce warunki:

1. warto±ci pierwszorz¦dowych zmiennych przeª¡czaj¡cych zawieraj¡ si¦ w zakresie (0, 1):
0 < Zp <1;

2. warto±ci drugorz¦dowych zmiennych stanu xs poªo»one s¡ w zakresie danego
∆-regionu.

Zbadanie stabilno±ci punktu SSP

Po wyliczeniu dokªadnej lokalizacji punktu SSP w granicy δ → 0 oraz warto±ci zmiennych
przeª¡czaj¡cych Zp konieczne jest okre±lenie stabilno±ci punktu. W przypadku prostych
ukªadów (zawieraj¡cych tylko produkcj¦ i degradacj¦) okre±lenie stabilno±ci punktu SSP
jest proste i wymaga wyliczenia warto±ci wªasnych macierzy logoid-Jacobiego.W ukªadach
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zªo»onych metoda ta jest nieskuteczna, poniewa» macierz logoid-Jacobiego nie uwzgl¦d-
nia bezpo±rednich oddziaªywa«. Wyznacznik macierzy logoid-Jacobiego jest równy zero
i nie uwzgl¦dnia peªnej dynamiki ukªadu, dlatego, w tym przypadku, nie mo»na na jego
podstawie wnioskowa¢ o charakterze punktu SSP. Aby okre±li¢ zachowanie ukªadu w pobli-
»u punktu SSP, postuluj¦ wykonanie symulacji numerycznych, dla warto±ci pocz¡tkowych
bliskich punktowi stacjonarnego. Wyst¦powanie oscylacji wokóª punktu stacjonarnego, su-
geruje, »e jest to punkt typu centrum, który jest na granicy stabilno±ci.

Algorytm wyznaczenia osobliwych punktów stacjonarnych w prostych ukªadach na
przeci¦ciu dwóch lub wi¦cej granic jest nast¦puj¡cy: dla ka»dego ∆-regionu, dla któ-
rego wyznacznik macierzy logoid-Jacobiego jest niezerowy:

1. stwórz równania opisuj¡ce stan stacjonarny w danym ∆-regionie poprzez zast¡pienie
pierwszorz¦dowych zmiennych stanu przez ich warto±ci progowe (θp) oraz drugorz¦-
dowych zmiennych przeª¡czaj¡cych Zs przez warto±ci 0 lub 1, zgodnie z lokalizacj¡
∆-regionu;

2. wylicz warto±ci pierwszorz¦dowych zmiennych przeª¡czaj¡cych Zp i sprawd¹ warunek
Zp ∈ (0, 1);

3. wylicz warto±ci drugorz¦dowych zmiennych stanu xs i sprawd¹, czy s¡ zawarte w
odpowiednim ∆-regionie;

4. wylicz warto±ci wªasne macierzy logoid-Jacobiego i sprawd¹, czy punkt jest lokalnie
stabilny.

Przebieg procesu znajdowania punktu SSP mo»na przedstawi¢ w formie diagramu (Rysu-
nek 3.5).

Analiza przykªadowych ukªadów pod wzgl¦dem wyst¦powania punktów SSP

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e stabilno±¢ danego punktu ma du»e znaczenie dla charakteru ukªa-
du. Na poni»szych przykªadach przedstawiªam wpªyw stabilno±ci punktu SSP na dynamik¦
ukªadu.

Przykªad 1. W przypadku punktu SSP pierwszego wymiaru, okre±lenie jego stabilno±ci
jest bardzo proste. Dla ukªadu opisanego równaniem (3.25), logoid-Jacobian ma posta¢
identyczn¡ z równaniem (3.28). Zatem,

det [λ+ p1] = 0, (3.44)

λ = −p1. (3.45)

Ujemna warto±¢ wªasna macierzy ±wiadczy o stabilno±ci punktu równowagi na czarnej
±cianie. Oznacza to, »e w ukªadzie wszystkie trajektorie b¦d¡ si¦ zbiegaªy do warto±ci
progowej. Odpowied¹ ukªadu z czarn¡ ±cian¡ opisanego równaniem (3.25), o parametrach:
p1 = 1.5 · 10−3 1s ; d1 = 1 · 10−3 1s ; θ = 1 cz¡st.; dla ró»nych warunków pocz¡tkowych jest
przedstawiona na Rysunku 3.6.

W przypadku ukªadów, w których wyst¦puje wi¦cej zmiennych i wi¦cej warto±ci pro-
gowych, dynamika wokóª punktu stacjonarnego mo»e by¢ bardziej skomplikowana.
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Rysunek 3.5: Algorytm znajdowania punktów SSP w ukªadzie PLDE
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Rysunek 3.6: Przebieg trajektorii w ukªadzie ze stabilnym punktem SSP pierwszego wy-
miaru (odpowied¹ dla ró»nych warunków pocz¡tkowych)

Przykªad 2. W ukªadzie opisanym równaniami:

dx1
dt

= p11 + p12(1− Z2)− d1x1, (3.46)

x2
dt

= p21 + p22Z1 − d2x2, (3.47)

dla parametrów: p11 = 0.011s ; p12 = 0.011s ; p21 = 0.011s ; p22 = 0.011s ; d1 = 0.0151s ; d2 =
0.0151s ; θ1 = 1 cz¡st.; θ2 = 1 cz¡st., na przeci¦ciu warto±ci granicznych znajduje si¦ punkt
SSP, który mo»na wyznaczy¢ post¦puj¡c zgodnie z zaprezentowanym wcze±niej algoryt-
mem. Macierz logoid-Jacobiego ma nast¦puj¡c¡ form¦:

L =
∂F
∂Z

=

[
0 −p12
p22 0

]
. (3.48)

Wyznacznik tej macierzy jest niezerowy, zatem nale»y sprawdzi¢ warto±ci zmiennych prze-
ª¡czaj¡cych Z1 i Z2 w niniejszym regionie. Rozwi¡zuj¡c ukªad równa«:

0 = p11 + p12(1− Z2)− d1θ1, (3.49)

0 = p21 + p22Z1 − d2θ2, (3.50)

otrzymuje si¦ warto±ci zmiennych:

Z1 =
d2θ2 − p21

p22
= 0.5 (3.51)

Z2 =
p11 + p12 − d1θ1

p12
= 0.5. (3.52)

Warto±ci te mieszcz¡ si¦ w zakresie [0, 1]. W regionie tym nie wyst¦puj¡ zmienne drugorz¦-
dowe xs, wi¦c pomijamy krok wyznaczania ich warto±ci. Na przeci¦ciu warto±ci granicznych
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Rysunek 3.7: Odpowied¹ przykªadowego ukªadu opisanego równaniami (3.46) - (3.47) z
punktem SSP typu centrum. Pierwszy wiersz: trajektorie w przestrzeni stanu; drugi wiersz:
przebiegi czasowe zmiennej x1; pierwsza kolumna: dwie trajektorie startuj¡ce z punktów
odlegªych od warto±ci granicznych, druga kolumna: trajektoria startuj¡ca z punktu blisko
przeci¦cia warto±ci granicznych

znajduje si¦ punkt SSP. Aby sprawdzi¢ jego stabilno±¢, nale»y wyznaczy¢ warto±ci wªasne
macierzy logoid-Jacobiego:

det(λ1l− L) = det

[
λ p12
−p22 λ

]
= λ2 + p12p22. (3.53)

λ =
√
−p12p22 (3.54)

λ1 = 0.01i λ2 = −0.01i. (3.55)

Warto±ci wªasne macierzy maj¡ zerowe warto±ci rzeczywiste, zatem punkt ten jest typu
centrum, a ukªad jest na granicy stabilno±ci. Trajektorie ukªadu oscyluj¡ wokóª przeci¦-
cia warto±ci granicznych, dla ró»nych warunków pocz¡tkowych. Amplituda i cz¦stotliwo±¢
oscylacji nie zale»¡ od warunku pocz¡tkowego. Na Rysunku 3.7 w pierwszym wierszu po-
kazane s¡ trajektorie w przestrzeni stanu x1 i x2, a w drugim wierszu przebiegi czasowe
zmiennej x1. Pierwsza kolumna pokazuje odpowied¹ ukªadu dla warunków pocz¡tkowych
dalekich od warto±ci progowych, a druga kolumna pokazuje odpowied¹ dla przebiegów
czasowych bliskich warto±ci progowej. Niezale»nie od warunków pocz¡tkowych, trajektoria
oscylacji ma tak¡ sam¡ amplitud¦ i okres.
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Przykªad 3. W ukªadzie ze punktem SSP typu siodªo dynamika jest zdecydowanie inna
ni» w poprzednim przykªadzie. Rozwa»my nast¦puj¡cy ukªad:

x1
dt

= p11 − (d11 + d12Z2)x1, (3.56)

x2
dt

= p21 − (d21 + d22Z1)x2, (3.57)

o warto±ciach parametrów p1 = 0.021s ; p2 = 0.021s ; d11 = 0.011s ; d12 = 0.11s ; d21 =
0.011s ; d22 = 0.11s ; θ1 = 1 cz¡st.; θ2 = 1 cz¡st. Dla niniejszego modelu macierz logoid-
Jacobiego jest nast¦puj¡ca:

L =
∂F
∂Z

=

[
0 −d12x1

−d22x2 0

]
. (3.58)

Analogicznie jak we wcze±niejszym przykªadzie mo»na wyznaczy¢ warto±ci zmiennych prze-
ª¡czaj¡cych na przeci¦ciu warto±ci progowych, czyli w ∆-regionie θ1, θ2. Warto±ci przeª¡-
czaj¡ce s¡ nast¦puj¡ce:

Z1 =
p2 − d21θ2
d22θ2

= 0.1, (3.59)

Z2 =
p1 − d11θ1
d12θ1

= 0.1, (3.60)

zatem na przeci¦ciu warto±ci progowych znajduje si¦ osobliwy punkt stacjonarny. Jego sta-
bilno±¢ mo»na okre±li¢ poprzez wyznaczenie warto±ci wªasnych macierzy logoid-Jacobiego:

det(λ1l− L) = det

[
λ d12θ1

d22θ2 λ

]
= λ2 − d12d22θ2θ2. (3.61)

λ =
√
d12d22θ1θ2, (3.62)

λ1 = −0.1; λ2 = 0.1. (3.63)

Jedna warto±¢ wªasna jest ujemna, a druga dodatnia, co oznacza, »e punkt SSP jest nie-
stabilny typu siodªo. Jest to widoczne na wykresie pola trajektorii w bliskiej okolicy punk-
tu SSP (Rysunek 3.8A). Je±li warunki pocz¡tkowe znajduj¡ si¦ dokªadnie na przek¡tnej
(x1 = x2), to trajektorie zmierzaj¡ do punktu na przeci¦ciu warto±ci progowych. Natomiast,
je±li warunki pocz¡tkowe znajduj¡ poza przek¡tn¡, to trajektorie zmierzaj¡ do zwyczajnych
punktów stacjonarnych. Na Rysunku 3.8 przedstawione zostaªy trajektorie w przestrzeni
stanu (Rysunek 3.8B) oraz przebiegi czasowe (Rysunek 3.8C) dla ró»nych warunków po-
cz¡tkowych. Dla warunków pocz¡tkowych znajduj¡cych si¦ na przek¡tnej x1 = x2 ukªad d¡-
»y do punktu SSP, znajduj¡cego si¦ na przeci¦ciu warto±ci progowych (czerwona kropka na
wykresie), natomiast dla wszystkich innych warto±ci pocz¡tkowych ukªad d¡»y do jednego
z dwóch zwyczajnych punktów stacjonarnych (oznaczonych na niebiesko). Na przebiegach
czasowych dla przedstawionego ukªadu wyra¹nie widoczne jest istnienie trzech punktów
stacjonarnych (Rysunek 3.8C).

Powy»sze przykªady pokazuj¡, »e w zale»no±ci od stabilno±ci punktu równowagi, ob-
serwuje si¦ ró»ne zachowanie w okolicy punktu SSP, a znaczenie warto±ci wªasnych macie-
rzy logoid-Jacobiego jest analogiczne, jak w przypadku warto±ci wªasnych macierzy stanu
ukªadów bez przeª¡cze«. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e wyst¦powanie punktu SSP na granicy
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(A)

(B) (C)

Rysunek 3.8: Odpowied¹ przykªadowego ukªadu opisanego równaniami (3.56) - (3.57) z
punktem SSP typu siodªo; (A) Pole trajektorii w okolicy punktu SSP; (B) Trajektorie
w przestrzeni stanu; (C) Przebiegi czasowe zmiennej x1 (kolory przebiegów odpowiadaj¡
trajektoriom na wykresie C)

stabilno±ci nie jest jednoznaczne z obecno±ci¡ stabilnego cyklu granicznego w ukªadzie.
W ukªadach zawieraj¡cych kilka warto±ci progowych, teoretyczna trajektoria cyklu wo-
kóª punktu SSP mo»e by¢ przerwana przez zderzenie z granic¡ domeny, gdzie wyst¦puje
zmiana podsystemu. Sam fakt istnienia punktu SSP w danym ∆-regionie nie gwarantuje
wyst¦powania basenu przyci¡gania wokóª niego, dlatego, po wyliczeniu lokalizacji punktów
SSP, konieczne jest numeryczne potwierdzenie wyst¦powania oscylacji w ukªadzie.

3.3.4 Analiza bifurkacyjna

Zjawisko bifurkacji wyst¦puj¡ce w danym ukªadzie oznacza skokow¡ zmian¦ wªasno±ci mo-
delu matematycznego przy drobnej, ci¡gªej zmianie warto±ci jego parametrów lub warun-
ków pocz¡tkowych. Analiza bifurkacyjna pozwala na zbadanie wpªywu danego parametru
na odpowied¹ ukªadu i pokazuje mo»liwo±¢ wyst¡pienia jako±ciowej zmiany jego zachowa-
nia. W ukªadach kawaªkami liniowych mo»liwe jest dokªadne wyznaczenie punktów sta-
cjonarnych RSP oraz SSP, a tak»e zakresu warto±ci parametrów, dla jakich te punkty
wyst¦puj¡. Dzi¦ki temu wykonanie analizy bifurkacyjnej jest ªatwiejsze, a stworzenie dia-
gramu bifurkacyjnego polega na naniesieniu na wykres wyliczonych punktów stacjonarnych
RSP i SSP dla wyliczonych zakresów parametru. Taka analiza jest przedstawiona w dalszej
cz¦±ci pracy.
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3.4 Heterogeniczno±¢ populacji komórkowej

Analiza i modelowanie ukªadów biologicznych s¡ niezwykle trudne ze wzgl¦du na du»¡ he-
terogeniczno±¢, któr¡ mo»na obserwowa¢ na wszystkich poziomach skomplikowania: zró»ni-
cowanie pomi¦dzy poszczególnymi osobnikami tego samego gatunku, zró»nicowanie pomi¦-
dzy ró»nymi organami czy tkankami, a nawet zró»nicowanie komórek w obr¦bie jednej linii.
Heterogeniczno±¢ populacji komórkowej oznacza, »e komórki o peªni¡ce t¦ sam¡ funkcje w
organizmie i w jednakowych warunkach ±rodowiskowych zachowuj¡ si¦ w ró»ny sposób.
Zró»nicowanie mi¦dzy komórkami wynika mi¦dzy innymi z ró»nej wra»liwo±ci na czynni-
ki zewn¦trzne. Przykªadowo, w niektórych komórkach dany czynnik stresowy wywoªuje
apoptoz¦, a w niektórych tylko blokad¦ cyklu i napraw¦ uszkodze«. Aktywacja procesów
komórkowych jest zale»na od poziomów ró»nych zwi¡zków organicznych i nieorganicznych
oraz szeregu czynników �zyko-chemicznych. Regulacja procesów biologicznych jest na ogóª
wieloczynnikowa, przez co konieczna jest obecno±¢ wielu ró»nych molekuª, aby zapewni¢
prawidªowy ich przebieg. W rezultacie aktywacja danego procesu (np. produkcji biaªka)
mo»e zachodzi¢ w komórkach przy ró»nych st¦»eniach czynnika regulatorowego, ze wzgl¦-
du na st¦»enie innych molekuª, równie» bior¡cych udziaª w reakcji.

Ze wzgl¦du na du»e zró»nicowanie populacji komórkowej, zastosowanie wyª¡cznie mo-
delowania deterministycznego nie pozwala w peªni scharakteryzowa¢ badanych systemów
biologicznych. Wedªug mojej najlepszej wiedzy, metody pozwalaj¡ce na zbadanie wªa±ci-
wo±ci populacji heterogenicznej przy pomocy ukªadów kawaªkami liniowych, nie zostaªy
jeszcze zaproponowane w literaturze. Z tego wzgl¦du, zaproponowaªam wªasny algorytm
symulacji zachowania populacji heterogenicznej przy wykorzystaniu ukªadów kawaªkami
liniowych.

3.4.1 Modelowanie populacji heterogenicznej przy wykorzystaniu ukªa-

dów z przeª¡czeniami

W zaproponowanym algorytmie postuluj¦, aby ró»nice wyst¦puj¡ce mi¦dzy poszczególnymi
komórkami zamodelowa¢ poprzez zró»nicowanie warto±ci progowych w ukªadach kawaªkami
liniowych. Ze wzgl¦du na mniejsze lub wi¦ksze st¦»enie ró»nych substancji (np. inhibitorów
reakcji), aktywacja procesu komórkowego mo»e wymaga¢ ni»szego lub wy»szego st¦»enia
czynnika regulatorowego, ni» w typowej komórce o nominalnych st¦»eniach substancji. Na
przykªad, w komórce o wysokim poziomie inhibitora danego czynnika transkrypcyjnego,
który powoduje jego dezaktywacj¦ poprzez tworzenie kompleksów, aby st¦»enie niezwi¡-
zanego czynnika transkrypcyjnego osi¡gn¦ªo poziom konieczny do aktywacji genu danego
biaªka, konieczny jest znacznie wy»szy caªkowity poziom tego czynnika, ni» w normalnej
komórce.

Dla stworzenia populacji komórkowej o zró»nicowanych wªa±ciwo±ciach, warto±ci progo-
we dla ka»dej z komórek opisuje si¦ funkcja losow¡ z wybranego rozkªadu. Warto±ci progowe
odpowiadaj¡ st¦»eniu (lub liczbie cz¡steczek) czynnika regulatorowego, przy którym na-
st¦puje aktywacja procesu, zatem obni»enie warto±ci progowej oznacza, »e proces w danej
komórce jest aktywowany przy ni»szych st¦»eniach (liczno±ciach) czynnika regulatorowego,
a podwy»szenie warto±ci progowej odpowiada zwi¦kszeniu poziomu czynnika regulatoro-
wego, koniecznego do aktywacji danego procesu. Wykonanie symulacji wielu komórek o
zró»nicowanych warto±ciach progowych pozwala na zamodelowanie heterogenicznej popu-
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lacji, zªo»onej zarówno z komórek zarówno o niskiej, jak i wysokiej wra»liwo±ci na czynniki
regulatorowe.

3.4.2 Rozkªad normalny i centralne twierdzenie graniczne

W proponowanym algorytmie postuluj¦, aby zró»nicowanie warto±ci progowych opisa¢ po-
przez rozkªad normalny (rozkªad Gaussa). Rozkªad normalny jest bardzo cz¦sto stosowany
do opisu zmienno±ci w naturze, na przykªad do opisu danych w naturze, medycynie czy
przemy±le. Zró»nicowanie wªa±ciwo±ci komórki wynika z wpªywu wielu ró»nych czynników,
zatem do jego opisu mo»na zastosowa¢ centralne twierdzenie graniczne. Mówi ono o tym,
»e je±li doda si¦ do siebie znaczn¡ liczb¦ zmiennych losowych, to w wyniku otrzymuje si¦
zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie normalnym, praktycznie niezale»nie od tego, jakie maj¡ one
rozkªady prawdopodobie«stwa [66]. Zakªadaj¡c zmienn¡ losowa o postaci:

r =
1
nΣn

i=1Xi − µ
σ√
n

, (3.64)

gdzie Xi to niezale»ne zmienne losowe, o takiej samej warto±ci oczekiwanej µ oraz dodat-
niej, sko«czonej wariancji σ2, to przy n→∞, zmienna losowa zbiega wedªug rozkªadu do
standardowego rozkªadu normalnego. Centralne twierdzenie graniczne jest jednym z naj-
wa»niejszych twierdze« rachunku prawdopodobie«stwa, poniewa» uzasadnia powszechne
wyst¦powanie w przyrodzie rozkªadów zbli»onych do rozkªadu normalnego.

3.4.3 Algorytm symulacji heterogenicznej populacji komórkowej

Zaproponowany algorytm symulacji bazuje na symulacjach deterministycznych, a zró»-
nicowanie komórek mi¦dzy sob¡ wyst¦puje jedynie w wyniku ró»nego uªo»enia warto±ci
progowych. Dzi¦ki takiemu podej±ciu czas symulacji jest stosunkowo krótki i zale»y od
skomplikowania modelu oraz wielko±ci populacji. Kolejne kroki algorytmu s¡ nast¦puj¡ce:
dla ka»dej z n komórek w populacji:

1. wybierz warto±¢ progow¡ θij , która b¦dzie losowana;

2. okre±l warto±¢ progu, poprzez losowanie z rozkªadu normalnego:

fµ,σ(x) =
1√

2πσ2
e
−(x−µ)2

2σ2 , (3.65)

gdzie warto±¢ ±rednia jest równa nominalnej warto±ci progowej µ = θij , a odchylenie
standardowe (σ) jest dobierane dowolnie, jako procentowy udziaª nominalnej warto±ci
progowej;

3. sprawd¹, czy warto±¢ progowa nie jest ujemna, je±li tak przyjmij θij = 0;

4. je±li chcesz stworzy¢ model z kilkoma losowymi warto±ciami progowymi wró¢ do
punktu 2;

5. wykonaj symulacje deterministyczne;

6. wró¢ do punktu 1.
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Rysunek 3.9: Algorytm symulacji populacji heterogenicznej przy wykorzystaniu ukªadów
PLDE

Zaproponowany algorytm przedstawiony zostaª równie» na schemacie (Rysunek 3.9). W
zale»no±ci od stopnia skomplikowania modelu, w ukªadzie mo»e wyst¦powa¢ ró»na liczba
warto±ci progowych. Zaproponowana metoda pozwala na badanie zró»nicowania populacji
komórkowej w zale»no±ci od dowolnej warto±ci progowej lub zbioru kilku warto±ci progo-
wych. Ponadto stopnie« zró»nicowania mo»na dobiera¢ indywidualnie dla ka»dej warto±ci
progowej.

Ze wzgl¦du na zastosowanie rozkªadu normalnego, losowane warto±ci progowe mog¡
przyj¡¢ warto±ci ujemne. Warto±ci progowe maj¡ okre±lone znaczenie biologiczne � st¦-
»enie lub liczba cz¡steczek, przy której nast¦puje aktywacja procesu � dlatego konieczne
jest zapewnienie, aby warto±¢ progowa θ nie przyjmowaªa warto±ci ujemnych. Algorytm
zakªada sprawdzenie, czy warto±¢ progowa jest wi¦ksza od 0, je±li nie, to jej warto±¢ jest
zast¦powana zerem (punkt 4 algorytmu). Z praktycznego punktu widzenia sprowadza si¦ to
do usuni¦cia danej warto±ci progowej z ukªadu, poniewa» modelowane ukªady biologiczne
s¡ wyª¡czenie dodatnie, a przej±cie trajektorii do domeny o warto±ciach mniejszych od 0
nie jest mo»liwe.
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Warto±ci progowe dla danej komórki s¡ staªe i nie zmieniaj¡ si¦ w czasie symulacji,
tak wi¦c sam przebieg czasowy ma charakter deterministyczny. Jedyna pojawiaj¡ca si¦
losowo±¢ wynika z uªo»enia warto±ci progowych. Wynikiem zastosowania niniejszego algo-
rytmu jest zbiór deterministycznych przebiegów czasowych, z których ka»dy odpowiada
zachowaniu innej komórki. Dalszym mo»liwym rozwini¦ciem tego algorytmu jest zmiana
warto±ci progowych w ka»dym kroku algorytmy lub co pewien okre±lony czas. Pozwoliªo-
by to odwzorowa¢ zmian¦ st¦»e« czynników regulatorowych itp. w czasie w pojedynczych
komórkach, co jeszcze bardziej przybli»yªoby otrzymane wyniki do rzeczywisto±ci.

3.5 Modele kawaªkami liniowe z losowym przeª¡czeniem

Reakcje wewn¡trzkomórkowe, tak jak reakcje chemiczne, s¡ procesami losowymi, zale»ny-
mi od chaotycznych ruchów cz¡steczek oraz zderze« reagentów i katalizatorów. Losowo±¢
procesów ma szczególne znaczenie w przypadku reakcji zachodz¡cych mi¦dzy reagenta-
mi maªolicznymi w danym ±rodowisku. Szczególnym przypadkiem mog¡ by¢ geny, które
w komórkach ludzkich najcz¦±ciej wyst¦puj¡ w dwóch kopiach, zatem losowa aktywacja i
dezaktywacja genu znacz¡co wpªywa na liczb¦ cz¡steczek mRNA, a co za tym idzie poziom
biaªka w ukªadzie.

W celu zamodelowania takiego zjawiska, wykorzystuj¡c teori¦ ukªadów kawaªkami de-
terministycznych, zaproponowaªam algorytm modelowania ukªadów ze stochastycznymi
przeª¡czeniami. Zaproponowany algorytm bazuje na modelach typu �ow with jumps, w
których dynamika pomi¦dzy losowymi przeª¡czeniami jest opisana przez ci¡gªe modele
deterministyczne [55].

3.5.1 Modele kawaªkami deterministyczne

W prostych modelach kawaªkami deterministycznych, czyli takich z losowym przeª¡cze-
niem, istnieje mo»liwo±¢ analitycznego wyznaczenia trajektorii oraz rozkªadu prawdopodo-
bie«stwa czasu przebywania w poszczególnych stanach ukªadu. Przykªadowy system pro-
dukcji uwzgl¦dniaj¡cy stochastyk¦ przeª¡cze« genu zostaª przedstawiony w [55]. Model ten
przedstawia produkcj¦ biaªka P regulowan¡ przez pojedynczy gen, przy omini¦ciu etapu
produkcji mRNA. Model jest opisany jednym równaniem:

P (t)
dt

= p1A(t)− d1P (t), (3.66)

gdzie p1 to tempo produkcji, a d1 to tempo degradacji biaªka. Stan genu A jest zale»ny od
czasu, zatem gen mo»e wyst¦powa¢ w formie aktywnej (warto±¢ 1) lub nieaktywnej (warto±¢
0). Zatem zmienna A w nomenklaturze przyj¦tej w niniejszej pracy odpowiada zmiennej
przeª¡czaj¡cej Z. W procesie wyst¦puj¡ skokowe zmiany warto±ci, gdy gen zmienia swoj¡
aktywno±¢. W ukªadzie z nieaktywnym genem, rozwi¡zanie analityczne poziomu biaªka w
czasie jest nast¦puj¡ce:

P (t, P0, A = 0) = P0e
−d1t, (3.67)

natomiast w ukªadzie z aktywnym genem rozwi¡zanie analityczne ma posta¢:

P (t, P0, A = 1) =
p1
d1

+

(
P0 +

p1
d1

)
e−d1t, (3.68)
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gdzie P0 to liczba cz¡steczek biaªka w momencie aktywacji lub dezaktywacji genu. W pracy
[55] funkcja rozkªadu prawdopodobie«stwa czasu przebywania w stanie nieaktywnym jest
opisana wzorem:

ts(P0, A = 0) = 1− exp

(
−
∫ t

0
q0
(
P0e
−d1τ

)
dτ

)
, (3.69)

natomiast w stanie aktywnym:

ts(P0, A = 1) = 1− exp

(
−
∫ t

0
q1
(p1
d1

+
(
P0 +

p1
d1

)
e−d1τd

)
τ

)
. (3.70)

Warto±ci parametrów q0 i q1 oznaczaj¡, odpowiednio, tempo aktywacji i dezaktywacji ge-
nu. Model ten nie uwzgl¦dnia wpªywu poziomu biaªka na aktywacj¦/dezaktywacj¦ genu,
a prawdopodobie«stwo przeª¡czenia genu jest zale»ne tylko od czasu, dlatego powy»sza
analiza byªa mo»liwa do przeprowadzenia. W modelach z przeª¡czeniami zale»nymi od
stanu ukªadu, a takie s¡ analizowane w niniejszej rozprawie, wyznaczenie rozkªadu g¦sto-
±ci prawdopodobie«stwa czasu przebywania w danej domenie jest znacznie trudniejsze, a
nawet niemo»liwe.

3.5.2 Modele kawaªkami deterministyczne z przeª¡czeniami zale»nymi

od stanu ukªadu

W ukªadach biologicznych zmiana tempa procesu lub aktywacja genów cz¦sto jest uza-
le»niona od poziomu cz¡steczek regulatorowych, co stanowi jedn¡ z podstawowych cech
uwzgl¦dnionych w modelach. W tym przypadku analiza jest znacznie bardziej skompliko-
wana, dlatego zaproponowaªam algorytm bazuj¡cy na symulacjach numerycznych. Algo-
rytm umo»liwia symulacje ukªadów z losowym przeª¡czeniem, zale»nym od stanu ukªadu,
poniewa» ª¡czy deterministyczne symulacje poziomów zmiennych ze stochastycznymi, sko-
kowymi zmianami domen (skutkuj¡cymi zmianami parametrów). Do symulacji determi-
nistycznych zmian poziomów biaªek i mRNA zaproponowaªam wykorzystanie algorytmu
Rungego-Kutty, natomiast czas przeª¡czenia oraz kolejno±¢ podsystemów jest opisana lo-
sowymi funkcjami. Do opisu prawdopodobie«stwa aktywacji procesu w zale»no±ci od liczby
cz¡steczek czynnika regulatorowego wybraªam funkcj¦ Hilla, poniewa» jej ksztaªt przybli»a
skok jednostkowy, przez co pozwala modelowa¢ aktywacj¦ procesu przy warto±ciach zbli»o-
nych do warto±ci progowej. Prawdopodobie«stwo aktywacji procesów zale»nych od biaªka
xi jest opisane nast¦puj¡c¡ funkcj¡ Hilla:

r(xi) =
xni

xni + θni
, (3.71)

gdzie xi to liczba cz¡steczek enzymu, θi to warto±¢ progowa odpowiadaj¡ca liczbie cz¡ste-
czek, przy jakiej prawdopodobie«stwo przeª¡czenia jest równe 50%, a n to wspóªczynnik
Hilla opisuj¡cy stopie« nachylenia funkcji. Zmiana warto±ci wspóªczynnika Hilla w funkcji
prawdopodobie«stwa pozwala bada¢ wpªyw zwi¦kszenia losowo±ci aktywacji/dezaktywacji
na przebiegi czasowe i zró»nicowanie odpowiedzi w otrzymanej populacji heterogenicznej.

Je±li w funkcji prawdopodobie«stwa wspóªczynnik Hilla ma nisk¡ warto±¢, to przy po-
ziomie biaªka poni»ej warto±ci progowej, prawdopodobie«stwo aktywacji reakcji jest wi¦k-
sze, ni» w modelu z wy»szymi warto±ciami wspóªczynnika Hilla (Rysunek 3.10). Natomiast
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Rysunek 3.10: Prawdopodobie«stwo aktywacji reakcji przy ró»nych warto±ciach parametru
Hilla

przy wysokich poziomach biaªka, zachodzi sytuacja odwrotna i przy zmniejszaniu wspóª-
czynnika Hilla prawdopodobie«stwo reakcji spada. Innymi sªowy, mo»na powiedzie¢, »e
ukªad z wysokimi parametrami Hilla w funkcji prawdopodobie«stwa jest hiperwra»liwy na
warto±¢ progow¡, a jego odpowied¹ b¦dzie zbli»ona do odpowiedzi ukªadu deterministycz-
nego z przeª¡czeniami. Dzi¦ki wprowadzeniu ró»nych warto±ci wspóªczynnika Hilla mo»na
zbada¢ odpowied¹ ukªadu o ró»nej wra»liwo±ci na czynnik regulatorowy.

3.5.3 Algorytm symulacji ukªadów z losowymi przeª¡czeniami

Zaproponowany algorytm symulacji losowych przeª¡cze« w systemie jest nast¦puj¡cy: w
ka»dym kroku symulacji deterministycznej:

1. wylicz warto±ci funkcji prawdopodobie«stwa aktywacji procesów dla danego stanu
ukªadu;

2. wylosuj wektor liczb z rozkªadu równomiernego w zakresie [0,1] o dªugo±ci równej
liczbie funkcji prawdopodobie«stwa, opisuj¡cych system ;

3. porównaj warto±ci liczb losowych z warto±ciami funkcji prawdopodobie«stwa � je±li
liczba losowa jest mniejsza, to proces jest aktywny;

4. dla danego stanu ukªadu wykonaj kolejny krok deterministyczny.

Schemat algorytmu jest przedstawiony na Rysunku 3.11. Algorytm ten ma charakter proce-
su Markova, gdy» nie uwzgl¦dnia poprzednich decyzji, a wybór jest determinowany jedynie
przez stan obecny. Ponadto aktywacja i dezaktywacja ró»nych procesów mo»e zachodzi¢
jednocze±nie.

Zaproponowany algorytm pozwala na odtworzenie losowo±ci procesów zachodz¡cych w
komórkach, dzi¦ki czemu umo»liwia badanie zró»nicowania odpowiedzi caªej populacji. W
efekcie umo»liwia stworzenie modeli odwzorowuj¡cych zjawiska wyst¦puj¡ce w populacji
komórkowej, takie jak podziaª populacji na subpopulacje o ró»nym charakterze czy desyn-
chronizacja odpowiedzi, co zostanie pokazane na konkretnych przykªadach w dalszej cz¦±ci
rozprawy.
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Rysunek 3.11: Algorytm symulacji populacji z losow¡ aktywacj¡ procesów

3.6 Zaproponowany schemat analizy ukªadów z przeª¡czenia-

mi

W niniejszej rozprawie doktorskiej zaproponowaªam kompleksowy algorytm analizy bio-
logicznych modeli kawaªkami liniowych z przeª¡czeniami przy wykorzystaniu podstawo-
wych metod teorii systemów (np. wyznaczanie rozwi¡za« analitycznych), literaturowych
metod analizy ukªadów kawaªkami liniowych oraz autorskich metod symulacji populacji
heterogenicznej. Schemat zaproponowanej metody analizy ukªadów z przeª¡czeniami jest
przedstawiony na Rysunku 3.12.

Pierwszym krokiem algorytmu jest analityczne rozwi¡zanie modelu w poszczególnych



64 Wybrana metodologia analizy ukªadów z przeª¡czeniami

Rysunek 3.12: Schemat analizy ukªadów z przeª¡czeniami

domenach oraz (je±li to mo»liwe) wyznaczenie czasów przeª¡czenia i rozwi¡zania analitycz-
nego peªnego ukªadu. Nast¦pnie, na podstawie rozwi¡za« analitycznych w poszczególnych
domenach, nale»y wyznaczy¢ wzory opisuj¡ce lokalizacj¦ punktów docelowych, które mog¡
by¢ wykorzystane do stworzenia grafu tranzycji. Graf taki jest wykorzystywany w jako±cio-
wej ocenie zachowania ukªadu i uªatwia wnioskowanie o mo»liwo±ci wyst¡pienia punktów
stacjonarnych oraz cykli granicznych. Kolejnym krokiem jest wyznaczenie punktów sta-
cjonarnych. W przypadku zwyczajnych punktów stacjonarnych, procedura post¦powania
jest intuicyjna i wymaga jedynie wyliczenia punktów docelowych i okre±lenia ich lokali-
zacji wzgl¦dem warto±ci progowych. Wyznaczenie osobliwych punktów stacjonarnych jest
znacznie trudniejsze. W niniejszej pracy proponuj¦ zastosowanie w tym celu algorytmu T.
Mestla i in. [17], przy uwzgl¦dnieniu, »e w przypadku modeli z transportem lub zmian¡
formy cz¡steczki przedstawiona przez nich metoda wykluczenia regionów, w których takie
punkty mog¡ si¦ znajdowa¢, mo»e dawa¢ faªszywie ujemny wynik. Jako uzupeªnienie tej
metody proponuj¦ pomocnicz¡ procedur¦ pozwalaj¡c¡ wybra¢ regiony do dalszej analizy w
kierunku wyst¦powania punktu SSP. Kolejnym krokiem zaproponowanego algorytmu jest
okre±lenie stabilno±ci wyznaczonych osobliwych punktów stacjonarnych, przy czym typy
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stabilno±ci punktów s¡ analogiczne jak w ukªadach nieliniowych bez przeª¡cze« (np. w¦zeª,
centrum, siodªo). Peªny opis zachowania ukªadu, przy zmianie danego parametru, mo»na
uzyska¢ poprzez wykonanie analizy bifurkacyjnej i wyznaczenie zakresów parametrów, dla
których obserwuje si¦ ró»ne typy i ró»n¡ liczb¦ punktów stacjonarnych.

W kolejnym kroku analizy ukªadu proponuj¦ wykonanie modelu heterogenicznej popu-
lacji, przy wykorzystaniu autorskiego podej±cia. W metodzie tej wprowadzona jest losowo±¢
w procesie dobierania warto±ci granic mi¦dzy domenami, co pozwala na odzwierciedlenie
zró»nicowania mi¦dzy komórkami, pod wzgl¦dem zdolno±ci do aktywacji procesów, przy
ró»nych st¦»eniach cz¡steczek regulatorowych.

Alternatywnie proponuj¦ wykonanie symulacji ukªadów kawaªkami deterministycznych
z przeª¡czeniami w celu sprawdzenia wpªywu losowo±ci procesów na zró»nicowanie odpowie-
dzi i osi¡galno±¢ zaªo»onych celów terapeutycznych. Zaproponowany przeze mnie algorytm
polega na poª¡czeniu symulacji deterministycznych, wykonywanych przy pomocy algoryt-
mu Rungego-Kutty ze stochastycznymi przeª¡czeniami mi¦dzy domenami. Czas przeª¡cze-
nia oraz kolejno±¢ domen s¡ opisane funkcj¡ losow¡, zale»n¡ od stanu ukªadu. Metoda ta
pozwala na zbadanie wpªywu losowo±ci przeª¡cze« na zró»nicowanie poziomów biaªek w
populacji, wykrycie multistacjonarno±ci oraz zaobserwowanie desynchronizacji odpowiedzi.
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Rozdziaª 4

Opis i analiza prostych modeli

produkcji biaªka

Procesy wewn¡trzkomórkowe opieraj¡ si¦ gªównie na skomplikowanych oddziaªywaniach
mi¦dzybiaªkowych, które peªni¡ szereg istotnych funkcji w organizmie [27]. Ze wzgl¦du
na kluczowe znaczenie biaªek w prawidªowym funkcjonowaniu komórki, wybraªam system
produkcji biaªka, jako pierwszy przykªad analizowanego systemu biologicznego. Ponadto
bardziej zªo»one modele, uwzgl¦dniaj¡ce poziomy ró»nych biaªek, posiadaj¡ równie» etap
produkcji biaªek. Stworzony przeze mnie model mo»e by¢ zatem elementem bardziej skom-
plikowanych sieci, a poznanie jego wªa±ciwo±ci mo»e by¢ uªatwieniem w czasie modelowania
bardziej skomplikowanych ukªadów. Ponadto pomimo prostoty ukªadu, mo»na pokaza¢ na
nim oba typy sprz¦»enia zwrotnego � dodatnie i ujemne.

W niniejszym rozdziale zostaªy przedstawione proste modele produkcji biaªka uwzgl¦d-
niaj¡ce dwa ró»ne typy autoregulacji. Wzgl¦dna prostota tych modeli niesie ze sob¡ dwie
gªówne zalety: mo»liwo±¢ dokªadnego przebadania wªa±ciwo±ci ró»nych typów autoregulacji
w systemach produkcji biaªka oraz klarowny i prosty sposób prezentacji zaproponowanej
metodologii analizy ukªadów kawaªkami liniowych. W niniejszych modelach uwzgl¦dni-
ªam procesy wewn¡trzkomórkowe oraz wymuszenia zewn¦trzne. Do modelowania sprz¦»e«
zwrotnych dodatnich i ujemnych wykorzystaªam przeª¡czenia zale»ne od stanu ukªadu, z
kolei oddziaªywania zewn¦trzne zamodelowaªam poprzez przeª¡czenia zale»ne od czasu.

4.1 Model produkcji biaªka

Produkcja biaªek jest procesem wieloetapowym, skomplikowanym i regulowanym przez
szereg ró»nych czynników. Zgodnie z centralnym dogmatem biologii molekularnej sformu-
ªowanym w 1957 r. przez F. Cricka [67], informacja genetyczna jest przechowywana w
DNA, na podstawie którego tworzone jest RNA (a dokªadnie mRNA - messenger RNA),
a nast¦pnie biaªko.

Podstawowy model produkcji biaªka równie» powinien zawiera¢ zmienne takie jak: gen
(funkcjonalna cz¡steczka DNA), mRNA oraz biaªko. Wi¦kszo±¢ genów w komórce wyst¦-
puje w dwóch kopiach (allelach), a ka»da z nich mo»e by¢ w stanie aktywnym (G) lub
nieaktywnym (GN ). W zale»no±ci od liczby aktywnych genów tempo powstawania mRNA
b¦dzie ró»ne: zero (gdy oba geny s¡ nieaktywne), wolne (jeden z genów aktywny) lub szyb-
kie (dwa geny aktywne). W zaproponowanym modelu rozwa»am zmian¦ stanu pomi¦dzy
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jednym a dwoma aktywnymi genami (pomijam stan, w którym oba geny s¡ nieaktywne),
poniewa» przy dwóch genach nieaktywnych poziom biaªka zmierza do 0, a wiele biaªek wy-
st¦puje na niskim, ale niezerowym, podstawowym poziomie. Jednocze±nie, uwzgl¦dniaj¡c
tylko dwa stany chciaªam zachowa¢ prost¡ struktur¦ modelu. Stan genu, ze wzgl¦du na
swój binarny charakter, jest modelowany jako skokowa zmiana warto±ci. Jeden gen jest
stale aktywny, a drugi zmienia si¦ binarnie przyjmuj¡c warto±¢ 0 lub 1. Model nie zawiera
bezpo±rednio zmiennej oznaczaj¡cej gen, ale jego stan jest uwzgl¦dniony w warto±ci tempa
produkcji mRNA. Zatem, zaproponowany model zawiera dwie zmienne � mRNA (R) oraz
biaªko (P ). Model uwzgl¦dnia procesy degradacji, czyli rozkªadu obydwu rodzajów cz¡-
steczek: mRNA i biaªka. Wspóªczynnik tempa produkcji biaªka jest staªy, dlatego tempo
produkcji zale»y tylko od liczby cz¡steczek mRNA. Do analizowanego systemu produkcji

(A)
(B)

Rysunek 4.1: Model produkcji biaªka; (A) ze sprz¦»eniem dodatnim; (B) ze sprz¦»eniem
ujemnym

biaªka wprowadziªam dwa rodzaje przeª¡cze«:

• przeª¡czenie zale»ne od stanu ukªadu � aktywacja lub dezaktywacja genu zale»y od
stanu ukªadu, czyli liczby cz¡steczek biaªka;

• przeª¡czenie zale»ne od czasu � podanie leku zwi¦ksza skokowo degradacj¦ biaªka, w
celu obni»enia jego poziomu.

Przeª¡czenie zale»ne od stanu ukªadu pozwala zamodelowa¢ wewn¦trzn¡ regulacj¦ w sieci
genowo-biaªkowej, umo»liwiaj¡c¡ utrzymanie wªa±ciwego poziomu biaªek i odpowied¹ na
bod¹ce zewn¦trzne. Do podstawowego modelu produkcji biaªka zostaªy dodane dwa typy
autoregulacji, w efekcie analizowane s¡ modele:

• ze sprz¦»eniem dodatnim � biaªko indukuje aktywacj¦ genu (Rysunek 4.1A);

• ze sprz¦»eniem ujemnym � biaªko indukuje dezaktywacj¦ genu (Rysunek 4.1B).

Model produkcji biaªka bez autoregulacji ma staª¡ produkcj¦ mRNA i nie zawiera prze-
ª¡cze«, dlatego nie b¦dzie analizowany zaproponowanymi metodami ukªadów kawaªkami
liniowych. Oba modele z autoregulacj¡ zawieraj¡ po jednej warto±ci progowej θP , któ-
ra dzieli ukªad na dwie domeny: o niskim oraz o wysokim poziomie biaªka. Domeny s¡
oznaczane {0} - domena poni»ej warto±ci progowej oraz {1} - domena powy»ej warto±ci
progowej. W domenie o wysokim poziomie biaªka aktywna jest regulacja stanu genu przez
to biaªko, która polega na aktywacji lub dezaktywacji genu. Proces ten jest modelowa-
ny poprzez przeª¡czenie warto±ci parametru. Przeª¡czenia wyst¦puj¡ w modelu w postaci
zmiennej przeª¡czaj¡cej ZP , której warto±¢ zale»y od stanu ukªadu:

ZP =

{
0 P < θP

1 P  θP .
(4.1)
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Wszystkie trzy modele produkcji biaªka s¡ zªo»one z dwóch liniowych równa« ró»nicz-
kowych. W modelu jawnie wyst¦puj¡ tylko mRNA (R) oraz biaªko (P ), natomiast stan
genu jest opisany przez warto±¢ zmiennej przeª¡czaj¡cej ZP . Równanie opisuj¡ce zmian¦
poziomu mRNA skªada si¦ z dwóch czªonów: pierwszy opisuje produkcj¦ mRNA, drugi �
degradacj¦:

dR(t)
d t

= p∗ − d1R(t). (4.2)

Tempo produkcji mRNA �parametr p∗, jest równy sumie tempa produkcji z obydwóch ge-
nów. W ukªadzie bez autoregulacji tempo produkcji jest staªe, niezale»ne od stanu ukªadu,
st¡d:

p∗ = p. (4.3)

W ukªadach z autoregulacj¡, warto±¢ parametru p∗ zmienia si¦ w zale»no±ci od stanu
ukªadu. W ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim jeden gen jest stale aktywny, a drugi gen
jest aktywowany przy wysokim poziomie biaªka:

p∗ = pp + ppZP , (4.4)

gdzie pp to tempo produkcji mRNA w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim, a zmienna ZP
przyjmuje warto±ci 0 lub 1 w zale»no±ci od stanu ukªadu. Natomiast w ukªadzie ze sprz¦-
»eniem ujemnym obydwa geny s¡ aktywne, gdy poziom biaªka jest niski. Wzrost poziomu
biaªka powy»ej warto±ci progowej powoduje wyª¡czenie jednego genu:

p∗ = 2pn − pnZP . (4.5)

pn oznacza tempo produkcji mRNA z jednego genu dla modelu ze sprz¦»eniem ujemnym.
Podobnie jak w przypadku równania opisuj¡cego zmiany poziomu mRNA, równanie opi-
suj¡ce zmiany poziomu biaªka P (t) w czasie, skªada si¦ z czªonów odpowiadaj¡cych za
produkcj¦ zale»n¡ od poziomu mRNA oraz degradacj¦:

dP (t)
d t

= p2R(t)− d2P (t). (4.6)

Rozwój choroby cz¦sto wi¡»e si¦ z nadprodukcj¡ biaªek (np. biaªka ostrej fazy), które
kumuluj¡c si¦ w organizmie mog¡ wywoªywa¢ pogorszenie si¦ stanu zdrowia i aktywacj¦
dalszych ±cie»ek odpowiedzi na stres komórkowy. Jednym z elementów terapii jest obni-
»enie poziomów biaªek zapalnych poni»ej zadanej warto±ci granicznej. W przedstawionym
modelu zaªo»yªam, »e celem terapii jest obni»enie poziomu biaªka poni»ej zadanej warto±ci
progowej. Cel terapeutyczny (Ptarget) zostaª ustalony na poziomie 30 000 cz¡steczek biaªka,
co stanowi okoªo 20% poziomu biaªka sprzed podania leku. W celu osi¡gni¦cia celu tera-
peutycznego, do systemu wprowadzany jest lek, który zwi¦ksza tempo degradacji biaªka
i pozwala utrzyma¢ jego poziom poni»ej zadanej warto±ci granicznej. W celu zamodelo-
wania tego procesu do modeli zostaªo dodane przeª¡czenie zale»ne od czasu. Po czasie tD
ukªad zmienia swoj¡ posta¢, a do równania opisuj¡cego poziom biaªka dodany jest czªon
opisuj¡cy degradacj¦ biaªka przez lek:

dP (t)
d t

= p2R(t)− (d2 + d2DDRUG(t > tD))P (t), (4.7)

gdzie DRUG to liczba cz¡steczek leku, d2D to tempo degradacji indukowanej przez lek, a
tD to chwila podania leku.
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Tabela 4.1: Znaczenie i warto±¢ parametrów modelu produkcji biaªka

Parametr Opis Warto±¢ Jednostka

p tempo produkcji mRNA (bez autoregulacji) 0.06 1/s
pp tempo produkcji mRNA (sprz. dodatnie) 0.03 1/s
pn tempo produkcji mRNA (sprz. ujemne) 0.06 1/s
p2 tempo produkcji biaªka 0.11 1/s
d1 tempo degradacji mRNA 2 · 10−4 1/s
d2 tempo degradacji biaªka 2 · 10−4 1/s
d2D tempo degradacji biaªka indukowanej przez lek 1 · 10−7 1/s
DRUG liczba cz¡steczek leku (bez autoregulacji) 9 · 103 cz¡steczki

liczba cz¡steczek leku (sprz. dodatnie) 4.6 · 103 cz¡steczki
liczba cz¡steczek leku (sprz. ujemne) 2 · 104 cz¡steczki

tD czas podania leku 15 godzina
Ptarget docelowy poziom biaªka 3 ·104 cz¡steczki
θP warto±¢ progowa 5 · 104 cz¡steczek

W obu modelach w stanie natywnym ukªad d¡»y do punktu stacjonarnego zlokalizowa-
nego w domenie powy»ej warto±ci progowej. Warto±ci parametrów produkcji mRNA (p, pp
i pn) zostaªy dobrane tak, aby poziom biaªka przez podaniem leku we wszystkich ukªadach
byª identyczny. W efekcie, mo»na porówna¢ wpªyw terapii na poziom biaªka, w ukªadach o
ró»nych typach autoregulacji. Parametry zostaªy oznaczone maªymi literami, a ich warto±ci
s¡ przedstawione w Tabeli 4.1.

Przebiegi czasowe

Dla zerowych warunków pocz¡tkowych, w obu ukªadach nast¦puje stabilizacja poziomu
biaªka na wysokim poziomie � w domenie powy»ej warto±ci progowej. W ukªadzie bez
sprz¦»e« nie wyst¦puje warto±¢ progowa, wi¦c tempo produkcji mRNA jest staªe. Poziom
biaªka stabilizuje si¦ na 165 000 cz¡steczek (Rysunek 4.2A). W ukªadzie z sprz¦»eniem do-
datnim widoczny jest wzrost tempa produkcji biaªka, wynikaj¡cy z przekroczenia warto±ci
progowej, aktywacji drugiego genu i wzrostu tempa produkcji mRNA (Rysunek 4.2B). W
ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym, dynamika jest znacznie szybsza, a stabilizacja ukªadu
przed podaniem leku wyst¦puje wcze±niej, ni» w pozostaªych ukªadach (Rysunek 4.2C).

W 15. godzinie symulacji nast¡piªo przeª¡czenie - podanie leku, które gwaªtownie zwi¦k-
sza tempo degradacji biaªka. Dawka leku zostaªa dobrana indywidualnie do modelu, aby
zostaª osi¡gni¦ty cel terapeutyczny. W nowoczesnych terapiach, ze wzgl¦du na toksyczno±¢
leków, dawki s¡ dobierane tak, aby przy minimalnej szkodliwo±ci dla organizmu osi¡gn¡¢
zaªo»ony cel terapeutyczny. W rozwa»anym przypadku dawka graniczna, czyli minimalna
dawka pozwalaj¡ca osi¡gn¡¢ cel terapeutyczny (Ptarget = 30 000 cz¡steczek), mo»e by¢ wy-
liczona ze wzoru (4.7). Wzór okre±laj¡cy minimaln¡ skuteczn¡ dawk¦ jest zale»ny od typu
modelu (który uwzgl¦dniony jest w parametrze p∗) i ma nast¦puj¡c¡ form¦:

DRUGeffective =
p2 p

∗

d1 d2D Ptarget
− d2
d2D

. (4.8)
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(A) (B) (C)

Rysunek 4.2: Przebiegi czasowe poziomu biaªka w ukªadzie (A) bez sprz¦»e«; (B) ze sprz¦-
»eniem dodatnim; (C) ze sprz¦»eniem ujemnym; (w chwili tD = 15h podano lek, który ma
obni»y¢ poziom biaªka poni»ej zaªo»onego celu terapeutycznego)

W ukªadzie bez sprz¦»e« dawka graniczna wynosi 9 000 cz¡steczek i powoduje obni»enie
poziomu biaªka do 30 000 cz¡steczek. W ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim graniczna
dawka leku wynosi 4 600 cz¡steczek, i powoduje stabilizacj¦ poziomu biaªka na warto±ci
25 000. Ni»sze dawki powoduj¡ stabilizacj¦ poziomu biaªka powy»ej warto±ci docelowej �
w domenie z dwoma aktywnymi genami. Natomiast w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym,
efektywna dawka leku jest znacznie wi¦ksza i wynosi 20 000 cz¡steczek. Dawka ta powoduje
stabilizacj¦ poziomu biaªka na warto±ci 30 000 cz¡steczek. Po podaniu leku odpowied¹
ukªadu jest bardzo szybka, a ponadto wyst¦puje przeregulowanie, charakterystyczne dla
ukªadów ze sprz¦»eniem ujemnym (Rysunek 4.2C).

4.2 Wykorzystanie rozwi¡za« analitycznych modeli

Podsystemy opisuj¡ce zachowanie ukªadów przy niskim lub wysokim poziomie biaªka s¡
zazwyczaj opisywane równaniami liniowymi, dlatego mo»liwe jest analityczne wyznacze-
nie rozwi¡za« czasowych. Rozwi¡zania czasowe pozwalaj¡ na dokªadne wyliczenie liczby
cz¡steczek w danej chwili czasu, dla wybranych warunków pocz¡tkowych. Ponadto roz-
wi¡zania czasowe mog¡ by¢ wykorzystane w dalszej analizie ukªadów z przeª¡czeniami, do
okre±lenia punktów docelowych trajektorii, stworzenia grafu tranzycji oraz wyznaczenia
zwyczajnych punktów stacjonarnych. Najpierw wyznaczam rozwi¡zanie czasowe ukªadu w
poszczególnych podsystemach, w których warto±¢ p∗ jest staªa. Podsystemy s¡ opisane tymi
samymi równaniami ró»niczkowymi i ró»ni¡ si¦ jedynie warto±ciami parametru p∗, który
zawiera informacje o domenie poprzez zmienn¡ przeª¡czaj¡c¡ ZP . W zale»no±ci od ukªa-
du p∗ jest równy p (w ukªadzie bez autoregulacji), jest opisany formuª¡ (4.4) (sprz¦»enie
dodatnie) lub formuª¡ (4.5) (sprz¦»enie ujemne). W kolejnych punktach omówi¦ problem
wyznaczenia rozwi¡zania czasowego dla peªnego ukªadu.

4.2.1 Rozwi¡zanie analityczne równania opisuj¡cego poziom mRNA

Równanie ró»niczkowe (4.2) opisuj¡ce poziom mRNA mo»na rozwi¡za¢ przy wykorzystaniu
transformacji, poprzez zde�niowanie nowej zmiennej:

x(t) = R(t)− p∗

d1
(4.9)
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Pochodna po czasie zmiennej x(t) jest równa pochodnej po czasie R:

dx(t)
dt

=
dR(t)
dt

, (4.10)

a zatem mo»na wyznaczy¢ warto±¢ pochodnej:

dx(t)
dt

= p∗ − d1

(
x(t) +

p∗

d1

)
= −d1x(t). (4.11)

Rozwi¡zanie powy»szego równania jest stosunkowo proste i wykorzystuje si¦ do niego me-
tod¦ rozdzielenia zmiennych:

dx(t)
x(t)

= −d1dt. (4.12)

Po wykonaniu caªkowania obu stron otrzymujemy:∫ t

0

dx(τ)
x(τ)

dτ = −d1
∫ t

0
dτ, (4.13)

lnx(t)− lnx(0) = −d1t, (4.14)

lnx(t) = lnx(0)− d1t. (4.15)

Zatem, rozwi¡zanie czasowe zmiennej x(t) wynosi:

x(t) = x(0)e−d1t. (4.16)

Podstawiaj¡c równanie (4.16) do równania (4.9) i jednocze±nie przyjmuj¡c,
»e x(0) = R(0)− p∗

d1
otrzymuje si¦:

x(0)e−d1t = R(t)− p∗

d1
, (4.17)(

R(0)− p∗

d1

)
e−d1t = R(t)− p∗

d1
. (4.18)

Rozwi¡zanie analityczne opisuj¡ce poziom mRNA jest zatem nast¦puj¡ce:

R(t) =
p∗

d1
+

(
R(0)− p∗

d1

)
e−d1t. (4.19)

4.2.2 Rozwi¡zanie analityczne równania opisuj¡cego poziom biaªka

Rozwi¡zanie równania na poziom biaªka jest nieco bardziej skomplikowane, ze wzgl¦du
na konieczno±¢ rozwi¡zania niejednorodnego równania liniowego. Poni»sze rozwi¡zanie wy-
korzystuje metod¦ uzmienniania staªych. Do równania ró»niczkowego (4.6) opisuj¡cego
zmian¦ warto±ci P , mo»na wstawi¢ rozwi¡zanie czasowe (4.19) dla zmiennej R:

dP (t)
dt

= p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
− d2P (t), (4.20)

gdzie

C = R(0)− p∗

d1
. (4.21)
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Jest to równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du i mo»na je zapisa¢ w postaci:

dP (t)
dt

+ d2P (t) = p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
. (4.22)

Pierwszym etapem rozwi¡zania równania jest rozwi¡zanie odpowiadaj¡cego mu równania
jednorodnego, przez co otrzymuje si¦:

P (t) = C1e
−d2t. (4.23)

Stosuj¡c metod¦ uzmienniania staªej zast¦pujemy C1 przez C1(t),a nast¦pnie wykonujemy
kolejne kroki.
Ró»niczkowanie funkcji opisanej równaniem (4.23):

dP (t)
dt

=
dC1
dt

e−d2t − C1d2e−d2t, (4.24)

Podstawienie (4.23) oraz (4.24) do równania 4.22:

dC1
dt

e−d2t − d2C1e−d2t + d2C1e
−d2t = p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
, (4.25)

Zredukowanie wyrazów podobnych:

dC1
dt

e−d2t = p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
, (4.26)

Zapisanie wzoru na pochodn¡ C1:

dC1
dt

= p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
ed2t, (4.27)

Wyliczenie funkcji C1 poprzez caªkowanie:

C1(t) =
∫ t

0
p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
ed2tdτ, (4.28)

C1(t) =
∫ t

0

p2p
∗

d1
ed2tdτ +

∫ t

0
p2Ce

(d2−d1)tdτ, (4.29)

C1(t) =
p2p
∗

d1d2
ed2t +

p2C

d2 − d1
e(d2−d1)t + C2, (4.30)

Specy�czny przypadek dla d1 = d2 zostanie omówiony w dalszej cz¦±ci rozprawy.
Wyznaczon¡ funkcj¦ C1 nale»y wstawi¢ do równania 4.24:

P (t) =

(
p2p∗

d1d2
ed2t + p2C

d2−d1 e
(d2−d1)t + C2

)
e−d2t, (4.31)

P (t) = p2p∗

d1d2
+ p2C

d2−d1 e
−d1t + C2e

−d2t, (4.32)
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Aby wyznaczy¢ funkcj¦ C2, nale»y znale¹¢ rozwi¡zanie szczególne dla t = 0:

P (0) = p2p∗

d1d2
+ p2C

d2−d1 + C2 (4.33)

C2 = P (0)− p2p∗

d1d2
− p2C

d2−d1 , (4.34)

gdzie C = R(0)− p∗/d1. Zatem:

C2 = P (0)− p2p∗

d1d2
− p2(R(0)−p∗/d1)

d2−d1 , (4.35)

C2 = P (0)− p2p∗

d1d2
− p2d1R(0)−p∗p2

d1(d2−d1) , (4.36)

C2 = P (0)− p2p∗

d1d2
− p2R(0)

d2−d1 + p∗p2
d1(d2−d1) , (4.37)

C2 = P (0)− p2R(0)
d2−d1 + p∗p2

d2(d2−d1) , (4.38)

Po wykonaniu podstawie« do równania (4.31):

P (t) = p2p∗

d1d2
+ p2C

d2−d1 e
−d1t +

(
P (0)− p2R(0)

d2−d1 + p∗p2
d2(d2−d1)

)
e−d2t, (4.39)

P (t) = p2p∗

d1d2
+

p2(R(0)− p
∗
d1
)

d2−d1 e−d1t +

(
P (0)− p2R(0)

d2−d1 + p∗p2
d2(d2−d1)

)
e−d2t, (4.40)

otrzymuje si¦ rozwi¡zanie P (t)

P (t) =
p2p
∗

d1d2
+

(
p2R(0)
d2 − d1

− p∗p2
d1(d2 − d1)

)

)
e−d1t

+

(
P (0)− p2R(0)

d2 − d1
+

p∗p2
d2(d2 − d1)

)
e−d2t. (4.41)

4.2.3 Wyliczenie czasu przeª¡czenia

W celu wyliczenia czasu przeª¡czenia (ts) nale»y przyrówna¢ równanie (4.41) do warto±ci
progowej θP :

θP =
p2p
∗

d1d2
+

(
p2R(0)
d2 − d1

− p∗p2
d1(d2 − d1)

)

)
e−d1ts

+

(
P (0)− p2R(0)

d2 − d1
+

p∗p2
d2(d2 − d1)

)
e−d2ts . (4.42)

Ze wzgl¦du na uwikªanie ts w ogólnym przypadku wyznaczenie czasu przeª¡czenia nie jest
mo»liwe. Jednym ze szczególnych przypadków, gdy wyznaczenie czasu przeª¡czenia jest
stosunkowe proste, stanowi ukªad z warto±ciami parametrów d2 = 2d1. Dla takich warto±ci
parametrów czasowe równanie poziomu biaªka jest nast¦puj¡ce:

P (t) =
p2p
∗

2d21
+

(
p2R(0)
d1

− p∗p2
d21

)
e−d1t +

(
P (0)− p2R(0)

d1
+
p∗p2
2d21

)
e−2d1t. (4.43)
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Dzi¦ki wprowadzeniu zaªo»enia, »e x = exp(−d1t) równanie przyjmuje posta¢ równania
kwadratowego, którego rozwi¡zanie mo»na znale¹¢ poprzez wyliczenie pierwiastków.

0 =

(
P (0)− p2R(0)

d1
+
p∗p2
2d21

)
x2 +

(
p2R(0)
d1

− p∗p2
d21

)
x+

p2p
∗

2d21
− θP . (4.44)

Równianie kwadratowe, w zale»no±ci od warto±ci parametrów, mo»e mie¢ dwa, jedno lub
zero rozwi¡za«,. Dzi¦ki wyznaczeniu ∆ (delty) równania kwadratowego, mo»na wyznaczy¢
czas przeª¡czenia w ukªadzie, w którym trajektorie zmierzaj¡ do warto±ci progowej. W
przypadku, gdy ∆ jest równa 0:

∆ =

(
p2R(0)
d1

− p∗p2
d21

)2
− 4

(
P (0)− p2R(0)

d1
+
p∗p2
2d21

)(
p2p
∗

2d21
− θP

)
= 0, (4.45)

istnieje tylko jeden mo»liwy czas przeª¡czenia, równy:

ts =
1
d1
ln

(
−2R(0)d1p2 + p∗p2

2(P (0)d21 − P (0)d1p2 + p∗p2)

)
. (4.46)

Natomiast je±li ∆ jest dodatnia, czas przeª¡czenia to czas o mniejszej dodatniej warto±ci:

ts1 =
1
d1
ln

(
−2R(0)d1p2 + p∗p2 − d21

√
∆

2(P (0)d21 − P (0)d1p2 + p∗p2)

)
, (4.47)

ts2 =
1
d1
ln

(
−2R(0)d1p2 + p∗p2 + d21

√
∆

2(P (0)d21 − P (0)d1p2 + p∗p2)

)
. (4.48)

Je±li warto±ci ts s¡ ujemne, to trajektoria startuj¡ca z danego punktu pocz¡tkowego (R0, P0)
nigdy nie osi¡gnie warto±ci granicznej. Natomiast, je±li ∆ jest ujemna, to czasy s¡ urojo-
ne, wi¦c trajektoria nie dojdzie do granicy i zostanie w domenie. Jak pokazaªam powy»ej,
dla pewnych, specy�cznych zbiorów parametrów, wyliczenie czasu przeª¡czenia jest mo»-
liwe. Jednak»e w wi¦kszo±ci przypadków analityczne wyznaczenie czasu przeª¡czenia jest
niemo»liwe. W celu wyznaczenia jego przybli»onej warto±ci, mo»na zastosowa¢ metody
numeryczne lub wprowadzi¢ pewne zaªo»enia, które pozwol¡ na wyliczenie przybli»onego
czasu przeª¡czenia.

4.2.4 Rozwi¡zanie analityczne równania opisuj¡cego poziom biaªka dla

wybranych parametrów

W rozwa»anych modelach parametry degradacji d1 oraz d2 maj¡ t¡ sam¡ warto±¢, co na-
le»y uwzgl¦dni¢ podczas wyznaczania funkcji czasowej biaªka P (t). Równanie ró»niczkowe
opisuj¡ce zmian¦ poziomu biaªka ma form¦:

dP (t)
dt

= p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
− d1P (t), (4.49)

gdzie

C = R(0)− p∗

d1
, (4.50)
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zatem rozwi¡zanie równania jednorodnego jest nast¦puj¡ce:

P (t) = C1e
−d1t. (4.51)

Po ró»niczkowaniu powy»szej funkcji oraz podstawieniu do równania (4.49) otrzymuje si¦:

dC1(t)
dt

e−d1t = p2

(
p∗

d1
+ Ce−d1t

)
, (4.52)

co prowadzi do równania:
dC1(t)
dt

=
p∗p2
d1

ed1t + p2C, (4.53)

z którego mo»na wyznaczy¢ warto±¢ C1 poprzez caªkowanie:

C1(t) =
∫ t

0

p∗p2
d1

ed1tdτ +
∫ t

0
p2Cdτ. (4.54)

Funkcja zale»na od czasu opisuj¡ca warto±¢ C1 jest nast¦puj¡ca:

C1(t) =
p∗p2
d21

ed1t + p2Ct+ C2. (4.55)

Zatem poziom biaªka P (t), uwzgl¦dniaj¡c podstawienia C1 i C2, w tym konkretnym przy-
padku jest opisany funkcj¡:

P (t) = (
p∗p2
d21

ed1t + p2Ct+ C2)e−d1t =

=
p∗p2
d21

+ p2Cte
−d1t + C2e

−d1t. (4.56)

Gdzie warto±¢ parametru C2 wynika z warunków pocz¡tkowych, czyli:

P (0) = p2p∗

d21
+ C2, (4.57)

C2 = P (0)− p2p∗

d21
. (4.58)

Zatem, po podstawieniu równania (4.50) i równania (4.58) do równania (4.56) peªna forma
równania na P (t) jest nast¦puj¡ca:

P (t) =
p∗p2
d21

+ p2

(
R(0)− p∗

d1

)
te−d1t + (P (0)− p2p

∗

d21
)e−d1t. (4.59)

Ze wzgl¦du na zªo»on¡ form¦ równania (czªon xte−d1t + ye−d1t), nie jest mo»liwe wyzna-
czenie analitycznie czasu przeª¡czenia.

4.2.5 Wyliczenie punktów docelowych

Rozwi¡zania analityczne dla poszczególnych domen mo»na wykorzysta¢ do wyznaczenia
punktów docelowych, poprzez zastosowanie twierdzenia granicznego. Z równania 4.2 przy
zaªo»eniu t→∞ wynika liczba cz¡steczek R w punkcie stacjonarnym:

lim
t→∞

R(t) = Rs =
p∗
d1
, (4.60)
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Natomiast z równania (4.6) przy zaªo»eniu, »e w ukªadzie nie jest podawany lek oraz przy
zaªo»eniu t→∞ mo»na wyliczy¢ liczb¦ P :

lim
t→∞

P (t) = Ps =
p∗ p2
d1 d2

, (4.61)

W ukªadzie po podaniu leku zmienia si¦ tempo degradacji biaªka (równanie (4.7)) zatem,
w czasie d¡»¡cym do niesko«czono±ci, poziom biaªka w punkcie docelowym jest opisany
równaniem:

lim
t→∞

P (t) = Ps =
p∗p2

d1 (d2 + d2DDRUG)
. (4.62)

4.3 Zastosowanie grafu tranzycji do analizy ukªadu produkcji

biaªka

Do schematycznego opisu zachowania ukªadów ze sprz¦»eniem ujemnym oraz dodatnim,
przy ró»nych dawkach leku mo»na wykorzysta¢ grafy tranzycji. Grafy przedstawiaj¡ kieru-
nek przej±cia trajektorii mi¦dzy ukªadami, w zale»no±ci od poziomu pocz¡tkowego zmien-
nej P , przy zaªo»eniu, »e lek jest podawany w chwili tD = 0h. Graf dla przedstawionych
ukªadów z autoregulacj¡ skªada si¦ jedynie z dwóch domen (w¦zªów), ze wzgl¦du na istnie-
nie jednej warto±ci progowej. Kierunek przej±cia pomi¦dzy domenami zmienia si¦ wraz ze
wzrostem dawki leku, a zró»nicowanie dynamiki widoczne jest w postaci ró»nic w grafach
(Rysunek 4.3). Zarówno w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym, jak i dodatnim, je±li dawka
leku jest niska (lub równa 0), to trajektorie przechodz¡ z domeny o niskim poziomie biaªka
{0} do domeny o wysokim poziomie biaªka {1} (Rysunek 4.3 pierwszy wiersz oraz Rysunek
4.2 czas t < 15h). Celem podania leku jest obni»enie poziomu biaªka poni»ej celu terapeu-
tycznego, co wi¡»e si¦ ze zmierzaniem trajektorii do domeny poni»ej warto±ci progowej.
W przypadku ukªadu ze sprz¦»eniem ujemnym, dla ±rednich dawek leku trajektorie obu
ukªadów s¡ skierowane w stron¦ warto±ci progowej (Rysunek 4.3 drugi wiersz, pierwsza
kolumna), co wi¡»e si¦ z wyst¦powaniem czarnej ±ciany w ukªadzie. Z kolei w ukªadzie ze
sprz¦»eniem dodatnim, trajektorie w obu domenach s¡ skierowane w kierunku przeciwnym
do warto±ci progowej (Rysunek 4.3 drugi wiersz, druga kolumna), co oznacza, »e w ukªadzie
wyst¦puje biaªa ±ciana. Zastosowanie du»ej dawki leku powoduje przej±cie wszystkich tra-
jektorii do domeny poni»ej warto±ci progowej {0} (Rysunek 4.3 trzeci wiersz). Nale»y mie¢
na uwadze, »e dawka leku, która powoduje zmian¦ zachowania ukªadu, a zarazem zmian¦
grafu, jest znacznie ni»sza w modelu ze sprz¦»eniu dodatnim, ni» w modelu ze sprz¦»eniem
ujemnym.

4.4 Analiza punktów stacjonarnych w modelach produkcji

biaªka

Wyznaczenie punktów stacjonarnych, zarówno zwyczajnych (RSP), jak i osobliwych (SSP),
dla stworzonych modeli produkcji biaªka jest stosunkowo proste i niesie informacje o mo»-
liwych typach odpowiedzi. Mo»liwe jest równie» wyznaczenie zakresów parametrów, dla
jakich obserwuje si¦ okre±lone zachowanie w systemie. Analiza wykonana w niniejszym
rozdziale bazuje na metodologii opisanej w sekcji 3.3.
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Rysunek 4.3: Graf tranzycji dla modeli produkcji biaªka ze sprz¦»eniem ujemnym oraz
dodatnim w zale»no±ci od dawki leku (tD = 0h) ({0} � domena poni»ej warto±ci progowej;
{1} � domena powy»ej warto±ci progowej; przerywane linie � granice mi¦dzy domenami)

4.4.1 Zwyczajne punkty stacjonarne

Ze wzgl¦du na istnienie warto±ci progowej θ tylko dla zmiennej P , oznaczaj¡cej biaªko,
by okre±li¢ istnienie punktu RSP, nale»y wyliczy¢ wyª¡cznie warto±¢ tej zmiennej w obu
domenach, w stanie równowagi (wykorzystuj¡c równanie 4.61 oraz 4.62) i porówna¢ go z
warto±ci¡ progow¡ θP .

Sprz¦»enie dodatnie

W modelu ze sprz¦»eniem dodatnim wyst¦powanie punktów RSP jest okre±lone nast¦pu-
j¡cymi warunkami.

W domenie poni»ej warto±ci progowej: parametr p∗ = pp, zatem punkt stacjonarny
jest opisany równaniem:

układ natywny : Ps =
ppp2
d1d2

, (4.63)

po podaniu leku : Ps =
ppp2

d1(d2 + d2DDRUG)
. (4.64)

Zwyczajny punkt stacjonarny b¦dzie wyst¦powaª w tej domenie je±li warto±¢ Ps b¦dzie
mniejsza od warto±ci progowej. Warunek na wyst¦powanie RSP jest nast¦puj¡cy:

układ natywny :
ppp2
d1d2

< θP , (4.65)

po podaniu leku :
ppp2

d1(d2 + d2DDRUG)
< θP , (4.66)

W domenie powy»ej warto±ci progowej: parametr p∗ = 2pp, punkt stacjonarny jest
opisany równaniem:

układ natywny : Ps =
2ppp2
d1d2

, (4.67)

po podaniu leku : Ps =
2ppp2

d1(d2 + d2DDRUG)
. (4.68)
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Poziom biaªka w czasie t→∞ musi by¢ wi¦kszy od warto±ci progowej, zatem warunek na
wyst¦powanie RSP w tej domenie jest nast¦puj¡cy:

układ natywny :
2ppp2
d1d2

> θP , (4.69)

po podaniu leku :
2ppp2

d1(d2 + d2DDRUG)
> θP . (4.70)

Na podstawie powy»szych warunków mo»na zauwa»y¢, »e w ukªadzie zawsze wyst¦puje co
najmniej jeden punkt RSP. Dwa punkty RSP istniej¡ dla zakresu parametrów:

układ natywny :
1
2
θP <

ppp2
d1d2

< θ, (4.71)

po podaniu leku :
1
2
θP <

ppp2
d1(d2 + d2DDRUG)

< θP . (4.72)

Dla parametrów podanych w Tabeli 4.1, w ukªadzie wyst¦puje jeden punkt stacjonarny w
domenie powy»ej warto±ci progowej, a jego lokalizacja jest nast¦puj¡ca:

Rs = 300;Ps = 16.5 · 104. (4.73)

Natomiast po podaniu leku w dawce granicznej, punkt RSP wyst¦puje w domenie poni»ej
warto±ci progowej i ma lokalizacj¦:

Rs = 150;Ps = 2.5 · 104. (4.74)

Sprz¦»enie ujemne

W modelu ze sprz¦»eniem ujemnym mo»na równie» wyznaczy¢ zakresy parametrów, dla
których wyst¦puj¡ punkty RSP.

W domenie poni»ej warto±ci progowej: parametr p∗ = 2pn, punkt stacjonarny jest
opisany równaniem:

układ natywny : Ps =
2pnp2
d1d2

, (4.75)

po podaniu leku : Ps =
2pnp2

d1(d2 + d2DDRUG)
. (4.76)

Wyst¦powanie RSP jest uwarunkowane poªo»eniem punktu Ps poni»ej warto±ci progowej:

układ natywny :
2pnp2
d1d2

< θP , (4.77)

po podaniu leku :
2pnp2

d1(d2 + d2DDRUG)
< θP . (4.78)
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W domenie powy»ej warto±ci progowej: parametr p∗ = pn, zatem punkt stacjonarny
jest opisany równaniem:

układ natywny : Ps =
pnp2
d1d2

, (4.79)

po podaniu leku : Ps =
pnp2

d1(d2 + d2DDRUG)
. (4.80)

Warunkiem wyst¦powania RSP jest poªo»enie punktu Ps powy»ej warto±ci progowej:

układ natywny :
pnp2
d1d2

> θP , (4.81)

po podaniu leku :
pnp2

d1(d2 + d2DDRUG)
> θP . (4.82)

W ukªadzie mo»e wyst¦powa¢ maksymalnie 1 punkt RSP, a dla zakresu parametrów speª-
niaj¡cych warunek:

układ natywny :
1
2
θP <

pnp2
d1d2

< θP , (4.83)

po podaniu leku :
1
2
θP <

pnp2
d1(d2 + d2DDRUG)

< θP , (4.84)

w systemie nie wyst¦puje »aden zwyczajny punkt stacjonarny (mog¡ jednak wyst¦powa¢
punkty SSP, co zostanie pokazane w nast¦pnym kroku analizy). Dla parametrów zamieszo-
nych w Tabeli 4.1, przed podaniem leku, punkt stacjonarny wyst¦puje w domenie powy»ej
warto±ci progowej, a jego lokalizacja jest nast¦puj¡ca:

Rs = 300;Ps = 16.5 · 104. (4.85)

Po podaniu leku punkt stacjonarny wyst¦puje w domenie poni»ej warto±ci progowej:

Rs = 600;Ps = 3 · 104. (4.86)

4.4.2 Osobliwe punkty stacjonarne

Na podstawie algorytmu wyznaczania osobliwych punktów stacjonarnych (podpunkt 3.3.3),
sprawdziªam mo»liwo±¢ ich wyst¦powania i stabilno±¢ w badanych ukªadach. Pierwszym
krokiem jest wyznaczenie ∆-regionów, w których mog¡ wyst¦powa¢ punkty SSP. Ze wzgl¦-
du na wyst¦powanie w modelu produkcji biaªka na podstawie mRNA, w celu wyznaczenia
∆-regionów, nale»y zastosowa¢ zaproponowan¡ przeze mnie metod¦ ª¡cz¡c¡ informacje z
macierzy Jacobiego i macierzy logoid-Jacobiego. Wektor zmiennych przeª¡czaj¡cych, w tym
przypadku jest nast¦puj¡cy:

Z = [ZR;ZP ], (4.87)

przy czym zmienna ZR nie wyst¦puje w ukªadzie, ale jest uwzgl¦dniona w wektorze, aby
zachowa¢ jego odpowiedni wymiar. Ujawniaj¡c zmienne przeª¡czaj¡ce w równaniach (4.2)
i (4.7) otrzymujemy ukªad ze sprz¦»eniem dodatnim

dR(t)
d t

= pp + ppZP − d1R(t), (4.88)

dP (t)
d t

= p2R(t)− (d2 + d2DDRUG)P (t), (4.89)



4.4. ANALIZA PUNKTÓW STACJONARNYCH W MODELACH PRODUKCJI
BIA�KA 81

oraz ukªad ze sprz¦»eniem ujemnym

dR(t)
d t

= 2pn − pnZP − d1R(t), (4.90)

dP (t)
d t

= p2R(t)− (d2 + d2DDRUG)P (t). (4.91)

Aby otrzyma¢ równania modelu przed podaniem leku, nale»y przyj¡¢ warto±¢ parametru
DRUG = 0 cz¡st. Zatem macierz logoid-Jacobiego w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim
jest równa:

Lpos =

[
0 pp
0 0

]
, (4.92)

a w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym:

Lneg =

[
0 −pn
0 0

]
. (4.93)

W obydwóch przypadkach wyznacznik jest równy 0. Równie» warto±ci pochodnych ∂R/∂ZR
i ∂P/∂ZP s¡ równe 0 (warto±ci w elementów macierzy na przek¡tnej), co informuje o braku
czarnych ±cian w ukªadzie. Macierz Jacobiego dla obydwóch ukªadów jest nast¦puj¡ca:

J =

[
−d1 0
p2 −d2

]
. (4.94)

Schematyczna macierz ª¡czona dla ukªadu ze sprz¦»eniem dodatnim jest nast¦puj¡ca:

JLpos =

[
−j11 l12
j21 −j22

]
. (4.95)

Zmienna R wpªywa dodatnio na P (element j21), a zmienna P równie» dodatnio wpªywa
na R (element l12). Dodatnie warto±ci ±wiadcz¡ o uciekaniu trajektorii od progu, zatem w
ukªadzie nie mo»e wyst¦powa¢ punkt SSP. Natomiast dla ukªadu ze sprz¦»eniem ujemnym
macierz ª¡czona ma posta¢:

JLneg =

[
−j11 −l12
j21 −j22

]
(4.96)

i wyst¦puje w niej zamkni¦ta sekwencja zale»no±ci mi¦dzy zmiennymi: R powoduje wzrost
poziomu P (element j21), a P powoduje spadek poziomu R (element −l22). Ze wzgl¦du na
ujemn¡ warto±¢ jednego z elementów w macierzy, w ukªadzie mo»e wyst¦powa¢ osobliwy
punkt stacjonarny.

Poniewa» w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym mo»e wyst¦powa¢ punkt SSP, nast¦p-
nym krokiem analizy jest wyznaczenie warto±ci zmiennej przeª¡czaj¡cej ZP . Nast¦pnie
nale»y sprawdzi¢, czy istnieje zakres warto±ci parametrów, dla jakich warto±¢ zmiennej
przeª¡czaj¡cej ZP ∈ [0, 1]. Warto±¢ ZP mo»na wyznaczy¢ z ukªadu równa«:

0 = 2pn − pnZP − d1Rs, (4.97)

0 = p2Rs − (d2 + d2DDRUG)θP . (4.98)
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Zatem

Rs =
(d2 + d2DDRUG)θP

p2
, (4.99)

a warto±¢ ZP wynosi:

ZP = 2− d1(d2 + d2DDRUG)θP
pnp2

. (4.100)

W ukªadzie wyst¦puje punkt SSP, je±li speªniony jest warunek:

0 < 2− d1(d2 + d2DDRUG)θP
pnp2

< 1. (4.101)

Niestety ze wzgl¦du na wyst¦powanie w modelu produkcji biaªka na podstawie mRNA,
macierz logoid-Jacobiego nie uwzgl¦dnia wszystkich zale»no±ci wyst¦puj¡cych w modelu.
Z tego powodu, nie mo»na wnioskowa¢ o stabilno±ci punktu SSP na podstawie warto±ci
wªasnych macierzy logoid-Jacobiego.

Dla parametrów podanych w Tabeli 4.1, w ukªadzie przed podaniem leku warto±¢
ZP = 1.697, natomiast po podaniu leku ZP = −1.33 co oznacza, »e w powy»szych warun-
kach w ukªadzie nie wyst¦puje punkt SSP.

4.4.3 Analiza bifurkacyjna

W poprzednim podrozdziale przedstawione zostaªy warunki, jakie musz¡ by¢ speªnione,
aby w rozwa»anych ukªadach wyst¦powaªy ró»ne punkty stacjonarne. Nawet w bardzo
prostym ukªadzie przeª¡czenia warto±ci parametrów pozwalaj¡ na uzyskanie skomplikowa-
nej dynamiki. Wykonanie analizy bifurkacyjnej pozwala zbadanie zmian dynamiki ukªa-
du w zale»no±ci od warto±ci parametrów. Jako parametr bifurkacyjny wybraªam parametr
DRUG, poniewa» wpªywa on bezpo±rednio na tempo degradacji biaªka, a ponadto oznacza
on liczb¦ cz¡steczek leku, co pozwala na zbadanie odpowiedzi ukªadu w zale»no±ci od zasto-
sowanej dawki leku. Analiza bifurkacyjna badanych modeli wykazuje zmian¦ zachowania
ukªadu wraz ze wzrostem tempa degradacji biaªka Do stworzenia wykresów bifurkacyjnych
mo»na wykorzysta¢ równania opisuj¡ce punkty stacjonarne oraz warunki ich wyst¦powania
wyprowadzone w poprzednim rozdziale.

W zale»no±ci od dawki leku w badanych ukªadach wyst¦puje zmiana rodzaju lub liczby
punktów stacjonarnych. Wraz ze wzrostem dawki leku poziom biaªka obni»a si¦. W ukªa-
dzie ze sprz¦»eniem dodatnim dla niskich dawek leku zwyczajny punkt równowagi jest w
domenie powy»ej warto±ci progowej. W zakresie dawki leku DRUG ∈ [1300, 4599] cz¡st. w
ukªadzie znajduj¡ si¦ dwa punkty równowagi. Powy»ej 4599 cz¡steczek leku, w ukªadzie jest
jeden punkt równowagi, w domenie poni»ej warto±ci progowej (Rysunek 4.4A). Model ze
sprz¦»eniem ujemnym jest znacznie mniej wra»liwy na lek. W ukªadzie tym, przy podaniu
leku DRUG ∈ [4 590, 11 200] cz¡st. nie wyst¦puj¡ punkty RSP, ale wyst¦puje jeden punkt
SSP (Rysunek 4.4B, przerywana linia). Poni»ej tego zakresu punkt RSP wyst¦puje w do-
menie powy»ej warto±ci progowej (θP = 50 000 cz¡st.), a powy»ej tego zakresu punkt RSP
znajduje si¦ w domenie poni»ej warto±ci progowej. W ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym,
aby obni»y¢ poziom biaªka w domenie poni»ej warto±ci progowej w podobnym zakresie,
jak w modelu ze sprz¦»eniem dodatnim, konieczne jest zastosowanie wi¦kszych dawek leku
(Rysunek 4.4B). Z tego powodu dawka leku, która w jednym z modeli jest uznawana za
wysok¡, w drugim jest uznawana za ±redni¡.
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(A) (B)

Rysunek 4.4: Wykresy bifurkacyjne liczby, poªo»enia i rodzajów punktów stacjonarnych w
zale»no±ci od dawki leku; (A) Model ze sprz¦»eniem dodatnim; (B) Model ze sprz¦»eniem
ujemnym

Na podstawie wykresów bifurkacyjnych do dalszej analizy wybraªam trzy ró»ne dawki
dla modelu ze sprz¦»eniem dodatnim i ujemnym, które, ze wzgl¦du na obecno±¢ ró»nych
typów i liczby punktów stacjonarnych, wywoªuj¡ ró»ne zachowanie ukªadu. W ukªadzie ze
sprz¦»eniem dodatnim podanie maªej dawki leku (np. 1 000 cz¡steczek) powoduje jedynie
obni»enie poziomu biaªka w punkcie równowagi RSP w stosunku do ukªadu bez podania
leku, ale punkt ten nadal pozostaje w domenie powy»ej warto±ci progowej. Niezale»nie od
warto±ci pocz¡tkowych, wszystkie trajektorie w ukªadzie zmierzaj¡ do punku stacjonarnego
RSP, w którym poziom biaªka wynosi 110 000 cz¡steczek (Rysunek 4.5A). Przy wi¦kszej
dawce leku � równej np. 3 000 cz¡steczek � w ukªadzie istniej¡ dwa punkty RSP. W
zale»no±ci od warunków pocz¡tkowych, trajektorie zmierzaj¡ do punktu stacjonarnego w
domenie powy»ej albo poni»ej warto±ci progowej (Rysunek 4.5B). Dla du»ych dawek leku
(np. 5 000 cz¡steczek) w ukªadzie wyst¦puje tylko punkt równowagi, w domenie poni»ej
warto±ci progowej, wszystkie trajektorie zmierzaj¡ do punktu z niskim poziomem biaªka
(Rysunek 4.5C).

Nast¦pnie zbadaªam, dawki leku, wywoªuj¡ce powstanie ró»nych punktów stacjonar-
nych w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym. Niska dawka leku (np. 1 000 cz¡steczek) wywo-
ªuje obni»enie poziomu biaªka do 11 000 cz¡steczek, tak samo jak w modelu ze sprz¦»eniem
dodatnim. Równie» w tym ukªadzie istnieje jeden zwyczajny punkt równowagi, w dome-
nie powy»ej warto±ci progowej (Rysunek 4.6A). Przy ±redniej dawce leku � np. 5 000
cz¡steczek� w ukªadzie nie wyst¦puje »aden zwyczajny punkt stacjonarny, za to istnie-
je jeden osobliwy punkt stacjonarny. W przebiegach czasowych obserwuje si¦ oscylacje
poziomu biaªka wokóª warto±ci granicznej (Rysunek 4.6B). Dawka 5 000 cz¡steczek le-
ku w modelu ze sprz¦»eniem dodatnim, skutkowaªa obni»eniem poziom biaªka do 23 571
cz¡steczek, co pozwalaªo na osi¡gni¦cie celu terapeutycznego. W modelu ze sprz¦»eniem
ujemnym, aby uzyska¢ tak niski poziom biaªka, konieczne jest podanie leku w dawce 26 000
cz¡steczek. W ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym w domenie poni»ej warto±ci progowej oba
geny s¡ aktywne, dlatego poziom mRNA jest wysoki (Rysunek 4.6C), natomiast w dome-
nie ze sprz¦»eniem dodatnim przy niskim poziomie biaªka, tylko jeden gen jest aktywny,
dlatego poziom mRNA jest znacznie ni»szy (Rysunek 4.5C).
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Rysunek 4.5: Odpowied¹ ukªadu z sprz¦»eniem dodatnim na ró»ne dawki leku; (A) Niska
dawka (DRUG = 1000 cz¡steczek); (B) �rednia dawka (DRUG = 3000 cz¡steczek); (C)
Wysoka dawka (DRUG = 5000 cz¡steczek) (Pierwszy rz¡d przedstawia przestrze« fazow¡
ukªadu oraz przykªadowe trajektorie dla ró»nych warto±ci pocz¡tkowych, szara kropka -
warunek pocz¡tkowy, czerwona kropka - stan ko«cowy. Drugi rz¡d przedstawia przebiegi
czasowe poziomu biaªka przy ró»nych warto±ciach pocz¡tkowych)

4.5 Heterogeniczno±¢ populacji komórkowej wynikaj¡ca ze zró»-

nicowania progu aktywacji genów

Wprowadzenie stochastyczno±ci do matematycznych modeli ukªadów biologicznych pozwa-
la na analiz¦ odpowiedzi heterogenicznej populacji komórkowej. W niniejszym rozdziale
rozpatrz¦ zró»nicowanie populacji wynikaj¡ce z ró»nej wra»liwo±ci na czynniki regulatoro-
we, odpowiedzialne za aktywacj¦ lub dezaktywacj¦ genu. Zjawisko to mo»e by¢ modelowane
poprzez losowy wybór warto±ci progowej, gdzie jej obni»enie odpowiada zwi¦kszonej wra»-
liwo±ci na czynniki regulatorowe, z kolei zwi¦kszenie � obni»onej wra»liwo±ci. W analizowa-
nym modelu produkcji biaªka wyst¦puje tylko jedna warto±¢ progowa, zatem wprowadzenie
heterogeniczno±ci populacji polega na zrandomizowaniu poªo»enia tylko tego jednego pro-
gu θP . Zmiana warto±ci progowej mo»e powodowa¢ zmian¦ odpowiedzi ukªadu, poniewa»
niektóre trajektorie, które przecinaªy próg, mog¡ teraz do niego nie dochodzi¢, a inne,
które nie dochodziªy, teraz mog¡ go przecina¢. Wyst¦powanie i poªo»enie punktów RSP i
SSP w ukªadzie jest uzale»nione od warto±ci progowych, zatem zmiana ich warto±ci mo»e
powodowa¢ zmian¦ odpowiedzi ukªadu, wzgl¦dem odpowiedzi ukªadu natywnego.

W pierwszym etapie eksperymentu zbadaªam, jak na odpowied¹ ukªadów wpªywa zró»-
nicowanie warto±ci progowej θP . Aby uzyska¢ pewien margines przy osi¡gni¦ciu celu tera-
peutycznego, wybraªam dawki wy»sze ni» wyliczone minimalne dawki skuteczne (w podroz-
dziale 4.1). W modelu ze sprz¦»eniem dodatnim zastosowaªam dawk¦ leku 4 800 cz¡steczek,
a w modelu ze sprz¦»eniem ujemnym � 26 000 cz¡steczek.
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Rysunek 4.6: Odpowied¹ ukªadu z sprz¦»eniem ujemnym na ró»ne dawki leku; (A) Niska
dawka (DRUG = 1000 cz¡steczek); (B) �rednia dawka (DRUG = 5000 cz¡steczek); (C)
Wysoka dawka (DRUG = 26000 cz¡steczek) (Pierwszy rz¡d przedstawia przestrze« fazow¡
ukªadu oraz przykªadowe trajektorie dla ró»nych warto±ciach pocz¡tkowych, szara kropka
- warunek pocz¡tkowe, czerwona kropka - stan ko«cowy. Drugi rz¡d przedstawia przebiegi
czasowe biaªka przy ró»nych warto±ciach pocz¡tkowych)

W kolejnym etapie zbadaªam wpªyw podania leku w losowych chwilach czasu na osi¡-
galno±¢ celu terapeutycznego. W podstawowym modelu podanie leku, a co za tym idzie
przeª¡czenie parametru DRUG, nast¦puje w chwili tD = 15h od rozpocz¦cia symulacji.
Wprowadzenie zró»nicowania czasu podania leku, wpªywa na poziom biaªka w chwili prze-
ª¡czenia, poniewa» wcze±niejsze podanie leku mo»e nast¡pi¢ w chwili, gdy poziom biaªka nie
osi¡gnie stanu stacjonarnego. Symulacje takie pozwalaj¡ modelowa¢ zachowanie populacji,
w której komórki maj¡ zró»nicowany poziom biaªka przed podaniem leku.

Nast¦pnie przeanalizowaªam ukªad eksperymentalny z losowym poªo»eniem progu ak-
tywacji genu oraz losowym czasem podania leku, który wydaje si¦ by¢ najbli»szy rzeczy-
wistym ukªadom biologicznym. Wyniki tych bada« przedstawione s¡ w kolejnych podroz-
dziaªach.

4.5.1 Losowe poªo»enie progu aktywacji genu

Na pocz¡tku przeanalizowaªam zachowanie populacji komórkowej, w której aktywacja genu
zachodzi przy ró»nych warto±ciach progowych. W celu zró»nicowania granic mi¦dzy dome-
nami, warto±ci progowe θP losowaªam z rozkªadu normalnego, o ±redniej równej nominal-
nej warto±ci θP , zgodnie z algorytmem opisanym w sekcji 3.4. W zale»no±ci od modelu,
dobraªam ró»ne warto±ci odchylenia standardowego rozkªadu normalnego, a w niniejszej
pracy przedstawiªam wyniki symulacji dla populacji dla dwóch przykªadowych odchyle-
niach, które dobrze obrazuj¡ otrzymywane rezultaty. W przypadku modelu ze sprz¦»eniem
dodatnim, przedstawiªam wyniki symulacji dla populacji (1000 komórek), w których odchy-
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lenie standardowe wynosi 10% albo30% warto±ci progowej. Przesuni¦cie warto±ci progowej
skutkuje zmian¡ poziomu biaªka w chwili przej±cia trajektorii do drugiej domeny. Jako »e
tempo produkcji jest takie samo we wszystkich komórkach, przesuni¦cie warto±ci progowej
powoduje jedynie zmian¦ chwili przeª¡czenia. W przypadku ukªadu ze sprz¦»eniem dodat-
nim, obni»enie warto±ci progowej powoduje aktywacj¦ drugiego genu w komórce z ni»szym
poziomem biaªka, ni» w ukªadzie natywnym. W efekcie czego pojawia si¦ zró»nicowanie
trajektorii czasowych, startuj¡cych z tego samego warunku pocz¡tkowego (Rysunek 4.7A
i B). W modelu z wi¦kszym odchyleniem standardowym, zakres zmienno±ci odpowiedzi
równie» jest wi¦kszy. W cz¦±ci populacji poziom biaªka przed podaniem leku stabilizuje
si¦ na ni»szej warto±ci � w ukªadzie pojawia si¦ punkt stacjonarny, w domenie poni»ej
warto±ci progowej. Warunek na wyst¦powanie punktu RSP w domenie poni»ej warto±ci
progowej, przed podaniem leku jest podany w równaniu 4.65. Przy zmienno±ci θP na po-
ziomie 10% warto±ci, maksymalna warto±¢ progowa w populacji nie speªnia tego warunku,
natomiast przy wi¦kszej zmienno±ci (30% θP ), wylosowana warto±¢ θP jest na tyle du»a,
»e warunek opisany równaniem (4.65) jest speªniony i wyst¦puje punkt RSP. Po poda-
niu leku, we wszystkich komórkach nast¦puje gwaªtowne obni»enie poziomu biaªka, przy
czym tylko w cz¦±ci komórek zostaje osi¡gni¦ty cel terapeutyczny. Zró»nicowanie warto-
±ci progowych w populacjach o obu stopniach zró»nicowania, powoduje w cz¦±ci populacji
zmniejszenie warto±ci progowych, w stosunku do ±redniej w stopniu wystarczaj¡cym, aby
warunek na wyst¦powanie punktu stacjonarnego w domenie powy»ej warto±ci progowej byª
speªniony (równanie 4.70). W konsekwencji odpowied¹ stabilizuje si¦ powy»ej celu terapeu-
tycznego. Na histogramach � Rysunek 4.7C i D przedstawiony jest czas osi¡gni¦cia celu
terapeutycznego od podaniu leku. W populacji o SD = 10% θP w okoªo 40% komórek nie
zostaª osi¡gni¦ty cel terapeutyczny (Rysunek 4.7C; ró»owy sªupek dla warto±ci poni»ej 0)
� warto±¢ progowa jest tak du»a, »e komórki nie przechodz¡ do domeny o tylko jednym ak-
tywnym genie, a cel terapeutyczny jest na tyle niski, »e aby go zrealizowa¢ wybran¡ dawk¡
leku konieczne jest przej±cie do drugiej domeny. W populacji o SD = 30% θP subpopu-
lacja o niezrealizowanym celu jest jeszcze wi¦ksza i si¦ga prawie 50% komórek (Rysunek
4.7D). Na histogramie (Rysunek 4.7D) widoczna jest równie» subpopulacja komórek, która
osi¡gn¦ªa cel terapeutyczny bardzo szybko, w chwili okoªo 15 godzin. Jest to subpopulacja
komórek, które miaªy znacznie ni»szy poziom biaªka w chwili podania leku, dlatego szybciej
osi¡gn¦ªy cel.

W modelu ze sprz¦»eniem ujemnym, konieczne byªo zastosowanie wi¦kszych warto±ci
odchylenia standardowego, aby zaobserwowa¢ zró»nicowanie populacji. Ponadto w prze-
biegach czasowych cz¦±ci komórek, mo»na zaobserwowa¢ przeregulowanie, wynikaj¡ce z
obecno±ci ujemnego sprz¦»enia zwrotnego (Rysunek 4.8 A i B). Po podaniu leku nast¦-
puje gwaªtowne obni»enie poziomu biaªka, a ko«cowe jego warto±ci s¡ zró»nicowane. W
modelu z odchyleniem standardowym równym 30% θP , zdecydowana wi¦kszo±¢ komórek
w stanie ko«cowym osi¡ga stan równowagi o wysokim poziomie (okoªo 23 500 cz¡st.), a w
pojedynczych komórkach obserwuje si¦ ni»szy poziom biaªka (Rysunek 4.8 C). Natomiast
w modelu z odchyleniem równym 50% θP zró»nicowanie populacji jest wi¦ksze. Podobnie
jak w na Rysunku 4.8 C, mo»na zaobserwowa¢ du»¡ subpopulacj¦ komórek o wysokim
poziomie biaªka, ale jednocze±nie pojawia si¦ subpopulacja (okoªo 7% komórek) o staªym,
niskim poziomie biaªka � okoªo 11 000 cz¡steczek. W komórkach, w których poziom biaª-
ka osi¡ga warto±ci po±rednie, wyst¦puj¡ oscylacje, które s¡ widoczne na powi¦kszeniach
przebiegów czasowych biaªka (Rysunek 4.8 A i B). Pomimo ró»nic w charakterze odpo-
wiedzi, we wszystkich komórkach zostaª osi¡gni¦ty cel terapeutyczny. Ró»nice w czasie
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Rysunek 4.7: Odpowied¹ populacji heterogenicznej (model ze sprz¦»eniem dodatnim) na
podanie leku; (A) Przebiegi czasowe poziomu biaªka w populacji o SD = 10% θP ; (B)
Przebiegi czasowe poziomu biaªka w populacji o SD = 30% θP ; (C) Udziaª procentowy
populacji osi¡gaj¡cej cel terapeutyczny w okre±lonym czasie (SD = 10% θP ); (D) Udziaª
procentowy populacji osi¡gaj¡cej cel terapeutyczny w okre±lonym czasie (SD = 30% θP );
((A) i (B): Cel terapeutyczny oznaczony zielon¡ przerywan¡ lini¡; (C) i (D): ró»owy sªupek
� brak osi¡gni¦cia celu terapeutycznego)

osi¡gni¦cia celu terapeutycznego s¡ bardzo niewielkie, dlatego nie zostaªy przedstawione
na histogramie.

Dla obu odchyle« standardowych najwi¦ksza subpopulacja charakteryzuje si¦ pozio-
mem biaªka przy górnej granicy obserwowanego zakresu � s¡ to komórki, w których war-
to±¢ progowa jest wysoka, a obni»enie liczby cz¡steczek biaªka po podaniu leku, spowo-
dowaªo przej±cie do domeny poni»ej warto±ci progowej i aktywacj¦ drugiego genu. W tej
subpopulacji warunek z równania (4.78) jest speªniony. Druga subpopulacja, to komórki o
poziomie biaªka przy dolnej granicy obserwowanego zakresu � w komórkach tych warto±¢
progowa θP jest ni»sza od punktu RSP w domenie {1} po podaniu leku (warunek opisany
równaniem (4.82) jest speªniony). W efekcie czego trajektorie ukªadu pozostaj¡ w domenie
{1} i nie nast¦puje aktywacja drugiego genu, dlatego tempo produkcji mRNA jest o poªow¦
ni»sze, a zatem poziom biaªka równie» b¦dzie ni»szy. Natomiast trzecia grupa to komórki,
w których obserwuje si¦ oscylacje poziomu biaªka. W tej grupie speªniony jest warunek
opisany równaniem (4.101), zatem wyst¦puje tylko punkt SSP, a ró»ne poziomy ko«cowe
biaªka wynikaj¡ z oscylacji poziomu tego biaªka wokóª warto±ci progowej (Rysunek 4.8 D).
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Rysunek 4.8: Odpowied¹ populacji heterogenicznej (model ze sprz¦»eniem ujemnym) na
podanie leku; (A) Przebiegi czasowe poziomu biaªka w populacji o SD = 30% θP ; (B)
Przebiegi czasowe poziomu biaªka w populacji o SD = 50% θP ; (C) Procentowa wielko±¢
populacji z danym poziomem biaªka w chwili ko«cowej (SD = 30% θP ); (D) Procentowa
wielko±¢ populacji z danym poziomem biaªka w chwili ko«cowej (SD = 50% θP ) ((A) i (B):
Cel terapeutyczny oznaczony zielon¡ przerywan¡ lini¡)

4.5.2 Zró»nicowanie czasu podania leku

W populacji poziom biaªka mo»e si¦ znacz¡co ró»ni¢ mi¦dzy komórkami, co mo»e powodo-
wa¢ ró»nice w skuteczno±ci danej terapii w populacji heterogenicznej. Zró»nicowany poziom
biaªka mo»e wynika¢ mi¦dzy innymi z podziaªów komórki, czy opó¹nienia w aktywacji pro-
cesów, takich jak produkcja biaªka. Przewa»nie poziom biaªka nie jest regulowany przez
tylko jeden czynnik, a wzajemne zale»no±ci pomi¦dzy ró»nymi aktywatorami i inhibitorami
procesów mog¡ powodowa¢, »e rzeczywista komórka nie b¦dzie w stanie równowagi. Rów-
nie» podziaªy komórki bardzo silnie wpªywaj¡ na poziomy biaªek w danej chwili w komórce.
Jednocze±nie, maj¡c na uwadze, »e przedstawiony model dotyczy procesu chorobotwórcze-
go, nale»y uwzgl¦dni¢, »e komórki mog¡ mie¢ ró»n¡ wra»liwo±¢ na bod¹ce zewn¦trzne
i mog¡ z opó¹nieniem aktywowa¢ reakcj¦ produkcji biaªek. W niniejszym podrozdziale
zbadaªam jak poziom biaªka w chwili podania leku wpªywa na aktywowan¡ odpowied¹ i
osi¡gni¦cie celu terapeutycznego.

W celu zamodelowania wpªywu ró»nych poziomów biaªka w chwili rozpocz¦cia terapii,
wykonaªam symulacje populacji komórkowej z ró»nym czasem podania leku tD. W ukªa-
dzie, startuj¡cym z zerowych warunków pocz¡tkowych, czas podania leku mo»e wpªywa¢
na poziom biaªka przed terapi¡, zanim ukªad dojdzie do poziomu nasycenia. Czas podania
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leku zostaª wylosowany z rozkªadu równomiernego, w zakresie od 0 do 15 godzin. Dzi¦ki
temu mo»liwe byªo zbadanie wpªywu podania leku, zarówno przy niskim, jak i wysokim
poziomie biaªka. Poziom biaªka w momencie podania leku przekªada si¦ bezpo±rednio na
czas osi¡gni¦cia celu terapeutycznego, wcze±niejsze podanie leku pozwala na wcze±niejsze
osi¡gni¦cie celu (Rysunek 4.9A i B). Zarówno w modelu ze sprz¦»eniem dodatnim, jak i
ujemnym, czas podania leku (a wi¦c równie» poziom biaªka w momencie podania leku)
nie wpªywa na poziom biaªka w stanie ustalonym (Rysunek 4.9A i B). Czas podania leku
nie wpªywa na pojawienie si¦ nowych punktów stacjonarnych, ani na lokalizacj¦ obecnego
punktu stacjonarnego. Na wykresach � Rysunek 4.9C i D przedstawione s¡ histogramy
czasu osi¡gni¦cia celu terapeutycznego od chwili podania leku. Model ze sprz¦»eniem do-
datnim ma znacznie dªu»szy maksymalny czas odpowiedzi � maksymalny czas osi¡gni¦cia
celu wynosi 21 godzin (Rysunek 4.9C), a w przypadku modelu ze sprz¦»eniem ujemnym
jest to okoªo 16 godzin (Rysunek 4.9D). Czas osi¡gni¦cia celu terapeutycznego, w modelu
ze sprz¦»eniem ujemnym, ma rozkªad równomierny w zakresie od 0 do 15 godzin, co bezpo-
±rednio wynika z zastosowanego rozkªadu równomiernego (Rysunek 4.9 D). Natomiast, na
histogramie czasu osi¡gni¦cia celu terapeutycznego, w modelu ze sprz¦»eniem dodatnim,
widoczne s¡ dwa maksima. Pierwsze maksimum wyst¦puje dla niskich warto±ci czasu i
wynika z szybkiego osi¡gni¦cia celu w komórkach, w których poziom biaªka nie jest wy»szy
od warto±ci progowej � w komórkach tych jest aktywny tylko jeden gen, przez co poziom
biaªka szybko spada. Natomiast drugie maksimum wyst¦puje dla czasu okoªo 15 godzin po
podaniu leku. Na przebiegach czasowych widoczne jest stopniowe obni»anie si¦ poziomu
biaªka w domenie z dwoma aktywnymi genami. Nast¦pnie trajektorie przechodz¡ poni»ej
warto±ci progowej i jeden z genów jest dezaktywowany, co pozwala na dalszy spadek po-
ziomu biaªka (Rysunek 4.9 C). Niskie warto±ci okoªo godziny 5 wynikaj¡ z spowolnienia
spadku poziomu biaªka, przed przej±ciem do domeny poni»ej warto±ci progowej.

4.5.3 Zró»nicowanie progu aktywacji genu oraz czasu podania leku

W rzeczywistych przypadkach wyst¦puje zarówno zró»nicowanie progu aktywacji genu, jak
i poziomu biaªka w chwili podania leku, dlatego wykonaªam równie» eksperyment bada-
j¡cy jednoczesny wpªyw zró»nicowania populacji pod wzgl¦dem aktywacji genów oraz o
zró»nicowanym czasie podania leku do komórki (skutkuj¡cym zró»nicowaniem poziomu
biaªka w chwili podania leku). W przeprowadzonych symulacjach populacji komórkowej,
próg aktywacji produkcji mRNA losowaªam z rozkªadu normalnego o ±redniej θP i od-
chyleniu standardowym równym 30% θP , ze wzgl¦du na du»e zró»nicowanie odpowiedzi w
analizowanych ukªadach. Czas podania leku losowaªam z rozkªadu równomiernego, w za-
kresie od 0 do 15 godzin. W modelu ze sprz¦»eniem dodatnim populacja dzieli si¦ na dwie
subpopulacje o ró»nych, ko«cowych poziomach biaªka. Wysoki, ko«cowy poziom biaªka jest
zlokalizowany znacznie powy»ej warto±ci progowej, przez co charakteryzuje subpopulacj¦,
w której cel terapeutyczny nie zostaª osi¡gni¦ty (Rysunek 4.10A). Porównuj¡c wynik z wy-
nikiem symulacji populacji bez zró»nicowania czasu podania leku, widoczne jest znaczne
zmniejszenie wielko±ci subpopulacji, w której poziom biaªka jest powy»ej celu terapeu-
tycznego (36% (Rysunek 4.10C) vs 47% (Rysunek 4.7D)). Wczesne podanie leku, zanim
poziom biaªka osi¡gnie wysokie warto±ci, pozwala na zmniejszenie poziomu biaªka w chwili
ko«cowej w niektórych komórkach, dzi¦ki utrzymaniu trajektorii w basenie przyci¡gania
punktu równowagi, o niskim poziomie biaªka. Ksztaªt histogramu czasu, który upªyn¡ª od
podania leku do osi¡gni¦cia celu terapeutycznego, podobnie jak w populacji o jednakowej
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Rysunek 4.9: Odpowied¹ populacji o zró»nicowanym czasie podania leku; (A) Przebiegi
czasowe poziomu biaªka w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim; (B) Przebiegi czasowe po-
ziomu biaªka w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym; (C) Histogram czasu osi¡gni¦cia celu
terapeutycznego w modelu ze sprz¦»eniem dodatnim; (D) Histogram czasu osi¡gni¦cia celu
terapeutycznego w modelu ze sprz¦»eniem ujemnym

warto±ci progowej θP (Rysunek 4.9C) ma dwa maksima: pierwsze jest zwi¡zane z szybkim
osi¡gni¦ciem celu, ze wzgl¦du na podanie leku do komórek o niskim poziomie biaªka (a
nawet komórek, w których poziom biaªka jest ni»szy, ni» cel terapeutyczny) oraz drugie
wynikaj¡ce z czasochªonnego procesu obni»enia poziomu biaªka w komórkach z dwoma
aktywnymi genami, nast¦pnie dezaktywacji genu oraz dalszego obni»enia poziomu poni»ej
celu terapeutycznego (Rysunek 4.10C).

W modelu ze sprz¦»eniem ujemnym, ko«cowy poziom biaªka jest podobny, jak w mode-
lu bez zró»nicowania czasu podania leku (Rysunek 4.8A i B), co wynika z oscylacji wokóª
warto±ci granicznej dla pewnych warto±ci θP (Rysunek 4.10B). Patrz¡c na histogram czasu,
który upªyn¡ª od podania leku do osi¡gni¦cia celu terapeutycznego, w modelu ze sprz¦-
»eniem ujemnym, widoczny jest jego równomierny ksztaªt. W tym przypadku, lokalizacja
warto±ci progowej dla biaªka nie wpªywa na czas osi¡gni¦cia celu, poniewa» spadek poziomu
biaªka jest bardzo szybki (Rysunek 4.10D).

4.6 Modele produkcji biaªka z losowym przeª¡czeniem

Proces aktywacji i dezaktywacji genu jest procesem losowym, zale»nym od przyª¡czenia si¦
odpowiednich cz¡steczek regulacyjnych oraz czynników transkrypcyjnych. Wraz ze wzro-



4.6. MODELE PRODUKCJI BIA�KA Z LOSOWYM PRZE��CZENIEM 91

(A) (B)

(C) (D)

Rysunek 4.10: Odpowied¹ populacji na zró»nicowanie progu aktywacji genu oraz czasu
podania leku; (A) Przebiegi czasowe poziomu biaªka w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim
(SD = 30 % θP ); (B) Przebiegi czasowe poziomu biaªka w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym
(SD = 30% θP ); (C) Histogram czasu osi¡gni¦cia celu terapeutycznego po podaniu leku
w modelu ze sprz¦»eniem dodatnim (SD = 30% θP ); (D) Histogram czasu osi¡gni¦cia
celu terapeutycznego po podaniu leku w modelu ze sprz¦»eniem ujemnym (SD = 30% θP )
(ró»owy sªupek � brak osi¡gni¦cia celu terapeutycznego)

stem liczby czynników transkrypcyjnych, wzrasta prawdopodobie«stwo aktywacji danego
genu, natomiast wzrost liczby inhibitora czynnika transkrypcyjnego, powoduje np. zwi¦k-
szenie prawdopodobie«stwa dezaktywacji genu lub zmniejsza prawdopodobie«stwo jego
aktywacji.

Losowo±¢ procesu przeª¡czenia stanu genu w modelu produkcji biaªka zostaªa zamo-
delowana zgodnie z zaproponowanym przeze mnie algorytmem opisanym w sekcji 3.5. W
analizowanych modelach stan genu, po±rednio oznaczany jako zmienna ZP , jest zale»ny
od liczby cz¡steczek biaªka, w sposób opisany sigmoidaln¡ funkcj¡, która ma przedstawia¢
rozmyt¡ warto±¢ progow¡. W tym celu zostaªa wykorzystana funkcja Hilla opisana wzorem:

r(P ) =
Pn

Pn + θnP
, (4.102)

gdzie n to wspóªczynnik Hilla opisuj¡cy sko±no±¢ funkcji. W modelu ze sprz¦»eniem dodat-
nim, aby okre±li¢, czy gen jest aktywny czy nie, losuj¦ liczb¦ z rozkªadu równomiernego z
zakresu [0, 1] i porównuj¦ j¡ z warto±ci¡ funkcji r(P ). Je±li liczba losowa jest mniejsza od
r(P ), to gen jest aktywny. W ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym sytuacja jest odwrotna, a



92 Opis i analiza prostych modeli produkcji biaªka

Rysunek 4.11: Zale»no±¢ warto±ci prawdopodobie«stwa w funkcji liczby cz¡steczek biaªka,
dla ró»nych warto±ci wspóªczynnika Hilla n. Warto±¢ progowa θP = 5 · 104.

warto±¢ losowa mniejsza od funkcji prawdopodobie«stwa oznacza, »e gen jest nieaktywny.
Wraz ze wzrostem liczby cz¡steczek biaªka, wzrasta prawdopodobie«stwo aktywacji lub
dezaktywacji genu (w zale»no±ci od sprz¦»enia). Dla wysokich warto±ci parametru Hilla
(w tym przypadku n = 5) ukªad jest hiperwra»liwy na zmian¦ liczby cz¡steczek biaªka
w bliskiej okolicy warto±ci progowej, a funkcja prawdopodobie«stwa ma ksztaªt bardziej
zbli»ony do funkcji skokowej. Natomiast ukªady o niskich warto±ciach parametru Hilla (np.
n = 1), maj¡ szerokie spektrum wra»liwo±ci procesu na st¦»enie biaªka � nawet przy niskiej
liczno±ci biaªka w komórce, istnieje mo»liwo±¢ aktywacji procesu, ale jednocze±nie wysoka
liczno±¢ biaªka nie gwarantuje aktywacji procesu (Rysunek 4.11).

Losowa aktywacja genów powoduje zró»nicowanie tempa transkrypcji mRNA, a przez
to powoduje zró»nicowanie poziomu biaªka w populacji. Losowo±¢ przeª¡cze« mo»e by¢
gªównym czynnikiem ró»nicuj¡cym populacj¦, ale równie» jej odpowied¹ na terapi¦ [68].
Gªównym wyznacznikiem przy dobieraniu dawki leku jest skuteczno±¢ terapii, np. uzyska-
nie po»¡danego poziomu biaªka w komórkach. Jednak ze wzgl¦du na toksyczno±¢ leków,
nowoczesne podej±cie do planowania terapii zakªada takie dobranie st¦»enia leku, aby ne-
gatywny wpªyw na organizm byª jak najmniejszy. Dobranie leku zapewniaj¡cego skuteczn¡
terapi¦ jest zadaniem zarówno wa»nym, jak i bardzo trudnym. Badania teoretyczne, takie
jak przedstawione w niniejszej rozprawie, mog¡ nas do tego celu przybli»y¢.

Aby zbada¢ zale»no±¢ mi¦dzy zró»nicowaniem populacji komórkowej o ró»nych typach
autoregulacji a minimaln¡, efektywn¡ dawk¡ leku przeprowadziªam eksperyment in sili-

co uwzgl¦dniaj¡cy losowo±¢ aktywacji genów. Rozpatruj¡c model produkcji biaªka opisany
równaniami (4.2) - (4.7), zró»nicowanie populacji komórkowej wynika z ró»nej wra»liwo±ci
na obecno±¢ czynników regulatorowych (P ). Ró»na wra»liwo±¢ komórki jest modelowana
poprzez ró»ne warto±ci parametru Hilla n, reguluj¡ce sko±no±¢ funkcji (równanie (4.102)).
W ka»dym z badanych przypadków populacja jest zªo»ona z 500 komórek. Ze wzgl¦du na
losowo±¢ aktywacji genów, przebiegi czasowe poziomów biaªka w komórkach, nale»¡cych do
populacji, startuj¡ce z tych samych warunków pocz¡tkowych, ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡. Za-
kres zró»nicowania odpowiedzi jest zale»ny od parametru Hilla (n). Niezale»nie od rodzaju
autoregulacji, odpowied¹ populacji hiperwra»liwej na warto±¢ progow¡ biaªka (n = 5) jest
maªo zró»nicowana, a odpowied¹ w stanie ustalonym jest zbli»ona do odpowiedzi deter-
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ministycznej (1.65 · 104) (Rysunek 4.12A i B: trzecia kolumna). Dla n = 3 zró»nicowanie
populacji jest wi¦ksze, ale nadal ±redni poziom biaªka stabilizuje si¦ na warto±ci zbli»onej
do warto±ci w ukªadzie deterministycznym (Rysunek 4.12A i B, druga kolumna). Nato-
miast w komórkach, w których procesy aktywacji i dezaktywacji genów zachodz¡ nawet
przy liczbie biaªka dalekiej od warto±ci progowej (n = 1), zró»nicowanie populacji jest
bardzo du»e. Przebiegi czasowe charakteryzuj¡ si¦ du»¡ wariancj¡ w stosunku do pozio-
mu ±redniego (Rysunek 4.12A i B, pierwsza kolumna). �redni poziom biaªka w ukªadzie
ze sprz¦»eniem dodatnim jest znacznie ni»szy od odpowiedzi deterministycznej (Rysunek
4.12A, pierwsza kolumna). W ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym niska warto±¢ parame-
tru n skutkuje podwy»szeniem warto±ci ±redniej poziomu biaªka (Rysunek 4.12B, pierwsza
kolumna).

(A)

(B)

Rysunek 4.12: Przebiegi czasowe poziomu biaªka w przykªadowych 200 komórkach dla ró»-
nych warto±ci wspóªczynnika n bez podania leku; (A) w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim;
(B) w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym; (Szar¡, przerywan¡ lini¡ oznaczono odpowied¹
deterministyczn¡)

Ukªad ze sprz¦»eniem dodatnim

Na wykresach � Rysunek 4.13 zostaªy przedstawione ko«cowe poziomy biaªek, w ukªa-
dzie ze sprz¦»eniem dodatnim, w populacji o ró»nych warto±ciach parametru n oraz pod
wpªywem ró»nych dawek leku. Ka»da populacja skªada si¦ z 500 komórek, w których pro-
ces aktywacji i dezaktywacji genu jest losowy. We wszystkich populacjach podanie leku
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Rysunek 4.13: Ko«cowy poziom biaªka w populacji o ró»nej wra»liwo±ci (parametr n) przy
ró»nych dawkach leku (ukªad ze sprz¦»eniem dodatnim). Ró»ne kolory oznaczaj¡ ró»ne
komórki w populacji.

powoduje obni»enie poziomu biaªka, co jest zgodne z wynikiem symulacji modelu determi-
nistycznego. Na przebiegu deterministycznym (Rysunek 4.13 czarna linia) widoczny jest
gwaªtowny spadek poziomu biaªka, który wynika z przej±cia trajektorii z basenu przyci¡-
gania punktu RSP, w domenie powy»ej warto±ci progowej do basenu przyci¡gania punktu
RSP, w domenie poni»ej warto±ci progowej. W populacji komórkowej nawet bez podania
leku, widoczne jest bardzo du»e zró»nicowanie populacji o du»ym zakresie wra»liwo±ci na
biaªko (n = 1), w porównaniu do populacji o n = 3 i n = 5. W populacji o n = 1, wraz
ze wzrostem dawki leku wyst¦puje zmniejszenie ±redniego poziomu biaªka oraz zakresu
obserwowanych odpowiedzi. W populacjach o n = 3 i n = 5, wraz ze wzrostem dawki
leku równie» nast¦puje spadek ±redniego poziomu biaªka, ale najwi¦kszy zakres odpowiedzi
obserwuje si¦ dla ±rednich dawek leku. Szczególnie jest to widoczne w populacji o maªej
wra»liwo±ci (n = 5), gdzie przy niskiej i wysokiej dawce leku odpowied¹ jest bardzo homo-
geniczna, a przy dawce 3 000 cz¡steczek zakres odpowiedzi jest bardzo du»y (Rysunek 4.13,
trzeci wykres). To zachowanie jest przeanalizowane w dalszej cz¦±ci sekcji. Wyliczona, na
podstawie modelu deterministycznego, minimalna skuteczna dawka leku (równanie (4.8))
wynosi 3500 cz¡steczek. W przypadku zró»nicowanej populacji komórkowej okazuje si¦, »e
dawka ta nie jest wystarczaj¡ca, aby wywoªa¢ po»¡dane obni»enie poziomu biaªka, nawet
w cz¦±ci komórek. Skuteczno±¢ terapii w populacji z n = 1 oraz n = 3 jest zerowa. Nato-
miast w populacji o maªym zró»nicowaniu (n = 5) terapia jest skuteczna w 78% komórek
populacji (skuteczno±¢ terapii jest okre±lona wyª¡cznie na podstawie ostatniego punktu
czasowego), co zostaªo przedstawione na histogramie ko«cowych warto±ci poziomu biaªka
(Rysunek 4.14). Aby zapewni¢ skuteczno±¢ terapii tak»e w przypadku bardziej zró»nicowa-
nych populacji, konieczne jest zastosowanie wi¦kszych dawek leku. W populacji o du»ym
zró»nicowaniu (n = 1) dawka 5 000 cz¡steczek powoduje obni»enie poziomu biaªka poni»ej
warto±ci progowej u zaledwie 1% komórek, a podniesienie dawki do 5 500 cz¡st. pozwala na
osi¡gni¦cie celu w 42% komórek. W populacji o n = 3 dawka leku, pozwalaj¡ca osi¡gn¡¢
cel terapeutyczny we wszystkich komórkach, wynosi mi¦dzy 4 500 a 5 000 cz¡steczek. W
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Rysunek 4.14: Histogram ko«cowego poziomu biaªka w populacji maªo wra»liwej na niski
poziom biaªka (n = 5) po podaniu leku w dawce 3.5 ·103 (ukªad ze sprz¦»eniem dodatnim).
Cel terapeutyczny oznaczony przerywan¡, zielon¡ lini¡.

ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim, ±redni poziom biaªka przed podaniem leku jest ni»szy
ni» w modelu deterministycznym. Jednak losowa aktywacja genu, skutkuje mniejsza wra»-
liwo±ci¡ populacji na lek, przez konieczne jest podanie wi¦kszej dawki leku, ni» w ukªadzie
deterministycznym, aby osi¡gn¡¢ cel terapeutyczny.

Zró»nicowanie poziomów biaªka w ostatniej chwili czasu, w populacjach o ró»nych war-
to±ciach parametru n oraz przy ró»nych dawkach leku jest przedstawione w postaci wy-
kresów pudeªkowych (Rysunek 4.15). W stanie przed podaniem leku, poziom biaªka jest
najni»szy i najbardziej zró»nicowany w populacji o szerokim zakresie wra»liwo±ci (n = 1)
(Rysunek 4.15, pierwszy wykres). Po zadziaªaniu du»¡ dawk¡ leku (3 500 cz¡steczek), naj-
ni»szy poziom biaªka wyst¦puje w populacji o maªym zakresie wra»liwo±ci na poziom biaªka
(n = 5), natomiast najwi¦ksze zró»nicowanie jest w populacji n = 3, co wynika z przyci¡ga-
nia przez dwa punkty stacjonarne w domenach po przeciwnych stronach warto±ci progowej
(Rysunek 4.15, trzeci wykres). Wpªyw istnienia dwóch punktów stacjonarnych w ukªadzie
jest szczególnie widoczny w populacji o n = 5 po podaniu 3 000 cz¡steczek leku (Rysunek
4.15, ±rodkowy wykres), gdzie czerwony wykres ma bardzo du»¡ liczb¦ punktów odstaj¡-
cych. Analizuj¡c przebieg czasowy dla tego ukªadu (n = 5, DRUG = 3 · 103), po podaniu
leku jest widoczny podziaª populacji na dwie subpopulacje � dominuje populacja o niskim
poziomie biaªka, ale du»a cz¦±¢ komórek oscyluje na poziome biaªka zbli»onym do warto±ci
progowej θP = 50 000 cz¡st. (Rysunek 4.16, trzeci wykres). W populacjach o n = 1 oraz
n = 3 nie obserwuje si¦ podziaªu populacji na dwie cz¦±ci, ale zakres zmienno±ci dla popu-
lacji n = 3 jest wi¦kszy ni» dla populacji n = 1 (Rysunek 4.16, pierwszy i drugi wykres).
Du»a wra»liwo±¢ komórek na szeroki zakres liczby biaªka (czyli niska warto±¢ parametru n)
powoduje, »e przeª¡czenia mi¦dzy stanami genów zdarzaj¡ si¦ bardzo cz¦sto i s¡ w maªym
stopniu zale»ne od stanu ukªadu. W rezultacie odpowied¹ modelu ma charakter biaªego
szumu.
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Rysunek 4.15: Zakres zró»nicowania populacji komórkowej o ró»nej wra»liwo±ci (parametr
n) przy ró»nych dawkach leku (ukªad ze sprz¦»eniem dodatnim); (na wykresach przed-
stawiony poziom biaªka w chwili ko«cowej; ró»nymi kolorami oznaczone s¡ ró»ne warto±ci
parametru n, zgodnie z warto±ciami na osi x. )

Rysunek 4.16: Przebieg poziomu biaªka w populacji o ró»nej wra»liwo±ci (parametr n) po
podaniu 3 000 cz¡steczek leku (ukªad ze sprz¦»eniem dodatnim, 200 komórek na ka»dym
wykresie); (szara, przerywana linia � odpowied¹ deterministyczna)

Ukªad ze sprz¦»eniem ujemnym

Skuteczna dawka leku w modelu ze sprz¦»eniem ujemnym zostaªa okre±lona poprzez anali-
tyczne obliczenia i wynosi 20 000 cz¡steczek (sekcja 4.1). W ukªadzie ze sprz¦»eniem ujem-
nym wraz ze wzrostem dawki leku spada zró»nicowanie poziomów biaªka w ostatniej chwili
symulacji. Na wykresie � Rysunek 4.17 widoczne jest równie», »e dla ni»szych warto±ci
n, dawka leku, efektywna w caªej analizowanej populacji komórkowej, jest mniejsza ni» w
rozwi¡zaniu deterministycznym � punkty ko«cowych poziomów biaªka w symulacjach sto-
chastycznych s¡ poni»ej rozwi¡zania deterministycznego od dawki leku 12 500 cz¡steczek.
W rozwi¡zaniu deterministycznym widoczny jest brak zmian poziomu biaªka dla zakre-
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Rysunek 4.17: Ko«cowy poziom biaªka w populacji o ró»nej wra»liwo±ci (parametr n)
przy ró»nych dawkach leku (ukªad ze sprz¦»eniem ujemnym).Ró»ne kolory oznaczaj¡ ró»ne
komórki w populacji

su dawki leku, odpowiadaj¡cej wyst¦powaniu punktu SSP (Rysunek 4.4B). W populacji
wra»liwej na szeroki zakres ilo±ci biaªka (n = 1), ju» dawka 17 500 cz¡steczek leku gwa-
rantuje 100-procentow¡ skuteczno±¢. Terapia lekiem w liczbie 20 000 cz¡steczek pozwala
na uzyskanie 100% skuteczno±¢ w populacji o n = 3, natomiast w populacji o n = 5, przy
dawce DRUG = 20 000 cz¡st., 70% komórek osi¡ga cel terapeutyczny. Zatem, w ukªadzie
ze sprz¦»eniem ujemnym, wraz ze wzrostem zró»nicowania populacji (czyli spadkiem war-
to±ci n), zwi¦ksza si¦ wra»liwo±¢ na dziaªanie leku. W modelu ze sprz¦»eniem ujemnym, na
przebiegach czasowych widoczne jest, »e populacja o niskiej warto±ci n charakteryzuje si¦
zarówno wysokim ±rednim poziomem biaªka, jak i du»ym zakresem zmienno±ci, w porów-
naniu do pozostaªych populacji (Rysunek 4.12 B), co widoczne jest równie» na wykresach
pudeªkowych przedstawionych na Rysunku 4.19, pierwszy wykres.

Dla n = 3 oraz n = 5 zró»nicowanie populacji jest bardzo maªe, a warto±ci ±rednie
zbli»one do warto±ci modelu deterministycznego. Zró»nicowanie populacji przy ±rednich
dawkach leku (DRUG = 7 500 cz¡st.) wynika z oscylacji warto±ci progowych wokóª warto-
±ci granicznej θP (Rysunek 4.18). Po podaniu dawki leku, sugerowanej obliczeniami deter-
ministycznymi, we wszystkich analizowanych populacjach komórkowych nast¡piªo znaczne
obni»enie poziomu biaªka � cel terapeutyczny jest zrealizowany przez wi¦kszo±¢ populacji,
we wszystkich przypadkach. Wraz ze wzrostem n, spada zró»nicowanie populacji (Rysunek
4.19, trzeci wykres). Przy po±redniej dawce leku (10 000 cz¡steczek) odchylenie standardowe
w ukªadach jest zbli»one i wynosi odpowiednio: 1158, 1081 i 1037 cz¡steczek dla populacji
o n równych 1, 3 i 5 (Rysunek 4.19, drugi wykres). Sprz¦»enie ujemne w systemie regu-
lacji produkcji biaªka, skutkuje zwi¦kszeniem wra»liwo±ci modelu stochastycznego na lek,
w porównaniu do modelu deterministycznego. Wraz ze wzrostem parametru Hilla, wzra-
sta warto±¢ minimalnej, skutecznej dawki leku dla populacji. Jednocze±nie, dla ±rednich
dawek leku, obserwuje si¦ zbli»one odchylenia standardowe poziomów biaªka, niezale»nie
od parametru Hilla. Wynika to z dominuj¡cego wpªywu blisko±ci warto±ci granicznej na
cz¦sto±¢ przeª¡cze«. Przeciwna sytuacja ma miejsce w ukªadach ze sprz¦»eniem dodatnim,
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Rysunek 4.18: Przebieg poziomu biaªka w populacji komórek o ró»nych warto±ciach para-
metru n po podaniu 7 500 cz¡steczek leku (ukªad ze sprz¦»eniem ujemnym, 200 przykªado-
wych komórek na ka»dym wykresie) (Szara, przerywana linia - odpowied¹ deterministyczna,
czerwona linia - warto±¢ progowa)

w których populacja stochastyczna jest mniej wra»liwa na lek, w porównaniu do modelu
deterministycznego, a dla ±rednich dawek leku wyst¦puje du»e zró»nicowanie odpowiedzi
populacji.

Rysunek 4.19: Zakres zró»nicowania populacji komórkowej scharakteryzowanych ró»nymi
warto±ciami parametru n przy ró»nych dawkach leku (ukªad ze sprz¦»eniem ujemnym). Na
wykresach przedstawiono poziom biaªka w chwili ko«cowej.

4.7 Dyskusja

Systemy kawaªkami liniowe maj¡ wiele zastosowa« ze wzgl¦du na zdolno±¢ do posiadania
równocze±nie kilku typów zachowania. Przeª¡czenia powoduj¡ skokow¡ zmian¦ struktury
i/lub warto±ci parametrów, co skutkuje zmian¡ dynamiki. Dzi¦ki temu, nawet stosunkowo
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prosty model mo»e prawidªowo oddawa¢ dynamik¦ skomplikowanego systemu. Przedsta-
wiona w niniejszym rozdziale analiza pozwoliªa, z jednej strony na zaprezentowanie me-
todyki analizy ukªadów z przeª¡czeniami na prostym przykªadzie, a z drugiej strony na
scharakteryzowanie prostego ukªadu biologicznego.

Analizowany ukªad biologiczny to prosty model produkcji biaªka, uwzgl¦dniaj¡cy dwa
ró»ne typy autoregulacji: sprz¦»enie dodatnie oraz sprz¦»enie ujemne. Zakªadamy, »e istnie-
je mo»liwo±¢ oddziaªywania na niniejszy ukªad poprzez podanie leku, zwi¦kszaj¡cego tempo
degradacji biaªka. Podanie leku ma na celu obni»enie poziomu biaªka poni»ej wybranego
celu terapeutycznego. Przeprowadzona analiza wedªug zaproponowanego schematu (sek-
cja 3.6) pozwoliªa zbada¢ mi wªa±ciwo±ci ukªadu, m.in. podstawow¡ dynamik¦ odpowiedzi,
wyst¦powanie punktów równowagi oraz mo»liwych trajektorii. Zbadaªam równie» wpªyw
podania leku (modelowanego jako przeª¡czenie zale»ne od czasu) na zachowanie ukªadu
oraz osi¡galno±¢ celu terapeutycznego. W celu uwzgl¦dniania heterogeniczno±ci populacji
komórkowej w eksperymentach biologicznych, zbadaªam wpªyw zró»nicowania wªa±ciwo±ci
komórek poprzez zrandomizowanie poªo»enia warto±ci progowej θP , oznaczaj¡cej wra»li-
wo±¢ komórki na poziom czynnika transkrypcyjnego. Ponadto wykonaªam badania wpªywu
losowo±ci aktywacji genów na zró»nicowanie odpowiedzi komórki. Wszystkie te badania po-
zwoliªy na lepsze poznanie wªa±ciwo±ci badanych ukªadów.

Systemy ze sprz¦»eniem dodatnim pozwalaj¡ m.in. na wzmocnienie i utrzymanie sy-
gnaªu w komórce, co wyst¦puje na przykªad w wewn¡trzkomórkowych kaskadach sygnaªo-
wych. W przedstawionym powy»ej modelu wida¢, »e ukªad ze sprz¦»eniem dodatnim jest
bardziej wra»liwy na oddziaªywania zewn¦trzne ni» ukªad ze sprz¦»eniem ujemnym. Sprz¦-
»enia ujemne s¡ cz¦stym elementem sieci genowo-biaªkowych ze wzgl¦du na zdolno±¢ do
stabilizacji ukªadu oraz niwelowania zakªóce« zewn¦trznych. Osi¡gni¦cie celu terapeutycz-
nego byªo mo»liwe po podaniu znacznie wy»szej dawki leku. Ponadto w takich ukªadach
mo»e wyst¦powa¢ przeregulowanie � po podaniu leku obserwuje si¦ gwaªtowne obni»enie
poziomu biaªka, a po pewnym czasie ukªad stabilizuje si¦ na wy»szym poziomie. Takie za-
chowanie ukªadu mo»e by¢ szczególnie myl¡ce przy badaniach kontrolnych, poniewa» niski
poziom biaªka mo»e sugerowa¢ osi¡gni¦cie celu terapeutycznego, co jest prawd¡ tylko w
krótkim horyzoncie czasu. Jednocze±nie, dynamika modelu ze sprz¦»eniem ujemnym jest
bardzo szybka, a czas doj±cia do stanu równowagi jest znacznie krótszy, ni» w ukªadzie ze
sprz¦»eniem dodatnim.

Analityczne wyznaczenie punktów stacjonarnych, wykazaªo znacz¡ce ró»nice w dynami-
ce ukªadów z ró»nymi typami regulacji. W ukªadach ze sprz¦»eniem dodatnim, dla pewnych
zakresów parametrów, wyst¦puje bistacjonarno±¢, natomiast w ukªadach ze sprz¦»eniem
ujemnym wyst¦puje punkt równowagi typu centrum, wokóª którego wyst¦puj¡ stabilne
oscylacje. Analitycznie wyznaczone punkty RSP i SSP posiadaj¡ potwierdzenie w symula-
cjach numerycznych.

Heterogeniczno±¢ populacji objawiaj¡ca si¦ m.in. ró»n¡ wra»liwo±ci¡ komórki na obec-
no±¢ czynników reguluj¡cych aktywno±¢ genu, wpªywa zarówno na czas odpowiedzi, jak i
poziom ko«cowy biaªka. W ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim wyznaczyªam analitycznie
wyst¦powanie dla pewnego zakresu parametrów dwóch punktów RSP jednocze±nie. Wy-
konane nast¦pnie badania numeryczne wykazaªy podziaª populacji na dwie subpopulacje
o ró»nych poziomach biaªka (Rysunek 4.7A i B). Takie zachowanie populacji jest istot-
ne z punktu widzenia planowania terapii, a ±wiadomo±¢ obecno±ci sprz¦»enia dodatniego
w ukªadzie, pozwoli na przewidzenie mo»liwego zachowania ukªadu po podaniu leku. W
ukªadach ze sprz¦»eniem ujemnym, równie» wyst¦puje podziaª na subpopulacje o ró»nych
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typach odpowiedzi, ale zakres zró»nicowania odpowiedzi jest znacznie mniejszy. Poza ko-
mórkami, w których wyst¦puje stabilizacja poziomu biaªka w punkcie RSP, mo»na równie»
wyró»ni¢ subpopulacj¦, w której wyst¦puj¡ oscylacje wokóª warto±ci progowej (Rysunek
4.8A i B). W badanym modelu, ze wzgl¦du na bardzo szybk¡ dynamik¦, oscylacje te s¡
bardzo niewielkie, ale w bardziej rzeczywistym modelu, uwzgl¦dniaj¡cym transport mRNA
oraz po±rednie formy biaªka, oscylacje te mogªyby mie¢ znacznie wi¦ksz¡ amplitud¦.

Zró»nicowanie czasu podania leku w ukªadzie z przeª¡czeniami pozwala zbada¢ wpªyw
na odpowied¹ populacji ró»nych poziomów biaªek w komórkach, w chwili podania leku.
Wczesne podanie leku pozwala na ograniczenie rozwoju choroby, dzi¦ki utrzymaniu po-
ziomu biaªka na niskim poziomie. Przy uwzgl¦dnieniu zarówno zró»nicowania wra»liwo±ci
komórki na obecno±¢ czynników regulatorowych, jak i poziomu biaªka w chwili podania
leku, okazuje si¦, »e podanie leku przy ni»szych poziomach biaªka, pozwala na osi¡gni¦cie
celu terapeutycznego w wi¦kszej cz¦±ci populacji komórkowej.

Zakres zmienno±ci wewn¡trzpopulacyjnej ma bardzo du»e znaczenie przy okre±laniu
warto±ci dawki, która, przy minimalnej toksyczno±ci, zapewni zrealizowanie celu terapeu-
tycznego. Zró»nicowanie w zakresie st¦»enia czynników regulatorowych, umo»liwiaj¡cych
aktywacj¦ procesu przeª¡czenia stanu genu mo»e wynika¢ z ró»nic mi¦dzy procesami, li-
niami komórkowymi lub populacjami. Populacja komórkowa o du»ym zakresie wra»liwo±ci
na czynniki regulatorowe (czyli populacja o n = 1) posiada bardzo du»e zró»nicowanie
poziomu biaªka w chwili ko«cowej w ukªadzie bez podania leku. �redni poziom biaªka
w populacji mo»e by¢ zarówno wy»szy, jak i ni»szy od odpowiedzi deterministycznej, w
zale»no±ci od wyst¦puj¡cych sprz¦»e« w ukªadzie oraz dawki. W modelu ze sprz¦»eniem
ujemnym z szerokim zakresem wra»liwo±ci na czynniki regulatorowe (n = 1), ±redni poziom
biaªka przy niskich dawkach leku jest wy»szy, natomiast przy wysokich dawkach jest ni»szy
w stosunku do wyniku modelu deterministycznego. Podwy»szenie poziomu biaªka wynika z
losowej aktywacji drugiego genu, który w ukªadzie deterministycznym, w domenie {1} jest
stale nieaktywny. Natomiast wraz ze wzrostem dawki leku, rozwi¡zanie deterministyczne
przechodzi do domeny poni»ej warto±ci progowej, gdzie obydwa geny s¡ aktywne. Losowa
dezaktywacja jednego genu w modelu stochastycznym powoduje obni»enie poziomu biaªka
w stosunku do odpowiedzi deterministycznej. Z kolei w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim
obserwowana jest odwrotna zale»no±¢. Jest to ±ci±le powi¡zane ze struktur¡ zaproponowa-
nego ukªadu: je±li w danym stanie w ukªadzie deterministycznym s¡ aktywne dwa geny,
losowa dezaktywacja jednego z nich b¦dzie obni»aªa poziom biaªka w ukªadzie. Natomiast,
je±li w ukªadzie deterministycznym w danym stanie jest aktywny tylko jeden gen, losowa,
nawet chwilowa aktywacja drugiego, spowoduje podwy»szenie poziomu biaªka w ukªadzie.

Wyst¦powanie w systemie sprz¦»enia dodatniego cz¦sto skutkuje pojawieniem si¦ bista-
bilno±ci, widocznej w wynikach eksperymentów biologicznych, jako ró»ne typy odpowiedzi
(np. [69, 70]). Podziaª populacji na dwie cz¦±ci, zostaª wykazany poprzez wspóªistnienie
dwóch punktów stacjonarnych i jest równie» widoczny w wynikach modelu ze sprz¦»eniem
dodatnim, zawieraj¡cym stochastyczne przeª¡czenia. Powy»sze wyniki pokazuj¡, »e akty-
wacja ró»nych typów odpowiedzi jest mo»liwa tylko w ukªadach z przeª¡czeniem silnie
zale»nym od st¦»enia czynnika regulatorowego (wysoka warto±¢ n). Dla niskich warto±ci
n przeª¡czenia stanu genu mog¡ zachodzi¢ równie» dla st¦»e« czynnika regulatorowego
dalekich od warto±ci progowej. Baseny przyci¡gania wokóª punktów stacjonarnych maj¡
rozmyte granice, przez co trajektoria jest przyci¡gana przez obydwa punkty jednocze±nie.
Silne nakªadanie si¦ basenów przyci¡gania skutkuje cz¦stymi zmianami domeny, a w kon-
sekwencji trajektoria ukªadu jest silnie zaszumiona i biegnie chaotycznie w okolicy granicy
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mi¦dzy domenami.
Ze wzgl¦du na procesy rozprzestrzeniania si¦ leku w organizmie, jego oddziaªywanie z

innymi cz¡steczkami, procesy rozpadu i wydalania z organizmu, zaªo»enie o staªym st¦»eniu
leku w komórce jest bardzo du»ym przybli»eniem. W wyniku spadku liczby cz¡steczek leku,
w rzeczywistych ukªadach mo»e nast¡pi¢ wzrost poziomu biaªka. W efekcie cel terapeutycz-
ny, zde�niowany jako utrzymanie poziomu biaªka poni»ej zaªo»onej warto±ci, przestanie
by¢ realizowany. Przy zaªo»eniu, »e celem jest utrzymanie niskiego poziomu biaªka przez
pewien czas, mo»na zaproponowa¢ kilka rodzajów terapii. Jedn¡ z opcji jest wielokrotne
podawanie niskich dawek leku (np. terapia metronomiczna), które pozwala utrzyma¢ st¦-
»enie leku wewn¡trz komórki na niskim, maªotoksycznym poziomie, przy jednoczesnym
utrzymaniu realizacji celu terapeutycznego. Ten typ terapii mo»e równie» by¢ modelowa-
ny przy zastosowaniu modeli z przeª¡czeniami, gdzie sygnaª przeª¡czaj¡cy jest okresow¡
funkcj¡ oznaczaj¡c¡ chwile podania leku. Takie podej±cie pozwala na uzyskanie ciekawych
wyników ju» na prostych modelach dynamiki wewn¡trzkomórkowej, co pokazaªam w swojej
publikacji [14].
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Rozdziaª 5

Model moduªu regulatorowego biaªka

p53

Biaªko p53 nosi nazw¦ stra»nika genomu, ze wzgl¦du na kluczow¡ rol¦ w aktywacji odpowie-
dzi komórkowej na uszkodzenia DNA, powstaªe w wyniku dziaªania czynników zewn¡trz-
oraz wewn¡trzkomórkowych [27]. Ze wzgl¦du na znaczenie biaªka p53, nad jego budow¡,
funkcjami, moduªem regulatorowym oraz aktywowanymi przez niego procesami, od wielu
lat jest prowadzonych szereg bada«, zarówno biologicznych, jak i symulacyjnych. Bazuj¡c
na dost¦pnej wiedzy na temat budowy i funkcjonowania moduªu regulatorowego biaªka p53
stworzyªam jego model, przy wykorzystaniu metodologii ukªadów z przeª¡czeniami. Pod-
czas tworzenia modelu i dobierania warto±ci parametrów wykorzystaªam dost¦pn¡ wiedz¦
biologiczn¡ oraz wªasne modele matematyczne biaªka p53. Ze wzgl¦du na zªo»on¡ dyna-
mik¦ moduªu regulatorowego biaªka p53, opisuj¡ce go modele matematyczne s¡ silnie nie-
liniowe (m.in. [22, 71]), a analiza ich zachowania zazwyczaj opiera si¦ na stochastycznych
lub deterministycznych przebiegach czasowych, otrzymanych metodami numerycznymi. W
niniejszej rozprawie, dzi¦ki zastosowaniu ukªadów kawaªkami liniowych, wykonaªam do-
kªadn¡ analiz¦ systemu, uwzgl¦dniaj¡c¡ m.in. analityczne rozwi¡zanie, tworzenie grafów
tranzycji oraz wyznaczenie punktów stacjonarnych. Otrzymane wyniki symulacji odnio-
sªam do znalezionych w literaturze wyników biologicznych oraz wyników symulacyjnych
otrzymanych z wykorzystaniem innych modeli. Dzi¦ki takiemu podej±ciu mogªam oceni¢
poprawno±¢ otrzymanych wyników, a tak»e oszacowa¢ ich przydatno±¢, w porównaniu do
wyników modelowania nieliniowego.

Gªówna aktywno±¢ biaªka p53 polega na regulacji ekspresji genów zwi¡zanych z sze-
regiem procesów, takich jak naprawa DNA, blokada cyklu komórkowego, starzenie si¦ ko-
mórek czy apoptoza. W normalnych komórkach st¦»enie biaªka p53 jest utrzymywane na
niskim poziomie dzi¦ki szybkiej degradacji, indukowanej przez biaªko MDM2. Po poja-
wieniu si¦ uszkodze« materiaªu genetycznego poziom biaªka p53 gwaªtownie wzrasta [72].
Nawet niewielkie uszkodzenia komórki wywoªuj¡ akumulacj¦ p53, które nast¦pnie aktywuje
procesy ich naprawy. Ponadto p53 aktywuje produkcj¦ biaªek odpowiedzialnych za blokad¦
cyklu komórkowego, takich jak biaªko p21, 14-3-3-sigma czy GADD45. W rezultacie nast¦-
puje tymczasowa blokada podziaªów komórki, co zapobiega powielaniu si¦ uszkodzonych
komórek i daje czas na napraw¦ uszkodze« [72]. Znacz¡ce uszkodzenia komórki, które nie
mog¡ by¢ efektywnie naprawione, skutkuj¡ dalsz¡ akumulacj¡ biaªka p53, które aktywuje
programowan¡ ±mier¢ komórki (apoptoz¦) [73]. Oczywi±cie proces odpowiedzi komórkowej
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na stress jest bardzo skomplikowany i zaanga»owane s¡ w niego liczne biaªka i inne zwi¡z-
ki (np. mikroRNA). W organizmie wielokomórkowym prawidªowe funkcjonowanie ±cie»ki
apoptotycznej umo»liwia m.in. likwidacj¦ komórek mutagennie zmienionych, posiadaj¡cych
potencjaª nowotworowy.

5.1 Opis modelu moduªu regulatorowego biaªka p53

W zaproponowanym modelu moduªu regulatorowego biaªka p53, uwzgl¦dniªam jedynie naj-
wa»niejsze oddziaªywania, kluczowe dla zachowania wªa±ciwej dynamiki ukªadu. W stwo-
rzonym modelu uwzgl¦dnione s¡ tylko dwie, gªówne p¦tle sprz¦»enia zwrotnego: jedna
dodatnia i jedna ujemna oraz trzy biaªka: p53, MDM2 i PTEN. Ujemna p¦tla sprz¦»enia
zawiera p53 oraz jego inhibitor � biaªko MDM2. p53 aktywuje ekspresj¦ biaªka MDM2,
które, jako ligaza E3 ubikwityny, reguluje proces przyª¡czenia cz¡steczek ubikwityny do
p53, co jest sygnaªem do degradacji tego biaªka [74]. Dzi¦ki dziaªaniu p¦tli ujemnej, nor-
malne, niepobudzone czynnikami stresowymi komórki, znajduj¡ si¦ w stanie równowagi, w
którym jest staªy, niski poziom biaªek p53 i PTEN oraz wysoki poziom MDM2 [75]. Druga
p¦tla sprz¦»enia � sprz¦»enie dodatnie, pozwala natomiast na du»y wzrost poziomu biaªka
p53, je»eli uszkodzenia materiaªu genetycznego w komórce nie zostan¡ dostatecznie szybko
naprawione [76]. Sprz¦»enie dodatnie zawiera szereg biaªek, m. in. biaªko PTEN, którego
gen jest aktywowany przez p53. PTEN dezaktywuje biaªko PIP3, które jest konieczne w
dalszym procesie aktywacji biaªka MDM2. Wysoki poziom biaªka PTEN skutkuje blokad¡
transportu MDM2 z cytoplazmy do j¡dra komórkowego [72]. Biaªko p53, ze wzgl¦du na
swoj¡ rol¦ czynnika transkrypcyjnego, jest zlokalizowane gªównie w j¡drze komórkowym,
zatem ograniczenie transportu MDM2 do j¡dra pozwala na znaczne wydªu»enie czasu póª-
trwania biaªka p53, poprzez zmniejszenie tempa jego degradacji. Efektem dziaªania p¦tli
dodatniej jest nagromadzenie biaªka p53 w j¡drze komórkowym, co skutkuje wzrostem
ilo±ci biaªek proapoptotycznych (takich jak Bax), zale»nych transkrypcyjnie od obecno±ci
biaªka p53. Uszkodzenia DNA indukuj¡ wiele zmian w komórce, m.in. aktywuj¡ gwaªtown¡
degradacj¦ biaªka MDM2, co skutkuje wytr¡ceniem ukªadu ze stanu równowagi. W stworzo-
nym modelu upro±ciªam cz¦±¢ oddziaªywa«, zostawiaj¡c jedynie najistotniejsze elementy:
zale»no±¢ transkrypcyjn¡ biaªek PTEN i MDM2 od biaªka p53, aktywacj¦ degradacji p53
przez MDM2, zahamowanie transportu MDM2 do cytoplazmy pod wpªywem wysokiego
poziomu PTEN oraz aktywacj¦ degradacji MDM2 pod wpªywem uszkodze« komórki.

Powy»sz¡ sie¢ zale»no±ci zamodelowaªam przy wykorzystaniu metodyki ukªadów z prze-
ª¡czeniami. Wst¦pn¡ wersj¦ modelu kawaªkami liniowego przedstawiªam w publikacjach
[77, 78], gdzie porównaªam jego wyniki z analogicznym modelem nieliniowym. W kolej-
nych pracach przedstawiªam ostateczn¡ form¦ modelu wraz z parametrami oraz wykonan¡
analiz¦ [79, 80]. Opublikowaªam równie», na nieco zmody�kowanym modelu, wyniki symu-
lacji populacji heterogenicznej w zale»no±ci od lokalizacji warto±ci progowych [81].

Stworzony model przedstawia dziaªanie moduªu regulatorowego biaªka p53 oraz ilu-
struje zachowanie si¦ ukªadu w odpowiedzi na stres. Model zawiera tylko najwa»niejsze
biaªka tworz¡ce sie¢ regulatorow¡ biaªka p53, co pozwala, przy du»ej prostocie modelu,
odwzorowa¢ podstawow¡ dynamik¦ ukªadu. Model zawiera 4 zmienne:

• P � biaªko p53,

• M � cytoplazmatyczne biaªko MDM2,
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(A) (B)

Rysunek 5.1: Struktura modelu moduªu regulatorowego biaªka p53; (A) Schemat oddzia-
ªywa« w modelu; (B) Podziaª przestrzeni stanu przez warto±ci progowe

• N � j¡drowe biaªko MDM2,

• T � biaªko PTEN

oraz wymuszenie R � stres, który powoduje powstanie uszkodze« DNA i wzrost tempa
degradacji MDM2, zarówno j¡drowego, jak i cytoplazmatycznego. Schemat modelu jest
przedstawiony na Rysunku 5.1A. Przedstawia on biaªka (zmienne modelu � w kóªkach),
procesy (strzaªki z ci¡gªymi liniami, wraz z parametrami tempa reakcji) oraz oddziaªywa-
nia biaªek na tempa procesów (oznaczone przez strzaªki z przerywan¡ lini¡). Podukªady
tworz¡ce system s¡ opisane liniowymi modelami uwzgl¦dniaj¡cymi procesy produkcji, de-
gradacji oraz transportu. Równanie opisuj¡ce zmiany poziomu p53 jest nast¦puj¡ce:

dP (t)
dt

= p1 − d∗1(N(t))P (t). (5.1)

Zmiana poziomu liczby cz¡steczek biaªka p53 zale»y od tempa produkcji (które jest staªe �
pierwszy czªon) oraz degradacji, zale»nej od liczby j¡drowego biaªka MDM2 (drugi czªon).

dM(t)
dt

= p∗2(P (t))− d2 (1 +R)M(t)− k∗1(T (t))M(t). (5.2)

Zmiana poziomu biaªka MDM2 w cytoplazmie zale»y od tempa produkcji (niskie lub wy-
sokie w zale»no±ci od poziomu p53, równanie (5.2) � pierwszy czªon), tempa degradacji
(zwi¦kszanej przez wymuszenie R � drugi czªon równania (5.2)) oraz tempa transportu do
j¡dra (wysokiego w warunkach normalnych lub niskiego dla wysokiego poziomu PTEN �
trzeci czªon równania (5.2)). Zmiana poziomu j¡drowego MDM2 jest opisana nast¦puj¡cym
równaniem:

dN(t)
dt

= k∗1(T (t))M(t)− d2 (1 +R)N(t). (5.3)

Zmiana poziomu biaªka MDM2 w j¡drze jest uzale»niona od tempa importu MDM2 z
cytoplazmy (pierwszy czªon) oraz tempa degradacji, które podobnie jak tempo degrada-
cji cytoplazmatycznego MDM2, jest zale»ne od stresu R (drugi czªon). Natomiast tempo
zmiany poziomu biaªka PTEN zale»y jedynie od tempa jego produkcji, regulowanej przez
p53 (pierwszy czªon równania (5.4)), oraz degradacji, która jest staªa (drugi czªon równania
(5.4)).

dT (t)
dt

= p∗3(P (t))− d3 T (t). (5.4)
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Parametry modelu, których warto±¢ zale»y od stanu ukªadu s¡ oznaczone gwiazdk¡ (∗), a w
nawiasach oznaczone s¡ zmienne, które wpªywaj¡ na warto±¢ danego parametru. Aktywacja
procesów zachodzi po przekroczeniu warto±ci progowej danego biaªka. W modelu istniej¡
4 warto±ci progowe:

• θP � warto±¢ progowa biaªka p53 � dzieli ukªad na domeny, w których produkcja
biaªek MDM2 oraz PTEN jest niska lub wysoka,

• θT � warto±¢ progowa biaªka PTEN � rozdziela przestrze« stanu na domeny, w któ-
rych transport MDM2 do cytoplazmy jest normalny (szybki) lub ograniczony (wolny),

• θN1 i θN2 � dwie warto±ci progowe j¡drowego MDM2 � oddzielaj¡ stany ukªadu, w
których warto±¢ tempa degradacji p53 jest niska, ±rednia lub wysoka. Dwie warto±ci
progowe maj¡ za zadanie lepiej oddawa¢ stan komórki, w których w eksperymentach
biologicznych obserwuje si¦ niski, ±redni i wysoki poziom biaªka p53.

Podziaª przestrzeni stanu na 12 podprzestrzeni, przez zastosowane warto±ci progowe jest
przedstawiony na Rysunku 5.1B. Ze wzgl¦du na brak warto±ci progowej biaªka M , mo»li-
we jest przedstawienie trójwymiarowej przestrzeni stanu, uwzgl¦dniaj¡cej jedynie zmienne
posiadaj¡ce warto±ci progowe (czyli P , N i T ). W zwi¡zku z istnieniem czterech warto-
±ci progowych w ukªadzie wyst¦puj¡ cztery zmienne przeª¡czaj¡ce, wskazuj¡ce, czy dana
zmienna jest powy»ej czy poni»ej danej warto±ci progowej (ZP , ZN1, ZN2, ZT ), co mo»na
zapisa¢ jako:

ZP =

{
0 dla P < θP

1 dla P  θP ,
(5.5)

ZN1 =

{
0 dla N < θN1

1 dla N  θN1,
(5.6)

ZN2 =

{
0 dla N < θN2

1 dla N  θN2,
(5.7)

ZT =

{
0 dla T < θT

1 dla T  θT .
(5.8)

Warto±ci parametrów zale»nych od stanu ukªadu, mo»na przedstawi¢ poprzez wymno»enie
parametrów reakcji przez binarne warto±ci zmiennych przeª¡czaj¡cych:

p∗2 = p20 + p21 ZP , (5.9)

p∗3 = p30 + p31 ZP , (5.10)

d∗1 = d10 + d11 ZN1 + d12 ZN2, (5.11)

k∗1 = k10 − k11 ZT , (5.12)

przy zaªo»eniu k10 > k11. Wszystkie parametry skªadaj¡ si¦ z sumy tempa zale»nego od
zmiennych przeª¡czaj¡cych oraz podstawowego tempa procesu, poniewa» procesy te mog¡
by¢ aktywowane równie» przez inne biaªka (np. inne czynniki transkrypcyjne) i nawet przy
niskich poziomach biaªek mo»na zaobserwowa¢ wyst¦powanie danego procesu. Podobnie
w równaniu (5.12) jest zakªadane, »e PTEN nie blokuje caªkowicie transportu MDM2 do
j¡dra, ale znacz¡co go hamuje. W ka»dej domenie zestaw parametrów modelu b¦dzie miaª
ró»ne warto±ci. Parametry oraz struktur¦ modelu dobraªam na podstawie wcze±niejszych
prac [77, 78] oraz udost¦pnionego mi modelu nieliniowego (przedstawionego w dalszej cz¦±ci
rozprawy) tak, aby jak najlepiej oddawa¢ zachowanie rzeczywistego ukªadu, nie uwzgl¦d-
niaj¡c jednak »adnej specy�cznej linii komórkowej. Warto±ci parametrów modelu, warto±ci
progowe oraz warto±ci pocz¡tkowe zmiennych s¡ przedstawione w Tabeli 5.1.
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Tabela 5.1: Warto±ci pocz¡tkowe, parametry i progi w modelu PLDE biaªka p53

Parametr Opis Warto±¢ Jednostka

p1 tempo produkcji P 8.8 1/s
p20 tempo podstawowej produkcji M 2.4 1/s
p21 tempo produkcji M indukowanej przez P 21.6 1/s
p30 tempo podstawowej produkcji T 0.5172 1/s
p31 tempo produkcji T indukowanej przez P 3.6204 1/s
d10 tempo podstawowej degradacji P 9.8395 · 10−5 1/s
d11 tempo podwy»szonej degradacji P indukowanej

przez N
6.5435 · 10−5 1/s

d12 tempo wysokiej degradacji P indukowanej
przez N

9.8395 · 10−5 1/s

d2 tempo degradacji M i N 1.375 · 10−5 1/s
d3 tempo degradacji T 3 · 10−5 1/s
k10 tempo podstawowego transportu N 1.5 · 10−4 1/s
k11 obni»enie tempa transportu N przez T 1.4713 · 10−4 1/s

θP warto±¢ progowa dla P 4.5 · 104 cz¡steczek
θN1 1. warto±¢ progowa dla N 4 · 104 cz¡steczek
θN2 2. warto±¢ progowa dla N 8 · 104 cz¡steczek
θT warto±¢ progowa dla T 105 cz¡steczek

P0 warto±¢ pocz¡tkowa P 2.6858 · 104 cz¡steczek
M0 warto±¢ pocz¡tkowa M 1.1166 · 104 cz¡steczek
N0 warto±¢ pocz¡tkowa N 1.5438 · 104 cz¡steczek
T0 warto±¢ pocz¡tkowa T 1.7240 · 105 cz¡steczek

Przebiegi czasowe

Podczas wyboru ukªadów kawaªkami liniowych do opisu rzeczywistych systemów biologicz-
nych rodzi si¦ w¡tpliwo±¢, czy s¡ one zdolne do oddania skomplikowanej, nieliniowej dyna-
miki ukªadu. W celu zaprezentowania efektywno±ci modelowania z przeª¡czeniami, wyniki
symulacji otrzymanych z modelu kawaªkami liniowego s¡ zestawione z wynikami symulacji
analogicznego, silnie nieliniowego modelu moduªu regulatorowego biaªka p53 (autorstwa
dra hab. Krzysztofa Puszy«skiego, prof. nzw. Pol. �l.) b¦d¡cym uproszeniem modelu [71]).
Równania modelu s¡ nast¦puj¡ce:

dP (t)
dt

= p̃1 − d̃1N(t)2 P (t), (5.13)

dM(t)
dt

= p̃2
P (t)4

P (t)4 + k̃42

− d̃2 (1 +R)M(t)− k̃1
k̃23

k̃23 + T (t)2
M(t), (5.14)

dN(t)
dt

= k̃1
k̃23

k̃23 + T (t)2
M(t)− d̃2 (1 +R)N(t), (5.15)

dT (t)
dt

= p̃3
P (t)4

P (t)4 + k̃42

− d̃3 T (t), (5.16)
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Tabela 5.2: Warto±ci parametrów w nieliniowym modelu biaªka p53

Parametr Opis Warto±¢ Jednostka

p̃1 tempo produkcji P 8.8 1/s
p̃2 tempo produkcji M 440 1/s
p̃3 tempo produkcji T 100 1/s
d̃1 tempo degradacji P 1.375 · 10−14 1/s
d̃2 tempo degradacji M i N 1.375 · 10−5 1/s
d̃3 tempo degradacji T 3 · 10−5 1/s
k̃1 tempo transportu N 1.925 · 10−4 1/s
k̃2 staªa w równaniu na produkcj¦ M i T 1 · 10−5 cz¡steczek4

k̃3 staªa w równaniu na transport T 1.5 · 10−5 cz¡steczek2

(A) (B)

Rysunek 5.2: Porównanie przebiegów czasowych otrzymanych za pomoc¡ modelu kawaª-
kami liniowego i nieliniowego w systemie bez wymuszenia; (A) Model kawaªkami liniowy;
(B) Modelu nieliniowy.

gdzie czªony równa« oznaczaj¡ce konkretne procesy s¡ w takiej samej kolejno±ci jak w
analogicznych równaniach modelu kawaªkami liniowego (równania (5.1)-(5.4)). Parametry
wyst¦puj¡ce w modelu nieliniowym zostaªy oznaczone tyld¡ (np. p̃1), aby odró»ni¢ je od
parametrów modelu kawaªkami liniowego, a ich warto±ci s¡ przedstawione w Tabeli 5.2.

W warunkach bez podania czynnika stresowego (R = 0 a.u.) w przypadku obydwu
modeli widoczny jest wysoki poziom j¡drowego MDM2 i niski poziom pozostaªych biaªek.
Warto±ci pocz¡tkowe s¡ takie same w obydwóch modelach i zostaªy dobrane poprzez nume-
ryczne sprawdzenie lokalizacji punktu stacjonarnego w modelu nieliniowym. W przypadku
modelu kawaªkami liniowego, w pocz¡tkowych chwilach symulacji widoczne s¡ niewielkie
zmiany poziomu biaªek, wynikaj¡ce z niewielkiej ró»nicy mi¦dzy punktem równowagi w
ukªadzie kawaªkami liniowym (Rysunek 5.2A) i nieliniowym (Rysunek 5.2B), b¦d¡cej efek-
tem doboru parametrów.

Przy ±rednich uszkodzeniach materiaªu genetycznego, w eksperymentach biologicznych
obserwuje si¦ oscylacje poziomu biaªka p53, wywoªane dziaªaniem ujemnej p¦tli sprz¦»enia
[82]. W przypadku modelu nieliniowego, po zadziaªaniu stresem o warto±ci R = 4 a.u., ob-
serwuje si¦ gasn¡ce oscylacje (Rysunek 5.3B). Natomiast w przypadku modelu kawaªkami
liniowego oscylacje s¡ staªe (Rysunek 5.3B). W obu przypadkach nie obserwuje si¦ powrotu
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(A) (B)

Rysunek 5.3: Porównanie przebiegów czasowych otrzymanych za pomoc¡ modelu kawaªka-
mi liniowego i nieliniowego w systemie z wymuszeniem R = 4 a.u.; (A) Model kawaªkami
liniowy; (B) Model nieliniowy

do stanu pocz¡tkowego, poniewa» stres jest modelowany jako staªa zmiana parametru. Je-
±li modele zostaªyby rozbudowane o równanie opisuj¡ce poziom uszkodze« DNA, mo»liwe
byªoby obserwowanie naprawy DNA oraz powrotu do stanu sprzed dziaªania stresu. Jed-
nak»e element ten nie jest istotny w kontek±cie badania dynamiki moduªu regulatorowego
biaªka p53, dlatego zostaª pomini¦ty w niniejszych modelach.

Wysokie dawki czynnika stresogennego powoduj¡ powa»ne uszkodzenia materiaªu ge-
netycznego, które nie mog¡ by¢ efektywnie naprawione, co skutkuje aktywacj¡ programo-
wanej ±mierci komórki. W pierwszych chwilach po zadziaªaniu stresu wyst¦puj¡ oscylacje
poziomu biaªka p53. W tym czasie podj¦te s¡ próby naprawy materiaªu genetycznego. Je±li
uszkodzenia nie zostan¡ naprawione, nast¦puje nagromadzenie biaªka PTEN, które skut-
kuje blokad¡ biaªka MDM2 w cytoplazmie, przez co gwaªtownie wzrasta poziom biaªka
p53, które zlokalizowane jest gªównie w j¡drze. Utrzymywanie stale wysokiego poziomu
biaªka p53 pozwala na dalsz¡ produkcj¦ biaªek zwi¡zanych z aktywacj¡ apoptozy, a tak»e
bezpo±rednie oddziaªywanie biaªka p53 na bªonie mitochondrialnej [83]. W obu modelach
obserwuje si¦ oscylacje w pocz¡tkowej fazie odpowiedzi na stres, a nast¦pnie dalszy wzrost
poziomu biaªka p53. W przypadku modelu nieliniowego widoczny jest ogromny wzrost po-
ziomu biaªka PTEN oraz MDM2 w cytoplazmie, a tak»e brak nasycenia poziomu biaªka p53
w analizowanym odcinku czasu (Rysunek 5.4B). Tak wysokie liczno±ci biaªka w komórce
najprawdopodobniej nie s¡ mo»liwe do osi¡gni¦cia, ze wzgl¦du na biologiczne ograniczenia
komórki i s¡ artefaktem nieliniowego modelowania procesów bez warunku apoptozy. W
przypadku modelu kawaªkami liniowego widoczny jest wzrost poziomu biaªka p53 (Rysu-
nek 5.4A), co odpowiada aktywacji apoptozy w komórkach. Poziom biaªka p53 po okoªo 30
godzinach stabilizuje si¦ na poziomie równym 3-krotno±ci poziomu biaªka w stanie sprzed
wymuszenia, co jest zgodne z wynikami eksperymentalnymi opublikowanym w [84]. W tym
przypadku, przy tak du»ym uproszczeniu ukªadów, zastosowanie modelowania kawaªkami
liniowego pozwala na ograniczenie poziomów biaªek i lepsze dopasowanie wyników symu-
lacyjnych.

Zmieniaj¡c warto±¢ stresu R mo»na bada¢ wpªyw ró»nego poziomu uszkodze« DNA
na odpowied¹ komórki. Ju» niski poziom stresu wywoªuje oscylacje poziomu biaªka, ale
okres tych oscylacji jest dªugi, a ±redni poziom biaªka w czasie jest niewystarczaj¡cy do
wywoªania apoptozy (Rysunek 5.5, pierwszy wiersz). Dªugo±¢ okresu oscylacji p53 w mo-
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(A) (B)

Rysunek 5.4: Porównanie przebiegów czasowych w modelu kawaªkami liniowym i nielinio-
wym w systemie z wymuszeniem R = 9 a.u.; (A) Przebiegi czasowe modelu kawaªkami
liniowego; (B) Przebiegi czasowe modelu nieliniowego

delowanym systemie zale»y od dawki. W przypadku modelu nieliniowego (Rysunek 5.5,
pierwsza kolumna), dªugo±¢ okresu dla analizowanych poziomów stresu zawiera si¦ w prze-
dziale 6.7 � 8.5 godziny, natomiast w przypadku modelu z przeª¡czeniami ten rozrzut jest
nieznacznie wi¦kszy, ale przyjmuje ni»sze warto±ci: 5.2 � 8.2 godziny (Rysunek 5.5, druga
kolumna). Podobne dªugo±ci okresu obserwuje si¦ równie» w wynikach eksperymentów bio-
logicznych [85]. Dokªadne warto±ci s¡ zale»ne zarówno od linii komórkowej, jak i rodzaju
wymuszenia. Na podstawie wyników symulacji modelu mo»na zauwa»y¢, »e wzrost pozio-
mu stresu powoduje spadek dªugo±ci okresu oscylacji w komórkach (Rysunek 5.5), co jest
zgodnie z obserwacjami biologicznymi na pojedynczych komórkach (badania mikroskopowe
prowadzone na komórkach z znakowanym �uorescencyjnie biaªkiem p53 [74]).

5.2 Rozwi¡zanie analityczne modelu szlaku regulatorowego

biaªka p53

W ka»dej domenie regulatorowej model szlaku regulatorowego biaªka p53 ma inne wªa-
±ciwo±ci ze wzgl¦du na ró»ne warto±ci parametrów modelu. Jednak»e struktura modelu
pozostaje taka sama, a rozwi¡zanie analityczne dla ka»dej domeny ró»ni si¦ jedynie warto-
±ciami parametrów, zmieniaj¡cych swoj¡ warto±¢ w momencie zmiany domeny.

5.2.1 Wyznaczenie rozwi¡za« analitycznych w poszczególnych domenach

W poszczególnych domenach warto±ci parametrów, zale»nych od stanu ukªadu (czyli p∗2, p
∗
3,

d∗1 i k
∗
1) s¡ staªe, dlatego mo»liwe jest wyznaczenie rozwi¡za« analitycznych. Poziom biaªka

p53 oraz PTEN zale»y wyª¡cznie od procesu produkcji oraz degradacji, zatem rozwi¡zanie
czasowe mo»na wyznaczy¢ analogicznie jak w modelu produkcji mRNA w sekcji 4.2.1.
Rozwi¡zanie analityczne równania opisuj¡cego poziom biaªka p53 jest nast¦puj¡ce:

P (t) =
p1
d∗1

+

(
P0 −

p1
d∗1

)
e−d

∗
1t. (5.17)
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Rysunek 5.5: Przebiegi czasowe poziomu biaªka p53 przy ró»nych warto±ciach stresu R
(pierwsza kolumna � model nieliniowy; druga kolumna � model kawaªkami liniowy; TP -
dªugo±¢ okresu)

Z kolei rozwi¡zanie analityczne poziomu biaªka PTEN jest opisane równaniem:

T (t) =
p∗3
d3

+

(
T0 −

p∗3
d3

)
e−d3t. (5.18)

W przypadku równania opisuj¡cego poziom cytoplazmatycznego MDM2 nale»y równie»
uwzgl¦dni¢ spodek poziomu biaªka w wyniku transportu MDM2 do cytoplazmy, jednak
ogólna forma równania jest taka sama:

M(t) =
p∗2

d2(1 +R) + k∗1
+

(
M0 −

p∗2
d2(1 +R) + k∗1

)
e−(d2(1+R)+k

∗
1)t. (5.19)
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Natomiast równanie opisuj¡ce poziom j¡drowego biaªka MDM2 ma analogiczn¡ struktur¦
do równania opisuj¡cego zmiany poziomu biaªka w modelu produkcji biaªka (sekcja 4.2.2).
Najpierw nale»y stworzy¢ równanie pochodnej zmiennej N , podaj¡c wprost wzór opisuj¡cy
przebieg czasowy M(t), poprzez podstawienie równania (5.19) do równania (5.2):

dN(t)
dt

= k∗1

(
p∗2

d2(1 +R) + k∗1
+

(
M0−

p∗2
d2(1 +R) + k∗1

)
e−(d2(1+R)+k

∗
1)t

)
− d2(1 +R)N(t),

(5.20)
które po wprowadzeniu staªej

C1 = M0 −
p∗2

d2(1 +R) + k∗1
(5.21)

i po przeksztaªceniach przyjmuje nast¦puj¡c¡ form¦:

dN(t)
dt

+ d2(1 +R)N(t) = k∗1

(
p∗2

d2(1 +R) + k∗1
+ C1e

−(d2(1+R)+k∗1)t
)
. (5.22)

Rozwi¡zanie tego równania mo»na uzyska¢ poprzez rozwi¡zanie równania jednorodnego i
uzmiennienie staªej. Rozwi¡zanie równania jednorodnego ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

N(t) = C2e
−d2(1+R)t, (5.23)

a po zró»niczkowaniu ma nast¦puj¡ca form¦:

dN(t)
dt

=
dC2(t)
dt

e−d2(1+R)t − C2(t)d2(1 +R)e−d2(1+R)t. (5.24)

Po podstawieniu do równania (5.22) i zredukowaniu otrzymuje si¦ równanie na pochodn¡:

dC2(t)
dt

= k∗1

(
p∗2

d2(1 +R) + k∗1
+ C1e

−(d2(1+R)+k∗1)t
)
ed2(1+R)t, (5.25)

któr¡ mo»na wyliczy¢ przez caªkowanie:

C2(t) =
k∗1p
∗
2

d2(1 +R)(d2(1 +R) + k∗1)
ed2(1+R)t − C1e−k

∗
1t + C3. (5.26)

Po podstawieniu powy»szej funkcji do równania (5.23) otrzymuje si¦ równanie w postaci
czasowej

N(t) =
k∗1p
∗
2

d2(1 +R)(d2(1 +R) + k∗1)
− C1e−(d2(1+R)+k

∗
1)t + C3e

−d2(1+R)t, (5.27)

zawieraj¡ce staª¡ C3, któr¡ mo»na wyznaczy¢ poprzez znalezienie rozwi¡zania szczególnego
dla t = 0:

C3 = N0 −
k∗1p
∗
2

d2(1 +R)(d2(1 +R) + k∗1)
+ C1, (5.28)

gdzie po podstawieniu formuªy opisuj¡cej C1, wstawieniu do równania czasowego i uprosz-
czeniu otrzymuje si¦ peªne rozwi¡zanie analityczne poziomu j¡drowego biaªka MDM2:

N(t) =
k∗1p
∗
2

d2(1 +R)(d2(1 +R) + k∗1)
−
(
M0 −

p∗2
d2(1 +R) + k∗1

)
e−(d2(1+R)+k

∗
1)t +

+

(
N0 +M0 −

p∗2
d2(1 +R)

)
e−d2(1+R)t. (5.29)
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5.2.2 Okre±lenie warto±ci punktów docelowych

Na podstawie rozwi¡zania analitycznego, dla ka»dego podukªadu mo»na wyznaczy¢ punkt
docelowy, do którego b¦d¡ zmierzaªy trajektorie. Ogólne wzory, opisuj¡ce warto±ci punktów
docelowych w dowolnych domenach, s¡ nast¦puj¡ce:

lim
t→∞

P (t) =
p1
d∗1
, (5.30)

lim
t→∞

M(t) =
p∗2

d2(1 +R) + k∗1
, (5.31)

lim
t→∞

N(t) =
k∗1p
∗
2

d2(1 +R)(d2(1 +R) + k∗1)
, (5.32)

lim
t→∞

T (t) =
p∗3
d3
. (5.33)

Jak wida¢ w powy»szych równaniach, ze wzgl¦du na wyst¦powanie w nich parametrów z ∗,
których warto±ci zale»¡ od domeny, w której znajduje si¦ ukªad, poªo»enie punktów docelo-
wych dla trajektorii równie» zale»y od domeny, w której rozwa»ana trajektoria si¦ znajduje.
To, czy punkt docelowy danej domeny b¦dzie zwyczajnym punktem stacjonarnym, zale»y
od poªo»enia warto±ci progowych, poniewa» natra�enie na granic¦ przez trajektori¦ star-
tuj¡c¡ z danej domeny, spowoduje przej±cie do innej domeny i zmian¦ zachowania ukªadu.

5.2.3 Wyznaczenie czasu przeª¡czenia

Równania czasowe opisuj¡ce poziom biaªka p53 (P ) oraz PTEN (T ) s¡ stosunkowo proste,
dlatego mo»liwe jest wyznaczenie czasu, w jakich ukªad startuj¡cy z danych warunków
pocz¡tkowych osi¡gnie warto±¢ progow¡ (oczywi±cie o ile w ogóle osi¡gnie warto±¢ progo-
w¡). Czas przeª¡czenia dla zmiennej P (oznaczony tPs) wyliczyªam poprzez przyrównanie
równania (5.17) do warto±ci progowej i zlogarytmowanie:

θP =
p1
d∗1

+

(
P0 −

p1
d∗1

)
e−d

∗
1tPs , (5.34)

θP −
p1
d∗1

=

(
P0 −

p1
d∗1

)
e−d

∗
1tPs , (5.35)

ln

(
θP − p1

d∗1

P0 − p1
d∗1

)
= −d∗1tPs, (5.36)

zatem czas ten jest równy:

tPs =
1
d∗1
ln

(
P0 d

∗
1 − p1

θP d∗1 − p1

)
. (5.37)

W zale»no±ci od warunków pocz¡tkowych oraz pozostaªych parametrów, obserwuje si¦
ró»ne zachowanie ukªadu:

• P0 = p1/d
∗
1 � ukªad jest w stanie równowagi, a wi¦c w punkcie docelowym,

• θP = p1/d
∗
1 � punkt docelowy jest zlokalizowany w warto±ci progowej, zatem trajek-

toria dojdzie do warto±ci progowej, ale jej nie przekroczy i nie nast¡pi przeª¡czenie,



114 Model moduªu regulatorowego biaªka p53

• P0 > θP ∧ p1/d∗1 < θP lub P0 < θP ∧ p1/d∗1 > θP � trajektoria natra� na warto±¢
progow¡ w czasie okre±lonym wzorem (5.37),

• P0 > θP ∧ p1/d∗1 > θP lub P0 < θP ∧ p1/d∗1 < θP � ukªad b¦dzie d¡»yª do punktu
docelowego w danej domenie, nie natra� na warto±¢ progow¡ θP .

Analogicznie wyznaczyªam czas przeª¡czenia dla warto±ci progowej θT , poniewa» rów-
nanie czasowe biaªka T (równanie (5.18)) ma podobn¡ struktur¦ jak równianie opisuj¡ce
poziom biaªka P . Równanie opisuj¡ce czas przeª¡czenia tTs jest nast¦puj¡ce:

tTs =
1
d3
ln

(
T0 d3 − p∗3
θT d3 − p∗3

)
. (5.38)

Równie» dla tego równania mo»na wyznaczy¢ zale»no±ci warto±ci parametrów, dla których
b¦dzie mo»liwe wyznaczenie czasu przeª¡czenia:

• T0 = p∗3/d3 � ukªad jest w stanie równowagi, a wi¦c w punkcie docelowym trajektorii,

• θT = p∗3/d3 � punkt docelowy jest zlokalizowany na warto±ci progowej, zatem trajek-
toria osi¡gnie warto±¢ progow¡, ale nie nast¡pi przeª¡czenie,

• T0 > θT ∧ p∗3/d3 < θT lub T0 < θT ∧ p∗3/d3 > θT � trajektoria natra� na warto±¢
progow¡ w czasie okre±lonym wzorem 5.38,

• T0 > θT ∧ p∗3/d3 > θT lub T0 < θT ∧ p∗3/d3 < θT � ukªad b¦dzie d¡»yª do punktu
docelowego w danej domenie, nie natra� na warto±¢ progow¡ θT .

W ukªadzie wyst¦puj¡ równie» dwie warto±ci progowe dla j¡drowej formy biaªka MDM2,
której poziom jest zale»ny od poziomu jego cytoplazmatycznej formy. Ze wzgl¦du na du»y
stopnie« skomplikowania rozwi¡zania czasowego dla j¡drowego biaªka MDM2 (równanie
(5.29)), nie ma mo»liwo±ci dokªadnego wyznaczenia czasu osi¡gni¦cia warto±ci progowych
θN1 i θN2.

5.3 Graf tranzycji modelu moduªu biaªka p53 dla ró»nych

wymusze«

Grafy tranzycji pozwalaj¡ na wizualizacj¦ deterministycznego zachowania ukªadu poprzez
schematyczne przedstawienie przej±¢ pomi¦dzy domenami. Analiza niniejszego ukªadu zo-
staªa ju» przedstawiona w artykule [79], gdzie prezentowanie byªy równie» schematy grafów
tranzycji. Grafy tranzycji mog¡ by¢ wykorzystane podczas wyliczania punktów stacjonar-
nych, zwyczajnych i osobliwych, poniewa» pokazuj¡, w których domenach wyst¦puj¡ punk-
ty RSP oraz pomi¦dzy którymi domenami mog¡ wyst¦powa¢ oscylacje.

Ka»da domena mo»e by¢ jednoznacznie opisana przez wektor trzech warto±ci
B = {ZP , ZN , ZT }, gdzie ZP , ZN oraz ZT przyjmuj¡ warto±ci oznaczaj¡ce poªo»enie da-
nej zmiennej powy»ej lub poni»ej warto±ci progowej. Ze wzgl¦du na wyst¦powanie dwóch
progów dla zmiennej N , zmienna ZN mo»e mie¢ warto±¢ 0, 1 lub 2. W przypadku zmien-
nych ZP oraz ZT mo»liwe s¡ tylko warto±ci 0 i 1. Przykªadowo domena {011} oznacza
podprzestrze« stanu, gdzie P < θP , θN1 < N < θN2 i T > θT .
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(A) (B)

(C)

Rysunek 5.6: Graf tranzycji dla modelu z ró»nymi dawkami wymuszenia [79]; (A)R = 0 a.u.
(B) R = 1.5 a.u. (C) R = 9 a.u.

W procesie tworzenia grafu przej±¢ dla modelu moduªu regulatorowego biaªka p53 wy-
korzystywane s¡ dane o punktach docelowych trajektorii dla poszczególnych domen (równa-
nia (5.30) - (5.33)). Lokalizacja punktów docelowych domeny niesie informacje o kierunku
zmian poziomów biaªek w domenie � czy i w stron¦ których granic trajektoria si¦ prze-
suwa � co pozwala okre±li¢ kierunek przej±¢ pomi¦dzy domenami. Dla ró»nych warto±ci
stresu R zmieniaj¡ si¦ kierunki oddziaªywa« niektórych ªuków w gra�e, co oddaje zmian¦
zachowania ukªadu pod wpªywem stresu.

Graf tranzycji dla ukªadu bez wymuszenia jest przedstawiony na Rysunku 5.6A. Na
gra�e widoczne jest, »e »aden ªuk nie jest wyprowadzony z domeny {020}, co sugeruje,
»e jest zlokalizowany w niej zwyczajny punkt stacjonarny. W tej domenie poziomy biaªek
p53 i PTEN s¡ niskie, a poziom j¡drowego MDM2 jest wysoki. Wysoki poziom j¡drowego
MDM2 wynika z wolnego tempa degradacji oraz szybkiego transportu MDM2 z cytoplazmy
do j¡dra, co pozwala na jego akumulacj¦ w tym kompartmencie. Wysoki poziom MDM2 w
j¡drze powoduje bardzo szybk¡ degradacj¦ p53, skutkuj¡c¡ jego niskim poziomem, obser-
wowanym w komórkach w stanie natywnym. Ponadto na gra�e widoczne s¡ cykle pomi¦dzy
domenami {011}, {111}, {121}, {021} oraz {011}, {001}, {101}, {111}, {121}, {021}, co
mo»e powodowa¢ wyst¦powanie oscylacji, w przypadku wyst¡pienia w ukªadzie wysokiego
poziomu biaªka PTEN.

Pod wpªywem wymuszenia o niskiej warto±ci (R = 1.5 a.u.) punkty docelowe w dome-
nach zmieniaj¡ swoje poªo»enie, a w efekcie równie» zmienia si¦ graf przej±cia (Rysunek
5.6B). W ukªadzie nast¦puje zmiana kierunku ªuków tak, »e zmierzaj¡ do do domeny {111},
w której poziom biaªka p53 jest podwy»szony. Stres zwi¦ksza degradacj¦ MDM2, przez co
jego czas póªtrwania jest krótszy. Ni»szy poziom MDM2 skutkuje zmniejszeniem tempa
degradacji p53. W ukªadzie akumuluje si¦ biaªko p53, co powoduje zwi¦kszenie produkcji
cytoplazmatycznego MDM2 oraz PTEN � biaªka te wyst¦puj¡ na wysokim poziomie. Niski
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poziom j¡drowego MDM2 jest równie» skutkiem cz¦±ciowej blokady transportu, aktywowa-
nej przez wysoki poziom biaªka PTEN. Jednocze±nie w ukªadzie wyst¦puje cykl pomi¦dzy
domenami: {010}, {110}, {120}, {020}, co mo»e ±wiadczy¢ o wyst¦powaniu oscylacji po-
mi¦dzy tymi domenami.

Dla wysokich dawek wymuszenia przej±cia mi¦dzy domenami ulegaj¡ dalszym zmia-
nom (Rysunek 5.6C). Wraz ze wzrostem stresu (R = 9 a.u.) nast¦puje przesuni¦cie punktu
stacjonarnego do domeny {101}, co odpowiada wysokiemu poziomowi biaªka p53 i PTEN
oraz niskiemu poziomowi j¡drowego MDM2. Biaªko MDM2 w j¡drze jest na bardzo niskim
poziomie, wywoªanym zarówno przez indukowan¡ stresem degradacj¦, jak i spowolnienie
transportu do j¡dra przez wysoki poziom biaªka PTEN. Niski poziom j¡drowego MDM2
skutkuje niskim tempem degradacji p53. Wysoki poziom biaªka p53, w odpowiedzi na du»¡
liczb¦ uszkodze« materiaªu genetycznego, jest obserwowany w eksperymentach biologicz-
nych, gdzie np. pod wpªywem doksycykliny nast¦puje nagromadzenie tego biaªka i aktywa-
cja procesów zwi¡zanych z apoptoz¡ [86]. Jednocze±nie na gra�e obserwujemy wyst¡pienie
cyklu pomi¦dzy domenami {010}, {110}, {120}, {020} oraz cyklu pomi¦dzy domenami
{010}, {000}, {100}, {110}, {120}, {020}. Cykle te mog¡ odpowiada¢ oscylacjom pozio-
mów MDM2 oraz p53, przy jednocze±nie niskim poziomie biaªka PTEN, co sugeruje, »e
komórki nowotworowe z uszkodzon¡ produkcj¡ PTEN (np. MCF7) mimo uszkodze« nie
aktywuj¡ apoptozy, tylko nadal proliferuj¡ [71].

Stworzenie grafu przej±¢ obrazuje ogólny kierunek zmian poziomów biaªka w systemie.
Tym nie mniej, w przedstawionym przeze mnie, niezbyt rozbudowanym ukªadzie widoczne
jest, jak bardzo ograniczone jest wnioskowanie o dynamice zmian. Graf tranzycji zawiera
informacje o lokalizacji zwyczajnych punktów stacjonarnych, gdy» s¡ to domeny, z któ-
rych nie s¡ wyprowadzone »adne ªuki. Jednak»e lokalizacja punktu stacjonarnego w danej
domenie nie oznacza, »e wszystkie trajektorie z danej domeny b¦d¡ si¦ w tej domenie stabi-
lizowaªy. Trajektoria ukªadu, zmierzaj¡c do punktu docelowego, mo»e natra�¢ na warto±¢
progow¡, co spowoduje przej±cie do innej domeny.

Ponadto pole trajektorii w domenie mo»e mie¢ bardzo zró»nicowany rozkªad trajekto-
rii, przez co kierunek ich zmian b¦dzie zale»ny od warunku pocz¡tkowego. Przykªadowo
,startuj¡c z domeny {000}, w ukªadzie bez wymuszenia mo»e wzrosn¡¢ poziom biaªka p53
lub MDM2 powy»ej odpowiedniej warto±ci progowej. Do której domeny przejdzie trajekto-
ria, zale»y od warunku pocz¡tkowego. Istnienie zamkni¦tych sekwencji mi¦dzy domenami
równie» nie jest wystarczaj¡cym argumentem, aby wnioskowa¢ o wyst¦powaniu stabilnych
cykli granicznych w ukªadzie. Przykªadowo, startuj¡c z domeny {020} w ukªadzie z wy-
muszeniem R = 1.5 a.u., trajektoria hipotetycznie mo»e kr¡»y¢ mi¦dzy domenami. Jednak
mo»e si¦ okaza¢, »e po przej±ciu do domeny {110}, tempo zmian w kierunku domeny {111}
jest znacznie wi¦ksze, ni» w kierunku domeny {120}, przez co odpowied¹ ukªadu b¦dzie
stabilizowaªa si¦ w punkcie stacjonarnym w domenie {111}.

Grafy tranzycji peªni¡ rol¦ pomocnicz¡ w analizie ukªadów z przeª¡czeniami. Peªniejsza
analiza, jak np. lokalizacja cykli granicznych, jest mo»liwa poprzez analityczne wyliczenie
osobliwych punktów stacjonarnych, co zostanie przedstawione w nast¦pnej sekcji.
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Tabela 5.3: Warto±ci poziomów biaªek w punktach RSP

Stres (R) Domena Ps Ms Ns Ts

0 a.u. {020} 33 559 14 656 159 888 17 240
1.5 a.u. {111} 53 714 644 381 53 800 137 920
9 a.u. {101} 89 435 170 976 3 568 137 920

5.4 Analiza punktów stacjonarnych modelu szlaku regulato-

rowego biaªka p53

W zale»no±ci od warto±ci wymuszenia w modelu moduªu regulatorowego biaªka p53 wyst¦-
puj¡ znaczne ró»nice w dynamice ukªadu. W celu dokªadnego poznania odpowiedzi ukªadu
na dane wymuszenie, w ukªadach kawaªkami liniowych mo»na wyznaczy¢ punkty stacjo-
narne zgodnie z procedur¡ opisan¡ w punkcie 3.3. Wyznaczenie punktów stacjonarnych
pozwoli na okre±lenie rodzaju odpowiedzi ukªadu na zadane wymuszenie � wyznaczenie
poziomu biaªka w stanie ustalonym oraz okre±lenie poªo»enia w przestrzeni stanu punktu,
wokóª którego wyst¦puj¡ oscylacje.

Aby w peªni scharakteryzowa¢ zachowanie ukªadu teoretycznie mo»na w sposób ana-
lityczny wyznaczy¢ baseny przyci¡gania wokóª punktów stacjonarnych. Jednak badany
model jest zbyt skomplikowany, aby wyznaczy¢ czasy przeª¡cze« i peªne rozwi¡zanie ana-
lityczne modelu, co byªoby konieczne do zbadania basenów przyci¡gania. Alternatywnym
rozwi¡zaniem mo»e by¢ numeryczne przeszukanie przestrzeni stanów i sprawdzenie od-
powiedzi dla poszczególnych warunków pocz¡tkowych, co jednak byªoby zaprzeczeniem
podej±cia analitycznego.

5.4.1 Zwyczajne punkty stacjonarne

Wyznaczenie dokªadnej lokalizacji zwyczajnych punktów stacjonarnych pozwala na okre-
±lenie poziomów biaªek w stanie ustalonym. Na podstawie grafu tranzycji widoczne jest,
w których domenach znajduj¡ si¦ punkty równowagi, jednak nie jest okre±lona ich dokªad-
na lokalizacja w przestrzeni. Je±li dla ukªadu stworzony zostaª graf przej±cia, wyliczenie
punktu RSP mo»na wykona¢ tylko dla domeny, do której zbiegaj¡ si¦ trajektorie. Je±li wy-
konuje si¦ analiz¦ ukªadu od podstaw, nale»y wyliczy¢ poªo»enie punktów docelowych we
wszystkich domenach, a nast¦pnie sprawdzi¢, czy dany punkt jest zlokalizowany w obr¦bie
analizowanej domeny. Do wyznaczenia punktów docelowych wykorzystaªam wzory (5.30)
- (5.33).

W analizowanym ukªadzie zwyczajne punkty stacjonarne mog¡ wyst¦powa¢ tylko w
3 domenach w zale»no±ci od wymuszenia R. Dokªadne warto±ci poziomów biaªek w sta-
nie stacjonarnym dla analizowanych warto±ci wymuszenia s¡ przedstawione w Tabeli 5.3.
Dzi¦ki zastosowaniu ukªadów kawaªkami liniowych do modelowania niniejszego systemu,
mo»liwe jest dokªadne wyznaczenie nie tylko lokalizacji punktów stacjonarnych, ale równie»
wyznaczenie analitycznie zakresu stresu, dla którego punkty stacjonarne s¡ zlokalizowane
w danych domenach. W obliczeniach nale»y sprawdzi¢, dla jakich warto±ci parametru R,
punkt docelowy (opisany równaniami (5.30) - (5.33)) b¦dzie zlokalizowany w obr¦bie danej
domeny. Zakresy wymusze«, dla jakich punkty wyst¦puj¡ w odpowiednich domenach, s¡
nast¦puj¡ce:
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• w domenie {020} dla R ∈ [0, 0.8635) a.u.,

• w domenie {111} dla R ∈ (1.0322, 1.9154) a.u.,

• w domenie {101} dla R ∈ (1.9154,+∞) a.u.

Punkt w domenie {020} wyst¦puje tylko dla niskich warto±ci stresu (R ¬ 0.8635 a.u.),
które nie wywoªuj¡ du»ych uszkodze« materiaªu genetycznego w komórce, przez co zmiana
degradacji MDM2 jest niewielka. Niskie warto±ci wymuszenia (R ∈ (1.0322, 1.9154) a.u.),
skutkuj¡ obni»eniem poziomu MDM2, ale nie s¡ wystarczaj¡ce, aby obni»y¢ poziom MDM2
do stopnia pozwalaj¡cego na bardzo wysoki poziom p53. W efekcie pojawia si¦ punkt
równowagi o po±rednich warto±ciach, pomi¦dzy punktami {020} i {101}. Punkt stacjonarny
w domenie {101} istnieje w komórkach dla wymusze« powy»ej 1.9154 a.u. Jak zostanie
wykazane w nast¦pnej sekcji, dla pewnych zakresów wymusze« wyst¦puj¡ równie» punkty
SSP, dlatego odpowied¹ komórki b¦dzie zale»aªa od warunków pocz¡tkowych. Niemniej
jednak ju» dawka stresu wi¦ksza od 1.9154 a.u. jest wystarczaj¡ca, aby w komórkach przy
pewnych warunkach pocz¡tkowych wywoªa¢ akumulacj¦ biaªka p53 i aktywacj¦ procesów
apoptotycznych.

Nale»y równie» zwróci¢ uwag¦, »e dla pewnego zakresu wymusze« w ukªadzie nie wy-
st¦puje »aden punkt stacjonarny. Dla R ∈ [0.8635, 1.0322] a.u. w ukªadzie nie istnieje »aden
punkt stacjonarny, zatem trajektorie nie b¦d¡ stabilizowaªy si¦ w »adnym punkcie, a b¦d¡
oscylowaªy wokóª osobliwego punktu równowagi w cyklu granicznym, co zostanie pokazane
w nast¦pnej sekcji.

W ka»dej domenie poziomy biaªek p53 i PTEN w punktach stacjonarnych RSP s¡ takie
same dla danego zakresu wymusze«, jak podane w Tabeli 5.3 dla konkretnych wymusze«.
Natomiast poziomy obydwóch form biaªka MDM2 zmieniaj¡ si¦ zale»nie od warto±ci R,
poniewa» jego degradacja jest bezpo±rednio zale»na od warto±ci poziomu stresu.

5.4.2 Osobliwe punkty stacjonarne

W celu wyznaczenia lokalizacji i okre±lenia stabilno±ci punktów SSP w ukªadzie wykorzy-
staªam metodologi¦ opisan¡ w podrozdziale 3.3.3. Model moduªu regulatorowego mo»na
zapisa¢ w postaci zawieraj¡cej wprost zmienne przeª¡czaj¡ce:

dP (t)
dt

= p1 − (d10 + d11 ZN1 + d12 ZN2)P (t), (5.39)

dM(t)
dt

= p20 + p21 ZP − (k10 − k11 ZT )M(t)− d2 (1 +R)M(t), (5.40)

dN(t)
dt

= (k10 − k11 ZT )M(t)− d2 (1 +R)N(t), (5.41)

dT (t)
dt

= p30 + p31 ZP − d3 T (t). (5.42)

Dla uproszczenia zapisu jako wektor F oznaczyªam wektor pochodnych czasowych:

F =


dP (t)/dt
dM(t)/dt
dN(t)/dt
dT (t)/dt

 , (5.43)
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a jako x wektor zmiennych stanu:

x =


P
M
N
T

 . (5.44)

Ze wzgl¦du na istnienie dwóch warto±ci progowych dla zmiennej N s¡ stworzone dwa
wektory logoid (zmiennych przeª¡czaj¡cych), które w dalszej analizie b¦d¡ oznaczane

Z1 =


ZP
ZM
ZN1
ZT

 (5.45)

oraz

Z2 =


ZP
ZM
ZN2
ZT

 . (5.46)

W analizowanym ukªadzie nie wyst¦puje warto±¢ progowa dla zmiennejM , jednak zmienna
ZM jest zawarta w wektorach Z1 i Z2 ze wzgl¦du na konieczno±¢ zachowania odpowiedniego
rozmiaru. Wektory logoid s¡ wykorzystane do stworzenia dwóch macierzy logoid-Jacobiego
(L1 i L2). Analiza ∆-regionów dla obydwu macierzy pozwala na okre±lenie wyst¦powania
punktów SSP. Najpierw przedstawi¦ zastosowanie metody T. Mestla i in. [17] do wyznacze-
nia regionów, w których mog¡ znajdowa¢ si¦ punkty SSP. Nast¦pnie, wyka»¦ nieskuteczno±¢
tej metody w przypadku kilku ∆-regionów i przedstawi¦ zaproponowan¡, schematyczn¡
metod¦ wyznaczania ∆-regionów w bardziej skomplikowanych ukªadach.

Pierwsza macierz logoid-Jacobiego L1

W pierwszym kroku analizy stworzyªam macierz logoid-Jacobiego poprzez ró»niczkowanie
pochodnych czasowych (F) po kolejnych zmiennych przeª¡czaj¡cych (Z1). Macierz logoid-
Jacobiego dla analizowanego ukªadu ma posta¢:

L1 =
∂F
∂Z1

=


0 0 −d11P 0
p21 0 0 k11M
0 0 0 −k11M
p31 0 0 0

 . (5.47)

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie podmacierzy logoid-Jacobiego dla wszystkich ∆-regionów.
W ukªadzie nie wyst¦puje warto±¢ progowa dla zmiennej M , przez co w drugiej kolumnie
znajduj¡ si¦ same zera. Z tego powodu mo»na wykluczy¢ zmienn¡ M z dalszej analizy i
wykre±li¢ z macierzy L1 drug¡ kolumn¦ i wiersz. Pozwoli to na zredukowanie liczby anali-
zowanych regionów. Zredukowana macierz logoid-Jacobiego ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

L1 =

 0 −d11P 0
0 0 −k11M
p31 0 0

 . (5.48)

Dla zredukowanej macierzy L1 mo»na wyznaczy¢ 3 jednowymiarowe ∆-regiony, w których
punkt SSP byªby poªo»ony na jednej warto±ci progowej. Patrz¡c na L1 widoczne jest, »e
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warto±ci na przek¡tnej logoid-jakobianu s¡ równe 0, co informuje o braku punktu SSP. Jest
to wniosek wynikaj¡cy bezpo±rednio z braku zale»no±ci zmiennej od swojej wªasnej warto±ci
progowej i wi¡»e si¦ z brakiem czarnych ±cian w ukªadzie. Podmacierze logoid-Jacobiego
dla tych ∆-regionów mo»na zapisa¢ jako:

L1(θP ,M,N < θN2, T ) = [0], (5.49)

L1(P,M, θN2, T ) = [0], (5.50)

L1(P,M,N < θN2, θT ) = [0]. (5.51)

W ukªadzie mo»na wyznaczy¢ trzy dwuwymiarowe ∆-regiony, w których punkt SSP byªby
poªo»ony na przeci¦ciu dwóch granic:

• ∆(θP ,M, θN1, T ), dla którego podmacierz logoid-Jacobiego ma posta¢:

L1(θP ,M, θN1, T ) =

[
0 −d11θP
0 0

]
, (5.52)

a wyznacznik jest równy 0, co oznacza, »e w niniejszym regionie nie b¦dzie wyst¦powaª
punkt SSP:

det(L1(θP ,M, θN1, T )) = 0. (5.53)

• ∆(θP ,M,N < θN2, θT ), gdzie podmacierz logoid-Jacobiego jest nast¦puj¡ca:

L1(θP ,M,N < θN2, θT ) =

[
0 0
p31 0

]
. (5.54)

Wyznacznik takiej macierzy jest zerowy, dlatego w tym regionie równie» nie znajduje
si¦ punkt SSP:

det(L1(θP ,M,N < θN2, θT )) = 0. (5.55)

• ∆(P,M, θN2, θT ), opisywany przez macierz logoid-Jacobiego równ¡:

L1(P,M, θN2, θT ) =

[
0 −k11M
0 0

]
. (5.56)

Zerowa warto±¢ wyznacznika ±wiadczy o braku punktu SSP:

det(L1(P,M, θN2, θT )) = 0. (5.57)

W ukªadzie istnieje 3-wymiarowy ∆-region: ∆(θP ,M, θN1, θT )), który jest zlokalizowany
na przeci¦ciu si¦ wszystkich trzech granic. Podmacierz logoid-Jacobiego jest nast¦puj¡ca:

L1(θP ,M, θN1, θT ) =

 0 −d11θP 0
0 0 −k11M
p31 0 0

 (5.58)

a jej wyznacznik jest ró»ny od zera:

det(L1(θP ,M, θN1, θT )) = p31d11θPk11M 6= 0, (5.59)
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zatem w tym regionie mo»e znajdowa¢ si¦ punkt SSP. Równania opisuj¡ce stan stacjonarny
tego regionu s¡ nast¦puj¡ce:

0 = p1 − (d10 + d11 ZN1)θP , (5.60)

0 = p20 + p21 ZP − (k10 − k11 ZT + d2(1 +R))Ms, (5.61)

0 = (k10 − k11ZT )Ms − d2(1 +R) θN1, (5.62)

0 = p30 + p31ZP − d3 θT . (5.63)

Na podstawie równa« mo»na wyznaczy¢ warto±ci logoid:

ZN1 =
p1 − d10θP
d11θP

, (5.64)

ZP =
d3θT − p30

p31
, (5.65)

ZT =
k10(p20 + p21ZP )− (k10 + d2(1 +R))(d2(1 +R)θN1)

k11(p20 + p21ZP )− k11d2(1 +R)θN1
. (5.66)

Warto±ci logoid dla zerowego wymuszenia w tym regionie s¡ nast¦puj¡ce: ZN1 = 1.4848,
ZP = 0.6858, ZT = 0.4839. Ze wzgl¦du na warto±¢ ZN1 wi¦ksz¡ od 1, w ∆-regionie nie
znajduje si¦ punkt SSP. Co wi¦cej niezale»nie od warto±ci wymuszenia, warto±¢ ZN1 zawsze
b¦dzie powy»ej 1, wi¦c dla »adnej warto±ci wymuszenia ten ∆-region nie b¦dzie zawieraª
osobliwego punktu stacjonarnego.

Druga macierz logoid-Jacobiego L2

W drugim przypadku macierz logoid-Jacobiego stworzona po policzeniu pochodnych dla
wektora logoid L2 jest nast¦puj¡ca:

L2 =
∂F
∂Z2

=


0 0 −d12P 0
p21 0 0 k11M
0 0 0 −k11M
p31 0 0 0

 . (5.67)

Macierz logoid-Jacobiego dla drugiego wektora zmiennych przeª¡czaj¡cych Z2 ma analo-
giczn¡ struktur¦ do macierzy L1, ró»ni si¦ tylko warto±ci¡ jednego parametru (d12 zamiast
d11). Z tego wzgl¦du wyznaczniki podmacierzy b¦d¡ zerowe w dokªadnie tych samych
∆-regionach, dlatego te» mo»emy pomin¡¢ krok wyznaczania podwyznaczników macierzy
logoid-Jacobiego i przeanalizowa¢ wªa±ciwo±ci tylko 3-wymiarowego ∆-regionu: ∆(θP ,M, θN2, θT ).
Podmacierz logoid-Jacobiego w tym regionie jest nast¦puj¡ca:

L2(θP ,M, θN2, θT ) =

 0 −d12θP 0
0 0 −k11M
p31 0 0

 . (5.68)

a jej wyznacznik jest równy:

det(L2(θP ,M, θN2, θT )) = p31d12θPk11M 6= 0, (5.69)
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zatem w tym regionie mo»e znajdowa¢ si¦ punkt SSP. Równania stanu stacjonarnego w tym
regionie s¡ analogiczne do równa« (5.60)-(5.63) w analizowanym wcze±niej 3-wymiarowym
∆-regionie:

0 = p1 − (d10 + d11 + d12 ZN2)θP , (5.70)

0 = p20 + p21 ZP − (k10 − k11 ZT + d2(1 +R))Ms, (5.71)

0 = (k10 − k11ZT )Ms − d2(1 +R) θN1, (5.72)

0 = p30 + p31ZP − d3 θT . (5.73)

W analizowanym ∆-regionie poziom j¡drowego biaªka MDM2 jest wi¦kszy ni» pierwsza
warto±¢ progowa θN1, zatem zmienna przeª¡czaj¡ca ZN1 jest równa 1. Uwzgl¦dnione jest
to w równaniu na poziom biaªa p53 (równanie (5.70)), gdzie podstawowe tempo degradacji
jest równe sumie d10 + d11. Na podstawie powy»szych równa« mo»na wyznaczy¢ warto±ci
zmiennych przeª¡czaj¡cych:

ZN2 =
p1 − (d10 + d11)θP

d11θP
, (5.74)

ZP =
d3 θT − p30

p31
, (5.75)

ZT =
k10(p20 + p21 ZP )− (k10 + d2(1 +R))(d2(1 +R)θN1)

k11(p20 + p21ZP )− k11d2(1 +R)θN1
. (5.76)

W systemie bez wymuszenia (R = 0 a.u.) warto±ci zmiennych przeª¡czaj¡cych s¡ nast¦pu-
j¡ce: ZP = 0.6858, ZN2 = 0.3224 oraz ZT = 0.4839, zatem zawieraj¡ si¦ w przedziale [0, 1],
co oznacza, »e w tym ∆-regionie istnieje osobliwy punkt stacjonarny.

W powy»szym ∆-regionie, w zale»no±ci od wymuszenia, zmienia si¦ warto±¢ zmiennej
ZT . Aby zapewni¢ warto±¢ zmiennej ZT ∈ (0, 1), warto±¢ stresu nie mo»e przekroczy¢
pewnych warto±ci, które mo»na wyznaczy¢ z nierówno±ci:

0 ¬ k10(p20 + p21 ZP )− (k10 + d2(1 +R))(d2(1 +R)θN1)
k11(p20 + p21ZP )− k11d2(1 +R)θN1

¬ 1. (5.77)

Zakres wymuszenia, dla jakiego w ukªadzie wyst¦puje punkt SSP w analizowanym
∆-regionie, jest nast¦puj¡cy R ∈ (0, 12.578). Aby zbada¢ stabilno±¢ punktu SSP nale»y
wyznaczy¢ warto±ci wªasne podmacierzy logoid-Jacobiego dla wybranego ∆-regionu.

det(λ1l− L2(θP ,M, θN2, θT )) =

 λ d12θP 0
0 λ k11M
−p31 0 λ

 . (5.78)

Równanie charakterystyczne jest nast¦puj¡ce:

λ3 − d12θP p31k11M = 0, (5.79)

zatem co najmniej jedna warto±¢ λ jest dodatnie:

λ1,2,3 = 3
√
d12θP p31k11M. (5.80)

Dodatnie warto±ci wªasne oznaczaj¡, »e w ukªadzie punkt SSP nie jest stabilny, zatem nie
b¦dzie wyst¦powa¢ stabilizacja trajektorii w punkcie, ani nie b¦d¡ wyst¦powa¢ oscylacje
wokóª niego.
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Powy»sza metoda, zaproponowana przez T. Mestla i in. w publikacji [17], pozwala prze-
analizowa¢ granice mi¦dzy domenami i okre±li¢ wyst¦powanie punktów stacjonarnych w ich
najbli»szej okolicy. Na jej podstawie udaªo si¦ wyznaczy¢ dwa ∆-regiony, w których zba-
daªam mo»liwo±¢ wyst¡pienia punktu SSP. Jednak»e w ukªadzie tym wyst¦puje transport
biaªka MDM2 z cytoplazmy do j¡dra, przez co pomi¦dzy zmiennymi M i N istnieje bez-
po±rednia, dodatnia zale»no±¢, która nie jest uwzgl¦dniona w macierzy logoid-Jacobiego.

W zwi¡zku z tym ograniczeniem metody T. Mestla i in. zaproponowaªam swoj¡ me-
tod¦ analizy ∆-regionów opart¡ o macierz schematyczn¡, opisan¡ w podrozdziale 3.3.3.
We wcze±niejszej analizie przedstawiªam ju» macierze logoid-Jacobiego (równania (5.47) i
(5.67)). Macierz Jacobiego jest nast¦puj¡ca:

J =
∂F
∂x

=


−d∗1 0 0 0

0 −d2(1 +R)− k∗1 0
0 k∗1 −d2(1 +R) 0
0 0 0 −d3

 (5.81)

Schematyczna macierz logoid-Jacobiego jest taka sama dla macierzy L1 i L2, dlatego wy-
starczy stworzy¢ jedn¡ ª¡czon¡ macierz, która b¦dzie miaªa nast¦puj¡c¡ posta¢:

JL =


−j11 0 −l13 0
l21 −j22 0 l24
0 j32 −j33 −l34
l41 0 0 −j44

 . (5.82)

W macierzy mo»na wyró»ni¢ dwie zamkni¦te sekwencje:

Sekwencja 1: P →M → N → P , w której zale»no±¢ mi¦dzy N i P jest ujemna (−l13),
co ±wiadczy o mo»liwo±ci wyst¡pienia oscylacji na przeci¦ciu warto±ci progowych θP i θN1
oraz θP i θN2. Regiony ten nie zostaªy wyznaczone do dalszej analizy przy zastosowaniu
standardowego podej±cia [17].

Sekwencja 2: P → T → M → N → P , w której równie» jest oddziaªywanie ujemne
(−l13), co sugeruje mo»liwo±¢ wyst¡pienia oscylacji na przeci¦ciu 3 warto±ci progowych θP ,
θT θN1 oraz θP , θT θN2. Region te zostaªy wyznaczone równie» przy zastosowaniu metody
T. Mestla i in. i zostaªy przeanalizowane wcze±niej.
Wykonaªam analiz¦ warto±ci zmiennych przeª¡czaj¡cych oraz zmiennych stanu w wyzna-
czonych powy»ej ∆-regionach i wyznaczyªam lokalizacj¦ dwóch kolejnych punktów SSP w
nast¦puj¡cych ∆-regionach:

• ∆(θP ,M, θN2, T < θT ) Równania opisuj¡ce stan stacjonarny w tym regionie s¡ na-
st¦puj¡ce:

0 = p1 − (d10 + d11 + d12ZN2)θT , (5.83)

0 = p20 + p21ZP − k10Ms − d2(1 +R)Ms, (5.84)

0 = k10Ms − d2(1 +R)θN2, (5.85)

0 = p30 + p31ZP − d3Ts. (5.86)
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Warto±¢ zmiennej przeª¡czaj¡cej ZN2 jest nast¦puj¡ca:

ZN2 =
p1 − (d10 + d11)θP

d11θP
= 0.3224. (5.87)

Rozwi¡zuj¡c ukªad równa« (5.84) i (5.85) wyznaczyªam warto±¢ zmiennej ZP , która
jest zale»na od R:

ZP = R2
d22θN2
k10p21

+R
2d22θN2/k10 + d2θN2

p21

+
d22θN2/k10 + d2θN2 − p20

p21
. (5.88)

Na podstawie powy»szego równania wyliczyªam zakres wymuszenia, dla którego
ZP ∈ (0, 1). Zakres ten wynosi R ∈ (0.8635, 9.9091) a.u. Jednocze±nie w analizo-
wanym ∆-regionie zmienna T musi by¢ mniejsza od warto±ci progowej θT . Warto±¢
Ts jest zale»na od zmiennej przeª¡czaj¡cej ZP , co wynika z równania (5.86). Maksy-
malna dozwolona warto±¢ zmiennej ZP pozwalaj¡ca na speªnienie tego warunku jest
równa 0.6858, przez co maksymalna warto±¢ wymuszenia R jest równa 7.7038 a.u.
Podsumowuj¡c w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T < θT )) znajduje si¦ osobliwy punkt sta-
cjonarny dla wymusze« z zakresu [0.8635, 7.7038] a.u.

Ze wzgl¦du na wyst¦powanie transportu w analizowanym ukªadzie, nie ma mo»liwo±ci
sprawdzenia stabilno±ci punktu SSP poprzez wyliczenie warto±ci wªasnych macierzy
logoid-Jacobiego. Podobnie jak w przypadku modeli analizowanych w Rozdziale 4,
macierz logoid-Jacobiego nie zawiera niektórych zale»no±ci pomi¦dzy zmiennymi, za-
tem na jej podstawie nie mo»na wnioskowa¢ o zachowaniu ukªadu. Charakter ukªadu
w okolicy punktu okre±liªam na podstawie symulacji numerycznych, które wykazaªy
wyst¦powanie stabilnych oscylacji.

• ∆(θP ,M, θN2, T > θT ) Równania opisuj¡ce stan stacjonarny w tym regionie s¡ na-
st¦puj¡ce:

0 = p1 − (d10 + d11 + d12ZN2)θT , (5.89)

0 = p20 + p21ZP − (k10 − k11)Ms − d2(1 +R)Ms, (5.90)

0 = (k10 − k11)Ms − d2(1 +R)θN2, (5.91)

0 = p30 + p31ZP − d3Ts. (5.92)

Warto±¢ zmiennej przeª¡czaj¡cej ZN2 ma tak¡ sam¡ warto±¢, jak w poprzednim przy-
padku, czyli 0.3224. Analogicznie jak w poprzednim przypadku rozwi¡zaªam ukªad
równa« (5.90) - (5.91) i wyznaczyªam formuª¦ opisuj¡c¡ warto±¢ zmiennej ZP w
zale»no±ci od wymuszenia R:

ZP = R2
d22θN2

(k10 − k11)p21
+R

2d22θN2/(k10 − k11) + d2θN2
p21

+
(d22θN2/(k10 − k11) + d2θN2 − p20

p21
. (5.93)

Na podstawie powy»szego wzoru mo»na wyznaczy¢ zakres wymuszenia
R ∈ (0, 1.0322) a.u. dla którego ZP ∈ (0, 1). Ze wzgl¦du na konieczno±¢ zapewnienia
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warto±ci Ts powy»ej warto±ci progowej θT , warto±¢ ZP musi by¢ wi¦ksza od 0.6858,
zatem minimalna warto±¢ wymuszania wynosi 0.7059 a.u. W tym ∆-regionie znajduje
si¦ punkt stacjonarny dla R ∈ [0.7059, 1.0322) a.u. W tym regionie macierz logoid-
Jacobian równie» nie zawiera peªnych informacji o strukturze ukªadu, zatem nie ma
mo»liwo±ci zbadania stabilno±ci punktu SSP. Podobnie te» numerycznie zbadaªam
wyst¦powanie wokóª niego niegasn¡cych oscylacji.

W wyniku powy»szej analizy wyznaczone zostaªy 3 osobliwe punkty stacjonarne, które
wyst¦puj¡ w ukªadzie dla ró»nych zakresów wymuszenia:

• w ∆-regionie (θP ,M, θN2, θT ) dla R ∈ [0; 12.578) a.u. � punkt niestabilny,

• w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T < θT ) dla R ∈ (0.8635; 7.7038) a.u. � brak mo»liwo±ci
analitycznego okre±lenia stabilno±ci,

• w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T > θT ) dla R ∈ [0.7059; 1.0322) a.u. � brak mo»liwo±ci
analitycznego okre±lenia stabilno±ci.

Punkty SSP znajduj¡ si¦ na przeci¦ciu warto±ci progowej θP oraz θN2. Na wykresie (Ry-
sunek 5.7) jest przedstawiona lokalizacja punktów SSP w przestrzeni stanu. Punkty SSP
(czerwone kropki) tworz¡ o± na przeci¦ciu warto±ci progowych θP i θN2 dla warto±ci T < θT ,
T = θT i T > θT . Przy czym punkt dla T = θT jest niestabilny. Wyst¦powanie osobliwych
punktów stacjonarnych b¦d¡cych na granicy stabilno±ci objawia si¦ poprzez oscylacyjny
charakter przebiegów czasowych. W celu zobrazowania takiego zachowania w ukªadzie, na
wykresie przedstawiªam przykªadow¡ trajektori¦ przy wymuszeniu R = 6 a.u., która kr¡»y
wokóª punktu SSP w ∆-regionie dla T < θT (kolor niebieski). Oscylacje w ukªadzie s¡ wy-
nikiem istnienia p¦tli sprz¦»enia ujemnego pomi¦dzy biaªkami p53 oraz MDM2 i znajduj¡
potwierdzenie w wynikach eksperymentalnych bada« mikroskopowych [74].

5.4.3 Analiza bifurkacyjna

Powy»sza analiza moduªu regulatorowego biaªka p53 wykazaªa, »e charakter odpowiedzi
ukªadu oraz lokalizacja punktów stacjonarnych zmienia si¦, w zale»no±ci od warto±ci wy-
muszenia R. W ukªadzie wyst¦puj¡ zarówno zwyczajne punkty stacjonarne, w których
ukªad osi¡ga stan stacjonarny oraz osobliwe punkty stacjonarne, wokóª których mog¡ wy-
st¦powa¢ niegasn¡ce oscylacje. Fakt jednoczesnego wyst¦powania jednocze±nie dla danej
warto±ci stresu ró»nych punktów stacjonarnych sugeruje, »e odpowied¹ ukªadu zale»y od
warunków pocz¡tkowych, a ró»ne punkty stacjonarne b¦d¡ miaªy ró»ne baseny przyci¡ga-
nia.

W celu zbadania zmiany odpowiedzi ukªadu wraz ze wzrostem poziomu stresu R, wyko-
naªam wykresy bifurkacyjne obrazuj¡ce poziom biaªka P ,N oraz T w zale»no±ci od warto±ci
R (Rysunek 5.8). Na wykresy naniosªam wyliczone warto±ci poziomów biaªek w punktach
RSP (czarna linia). Aby zobrazowa¢ zakres zmienno±ci poziomów biaªek wokóª punktów
SSP, wyznaczaªam analitycznie dokªadn¡ lokalizacj¦ punktu SSP dla ró»nych warto±ci R,
wybranych z pewnym krokiem próbkowania i wykonywaªam deterministyczn¡ symulacj¦
(200 godzin). Nast¦pnie badaªam poziom biaªek w czasie ostatnich 50 godzin symulacji,
je±li wyst¦powaªy oscylacje to nanosiªam ich warto±¢ minimaln¡ i maksymaln¡ na wykres.
Wokóª niestabilnego punktu SSP (na przeci¦ciu trzech warto±ci progowych) nie wyst¦po-
waªy oscylacje. Natomiast zakresy oscylacji wokóª punktów SSP w ∆-regionie, poni»ej i
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Rysunek 5.7: Lokalizacja punktów SSP w przestrzeni stanu wyznaczonych dla modelu biaª-
ka p53 dla ró»nych warto±ci wymuszenia (czerwony - punkty SSP, niebieski - przykªadowa
trajektoria ukªadu dla R = 6 a.u.)

powy»ej warto±ci progowej θT , naniosªam na wykres jako chmur¦ o kolorach, odpowiednio
czerwonym i zielonym. Zbadany numerycznie zakres oscylacji jest pokazany na wykresach
bifurkacyjnych zale»no±ci poziomu biaªka od wymuszenia R: dla biaªka p53 � Rysunek
5.8A, dla biaªka MDM2 j¡drowego � Rysunek 5.8B i dla biaªka PTEN � Rysunek 5.8C.

Punkt SSP lokalizowany w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T < θT ) (oznaczony jako SSP 1)
istnieje dla wymuszenia R ∈ (0.8635; 7.7038) a.u. W wynikach symulacji minimalne i mak-
symalne warto±ci poziomów biaªka tworz¡ chmur¦ punktów w otoczeniu warto±ci progowej
� poziom biaªka P oscyluje wokóª warto±ci progowej θP (Rysunek 5.8A), poziom biaªka
N oscyluje wokóª warto±ci progowej θN2 (Rysunek 5.8B), a poziom biaªka T jest poni»ej
warto±ci progowej θT (Rysunek 5.8C).

Wokóª punktu stacjonarnego lokalizowanego w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T > θT ) (ozna-
czony jako SSP 2) równie» wyst¦puj¡ oscylacje. W symulacjach numerycznych oscylacje
wyst¦puj¡ dla mniejszego od wyznaczonego analitycznie zakresu wymusze«, czyli R ∈
(0.95; 1.0322) a.u. Wynika to z przej±cia trajektorii cyklu wokóª punktu przez warto±¢ pro-
gow¡ θT . Na wykresie bifurkacyjnym poziomu biaªka T (patrz Rysunek 5.8C) widoczne
jest, »e dla warto±ci R poni»ej 0.95 a.u, poziom T spada poni»ej warto±ci progowej, co
skutkuje wej±ciem trajektorii do basenu przyci¡gania punktu SSP 1. W rezultacie dla tych
warto±ci R wyst¦puj¡ oscylacje tylko wokóª punktu SSP w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T < θT ).
Zakres warto±ci R, dla których obserwuje si¦ oscylacje, jest przedstawiony na Rysunku 5.8
na czerwono. W celu zwi¦kszenia czytelno±ci wykresów, po prawej stronie przedstawiªam
powi¦kszenie regionu, w którym wyst¦puj¡ punkty SSP 2. Niestety, analityczne podej±cie
do wyznaczania punktów SSP nie uwzgl¦dnia lokalizacji warto±ci progowych, mog¡cych
wyst¡pi¢ na drodze trajektorii oscyluj¡cych wokóª punktu SSP, co powoduje przej±cie do
innej domeny, dlatego nawet w przypadku wyst¦powania punktu SSP, w ukªadzie mog¡
nie wyst¦powa¢ oscylacje.
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(A)

(B)

(C)

Rysunek 5.8: Wykresy bifurkacyjne poziomów biaªek w zale»no±ci od wymuszenia; (A) Wy-
kres bifurkacyjny biaªka p53 (P ); (B) Wykres bifurkacyjny biaªka j¡drowego MDM2 (N);
(C) Wykres bifurkacyjny biaªka PTEN (T ) (po prawej stronie wykresów � powi¦kszenie
dla R = (0.9, 1.1) a.u.)
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W celu zobrazowania przebiegów czasowych mo»liwych odpowiedzi ukªadu, przy ró»-
nych poziomach stresu, wykonaªam symulacje numeryczne przy ró»nych warunkach po-
cz¡tkowych. Na Rysunku 5.9 przedstawiªam przebiegi czasowe dla biaªka p53 (pierwsza
kolumna), MDM2 j¡drowego (druga kolumna) i PTEN (trzecia kolumna) przy losowych
warunkach pocz¡tkowych. Na ka»dym wykresie wyrysowane jest 100 przebiegów.

Jako pierwsz¡ badan¡ dawk¦ wybraªam R = 0.88 a.u., poniewa» wedªug oblicze« ana-
litycznych, przy tej dawce powinny wyst¦powa¢ dwa punkty SSP, co powinno powodowa¢
dwa ró»ne zakresy oscylacji. W symulacjach numerycznych przy R = 0.88 a.u. w ukªadzie
wyst¦puj¡ wyª¡cznie oscylacje wokóª punktu SSP w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T < θT ). Na-
wet je±li pocz¡tkowy poziom PTEN jest wysoki, po pewnym czasie zaczyna si¦ on obni»a¢
i spada poni»ej warto±ci progowej θT , a ukªad zaczyna oscylowa¢ przy niskich poziomach
PTEN oraz p53 (Rysunek 5.9A).

Natomiast przy wymuszeniu równym 1 a.u., zarówno obliczenia analityczne, jak i wy-
kresy bifurkacyjne, sugeruj¡ wyst¦powanie dwóch punktów SSP. W przebiegach czasowych,
w zale»no±ci od warunków pocz¡tkowych, w ukªadzie widoczne s¡ dwa ró»ne zakresy oscy-
lacji. Pierwszy zakres oscylacji wyst¦puje przy wysokim poziomie biaªka PTEN i wynika
z obecno±ci punktu osobliwego w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T > θT ) (punkt SSP 2, ozna-
czony na czerwono na wykresie � Rysunek 5.9B). Drugi zakres oscylacji wyst¦puje przy
niskim poziomie PTEN w ∆-regionie (θP ,M, θN2, T < θT ) (punkt SSP 2, przebiegi zielone�
Rysunek 5.9B).

Dla wi¦kszych warto±ci wymuszenia (np. R = 4 a.u.), w ukªadzie istnieje zwyczajny
punkt równowagi w domenie {101} oraz osobliwy punkt równowagi w ∆-regionie
(θP ,M, θN2, T < θT ). Cz¦±¢ trajektorii stabilizuje si¦ w punkcie RSP, który charaktery-
zuje si¦ wysokimi poziomami p53 oraz PTEN oraz niskim poziomem MDM2 (punkt RSP,
przebiegi oznaczone na �oletowo � Rysunek 5.9C).

5.5 Heterogeniczno±¢ populacji komórkowej

Zró»nicowanie odpowiedzi populacji komórkowej na czynniki zewn¦trzne jest obserwowane
zarówno w »ywych organizmach, jak i w hodowlach komórkowych prowadzonych in vitro.
Zró»nicowanie wynika z osobniczych wªa±ciwo±ci komórki, takich jak warunki �zykoche-
miczne oraz st¦»enie substancji pomocniczych lub inhibitorów danej reakcji, jak równie»
z losowo±ci procesów. W niniejszym podrozdziale przeanalizowaªam wpªyw zró»nicowania
populacji, pod wzgl¦dem zdolno±ci do aktywacji procesów w module regulatorowym biaª-
ka p53, na typ aktywowanej odpowiedzi. W tym celu wykonaªam serie symulacji populacji
heterogenicznej o ró»nych wªa±ciwo±ciach oraz przy ró»nych wymuszeniach, zgodnie z algo-
rytmem opisanym w podrozdziale 3.4. Jako wymuszenie wybraªam dawki, które wywoªuj¡
ró»ne typy odpowiedzi w ukªadzie natywnym: 0.5 a.u., 1 a.u., 5 a.u. oraz 9 a.u. Lokalizacj¦
warto±ci progowych w populacji komórkowej okre±liªam za pomoc¡ losowania z rozkªa-
du normalnego o ±redniej równej danej warto±ci progowej i odchyleniach standardowych
równych odpowiednio 5%, 10%, 15% i 20% warto±ci progowej.

Stworzony model pozwala modelowa¢ trzy podstawowe typy odpowiedzi komórek na
zadany stres:

• komórki normalne � brak odpowiedzi na stres; niski poziom p53 w komórce;

• komórki zatrzymane � aktywowana blokada cyklu komórkowego; podwy»szony po-
ziom p53, najcz¦±ciej w poª¡czeniu z oscylacjami;
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Rysunek 5.9: Przebiegi czasowe poziomów biaªek p53, MDM2 j¡drowego oraz PTEN dla
ró»nych wymusze« i ró»nych puntów startowych; (A) R = 0.88 a.u.; (B) R = 1 a.u. (C)
R = 4 a.u.)
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• komórki apoptotyczne � aktywowana ±mier¢ komórkowa; staªy, wysoki poziom p53 .

Pocz¡tkowe poziomy biaªek odpowiadaj¡ komórce w stanie normalnym i s¡ takie same
jak w Tabeli 5.1. W celu klasy�kacji komórki do jednego z powy»szych typów, wprowa-
dziªam dwa progi odci¦cia dla poziomu biaªka p53. Lokalizacj¦ tych progów ustaliªam na
podstawie analizy modelu oraz analizy bifurkacyjnej. Taki podziaª populacji jest zgodny z
eksperymentami biologicznymi, w których obserwuje si¦ dwa progi aktywacji odpowiedzi
na stres � przekroczenie niskiego progu biaªka p53 obserwuje si¦ w komórkach aktywuj¡-
cych blokad¦ cyklu komórkowego, natomiast przekroczenie drugiego progu poziomu biaªka
p53 powoduje aktywacj¦ apoptozy [86].

W pocz¡tkowej fazie po napromienieniu, zarówno w komórce zatrzymanej, jak i apopto-
tycznej wyst¦puj¡ oscylacje, dlatego dla jednoznacznego okre±lenia losu komórki, badaªam
poziom biaªka p53 w ostatnich 10 godzinach symulacji (Rysunek 5.10). Pierwszy próg od-
ci¦cia ustaliªam na warto±ci 3.4 · 104 cz¡steczek. Je±li w ko«cowych 10 godzinach symulacji
maksymalny poziom biaªka p53 nie przekroczyª tej warto±ci, to komórka byªa klasy�kowa-
na do subpopulacji komórek normalnych. Odpowied¹ taka jest obserwowana w komórce o
nominalnych warto±ciach progowych przy wymuszeniu R = 0.5 a.u. (Rysunek 5.10 - zielona
linia). Drugi próg odci¦cia ustaliªam na warto±ci 8.1 · 104 cz¡steczek. Komórki s¡ zakla-
sy�kowane jako zatrzymane, je±li minimalny poziom biaªka p53 w ostatnich 10 godzinach
symulacji jest ni»szy od drugiej warto±ci odci¦cia, a jednocze±nie maksymalny poziom jest
wy»szy od pierwszego progu odci¦cia. Komórka poddana stresowi o dawce R = 5 a.u. posia-
da oscylacje poziomu p53, które speªniaj¡ ten warunek, co jest widoczne na Rysunku 5.10
(niebieska linia). Do subpopulacji komórek apoptotycznych nale»¡ te, w których minimalny
poziom biaªka p53 w ostatnich 10 godzinach symulacji jest wy»szy ni» druga warto±¢ odci¦-
cia. Na Rysunku 5.10, pokazaªam równie» przykªadow¡ odpowied¹ apoptotyczn¡ komórki
po zadziaªaniu wysokiej dawki stresu � R = 9 a.u. (czerwona linia), w której utrzymuje si¦
wysoki poziom biaªka p53.

W kolejnych podrozdziaªach przedstawiªam wpªyw lokalizacji warto±ci progowych, przy
których wyst¦puje przeª¡czenie, w analizowanym ukªadzie, na rodzaj aktywowanej odpo-
wiedzi.

5.5.1 Wpªyw poªo»enia progu θP na odpowied¹ komórki

W eksperymentach biologicznych prowadzonych na jednolitej populacji komórkowej obser-
wuje si¦ zró»nicowanie odpowiedzi. W komórkach pochodz¡cych z tej samej linii ¹ródªem
heterogeniczno±ci jest mi¦dzy innymi zró»nicowanie w aktywacji genów, które nast¦pnie
wpªywa na produkcj¦ biaªka. Zró»nicowanie ekspresji genów mo»e wynika¢ z ró»nic w st¦-
»eniach substancji zaanga»owanych w produkcj¦ biaªka, takich jak czynniki transkrypcyjne,
enzymy wchodz¡ce w skªad maszynerii transkrypcyjnej, rybosomy czy miRNA. W przy-
padku moduªu regulatorowego biaªka p53, badania eksperymentalne wykazaªy powi¡zanie
mi¦dzy aktywno±ci¡ transkrypcyjn¡ biaªka p53 a rodzin¡ biaªek p300-CBP (CREB-binding
protein). Przyª¡czenie p300/CREB do biaªka p53 skutkuje stworzeniem stabilnego kom-
pleksu ª¡cz¡cego si¦ z DNA. W komórce mog¡ równie» wyst¦powa¢ inhibitory, takie jak
wirusowe biaªko E1A. Poª¡czenie biaªka p300/CREB z biaªkiem adenowirusa E1A skut-
kuje ograniczeniem zdolno±ci biaªka p53 do aktywacji genów takich jak p21 i bax. Biaªko
p53 i E1A konkuruj¡ mi¦dzy sob¡ o tworzenie kompleksów z p300/CREB, zatem wraz
ze wzrostem st¦»enia p53 b¦dzie wzrastaªo prawdopodobie«stwo stworzenia kompleksu
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Rysunek 5.10: Przebiegi czasowe poziomu biaªka p53 przy nominalnym uªo»eniu warto±ci
progowych w odpowiedzi w zale»no±ci od ró»ny dawek stresu

p300/CREB � p53 i w efekcie aktywacji genów [87]. Na tym przykªadzie wida¢, »e aktywa-
cja genów i wzrost tempa produkcji biaªek zale»nych od p53 mo»e zachodzi¢ przy ró»nych
poziomach tego biaªka, zale»nych od wewn¦trznych wªa±ciwo±ci danej komórki.

W stworzonym modelu moduªu regulatorowego biaªka p53, zjawisko to mo»na bada¢
poprzez zró»nicowanie lokalizacji warto±ci progowej θP , przy której nast¦puje aktywacja
procesu produkcji MDM2 oraz PTEN. Wykonano serie symulacji numerycznych, w któ-
rych analizowano zachowanie populacji komórkowej zªo»onej z 10 000 komórek o losowym
uªo»eniu warto±ci progowych θP . W ka»dej komórce warto±¢ progowa θP jest okre±lona po-
przez losowanie z rozkªadu normalnego. �rednia rozkªadu normalnego jest równa warto±ci
nominalnej θP (czyli 45 000 cz¡st.), a odchylenie standardowe jest równe 5%, 10%, 15%
lub 20% nominalnej warto±ci progowej. Po ustaleniu warto±ci progowej w danej komór-
ce, wykonane s¡ symulacje deterministyczne, a warto±¢ progowa nie zmienia si¦ w czasie
symulacji.

W przypadku niskiego poziomu stresu (R = 0.5 a.u.), niezale»nie od zró»nicowania po-
pulacji, poziom biaªka we wszystkich komórkach jest niski, przez co nie zostaªa aktywowana
odpowied¹ na stres (Rysunek 5.11, lewy górny wykres). Ze wzgl¦du na homogeniczno±¢ od-
powiedzi, dawka ta nie b¦dzie dalej analizowana, a zamiast niej wykonana zostanie analiza
nieznacznie wi¦kszej dawki (R = 1 a.u.), która w deterministycznym modelu wywoªuje
blokad¦ cyklu komórkowego.

W populacji o maªym odchyleniu standardowym (5% θP ) populacja jest homogeniczna
niezale»nie od dawki stresu, a wszystkie komórki aktywuj¡ tak¡ sam¡ odpowied¹, zgodn¡ z
odpowiedzi¡ przy nominalnych warto±ciach progów (Rysunek 5.10). Dla wi¦kszych warto±ci
odchyle« standardowych w populacji pojawia si¦ subpopulacja komórek, które aktywuj¡
inny typ odpowiedzi.

W komórkach potraktowanych stresem o dawce 1 a.u. dominuj¡ca odpowied¹ to blokada
cyklu komórkowego. Jednak»e przy du»ym odchyleniu standardowym (20% θP ) pojawia si¦
okoªo 10-procentowa subpopulacja komórek, które nie aktywuj¡ odpowiedzi na stres (Ry-
sunek 5.11 prawy górny wykres). Dla dawki R = 5 a.u. dominuj¡c¡ odpowiedzi¡ przy wi¦k-
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Rysunek 5.11: Zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej w populacji heterogenicznej pod
wzgl¦dem lokalizacji θP na ró»ne dawki wymuszenia

szych warto±ciach odchylenia standardowego jest blokada cyklu komórkowego, ale pojawia
si¦ równie» frakcja komórek o wysokim, staªym poziomie p53, odpowiadaj¡cym za akty-
wacj¦ procesu apoptozy. Frakcja apoptotyczna zwi¦ksza si¦ wraz ze wzrostem odchylenia
standardowego (Rysunek 5.11 lewy dolny wykres). Dla dawki R = 9 a.u. dominuj¡c¡ odpo-
wiedzi¡ populacji jest apoptoza, a wzrost zró»nicowania lokalizacji progu powoduje wzrost
frakcji komórek prze»ywaj¡cych, o zablokowanym cyklu komórkowym (Rysunek 5.11 pra-
wy dolny wykres). W celu lepszego poznania zachowania populacji po zadziaªaniu ró»nymi
dawkami stresu, poddaªam dokªadniejszej analizie populacje o najwi¦kszym zró»nicowaniu
warto±ci progowych, skutkuj¡cym najwi¦kszym zró»nicowaniem odpowiedzi.

Pod wpªywem niskiej dawki stresu zewn¦trznego (R = 1 a.u., odchylenie std. 20% θP ) w
niewielkiej subpopulacji komórkowej nast¦puje tylko nieznaczne podniesienie poziomu p53,
przez co nie jest aktywowana odpowied¹ (Rysunek 5.12A). W pozostaªej cz¦±ci komórek po
okoªo 30 godzinach jest aktywowana odpowied¹: poziom biaªka p53 wzrasta, a nast¦pnie
zaczyna oscylowa¢ (Rysunek 5.12B). W komórkach tych wyst¦puj¡ oscylacje poziomu p53
oraz MDM2 wokóª warto±ci granicznych θP oraz θN2, co jest widoczne jako chmura punk-
tów na wykresie ko«cowych poziomów biaªka (Rysunek 5.12C). Na wykresach przestrzeni
stanu (Rysunek 5.12C i D) przerywan¡ lini¡ oznaczyªam warto±ci progowe poszczególnych
zmiennych. Warto±¢ progowa θP jest oznaczona na ró»owo, poniewa» jest to ±rednia war-
to±¢ progowa w populacji komórek, podczas gdy ka»da komórka ma ró»n¡ lokalizacj¦ tego
progu. Komórki, które nie aktywowaªy odpowiedzi na stres, maj¡ nieprawidªowo funkcjonu-
j¡cy moduª regulatorowy. 99% komórek w tej subpopulacji posiada wysoki poziom biaªka
PTEN jednak ze wzgl¦du na identyczne poziomy biaªek na wykresie (Rysunek 5.12D),
widoczna jest jedynie jedna zielona kropka (faktycznie jest tam 1 037 komórek). Wysoki
poziom biaªka PTEN wynika ze zbyt niskiego progu dla aktywacji genu, przez co mo»liwe
jest nagromadzenie tego biaªka. Wysoki poziom PTEN ogranicza transport MDM2 do j¡-
dra, przez co p¦tla sprz¦»enia ujemnego nie dziaªa poprawnie. Poziom p53 jest niski i nie
wyst¦puj¡ jego oscylacje. Pozostaªe komórki nale»¡ce do subpopulacji normalnej, posiada-
j¡ standardowo niski poziom PTEN, ale oscylacje poziomu biaªka p53 s¡ na tak niskim
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poziomie, »e nie przekraczaj¡ pierwszego punktu odci¦cia.

�rednia dawka stresu zewn¦trznego (R = 5 a.u.) wywoªuje we wszystkich analizowanych
komórkach odpowied¹ � w zdecydowanej wi¦kszo±ci jest to blokada cyklu komórkowego,
a w okoªo 10% komórek z populacji o du»ym zró»nicowaniu θP jest aktywowana ±mier¢
komórki (Rysunek 5.11C). W subpopulacji aktywuj¡cej blokad¦ cyklu komórkowego mo»na
zaobserwowa¢ ró»ne zakresy oscylacji (Rysunek 5.13A). We wczesnej odpowiedzi komórek
apoptotycznych równie» wyst¦puj¡ oscylacje, jednak s¡ one przy stosunkowo niskim pozio-
mie p53, a po kilkudziesi¦ciu godzinach poziom p53 gwaªtownie wzrasta (Rysunek 5.13B)
Warto±¢ progowa p53 (θP ) wpªywa równie» na tempo aktywowania odpowiedzi, przez co
nast¦puje desynchronizacja oscylacji. Dodatkowo komórki ró»ni¡ si¦ czasem podj¦cia decy-
zji apoptotycznej. W przestrzeni 2D (p53 vs MDM2 j¡drowe) chmura punktów stworzona
przez klas¦ komórek zatrzymanych jest rozci¡gni¦ta, co wynika z wyst¦puj¡cych ró»nych
typów oscylacji (Rysunek 5.13C). Nale»y mie¢ na uwadze, »e warto±¢ progowa θP oznaczo-
na ró»ow¡ lini¡ jest ±redni¡ warto±ci¡ w populacji, a w poszczególnych komórkach warto±¢
ta mo»e by¢ znacz¡co przesuni¦ta, co skutkuje du»ym zró»nicowaniem poziomów biaªka
w populacji zatrzymanej. Widoczny jest równie» podziaª populacji na dwa typy oscylacji.
Na wykresie poziomów biaªek p53 vs PTEN, chmura punktów komórek o blokadzie cy-

(A) (B)

(C) (D)

Rysunek 5.12: Odpowied¹ populacji heterogenicznej (SD = 20% θP ) na wymuszenie
R = 1 a.u. (A) Przebiegi czasowe subpopulacji nie aktywuj¡cej odpowiedzi; (B) Przebiegi
czasowe subpopulacji aktywuj¡cej blokad¦ cyklu komórkowego; (C) Ko«cowy poziom p53
vs poziom j¡drowego MDM2 z podziaªem na klasy; (D) Ko«cowy poziom p53 vs PTEN z
podziaªem na klasy; (przerywana linia � warto±ci progowe, ró»owy � ±rednia warto±¢ θP w
populacji)
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klu znajduje si¦ w wi¦kszo±ci poni»ej warto±ci progowej biaªka PTEN (Rysunek 5.13D).
Komórki, w których poziom PTEN jest wysoki to komórki apoptotyczne lub te w któ-
rych apoptoza b¦dzie aktywowana w najbli»szych godzinach (zaproponowany klasy�kator
sprawdza poziom biaªka w ostatnich 10 godzinach). Chmura punktów stworzonych przez
komórki apoptotyczne jest bardzo maªa, komórki maj¡ praktycznie takie same warto±ci
biaªek � wysoki poziom p53 i PTEN oraz niski poziom MDM2 (Rysunek 5.13C i D).

Pod wpªywem du»ego poziomu stresu (R = 9 a.u.) w zdecydowanej wi¦kszo±ci komórek
jest aktywowana apoptoza. Na wykresach czasowych widoczny jest wpªyw warto±ci progo-
wej biaªka p53 na zró»nicowanie czasu aktywacji apoptozy: od 20 godzin po zadziaªaniu
czynnika stresowego do ko«ca symulacji (Rysunek 5.14B). W populacji tej wyst¦puje rów-
nie» klasa komórek z blokad¡ cyklu komórkowego. Wyst¦puj¡ w nich oscylacje na wysokim
poziomie biaªka p53, co wynika z szybkiego tempa degradacji biaªka MDM2 (Rysunek
5.14A). Chmura ko«cowych poziomów biaªka jest zdecydowanie mniejsza ni» w ukªadzie z
R = 5 a.u., co wynika z mniejszej amplitudy oscylacji. Chmura komórek oscyluj¡cych, jak
i ich warto±¢ progowa jest przesuni¦ta na prawo, wzgl¦dem ±redniej warto±ci progowej θP .
Poziom biaªka MDM2 oscyluje wokóª ni»szej warto±ci progowej θN1, a w komórkach apopto-
tycznych poziom biaªka MDM2 jest bardzo niski (Rysunek 5.14C). Na wykresie ko«cowych
poziomów biaªka PTEN widoczne jest, »e w subpopulacji komórek o zablokowanym cyklu
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(C) (D)

Rysunek 5.13: Odpowied¹ populacji heterogenicznej (SD = 20% θP ) na wymuszenie R =
5 a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywuj¡cej blokad¦ cyklu komórkowego; (B)
Przebiegi czasowe subpopulacji aktywuj¡cej apoptoz¦; (C) Ko«cowy poziom p53 vs poziom
j¡drowego MDM2 z podziaªem na klasy; (D. Ko«cowy poziom p53 vs PTEN z podziaªem
na klasy; (przerywana linia � warto±ci progowe, ró»owy � ±rednia warto±¢ θP w populacji)
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Rysunek 5.14: Odpowied¹ populacji heterogenicznej (SD = 20% θP ) na wymuszenie R =
9 a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywuj¡cej blokad¦ komórkow¡; (B) Przebiegi
czasowe subpopulacji aktywuj¡cej apoptoz¦; (C) Ko«cowy poziom p53 vs poziom j¡drowego
MDM2 z podziaªem na klasy; (D) Ko«cowy poziom p53 vs PTEN z podziaªem na klasy;
(przerywana linia � warto±ci progowe, ró»owy � ±rednia warto±¢ θP w populacji)

poziom PTEN jest ni»szy od warto±ci progowej w zdecydowanej wi¦kszo±ci komórek. W
komórkach apoptotycznych poziom PTEN jest powy»ej warto±ci progowej, co ±wiadczy o
aktywacji sprz¦»enia dodatniego. Jednocze±nie widocznych jest kilka komórek, które maj¡
wysoki poziom p53 w ostatniej chwili symulacji, ale ze wzgl¦du na zaproponowany sposób
klasy�kacji komórek (czyli analiz¦ ostatnich 10 godzin), nie zostaªy zakwali�kowane do
subpopulacji apoptotycznej (Rysunek 5.14D).

Próg poziomu biaªka p53, przy jakim nast¦puje aktywacja procesu transkrypcji genów
MDM2 i PTEN, ma bardzo du»y wpªyw na odpowied¹ komórki na stres, co widoczne jest
poprzez zró»nicowanie typu oraz czasu odpowiedzi na bod¹ce w analizowanej populacji
komórkowej. Na Rysunku 5.15, przedstawiona jest zale»no±¢ mi¦dzy warto±ci¡ progow¡ θP
a warto±ci¡ minimaln¡ i maksymaln¡ biaªka p53 w ka»dej z 10 000 komórek w populacji
w ostatnich 10 godzinach symulacji. Ze wzgl¦du na losowe warto±ci progu θP (rozkªad
normalny) nie wszystkie warto±ci progowe maj¡ swoj¡ reprezentacj¦ w postaci punktu na
wykresie.

Przy niskich dawkach stresu, niskie warto±ci θP skutkuj¡ brakiem odpowiedzi. Poziom
p53 jest stale powy»ej warto±ci progowej, zatem proces produkcji biaªka PTEN oraz MDM2
jest caªy czas aktywny. Ze wzgl¦du na wysoki poziom PTEN transport MDM2 do j¡dra
jest stale zmniejszony, jednak»e staªe, wysokie tempo produkcji MDM2 oraz niskie tem-
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po degradacji (wynikaj¡ce z niskiego poziomu stresu), skutkuje utrzymaniem wysokiego
poziomu MDM2 w j¡drze i w efekcie niskim poziomem p53 (Rysunek 5.15A). Co ciekawe
oscylacje równie» nie wyst¦puj¡ dla wysokich warto±ci θP . Dla θP > 53700 cz¡st. w ko-
mórce wyst¦puje staªy, podwy»szony poziom biaªka p53. Obserwowane zachowanie ukªadu
odpowiada wyst¦powaniu zwyczajnego punktu stacjonarnego w domenie {111}, wyznaczo-
nego w podrozdziale 5.4.1. Dla nominalnych warto±ci progowych basen przyci¡gania tego
punktu jest bardzo niewielki, a startuj¡c z warunków pocz¡tkowych okre±lonych w Tabeli
5.1 trajektoria oscyluje wokóª punktu SSP. Zwi¦kszenie warto±ci progowej θP spowodowa-
ªo znikni¦cie punktu SSP, a trajektoria startuj¡ca z przyj¦tych warunków pocz¡tkowych
zmierza do punktu RSP, o ±rednim poziomie biaªka p53. W komórkach tych wyst¦puje
±redni poziom MDM2 w j¡drze, wynikaj¡cy z wyª¡cznie podstawowej, niezale»nej od p53
produkcji MDM2 (ze wzgl¦du na wysok¡ warto±¢ progow¡ θP ) oraz podwy»szonej degrada-
cji MDM2 w warunkach stresowych. �redni poziom j¡drowego MDM2 skutkuje obni»eniem
tempa degradacji p53, w stosunku do szybkiego tempa w komórkach z wysokim MDM2,
przez co poziom biaªka p53 w komórce jest podwy»szony. Podwy»szenie poziomu nie jest
jednak wystarczaj¡ce, aby aktywowa¢ sprz¦»enie ujemne w ukªadzie (Rysunek 5.15A, war-
to±ci θP > 53700 cz¡st.).

Dla wy»szych dawek stresu populacja apoptotyczna wyst¦puje przy niskich warto±ciach
progowych θP . Oznacza to, »e aktywacja procesu apoptozy jest ªatwiejsza w komórkach,
w których ju» niewielkie st¦»enie p53 jest wystarczaj¡ce, aby aktywowa¢ produkcj¦ biaªek
zale»nych od niego transkrypcyjnie. W populacji potraktowanej ±rednim stresem wraz ze
wzrostem warto±ci progowej zmienia si¦ zakres oscylacji poziomu biaªka p53:

• θ ∈ [33 600; 51 500] cz¡st. � niski zakres oscylacji p53 � poziom MDM2 oscyluje po-
mi¦dzy ±rednim a wysokim;

• θ ∈ (51 500; 58 200] cz¡st. � ±redni zakres oscylacji p53 � poziom MDM2 oscyluje z
niskiego na wysoki;

• θ > 3.82·104 cz¡st. � wysoki zakres oscylacji p53 � MDM2 oscyluje pomi¦dzy ±rednim
a niskim poziomem.

Jest to widoczne na Rysunku 5.15B. W komórkach potraktowanych wysok¡ dawk¡ stresu,
w których warto±¢ progowa jest ni»sza ni» 55 000 cz¡st., aktywowana jest apoptoza. Je»eli
do aktywacji produkcji biaªek jest potrzebny wy»szy poziom p53, w komórce wyst¦puj¡
jedynie oscylacje, co ±wiadczy o poprawnym dziaªaniu p¦tli sprz¦»enia ujemnego, ale braku
aktywacji sprz¦»enia dodatniego, w wyniku zbyt niskiej produkcja PTEN (Rysunek 5.15C).

Wysoka warto±¢ progowa θP obni»a zdolno±¢ komórki do aktywowania prawidªowej od-
powiedzi na czynniki stresowe, a w przypadku znacznych uszkodze« utrudnia aktywacj¦
±mierci komórki. Komórki o wysokiej warto±ci progowej to np. komórki ze zmutowanym
jednym z alleli genu p53. W komórkach takich p53 nie jest w peªni funkcjonalne lub tylko
jego cz¦±¢ ma zdolno±¢ do aktywacji transkrypcji. Inne nieprawidªowo±ci daj¡ce podob-
ny efekt to zaburzenie translokacji p53 do j¡dra lub zaburzenie procesu jego fosforylacji,
poniewa» równie» zwi¦kszaj¡ granic¦ poziomu biaªka w komórce, przy którym mo»liwa
jest aktywacja transkrypcji genów od niego zale»nych. W rezultacie potrzebne jest wy»-
sze st¦»enie p53, aby aktywowa¢ produkcj¦ biaªek zwi¡zanych z regulacj¡ poziomu p53 i
aktywacj¡ odpowiedzi na stres � produkcj¡ biaªek odpowiedzialnych za blokad¦ cyklu i
apoptoz¦. Z tego powodu komórki te, pomimo uszkodze«, nie b¦d¡ usuwane z organizmu,
co mo»e prowadzi¢ do dalszych mutacji i rozwoju nowotworu.
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Rysunek 5.15: Wpªyw warto±ci progowej θP na zakres odpowiedzi komórki; (A) Maªa dawka
stresu (R = 1 a.u.); (B) �rednia dawka stresu (R = 5 a.u.); (C) Wysoka dawka stresu
(R = 9 a.u.)

Niekorzystny wpªyw na funkcjonowanie komórki ma równie» niska warto±¢ progowa
dla biaªka p53, poniewa» mo»e skutkowa¢ staª¡ aktywacj¡ genów zale»nych od niego trans-
krypcyjnie. W rezultacie zarówno dodatnia, jak i ujemna p¦tla nie dziaªa poprawnie, przez
co komórka nie ma mo»liwo±ci aktywacji przej±ciowego wzrostu poziomu biaªka p53, który
pozwala na napraw¦ uszkodze«. Komórka jest bardzo wra»liwa na uszkodzenia, a nawet nie-
wysokie dawki indukuj¡ apoptoz¦. Rzeczywiste organizmy dotkni¦te tak¡ wad¡ zazwyczaj
umieraj¡ na etapie pªodu.

5.5.2 Wpªyw poªo»enia progu θT na odpowied¹ komórki

Proces zahamowania transportu MDM2 do j¡dra mo»e zachodzi¢ przy ró»nych st¦»eniach
biaªka PTEN w ukªadzie. Biaªko PTEN jest pierwszym elementem kaskady zwi¡zanej z
blokad¡ transportu MDM2 do cytoplazmy. PTEN dezaktywuje biaªko PIP3 hydrolizuj¡c
go do PIP2, które jest niezdolne do aktywacji biaªka AKT. Kinaza AKT jest odpowiedzial-
na za fosforylacj¦ MDM2, która z kolei umo»liwia transport MDM2 do j¡dra [88]. Ró»ne
poªo»enie progu θT pozwala modelowa¢ komórki o ró»nych progach aktywacji redukcji
tempa transportu MDM2 do j¡dra. Takie zjawisko w komórce mo»e wynika¢, m.in. z ró»-
nego poziomu biaªka PTEN, potrzebnego do dezaktywacji PIP3 w odpowiednim stopniu,
wynikaj¡cym z ró»nej ilo±ci tego biaªka (lub biaªka AKT) w komórkach.

W celu sprawdzenia wpªywu zró»nicowania poªo»enia progu, przy którym nast¦puje
ograniczenie transportu MDM2 do j¡dra, na odpowied¹ komórkow¡ po wyst¡pieniu stre-
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Rysunek 5.16: Zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej w populacji heterogenicznej pod
wzgl¦dem lokalizacji θT na ró»ne dawki wymuszenia

su zewn¦trznego, stworzona zostaªa populacja 10 000 komórek o losowych warto±ciach θT
(analogicznie jak we wcze±niejszej sekcji).

Zró»nicowanie warto±ci progu θT ma wpªyw gªównie na odpowied¹ apoptotyczn¡, po-
niewa» wpªywa on na aktywacj¦ sprz¦»enia dodatniego (Rysunek 5.16). W ukªadzie po
zadziaªaniu R = 1 a.u. nie zaobserwowano zró»nicowania populacji, a jedynie nieznaczne
zró»nicowanie okresów oscylacji. Równie» po zadziaªaniu R = 5 a.u. zró»nicowanie po-
pulacji jest niewielkie. Z tego wzgl¦du poni»ej przedstawiono wyª¡cznie wyniki symulacji
ukªadu poddanego dziaªaniu du»ego stresu (R = 9 a.u.), o warto±ciach θT losowanych z
rozkªadu normalnego z odchyleniem standardowym równym 20% warto±ci progowej θT . W
takim ukªadzie pojawiaj¡ si¦ dwie subpopulacje � w jednej aktywowana jest blokada cy-
klu komórkowego, a w drugiej apoptoza (Rysunek 5.17A). W subpopulacji apoptotycznej
oscylacje w pocz¡tkowym etapie odpowiedzi maj¡ tak¡ sam¡ amplitud¦ i maksimum jak
w subpopulacji o zatrzymanym cyklu (ró»ni¡ si¦ jedynie okresem), a komórki ró»ni¡ si¦
miedzy sob¡ czasem podj¦cia decyzji apoptotycznej (Rysunek 5.17B). Czas aktywacji apop-
tozy jest ±ci±le zwi¡zany z warto±ci¡ θT , poniewa» zwi¦kszenie warto±ci progowej powoduje
wydªu»enie czasu, jaki jest potrzebny na skumulowanie biaªka PTEN na poziomie wystar-
czaj¡cym, aby aktywowa¢ blokad¦ transportu MDM2. Ze wzgl¦du na regularno±¢ oscylacji
poziomów biaªek w komórkach zatrzymanych, chmura punktów ko«cowych warto±ci biaª-
ka tworzy okr¡g (Rysunek 5.17 C i D). Na Rysunku 5.17D przedstawiona populacja o
zablokowanym cyklu komórkowym posiada stosunkowo wysoki poziom biaªka PTEN, na-
dal jednak ni»szy ni» warto±¢ progowa θT (co widoczne jest na Rysunku 5.18B). Nale»y
jednak mie¢ na uwadze, »e warto±¢ progowa PTEN oznaczona na wykresie na ró»owo to
±rednia warto±¢ θT w populacji, a dla konkretnych komórek przyjmuje ona ró»ne warto±ci.
W subpopulacji komórek zatrzymanych losowa warto±¢ θT jest powy»ej poziomu PTEN
(Rysunek 5.18B), przez co transport MDM2 do j¡dra przebiega z normalnym, szybkim
tempem. Subpopulacja apoptotyczna tworzy jeden punkt z wysokim poziomem p53 oraz
PTEN i niskim poziomem j¡drowego MDM2 (czerwona kropka na Rysunku 5.17C i D).
Obok niej znajduje si¦ równie» niebieska kropka oznaczaj¡ca komórk¦, w której proces
apoptozy zostaª rozpocz¦ty, ale decyzja apoptotyczna zostaªa podj¦ta w czasie krótszym
ni» analizowane ostatnie 30 godzin, przez co jest ona zaklasy�kowana do grupy komórek
zatrzymanych.

Zró»nicowanie lokalizacji warto±ci progowej θT nie wpªywa na warto±¢ maksymaln¡
oraz amplitud¦ oscylacji, ale wpªywa na okres oscylacji i czas podj¦cia decyzji apopto-
tycznej. Powoduje równie» zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej. Dla ni»szych warto±ci
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Rysunek 5.17: Odpowied¹ populacji heterogenicznej pod wzgl¦dem aktywacji transportu
MDM2 (SD = 20% θT ) na wymuszenie R = 9 a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji ak-
tywuj¡cej blokad¦ komórkow¡; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywuj¡cej apoptoz¦;
(C) Ko«cowy poziom p53 vs poziom j¡drowego MDM2 z podziaªem na klasy; (D) Ko«cowy
poziom p53 vs PTEN z podziaªem na klasy; (przerywana linia � warto±ci progowe, ró»owy
� ±rednia warto±¢ θP w populacji)

progowych θT proces aktywacji apoptozy zachodzi ªatwiej, poniewa» ju» niskie poziomy
PTEN powoduj¡ ograniczenie transportu MDM2 do j¡dra, a w konsekwencji zmniejszenie
degradacji p53. Wraz ze wzrostem θT w komórce, aktywacja p¦tli sprz¦»enia dodatniego
jest trudniejsza, dlatego nawet przy du»ych uszkodzeniach wyst¦puj¡ staªe oscylacje. Za-
le»no±¢ poziomu biaªka p53 od warto±ci progowej θT jest przedstawiona na Rysunku 5.18,
gdzie wida¢ podziaª populacji na dwie cz¦±ci w zale»no±ci od warto±ci progowej. Widocz-
na jest równie» regularno±¢ oscylacji. Na granicy pomi¦dzy subpopulacj¡ apoptotyczn¡ a
zatrzyman¡ wida¢ komórk¦, która w ostatnich godzinach symulacji podj¦ªa decyzj¦ apop-
totyczn¡, przez co poziom p53 ma warto±¢ po±redni¡ (Rysunek 5.18 niebieska kropka dla
θT = 1.17 · 105).

5.5.3 Wpªyw poªo»enia progów θN1 i θN2 na odpowied¹ komórki

Kolejne analizowane warto±ci progowe w modelu dotycz¡ j¡drowego MDM2 (N) i okre±laj¡
próg aktywacji zwi¦kszenia tempa degradacji p53. W zale»no±ci od poziomu MDM2, tempo
degradacji p53 ma trzy ró»ne warto±ci. Analogicznie jak w poprzednich przypadkach, ko-
mórki ze wzgl¦du na st¦»enia pozostaªych czynników bior¡cych udziaª w reakcji (takich jak
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Rysunek 5.18: Wpªyw warto±ci progowej θT na zakres odpowiedzi komórki; (A) Poziom
biaªka p53; (B) Poziom biaªka PTEN

Rysunek 5.19: Zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej na ró»ne dawki wymuszenia w po-
pulacji heterogenicznej pod wzgl¦dem lokalizacji θN1

np. ubikwityna) mog¡ by¢ mniej lub bardziej wra»liwe na obecno±¢ MDM2. Dla zmiennej
N istniej¡ dwie warto±ci progowe, po przekroczeniu ka»dej z nich tempo degradacji p53
wzrasta o okoªo 60%. W niniejszych badaniach wprowadzono zaªo»enie, »e dystans mi¦-
dzy warto±ciami progowymi jest zachowany: randomizowane jest tylko poªo»enie pierwszej
warto±ci progowej, a warto±¢ drugiej warto±ci progowej jest wyliczana.

Na Rysunku 5.19 widoczne jest, »e najwi¦ksze zró»nicowanie populacji wyst¦puje przy
niskich oraz przy wysokich poziomach stresu. Dla R = 1 a.u. i odchylenia standardowego
20% warto±ci nominalnej θN1, subpopulacja nie aktywuj¡ca odpowiedzi wynosi 22%. Nato-
miast populacja po zadziaªaniu R = 5 a.u. jest homogeniczna, dlatego nie b¦dzie rozwa»ana
w dalszej cz¦±ci. W przypadku du»ego stresu (R = 9 a.u.) w populacji o du»ym zró»nico-
waniu pojawia si¦ subpopulacja, w której jest blokowany cykl komórkowy, ale wynosi ona
zaledwie 4.5% wszystkich komórek.

W przypadku niskiego stresu (R = 1 a.u.), du»e zró»nicowanie populacji powoduje po-
dziaª na dwie klasy: komórki nie aktywuj¡ce odpowiedzi oraz aktywuj¡ce blokad¦ cyklu
komórkowego. Oscylacje p53, wyst¦puj¡ce w komórkach, maj¡ staª¡ warto±¢ minimaln¡ i
maksymaln¡, ale ró»ni¡ si¦ okresem, który uzale»niony jest od st¦»enia MDM2 aktywuj¡-
cego degradacj¦ (Rysunek 5.20B). W nielicznych komórkach normalnych pojawia si¦ pik
poziomu p53, ale ze wzgl¦du na dªugi okres oscylacji nie zostaªy one zakwali�kowane do
grupy komórek zatrzymanych (Rysunek 5.20A). Komórki normalne maj¡ bardzo podobne
warto±ci ko«cowe biaªek (patrz zielony punkt Rysunek 5.20C i D), natomiast komórki za-
trzymane tworz¡ chmur¦ punktów na przeci¦ciu warto±ci progowych θN1 i θP przy niskich
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Rysunek 5.20: Odpowied¹ populacji heterogenicznej pod wzgl¦dem aktywacji degradacji
p53 (SD = 20% θN1) na wymuszenie R = 1 a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji nie
aktywuj¡cej odpowiedzi; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywuj¡cej blokad¦ cyklu
komórkowego; (C) Ko«cowy poziom p53 vs poziom j¡drowego MDM2 z podziaªem na klasy;
(D) Ko«cowy poziom p53 vs PTEN z podziaªem na klasy. (przerywana linia � warto±ci
progowe, ró»owy � ±rednia warto±¢ θN1 i θN2 w populacji)

poziomach T (Rysunek 5.20C i D).

Przy wysokiej dawce stresu (R = 9 a.u.) i przy du»ej heterogeniczno±ci populacji (20%
θN1), cz¦±¢ komórek aktywuje blokad¦ cyklu komórkowego a cz¦±¢ apoptoz¦. Przebiegi cza-
sowe obu klas s¡ podobne do odpowiedzi obserwowanych przy randomizowaniu aktywacji
blokady transportu MDM2 do j¡dra (por. Rysunek 5.21A i B vs Rysunek 5.17A i B). W
przebiegach czasowych wyst¦puje ten sam zakres i amplituda oscylacji, a tak»e wyst¦pu-
je przesuni¦cie fazowe oscylacji i zró»nicowanie czasu aktywacji apoptozy. W komórkach
aktywuj¡cych blokad¦ cyklu komórkowego obserwuje si¦ znacz¡ce podwy»szenie poziomu
biaªka PTEN (Rysunek 5.21D) oraz obni»enie poziomu j¡drowego MDM2 (Rysunek 5.21C),
w stosunku do populacji potraktowanej ni»sz¡ dawk¡. Na wykresach (Rysunek 5.21C i D)
widoczne s¡ równie» komórki, w których w ostatnich godzinach symulacji byªa aktywowana
apoptoza, ale nie zostaªy zakwali�kowane do grupy komórek apoptotycznych, ze wzgl¦du
na analizowanie jedynie ostatnich 10 godzin symulacji.

W komórce ªatwo aktywuj¡cej degradacj¦ p53, nie obserwuje si¦ odpowiedzi na maª¡
dawk¦ stresu, natomiast wraz ze wzrostem warto±ci progowej dla θN1, w komórce aktywo-
wane jest sprz¦»enie ujemne i obserwuje si¦ oscylacje (Rysunek 5.22A). Brak odpowiedzi
dla ni»szych warto±ci θN1 wynika z bardzo szybkiej degradacji p53 nawet przy stosunkowo
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niskich st¦»eniach MDM2, przez co jego poziom nie jest wystarczaj¡cy, aby aktywowa¢
ekspresj¦ genów (Rysunek 5.20A). Dla wy»szych dawek stresu wraz ze wzrostem warto±ci
progowej θN1, wzrasta zdolno±¢ komórki do aktywacji odpowiedzi apoptotycznej (Rysunek
5.22C), co wynika z faktu, »e akumulacja biaªka p53 w komórce ªatwo aktywuj¡cej jego
degradacj¦ jest utrudniona. Niezale»nie od dawki stresu, oscylacje poziomu MDM2 s¡ po-
wy»ej pierwszej warto±ci progowej θN1, wokóª drugiego progu j¡drowego MDM2 (Rysunek
5.22B i D).

5.5.4 Zró»nicowanie aktywacji wszystkich procesów w modelu

W realistycznym modelu populacji komórek nale»y uwzgl¦dni¢ zró»nicowanie warto±ci pro-
gowych dla wszystkich analizowanych procesów. Symulacje zostaªy wykonane podobnie jak
we wcze±niejszych systemach, przy czym wszystkie warto±ci progowe byªy losowane z roz-
kªadu normalnego o ±redniej równej danej warto±ci progowej i odchyleniu standardowym
równym procentowej cz¦±ci warto±ci progowej. W rezultacie odpowied¹ populacji jest zró»-
nicowana zarówno przy niskiej, ±redniej, jak i wysokiej dawce stresu (Rysunek 5.23A). W
populacji o du»ych odchyleniach standardowych (20% warto±ci progowych) potraktowa-
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Rysunek 5.21: Odpowied¹ populacji heterogenicznej pod wzgl¦dem aktywacji degradacji
p53 (SD = 20% θN1) na wymuszenie R = 9 a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopulacji nie
aktywuj¡cej odpowiedzi; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywuj¡cej blokad¦ cyklu
komórkowego; (C) Ko«cowy poziom p53 vs poziom j¡drowego MDM2 z podziaªem na klasy;
(D) Ko«cowy poziom p53 vs PTEN z podziaªem na klasy; (przerywana linia � warto±ci
progowe, ró»owy � ±rednia warto±¢ θN1 i θN2 w populacji)
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Rysunek 5.22: Wpªyw warto±ci progowej θN1 na zakres odpowiedzi komórki; (A) Poziom
biaªka p53 dla R = 1 a.u.; (B) Poziom biaªka j¡drowego MDM2 dla R = 1 a.u.; (C) Poziom
biaªka p53 dla R = 9 a.u.; (D) Poziom biaªka j¡drowego MDM2 dla R = 9 a.u.;

nej stresem R = 9 a.u., wyst¦puj¡ wszystkie trzy ró»ne typy odpowiedzi. Subpopulacja
nie aktywuj¡ca odpowiedzi jest bardzo niewielka (Rysunek 5.24A). Oscylacje w popula-
cji zatrzymanej s¡ bardzo zró»nicowane, zarówno pod wzgl¦dem okresu, jak i amplitudy
drga« (Rysunek 5.24B). Równie» pocz¡tkowe oscylacje w subpopulacji komórek apopto-
tycznych s¡ bardzo zró»nicowane (Rysunek 5.24C). Wykres ko«cowych poziomów biaªka
p53 oraz MDM2 pokazuje wysoki poziom biaªka MDM2 i niski p53 w komórce normalnej
i przeciwnie: niski poziom MDM2 i wysoki p53 w komórkach apoptotycznych. Chmura
punktów stworzona przez populacje oscyluj¡c¡ jest bardzo du»a i rozpo±ciera si¦ od bardzo
niskich do bardzo wysokich poziomów p53 (Rysunek 5.24D). Na wykresie przedstawiaj¡-
cym poziom PTEN vs p53 widoczne jest, »e chmura punktów stworzonych przez oscyluj¡ce
komórki rozpo±ciera si¦ wokóª ±redniej warto±ci progowej θT , natomiast zarówno komórki
zatrzymane, jak i apoptotyczne znajduj¡ si¦ powy»ej niej (Rysunek 5.24E).

Na Rysunku 5.24F przedstawiona jest decyzja komórki, jaka zostaªa podj¦ta dla danych
warto±ci progowych θP , θN1 i θT przy wymuszeniu równym 9 a.u. W populacji widoczna jest
maªa subpopulacja komórek, które nie aktywowaªy odpowiedzi, pomimo du»ych uszkodze«
wywoªanych przez stres. Komórki nie aktywuj¡ce odpowiedzi maj¡ niski próg aktywacji ge-
nów (maªa warto±¢ θP ), wysoki próg aktywacji blokady transportu MDM2 do j¡dra (du»a
warto±¢ θT ) oraz niski próg aktywacji degradacji p53 (maªa warto±¢ θN1) (Rysunek 5.24 F).
Komórki takie b¦d¡ dzieliªy si¦ pomimo uszkodze« DNA, przez co mutacje b¦d¡ przekazy-
wane komórkom potomnym, co mo»e prowadzi¢ do powstawania nowotworów. Natomiast
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Rysunek 5.23: Zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej w populacji heterogenicznej pod
wzgl¦dem wszystkich warto±ci progowych na ró»ne dawki wymuszenia

komórki apoptotyczne posiadaj¡ niskie warto±ci progowe dla θP i θT oraz wysokie dla θN1
(Rysunek 5.23), co jest zgodne z wynikami uzyskanymi we wcze±niejszych podpunktach.

Otrzymane wyniki symulacji dla modelu moduªu regulatorowego biaªka p53 mo»na od-
nie±¢ do wyników eksperymentów biologicznych opublikowanych przez X. Chena i in. [89].
Analizuj¡c przebiegi czasowe pojedynczych komórek autorzy wykonali podziaª populacji
na 4 ró»ne grupy: a) komórki z oscyluj¡cym p53 aktywuj¡ce blokad¦ cyklu, b) komórki z
oscyluj¡cym p53 aktywuj¡ce ±mier¢ komórkow¡, c) komórki z monotonicznym wzrostem
p53 aktywuj¡ce blokad¦ cyklu komórkowego oraz d) komórki z monotonicznym wzrostem
p53 aktywuj¡ce apoptoz¦. Dominuj¡cy charakter odpowiedzi u komórek apoptotycznych
to monotoniczny wzrost, a u komórek aktywuj¡cych blokad¦ cyklu to oscylacje, jednak,
szczególnie przy ±rednich dawkach stresu, obserwuje si¦ wyst¦powanie komórek o atypo-
wym zachowaniu. W wynikach symulacyjnych równie» wyst¦puj¡ ró»ne typy odpowiedzi w
danej klasie komórek. Populacja o zró»nicowanej lokalizacji θP , pod wpªywem niskiej daw-
ki stresu dzieli si¦ na subpopulacje komórek zatrzymanych � oscyluj¡cych oraz o staªym
podwy»szonym poziomie p53 (Rysunek 5.15 A). Natomiast w tej samej populacji komórek
po zadziaªaniu wy»szymi dawkami stresu pojawia si¦ populacja apoptotyczna, w której ob-
serwuje si¦ oscylacje (gasn¡ce i rosn¡ce do wysokich poziomów p53) (Rysunek 5.13B oraz
Rysunek 5.14B). Jednocze±nie wyst¦puj¡ równie» komórki, w których w pocz¡tkowych
chwilach zachodz¡ gwaªtowne zmiany poziomu biaªka, a nast¦pnie okoªo 15 godziny po
zadziaªaniu stresem nast¦puje wzrost poziomu p53 do wysokich warto±ci (Rysunek 5.14B).

5.6 Model szlaku regulatorowego biaªka p53 z losowym prze-

ª¡czeniem

Zjawisko losowej aktywacji i dezaktywacji procesów wewn¡trzkomórkowych zostaªo omó-
wione w podrozdziale 3.5. W celu wprowadzenia losowo±ci procesów aktywacji i dezaktywa-
cji, modelowanych w analizowanym ukªadzie jako przeª¡czenia warto±ci parametrów, model
moduªu regulatorowego biaªka p53 zmody�kowano poprzez dodanie czterech funkcji praw-
dopodobie«stwa. Funkcje te opisuj¡ prawdopodobie«stwo, »e poszczególne procesy przy
danej liczbie cz¡steczek czynnika regulatorowego s¡ aktywny. Funkcje te maj¡ nast¦puj¡c¡
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Rysunek 5.24: Odpowied¹ populacji heterogenicznej pod wzgl¦dem lokalizacji wszystkich
analizowanych progów (SD = 20% θ) na wymuszenie 9 a.u.; (A) Przebiegi czasowe subpopu-
lacji nie aktywuj¡cej odpowiedzi; (B) Przebiegi czasowe subpopulacji aktywuj¡cej blokad¦
cyklu komórkowego; (C) Przebiegi czasowe populacji apoptotycznej; (D) Ko«cowy poziom
p53 vs poziom j¡drowego MDM2 z podziaªem na klasy; (E) Ko«cowy poziom p53 vs PTEN
z podziaªem na klasy (przerywana linia � warto±ci progowe, ró»owy ±rednia warto±¢ pro-
gów w populacji) (F) Zale»no±¢ mi¦dzy warto±ciami progowymi θP , θN1 i θT a odpowiedzi¡
komórki
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(A) (B)

Rysunek 5.25: (A) Warto±¢ funkcji prawdopodobie«stwa dla ró»nych warto±ci parametru
n dla progu θP ; (B) Deterministyczna odpowied¹ ukªadu na ró»ne warto±ci wymuszenia

posta¢:

r(P ) =
Pn

Pn + θnP
, (5.94)

r(N1) =
Nn

Nn + θnN1
, (5.95)

r(N2) =
Nn

Nn + θnN2
, (5.96)

r(T ) =
Tn

Tn + θnT
. (5.97)

Ka»da z powy»szych funkcji przyjmuje warto±ci od 0 do 1 i ma ksztaªt sigmoidalny. Dla
warto±ci progowej θP ksztaªt funkcji prawdopodobie«stwa jest przedstawiony na Rysunku
5.25A. Aby oceni¢ czy dany proces jest aktywny czy nie, losuje si¦ liczb¦ z rozkªadu rów-
nomiernego w zakresie [0,1] � je±li wylosowana warto±¢ jest mniejsza od warto±ci funkcji
w danym stanie ukªadu to proces jest aktywny. Od parametru n zale»y sko±no±¢ funkcji
prawdopodobie«stwa. W niniejszej pracy analizowane s¡ cztery warto±ci wspóªczynnika
n: 5, 10, 20 oraz 30. Stosunkowo du»e warto±ci parametru n wynikaj¡ z du»ego zakresu
zmian poziomu biaªek i pozwalaj¡ na zachowanie odpowiednio du»ej specy�czno±ci aktywa-
cji procesów. Dla niskich warto±ci n proces jest bardzo wra»liwy na nawet niewielkie ilo±ci
regulatora, dlatego aktywacja procesu mo»e nast¡pi¢ równie» przy liczbie cz¡steczek regu-
latora znacznie mniejszej od warto±ci progowej. Natomiast dla du»ych warto±ci n, proces
jest mniej wra»liwy na obecno±¢ enzymu � jest aktywny tylko w ukªadzie z liczb¡ cz¡ste-
czek wi¦ksz¡ od warto±ci progowej (patrz ksztaªt funkcji prawdopodobie«stwa dla ró»nych
warto±ci n � Rysunek 5.25A).

Wyniki symulacji modelu z ró»nymi parametrami n silnie zale»¡ od wymuszenia. W
modelu deterministycznym dla szerokiego zakresu wymusze« wyst¦puj¡ oscylacje, a dla
wymuszenia R wi¦kszego lub równego 7.78 a.u. ukªad d¡»y do punktu stacjonarnego z
wysokim poziomem p53. Na Rysunku 5.25B. przedstawione s¡ przebiegi deterministyczne
dla ró»nych warto±ci wymuszenia, które zostaªy wybrane do modelowania stochastycznego.
Wybrane dawki to: 0 a.u. (ukªad bez wymuszenia), 5 i 7.3 a.u. (±rednie dawki stresu)
oraz 8 a.u. (du»y stres). Dawka 5 a.u. zostaªa wybrana, aby sprawdzi¢ typow¡ odpowied¹
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Tabela 5.4: �rednie i odchylenia standardowe ko«cowego poziomu biaªka p53 w ukªadzie
bez wymuszenia dla ró»nych warto±ci n

n 5 10 20 30 jednostka

�rednia 33 597 33 556 33 555 33 557 cz¡st.
Odchylenie standardowe 84 6 4 1 cz¡st.

komórki na ±rednie dawki stresu, natomiast dawka 7.3 a.u. jest niewiele mniejsza od dawki
wywoªuj¡cej apoptoz¦, i zostaªa wybrana, aby sprawdzi¢, czy losowo±¢ przeª¡cze« wpªynie
na rodzaj indukowanej odpowiedzi.

Dla modeli stochastycznych wykonano 5 000 symulacji stochastycznych, które odpo-
wiadaj¡ jednej populacji komórkowej o danych wªa±ciwo±ciach i potraktowanych danym
wymuszeniem. Wyniki tych symulacji s¡ przedstawione w kolejnych podrozdziaªach.

5.6.1 Wyniki otrzymane przy zastosowaniu ukªadu bez wymuszenia

Analizowany ukªad bez wymuszenia znajduje si¦ w stanie stacjonarnym poªo»onym sto-
sunkowo daleko od warto±ci progowych. Prawdopodobie«stwo aktywacji lub dezaktywacji
procesu indukowanej produkcji biaªka, degradacji p53 lub zahamowania transportu jest
niewielkie, dlatego w przebiegach czasowych dla poszczególnych komórek nie wyst¦puj¡
du»e ró»nice. Oczywi±cie dla ukªadu o du»ym zakresie wra»liwo±ci na obecno±¢ czynników
regulacyjnych (n = 5) wyst¦puje najwi¦ksza zmienno±¢ warto±ci biaªka p53 w czasie, wy-
nikaj¡ca z losowej aktywacji i dezaktywacji degradacji p53 przez MDM2 (Rysunek 5.26A).
Znaczny spadek zmienno±ci jest widoczny na histogramach, które przedstawiaj¡ ko«cowe
warto±ci poziomu biaªka p53 a tak»e przy porównaniu odchyle« standardowych w poszcze-
gólny próbach: dla n = 5 odchylenie standardowe wynosi 84 cz¡steczek, a dla n = 10
tylko 6 cz¡steczek (Rysunek 5.26B). W Tabeli 5.4 przedstawione s¡ ±rednie i odchylenia
standardowe dla populacji o ró»nych warto±ciach n.

5.6.2 Wyniki otrzymane przy zastosowaniu ukªadu ze ±rednimi warto-

±ciami wymuszenia

Do analizy wpªywu ±rednich dawek wymuszenia zostaªy wybrane dwie warto±ci stresu
R = 5 a.u. i R = 7.3 a.u.W ukªadzie deterministycznym obie te dawki wywoªuj¡ powstanie
oscylacji biaªka p53. Ich zakres oraz okres nieznacznie si¦ ró»ni¡, ale los komórki w tych
systemach jest taki sam � blokada cyklu komórkowego (Rysunek 5.25B).

W modelu stochastycznym pod wpªywem dawki R = 5 a.u. w ukªadzie nast¦puje wzrost
poziomu p53. Dla n = 5 oraz n = 10 odpowied¹ ukªadu (t > 20h) ma charakter biaªego
szumu i nie wyst¦puj¡ regularne oscylacje (Rysunek 5.27A). Ponadto dla n o mniejszej
warto±ci odchylenie standardowe ko«cowych poziomów p53 jest mniejsze poniewa», prze-
ª¡czenia wyst¦puj¡ cz¦±ciej, nawet dla poziomów biaªka odlegªych od warto±ci progowych,
przez co ukªad nie ma czasu na odej±cie od warto±ci ±rednich (Rysunek 5.27B). Wraz ze
wzrostem warto±ci n oscylacje poziomu p53 s¡ coraz bardziej regularne, zakres odpowiedzi
zbli»a si¦ do zakresu odpowiedzi deterministycznej (Rysunek 5.27A). Ze wzgl¦du na wyst¦-
powanie regularnych oscylacji, zmienia si¦ ksztaªt histogramu warto±ci ko«cowych biaªka
p53 w porównaniu do histogramów dla niskich warto±ci n (Rysunek 5.27B), a jednocze-
±nie znacz¡co wzrasta odchylenie standardowe � od 663 cz¡steczek, dla n = 5, do 4891
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Rysunek 5.26: Wyniki stochastycznych symulacji modelu biaªka p53 bez wymuszenia; (A)
Przebiegi czasowe poziomu biaªka p53 w ukªadzie dla ró»nych warto±ci n (50 przykªadowych
przebiegów); (B) Histogram liczby cz¡steczek biaªka p53 w 72 godzinie symulacji (5 000
komórek)

cz¡steczek, dla n = 30 (Tabela 5.5). Wraz ze wzrostem czasu symulacji, najprawdopodob-
niej oscylacje ulegªyby caªkowitej desynchronizacji i histogram miaªby ksztaªt zbli»ony do
rozkªadu równomiernego.

Dla wymuszenia R = 7.3 a.u. w ukªadzie deterministycznym nadal wyst¦puj¡ niega-
sn¡ce oscylacje, o nieco wi¦kszej amplitudzie oraz mniejszym okresie ni» dla R = 5 a.u.
(Rysunek 5.25) W modelu stochastycznym dla tej warto±ci wymuszenia obserwuje si¦ du»e
zró»nicowanie odpowiedzi ukªadów o ró»nej wra»liwo±ci na obecno±¢ czynników regulato-
rowych. Przy du»ej wra»liwo±ci komórek na nawet niewielkie st¦»enie regulatora (n = 5),
w ukªadzie wzrasta poziom biaªka p53, a nast¦pnie ulega nieregularnym wahaniom, wy-
nikaj¡cym z losowej aktywacji procesów. Histogram warto±ci ko«cowych biaªka p53 ma
ksztaªt zbli»ony do rozkªadu normalnego i stosunkowo niewielkie odchylenie standardowe
o warto±ci 818 cz¡steczek (Rysunek 5.28A i B, pierwsza kolumna). Dla ukªadu o mniejszej
wra»liwo±ci na liczno±¢ cz¡steczek regulatora (n = 10), odpowied¹ nadal ma charakter
biaªego szumu, ale poziom p53 ro±nie szybciej, co z pewno±ci¡ poci¡ga za sob¡ wzrost po-
ziomu PTEN, dzi¦ki czemu okoªo 60 godziny od zadziaªania wymuszenia nast¦puje akty-
wacja zahamowania transportu MDM2 i gwaªtowne nagromadzenie p53 (Rysunek 5.28A,
2 kolumna). W ko«cowej chwili symulacji zakres p53 jest bardzo du»y i na podstawie
ksztaªtu histogramu mo»emy wydzieli¢ dwa maksima, ±wiadcz¡ce o wyst¦powaniu dwóch
subpopulacji. Pierwsze maksimum przypada na liczebno±¢ biaªka p53 równ¡ okoªo 57 000
i odpowiada komórkom, w których aktywna jest blokada cyklu. Drugie maksimum znaj-
duje si¦ przy wy»szych poziomach biaªka (okoªo 85 000 cz¡steczek) co oznacza aktywacj¦
apoptozy (Rysunek 5.28B, druga kolumna). W dªu»szym horyzoncie czasowym najpraw-
dopodobniej we wszystkich komórkach nast¡piªby wzrost poziomu biaªka p53, tak jak ma
to miejsce dla n = 20. W ukªadzie tym równie» wyst¦puj¡ oscylacje, ale ich amplituda si¦
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Rysunek 5.27: Wyniki stochastycznych symulacji modelu biaªka p53 z wymuszeniem R =
5 a.u.; (A) Przebiegi czasowe poziomu biaªka p53 w ukªadzie dla ró»nych warto±ci n (50
przykªadowych przebiegów); (B) Histogram liczby cz¡steczek biaªka p53 w 72 godzinie
symulacji (5 000 komórek)

zmniejsza. Okoªo 40 godzin po podaniu wymuszenia, poziom p53 jest stale podwy»szony,
co pozwala na aktywacj¦ p¦tli sprz¦»enia dodatniego i dalszy wzrost poziomu biaªka p53.
Odpowied¹ populacji jest bardzo jednorodna � po 72 godzinach we wszystkich komórkach
poziom p53 jest bardzo wysoki, a odchylenie standardowe niskie (patrz Rysunek 5.28 A i
B, trzecia kolumna oraz Tabela 5.5). W ukªadzie bardzo maªo wra»liwym na szeroki zakres
st¦»e« cz¡steczek regulatorowych (n = 30) oscylacje poziomu biaªka s¡ bardzo regularne, a
okresowe zmiany poziomu biaªka p53 z niskiego na wysoki, utrudniaj¡ nagromadzenie biaª-
ka PTEN i aktywacj¦ sprz¦»enia dodatniego. Równie» w tym przypadku populacja dzieli
si¦ na dwie cz¦±ci: w bardziej licznej subpopulacji wyst¦puj¡ oscylacje, ±wiadcz¡ce o blo-
kadzie cyklu natomiast w maªej podgrupie komórek aktywowana jest apoptoza (Rysunek
5.28A i B, czwarta kolumna). W dªu»szym horyzoncie czasowym najprawdopodobniej we
wszystkich komórkach wyst¡piªby ostatecznie wzrost poziomu p53 w stopniu umo»liwiaj¡-
cym aktywacj¦ apoptozy. Odchylenie standardowe poziomu biaªka w 72 godzinie symulacji
w tym ukªadzie jest równie» bardzo du»e (Tabela 5.5). Ponadto mo»na zauwa»y¢, ze wraz
ze wzrostem parametru n, wzrasta amplituda oscylacji (Rysunek 5.28A).

5.6.3 Wyniki otrzymane przy zastosowaniu ukªadu z wysokimi warto-

±ciami wymuszenia

W przypadku modelu stochastyczego, niezale»nie od warto±ci parametru n, pod wpªy-
wem du»ej dawki wymuszenia (R = 8 a.u.) odpowied¹ populacji jest bardzo jednorodna.
Porównanie ko«cowych poziomów biaªka � ±rednich i odchyle« standardowych � jest
przedstawione w Tabeli 5.6. W modelach o n wi¦kszym od 5 pocz¡tkowo wyst¦puj¡ oscy-
lacje, a nast¦pnie jest aktywowana apoptoza. Ko«cowy poziom biaªka p53 we wszystkich
komórkach jest bardzo podobny (Rysunek 5.29A i B, druga, trzecia i czwarta kolumna).
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Rysunek 5.28: Wyniki stochastycznych symulacji modelu biaªka p53 z wymuszeniem R =
7.3 a.u.; (A) Przebiegi czasowe poziomu biaªka p53 w ukªadzie dla ró»nych warto±ci n (50
przykªadowych przebiegów); (B) Histogram liczby cz¡steczek biaªka p53 w 72 godzinie
symulacji (5 000 komórek)

Tabela 5.5: �rednie i odchylenia standardowe ko«cowego poziomu biaªka p53 w ukªadzie
ze ±rednimi wymuszeniami przy ró»nych warto±ciach parametru n

n 5 10 20 30 jednostka

R = 5 a.u.
�rednia 41 183 42 398 40 616 40 772 cz¡st.
Odchylenie standardowe 663 1 021 4 627 4 891 cz¡st.

R = 7.3 a.u.
�rednia 49 318 69 620 89 163 48 721 cz¡st.
Odchylenie standardowe 818 11 124 595 8 098 cz¡st.
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Rysunek 5.29: Wyniki stochastycznych symulacji ukªadu z wymuszeniem R = 8 a.u.; (A)
Przebiegi czasowe poziomu biaªka p53 w ukªadzie dla ró»nych warto±ci n (50 przykªadowych
przebiegów); (B) Histogram liczby cz¡steczek biaªka p53 w 72 godzinie symulacji (5 000
komórek)

Tabela 5.6: �rednie i odchyleniea standardowe ko«cowego poziomu biaªka p53 w ukªadzie
z du»ym wymuszeniem R = 9 a.u. dla ró»nych warto±ci n

n 5 10 20 30 jednostka

�rednia 54 270 89 435 89 435 89 435 cz¡st.
Odchylenie standardowe 1 048 40 0 0 cz¡st.

W przypadku modelu, w którym komórki maj¡ du»¡ wra»liwo±¢ na szeroki zakres liczno-
±ci cz¡steczek regulatorowych odpowied¹ ma charakter biaªego szumu. Poziom biaªka p53
jest podwy»szony, ale w analizowanym horyzoncie czasowym nie jest wystarczaj¡cy, aby
aktywowa¢ apoptoz¦. Z tego powodu, w tym ukªadzie wyst¦puje najwi¦ksze odchylenie
standardowe (Rysunek 5.29A i B, pierwsza kolumna).

5.6.4 Porównanie wyników

Przy porównaniu poziomów biaªek p53 oraz j¡drowego MDM2 w ko«cowych chwilach czasu
widoczne jest, »e tylko w ukªadach z odpowiedzi¡ d¡»¡c¡ do punktu stacjonarnego, speª-
niona jest intuicyjna zale»no±¢ mi¦dzy wzrostem wra»liwo±ci na bod¹ce a zró»nicowaniem
odpowiedzi populacji. Dla R = 0 a.u. oraz R = 8 a.u. niska warto±¢ n odpowiada najwi¦k-
szemu zró»nicowaniu odpowiedzi, poniewa» procesy s¡ aktywowane nawet w komórkach o
poziomach biaªka odlegªych od warto±ci progowych (Rysunek 5.30A i D). W ukªadzie o
niskim wymuszeniu R = 5 a.u., wraz ze wzrostem n ro±nie amplituda oscylacji, a trajekto-
ria poziomu biaªka jest mniej zaszumiona i ma bardziej regularny, oscylacyjny charakter,
widoczny w postaci pier±cieni na Rysunku 5.30B. Przy wymuszeniu R = 7.3 a.u. ko«cowe
warto±ci poziomów biaªka tworz¡ chmury o bardzo nieregularnych ksztaªtach. Dla n = 5



152 Model moduªu regulatorowego biaªka p53

chmura jest niewielka i odpowiada ±redniemu poziomowi p53. Dla n = 10 chmura punktów
ma podªu»ny ksztaªt, opisuj¡cy zakres warto±ci od ±redniego do wysokiego poziomu p53,
jaki wyst¦puje w populacji komórek aktywuj¡cych apoptoz¦ w ci¡gu kilku ostatnich godzin
symulacji. W populacji o n = 20 chmura punktów jest skupiona przy wysokich poziomach
p53 i niskich MDM2, co odpowiada jednorodnej populacji apoptotycznej. Natomiast dla
n = 30 du»a cz¦±¢ komórek to komórki oscyluj¡ce przy ±rednich poziom p53 oraz MDM2,
ale jednocze±nie widoczny jest ±lad, stworzony przez komórki, które pod¡»aj¡ do wysokich
poziomów p53 (Rysunek 5.30C), co stanowi artefakt metody.

(A) (B)

(C) (D)

Rysunek 5.30: Liczba cz¡steczek biaªka p53 oraz MDM2 j¡drowego w 72 godzinie symulacji,
w populacji o ró»nych warto±ciach parametru n oraz dla ró»nych wymusze«; (A) Wymusze-
nie R = 0 a.u.; (B) Wymuszenie R = 5 a.u.; (C) Wymuszenie R = 7.3 a.u.; (D) Wymuszenie
R = 8 a.u. (ró»ne kolory odpowiadaj¡ ró»nych warto±ciom n zgodnie z Rysunkiem 5.25A)

Odpowied¹ populacji jest ±ci±le zwi¡zana ze specy�czno±ci¡ danej linii komórkowej. Spe-
cy�czno±¢ t¦ mo»na scharakteryzowa¢ przez parametr n, który opisuje zdolno±ci komórki
do aktywacji procesów przy ró»nych poziomach cz¡steczek regulatorowych: niska warto±¢
wspóªczynnika n odpowiada populacji o du»ej swobodzie aktywacji procesów regulowanych
przez p53, MDM2 i PTEN. Dany proces mo»e zosta¢ aktywowany nawet je±li liczebno±¢
cz¡steczek regulatorowych jest bardzo ró»na od warto±ci progowej. W przypadku komórek
nie poddanych wymuszeniu lub poddanych wysokim warto±ciom stresu, populacja o du-
»ej swobodzie ma znacznie wi¦ksze zró»nicowanie obserwowanych odpowiedzi. Dla ±redniej
dawki stresu, ±rednie warto±ci n pozwalaj¡ na aktywacj¦ apoptozy, przy czym czas akty-
wacji apoptozy jest ni»szy w komórkach o n = 20 ni» n = 10. Populacja o bardzo wysokim
n pozostaje w basenie przyci¡gania cyklu granicznego i tylko nieliczne komórki aktywuj¡
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apoptoz¦. Przy zwi¦kszaniu wymuszenia nast¦puje coraz wi¦ksza synchronizacja komórek,
w których wyst¦puj¡ oscylacje, wi¦c czuªo±¢ na obecno±¢ cz¡steczek regulatorowych ma
mniejsze znacznie.

5.7 Dyskusja

Zastosowanie ukªadów z przeª¡czeniami do modelowania procesów biologicznych jest szcze-
gólnie uzasadnione w przypadku ukªadów silnie nieliniowych, w których tempo wi¦kszo±ci
procesów enzymatycznych mo»e by¢ opisane przez krzywe sigmoidalne o ró»nym stopniu
sko±no±ci, co pozwala na oddanie dynamiki aktywacji danego procesu. Istnieje wiele mo-
deli biaªka p53, o bardzo ró»nym stopniu skomplikowania. Peªne modele, uwzgl¦dniaj¡ce
wiele oddziaªywa« mi¦dzyczasteczekowych, s¡ bardzo rozbudowane i zawieraj¡ kilkana-
±cie a nawet kilkadziesi¡t równa« [90, 71, 22], przez co analiza takich modeli jest równie»
nietrywialna. Natomiast uproszczenie modelu prowadzi zazwyczaj do bardzo silnych nieli-
niowo±ci, które pozwalaj¡ zachowa¢ odpowiedni¡ dynamik¦, jednak ich analiza jest równie»
bardzo trudna i sprowadza si¦ gªównie do symulacji numerycznych. Zastosowanie modelo-
wania z przeª¡czeniami pozwala stworzy¢ proste modele, które mo»na analizowa¢ metodami
analitycznymi, a które jednocze±nie zachowuj¡ odpowiedni¡ dynamik¦. Oczywi±cie ukªa-
dy z przeª¡czeniami maj¡ pewne ograniczenia, jednak porównuj¡c ich przebiegi czasowe z
ukªadem silnie nieliniowym okazuje si¦, »e podstawowa dynamika ukªadu jest zachowana
(Rysunek 5.5). Zalet¡ ukªadów z przeª¡czeniami jest mo»liwo±¢ zastosowania rozbudowa-
nej analizy ukªadu tego typu, co pozwala na lepsze poznanie wªa±ciwo±ci analizowanego
systemu biologicznego.

W stworzonym modelu moduªu regulatorowego biaªka p53 zaproponowana metodolo-
gia pozwoliªa na wyznaczenie rozwi¡za« analitycznych dla podukªadów systemu, zlokali-
zowanie punktów stacjonarnych oraz okre±lenie wyst¦powania cykli granicznych. Punkty
stacjonarne � zwyczajne oraz osobliwe� charakteryzuj¡ zachowanie ukªadu biologicznego
i odpowiadaj¡ ró»nym typom odpowiedzi komórek obserwowanym w badaniach ekspery-
mentalnych. W komórce bez zewn¦trznego wymuszenia wyst¦puje niski poziom p53 oraz
wysoki MDM2. Poziomy takie koresponduj¡ ze zwyczajnym punktem stacjonarnym w do-
menie {020}. Pod wpªywem wymuszenia, np. promieniowania jonizuj¡cego, DNA w komór-
ce ulega uszkodzeniu i aktywowane s¡ procesy degradacji MDM2. W efekcie obserwuje si¦
zale»ny od dawki wzrost poziomu p53 komórce. W przypadku niskich dawek ±redni poziom
biaªka jest podwy»szony, a w przebiegach czasowych mo»na zauwa»y¢ oscylacje [82]. Takie
zachowanie systemu koreluje z obecno±ci¡ osobliwych punktów stacjonarnych na przeci¦-
ciu si¦ warto±ci progowej θP oraz θN2. Osobliwe punkty stacjonarne nie s¡ asymptotycznie
stabilne, a pomi¦dzy domenami dookoªa nich znajduje si¦ cykl graniczny zapewniaj¡cy
wyst¦powanie niegasn¡cych oscylacji poziomu biaªka p53 i MDM2. Przekªadaj¡c to na
biologiczne obserwacje, taka odpowied¹ ukªadu odpowiada blokadzie cyklu komórkowego i
próbie naprawy uszkodze« materiaªu genetycznego. Jednocze±nie w modelu matematycz-
nym dla ±rednich i wysokich warto±ci wymuszenia wyst¦puje zwyczajny punkt stacjonarny,
w którym poziom biaªka p53 jest znacznie podniesiony (domena {101}). Odpowiada on
stanowi ukªadu biologicznego, w którym poziom biaªka p53 jest stale utrzymywany na wy-
sokim poziomie. Stan taki jest mo»liwy po wyª¡czeniu p¦tli sprz¦»enia ujemnego poprzez
akumulacj¦ biaªka PTEN i blokad¦ transportu MDM2 do j¡dra. Utrzymanie wysokiego
poziomu biaªka p53 przez dªu»szy czas pozwala na akumulacj¦ biaªek odpowiedzialnych za
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apoptoz¦, dzi¦ki czemu komórka ze znacznymi uszkodzeniami jest usuwana z populacji [86].
Na podstawie wyst¦powania ró»nych typów punktów stacjonarnych mo»na przewidywa¢
ró»n¡ odpowied¹ ukªadu w zale»no±ci od pocz¡tkowego stanu komórki. Oczywi±cie niektóre
warunki pocz¡tkowe nie s¡ biologicznie uzasadnione w prawidªowo funkcjonuj¡cych komór-
kach. Jednak losowo±¢ procesów lub nieprawidªowo±ci w procesach wewn¡trzkomórkowych
mog¡ skutkowa¢ nietypowym zachowaniem, takim jak stabilizacja poziomu biaªka p53 na
±redniej warto±ci odpowiadaj¡ca wyznaczonemu analitycznie punktowi stacjonarnemu w
domenie {111} (sekcja 5.4.2).

Jednocze±nie, jak pokazaªam na stworzonym modelu moduªu regulatorowego biaªka
p53, wyznaczenie punktów stacjonarnych nie jest wystarczaj¡ce, aby przewidzie¢ zacho-
wanie ukªadu. Brak analizy basenów przyci¡gania wokóª danego punktu równowagi mo»e
skutkowa¢ faªszywym okre±leniem wyst¦powania oscylacji, wokóª osobliwego punktu sta-
cjonarnego. Teoretyczna trajektoria wokóª punktu SSP mo»e przebiega¢ przez warto±¢ gra-
niczn¡, co b¦dzie skutkowaªo zmian¡ podsystemu i, najprawdopodobniej, zmian¡ punktu
przyci¡gania. Zatem nawet w ukªadach posiadaj¡cych punkty SSP, wyst¦powanie oscylacji
nie jest przes¡dzone.

�rodowisko i charakter procesów biologicznych s¡ tak niejednorodne, »e zaw¦»enie ba-
da« wyª¡cznie do analizy oraz symulacji modeli deterministycznych wydaje si¦ sporym
ograniczeniem. Ju» samo uwzgl¦dnienie zró»nicowania populacji komórkowej poprzez zró»-
nicowanie lokalizacji progów aktywacji danych procesów, pozwala na dokªadniejsz¡ analiz¦
badanego systemu oraz odniesienie wyników do literaturowych wyników eksperymentów
biologicznych. Warto±ci progowe w modelu odzwierciedlaj¡ warunki panuj¡ce w komórce,
takie jak temperatura, odczyn pH czy st¦»enie cz¡steczek, które wpªywaj¡ na proces akty-
wacji i dezaktywacji ró»nych reakcji enzymatycznych w komórce. Stochastyczna lokalizacja
progów umo»liwia zamodelowanie ró»norodno±ci w populacji obserwowanej w eksperymen-
tach biologicznych.

Metody eksperymentalne pozwalaj¡ na badanie poziomów biaªek w pojedynczych ko-
mórkach i na ich podstawie wnioskuje si¦ o powi¡zaniu ró»nic w poziomach biaªek z ró»ny-
mi odpowiedziami komórek w danej populacji. X. Chen i in. [89] na podstawie przebiegów
czasowych w populacji komórkowej wydzielili 4 ró»ne grupy komórek: komórki aktywuj¡-
ce blokad¦ cyklu komórkowego (oscyluj¡ce lub o monotonicznym wzro±cie poziomu biaªka
p53) oraz komórki apoptotyczne (równie» oscyluj¡ce lub o staªym wzro±cie poziomu p53).
W zaproponowanym powy»ej podej±ciu do modelowania zró»nicowania populacji komór-
kowej poprzez zmian¦ lokalizacji progów aktywacji procesów indukowanych przez biaªka,
równie» obserwuje si¦ zró»nicowanie populacji potraktowanej dan¡ dawk¡ stresu na komór-
ki niereaguj¡ce, oscyluj¡ce, indukuj¡ce niski lub wysoki wzrost poziomu p53, co nast¦pnie
pozwala wnioskowa¢ o podj¦tej decyzji, co do losu danej komórki. Podobnie jak wyniki eks-
perymentalne, symulacje wykazaªy, »e gªówny typ odpowiedzi u komórek apoptotycznych
to monotoniczny wzrost, a u komórek aktywuj¡cych blokad¦ cyklu to oscylacje, jednak
przewiduj¡ równie» mo»liwo±¢ wyst¡pienia nietypowego zachowania komórek.

Jak niezwykle wa»ne jest prawidªowe funkcjonowanie biaªka p53, pokazuj¡ wyniki ba-
dania wpªywu progu aktywacji ekspresji genów zale»nych od p53 na odpowiedzi komórek.
W komórkach nowotworowych biaªko p53 jest cz¦sto zmutowane, przez co jego aktywno±¢
jest nieprawidªowa. Zarówno obni»enie, jak i podwy»szenie warto±ci progu biaªka p53, przy
której nast¦puje indukowana aktywacja ekspresji genów przez biaªko p53 skutkuje upo±le-
dzeniem funkcjonalno±ci moduªu regulatorowego oraz innych biaªek zale»nych od niego
transkrypcyjnie. W przypadku zbyt niskiego progu, aktywacja produkcji biaªek zale»nych
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od p53 zachodzi nawet przy jego niewielkiej ilo±ci. W efekcie p¦tla sprz¦»enia ujemnego jest
nieaktywna, poniewa» produkcja PTEN skutecznie j¡ blokuje, poprzez ograniczenie trans-
portu MDM2 do j¡dra. Symulacje wykazaªy, »e komórki z biaªkiem p53 o zbyt du»ej aktyw-
no±ci, nie maj¡ mo»liwo±ci aktywowania prawidªowej odpowiedzi na stres. Znane s¡ typy
mutacji biaªka p53, które skutkuj¡ nabyciem dodatkowych funkcji (ang. gain of function)
i skutkuj¡ zwi¦kszeniem odporno±ci komórki na sygnaªy proapoptotyczne [91]. Oczywi±cie
mutacje p53 zwi¡zane ze zwi¦kszeniem jego funkcjonalno±ci maj¡ bardzo skomplikowany
wpªyw na ró»norodne oddziaªywania wewn¡trzkomórkowe i nie mo»na ich bezpo±rednio
przenosi¢ na obserwowany tutaj wpªyw przesuni¦cia progu, niemniej jednak ogólna zale»-
no±¢ jest taka sama.

Znacznie lepiej zbadanym zjawiskiem jest wyst¦powanie mutacji biaªka p53, powo-
duj¡cej utrat¦ lub ograniczenie jego funkcjonalno±ci. Badania eksperymentalne wykazuj¡
dominuj¡ce dziaªanie zmutowanego biaªka p53 wzgl¦dem prawidªowego biaªka p53. W ko-
mórkach zawieraj¡cych oba typy biaªka (jeden allel genu jest poprawny a jeden zmutowa-
ny), zmutowane biaªko znacz¡co obni»a zdolno±¢ prawidªowego biaªka do wi¡zania si¦ do
DNA, przez co zmniejsza zdolno±¢ komórki do aktywacji odpowiedzi na stres, poprzez pro-
dukcj¦ odpowiednich biaªek [92]. Wyst¦powanie zmutowanego biaªka w komórce zmniejsza
zdolno±¢ komórki do nagromadzenia funkcjonalnego biaªka p53, w stopniu umo»liwiaj¡-
cym aktywacj¦ ekspresji genów. W przypadku modelu kawaªkami liniowym zjawisko to
jest modelowane poprzez podniesienie warto±ci progowej θP . Przy niskich dawkach stresu
w takiej komórce nie wyst¦puj¡ oscylacje, a poziom biaªka p53 stabilizuje si¦ na pozio-
mie podwy»szonym wzgl¦dem komórek o standardowym poªo»eniu progu θP . Podwy»sze-
nie poziomu biaªka p53 wyst¦puje równie» w komórkach nowotworowych, takich jak linia
komórkowa ESCC [93], gdzie wykazano, »e wysoki poziom biaªka p53 koreluje z niskim
wspóªczynnikiem prze»ywalno±ci pacjentów. Podwy»szony poziom biaªka p53 wykazano
równie» w komórkach nowotworowych piersi i »oª¡dka [94, 95]. Brak oscylacji jest niepo»¡-
danym efektem ze wzgl¦du na brak mo»liwo±ci powrotu do stanu normalnego w komórce.
Ze wzgl¦du na brak zmiennej oznaczaj¡cej poziom uszkodze« DNA w modelu, a co za
tym idzie pomini¦ciem modelowania procesów jego naprawy, wyst¦puj¡ce oscylacje s¡ nie-
gasn¡ce. W rzeczywistych ukªadach czas wyst¦powania oscylacji jest czasem na podj¦cie
decyzji: je±li uszkodzenia mog¡ by¢ skutecznie naprawione, poziom ich spada, a oscyla-
cje stopniowo zanikaj¡ do momentu, a» ukªad powróci do stanu natywnego. Natomiast w
przypadku znacznych uszkodze«, których komórka nie jest w stanie efektywnie naprawi¢,
oscylacje prowadz¡ do nagromadzenia biaªka PTEN, aktywacji sprz¦»enia dodatniego i
ostatecznie apoptozy. Przy du»ych warto±ciach θP komórki, nawet przy wysokim poziomie
uszkodze« DNA, nie maj¡ mo»liwo±ci nagromadzenia wystarczaj¡cej ilo±ci biaªka PTEN,
aby zablokowa¢ transport MDM2 do j¡dra. W efekcie nawet du»e wymuszenie nie wywoªuje
apoptozy w komórkach, a jedynie blokuje podziaªy komórkowe. Znaczenie prawidªowego
funkcjonowania p¦tli sprz¦»enia dodatniego zostaªo równie» wykazane w symulacjach ze
zrandomizowanym poªo»eniem progu dla aktywacji blokady transportu MDM2 do j¡dra.
Wyniki pokazuj¡, »e wraz ze wzrostem warto±ci θT spada zdolno±¢ do aktywacji apoptozy.
Konieczno±¢ akumulacji du»ej ilo±ci biaªka PTEN, uniemo»liwia blokad¦ transportu biaªka
MDM2, przez co zachodzi szybka degradacja p53 a jego poziom nie mo»e wzrosn¡¢ do wy-
sokich warto±ci. Faktem jest, »e w wielu nowotworach, np. prostaty, piersi czy mózgu [96],
obserwuje si¦ uszkodzenia w p¦tli sprz¦»enia dodatniego, przez co aktywacja apoptozy jest
w nich utrudniona lub niemo»liwa [97].

Kolejnym wa»nym procesem pozwalaj¡cym na utrzymanie odpowiedniego poziomu
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biaªka p53 jest proces degradacji biaªka p53. Degradacja p53 jest ±ci±le regulowana przez
MDM2, a wraz ze wzrostem zdolno±ci MDM2 do aktywacji degradacji p53, spada zdolno±¢
komórki do aktywacji apoptozy. W komórkach, w których degradacja p53 jest bardzo ªa-
two aktywowana, nagromadzenie biaªka jest utrudnione, a nawet niemo»liwe. W komórkach
takich nie obserwujemy apoptozy, nawet przy bardzo du»ych uszkodzeniach materiaªu ge-
netycznego. Du»a ilo±¢ bada« biologicznych potwierdza znaczenie MDM2 jako kluczowego,
ujemnego regulatora poziomu p53. Zatem rozlu¹nienie zale»no±ci mi¦dzy p53 a MDM2 mo-
»e stabilizowa¢ poziom p53 i aktywowa¢ ±cie»ki przez nie regulowane, prowadz¡c do bloka-
dy podziaªów komórkowych i apoptozy. Badania na komórkach nowotworowych pokazuj¡,
»e zmniejszenie wra»liwo±ci biaªka p53 na obecno±¢ MDM2 pozwala na jego akumulacj¦
w j¡drze, aktywacj¦ genów zale»nych od p53 i w efekcie procesów, takich jak blokada cyklu
i ±mier¢ komórki [75].

Innym skutkiem zró»nicowania populacji jest desynchronizacja odpowiedzi komórkowej.
Badania biologiczne prowadzi si¦ cz¦sto na cz¦±ciowo zsynchronizowanej populacji tak, aby
wpªyw stresu na wszystkie komórki byª porównywalny. Komórki b¦d¡ce w ró»nym stanie
oraz w ró»nych fazach cyklu komórkowego maj¡ ró»n¡ wra»liwo±¢ na czynniki zewn¦trzne.
Promieniowanie, jak i inne rodzaje stresu, wywoªuj¡ ró»n¡ odpowied¹ komórki w zale»no-
±ci od fazy cyklu komórkowego [98]. Badania laboratoryjne pokazuj¡, »e komórki pomimo
zbli»onych warunków pocz¡tkowych, po pewnym czasie desynchronizuj¡ si¦. Równie» w
organizmach »ywych, komórki s¡ zdesynchronizowane. Takie zjawisko jest obserwowane
równie» w wynikach symulacyjnych, gdzie ró»na zdolno±¢ komórki do aktywowania proce-
sów skutkuje zarówno ró»nym okresem oscylacji jak i przesuni¦ciem czasowym momentu
podj¦cia decyzji apoptotycznej. W rzeczywistej populacji zró»nicowanie czasu aktywacji
apoptozy mo»e by¢ rz¦du kilku dni.

Ze wzgl¦du na losowo±¢ aktywacji procesu, wra»liwo±¢ komórek na czynniki regula-
torowe ma znacz¡cy wpªyw na zachowanie populacji. W populacji komórkowej o maªym
zakresie wra»liwo±ci na biaªka peªni¡ce rol¦ enzymów, konieczne jest, aby ich st¦»enie byªo
bliskie warto±ci progowej, »eby dana reakcja mogªa by¢ aktywowana. Przy ni»szych st¦»e-
niach enzymu, aktywacja procesu jest bardzo maªo prawdopodobna, a jednocze±nie przy
st¦»eniach wy»szych od warto±ci progowej prawdopodobie«stwo dezaktywacji jest bardzo
niewielkie. W wi¦kszo±ci przypadków aktywacja zachodzi w komórce posiadaj¡cej st¦»enie
enzymu bliskie warto±ci progowej, dlatego komórki takie wykazuj¡ odpowied¹ zbli»on¡ do
odpowiedzi deterministycznych, nie uwzgl¦dniaj¡cych losowo±ci procesów. Zale»no±¢ war-
to±ci funkcji prawdopodobie«stwa aktywacji procesu od liczno±ci czynnika regulatorowego
zostaªa przedstawiona na Rysunku 5.25B. W zale»no±ci od wra»liwo±ci pojedynczych komó-
rek oraz od wymuszenia obserwuje si¦ bardzo du»e zró»nicowanie odpowiedzi w populacji.
Zmianom ulega zarówno typ aktywowanej odpowiedzi, okres w komórkach o oscyluj¡cych
poziomach, jak i czas podj¦cia decyzji apoptotycznej (Rysunki 5.27, 5.28 oraz 5.29). W
komórce o du»ej wra»liwo±ci na nawet niewielkie st¦»enia biaªek, prawdopodobie«stwo ak-
tywacji procesu nie jest sztywno zwi¡zane z poziomem enzymu. W przebiegach czasowych
pojawiaj¡ si¦ nieregularne oscylacje o charakterze biaªego szumu (Rysunki 5.26, 5.27, 5.28
oraz 5.29 � pierwsza kolumna). Równie» podj¦cie decyzji apoptotycznej jest utrudnione ze
wzgl¦du na maªe przyci¡ganie przez punkt stacjonarny RSP, przez co ukªad ±lizga si¦ na
warto±ciach progowych. Wraz ze wzrostem zakresu wra»liwo±ci na czynniki regulatorowe
w populacji obserwuje si¦ wydªu»enie czasu potrzebnego na podj¦cie decyzji apoptotycz-
nej po zadziaªaniu du»¡ dawk¡ stresu (Rysunek 5.29 czwarta kolumna). Jednocze±nie ze
wzgl¦du na du»¡ regularno±¢, ukªady o maªym zakresie wra»liwo±ci s¡ mniej skªonne do
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aktywacji apoptozy w przypadku dawek stresu poni»ej efektywnej dawki wyznaczonej de-
terministycznie (Rysunek 5.28 czwarta kolumna). Wyniki te podkre±laj¡ znaczenie bada«
stochastycznych jako uzupeªnienie analizy deterministycznej ukªadu. Uwzgl¦dnienie loso-
wo±ci aktywacji procesu wprowadza peªniejszy obraz zachowania populacji, zarówno prze-
suni¦cie w czasie aktywacji decyzji apoptotycznej, jak i zró»nicowanie osi¡galnych zakresów
poziomu biaªek.
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Rozdziaª 6

Podsumowanie

W modelach ukªadów biologicznych przeª¡czenia mog¡ wynika¢ z wewn¦trznej struktury
systemu (np. zmiany stanu genu, aktywacji procesu enzymatycznego) lub zewn¦trznych
oddziaªywa«. Podziaª systemu na podukªady uªatwia badanie jego wªa±ciwo±ci, poniewa»
pozwala na wydzielenie funkcjonalnych cz¦±ci, charakteryzuj¡cych ukªad w pewnym stanie,
np. przed i po podaniu leku, przy aktywnej produkcji danego biaªka lub przy blokadzie
jednego z procesów. Ponadto dzi¦ki zastosowaniu modeli liniowych do opisu dynamiki we-
wn¡trz podukªadu, mo»liwe jest zastosowanie szeregu metod do opisu i analizy zachowania
ukªadu.

Przedstawiona praca doktorska porz¡dkuje i rozszerza metodyk¦ modelowania i analizy
systemów biologicznych przy wykorzystaniu ukªadów kawaªkami liniowych. Przy wykorzy-
staniu metod znanych z literatury oraz autorskich rozwi¡za« zaproponowaªam komplek-
sowy schemat analizy ukªadów biologicznych. Metodologia ta pozwala na zobrazowanie
jako±ciowego zachowania (przy wykorzystaniu grafów tranzycji), analityczne okre±lenie
mo»liwych odpowiedzi ukªadu (wyznaczaj¡c punkty stacjonarne: osobliwe i zwyczajne),
zbadanie wpªywu zró»nicowania wra»liwo±ci ukªadu na rodzaj aktywowanej odpowiedzi,
a tak»e przestudiowanie wpªywu losowo±ci przeª¡czenia na typ oraz dynamik¦ odpowiedzi.

Dzi¦ki wykonanym badaniom wykazaªam prawdziwo±¢ postawionych tez. W stworzo-
nych modelach produkcji biaªka oraz moduªu regulatorowego biaªka p53, w wyniku losowej
lokalizacji warto±ci progowych, nast¡piªo zró»nicowanie przebiegów czasowych oraz ko«co-
wych poziomów biaªka. W zale»no±ci od sprz¦»enia wyst¦puj¡cego w ukªadzie, wyst¦puje
ró»ny zakres ko«cowych poziomów biaªka oraz ró»na skuteczno±¢ proponowanej terapii. W
przypadku cz¦±ci populacji nie osi¡gni¦to celu terapeutycznego.

Do badanych modeli wprowadziªam losowo±¢ przeª¡cze« pomi¦dzy podsystemami, co
pozwoliªo odzwierciedli¢ losowo±¢ procesów takich jak aktywacja genów czy procesów en-
zymatycznych. W efekcie uzyskaªam populacj¦ komórek o zró»nicowanych przebiegach
czasowych, odpowiadaj¡cym obserwowanej biologicznie zmienno±ci wewn¡trzpopulacyjnej.
Przykªadem takiej zmienno±ci mo»e by¢ podziaª populacji na dwie subpopulacje.

Zaproponowana metodologia, dzi¦ki wprowadzeniu ró»nego stopnia losowo±ci przeª¡-
cze«, pozwoliªa równie» zbada¢ wpªyw stopnia zale»no±ci aktywacji procesu od poziomu
czynników regulatorowych. Wraz ze wzrostem losowo±ci zaobserwowaªam wzrost desyn-
chronizacji oscylacji w czasie oraz zmniejszenie ich amplitudy, przy jednoczesnym zwi¦k-
szeniu zaszumienia przebiegów czasowych. Na przykªadzie modelu szlaku biaªka p53 wyka-
zaªam, »e losowo±¢ przeª¡cze« wpªywa równie» na zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej,
w sposób zale»ny od poziomu stresu.
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Przeprowadzone badania mog¡ przyczyni¢ si¦ do lepszego zrozumienia procesów zacho-
dz¡cych w komórkach, zarówno zdrowych, jak i patologicznych, a tak»e mog¡ pomóc przy
optymalizacji podczas projektowania eksperymentów biologicznych.
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sygnaªowych

Czas: 1.01.2018 - 30.6.2020
Rola: doktorant - stypendysta

2. Grant Narodowego Centrum Nauki (DEC-2014/13/B/ST7/00755)
Kierownik: prof. dr hab. in». czª. rzecz. PAN Jerzy Klamka
Tytuª pro-
jektu:

Analiza wªasno±ci ukªadów hybrydowych w zastosowaniu do mo-
delowania i sterowania zªo»onych systemów dynamicznych

Czas: 1.06.2015 - 30.12.2017
Rola: doktorant - stypendysta

3. Grant Narodowego Centrum Bada« i Rozwoju (POIG.02.03.01-00-040/13)
Kierownik: dr hab. in». Jarosªaw �mieja, prof. nzw w Pol. �l.
Tytuª pro-
jektu:

Zintegrowany system informatyczny wspomagaj¡cy badania nad
nowotworami pochodzenia ±rodowiskowego. SYSCANCER

Czas: 2.03.2015 - 30.11.2015
Rola: asystent
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Wyjazdy naukowe

1. Sta» naukowy �nansowany z programu Erasmus +, International Prevention Research
Institute, Lyon (Ecully), France, 12.02.2018 - 12.06.2018, opiekun naukowy: Alberto
d'Onofrio, temat sta»u: Application of stochastic modelling in variety of biological

systems

2. Szkoªa letnia, 11th q-bio Summer School, Fort Collins, Colorado, USA, 4-10.06.2017;
temat kursu: Cancer Dynamics


