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SYSTEMÓW KOMPUTEROWYCH

Streszczenie. Artykuł zęwiera krótki opis probabilistycznego mo
delu działania maszyny cyfrowej lub zespołu maszyn cyfrowych. Model 
ma postać sieci stanowisk obsługi o naturalnym lub priorytetowym 
bezwzględnym regulaminie szeregowania zgłoszeń. W modelu wykorzys
tano metodę aproksymacji dyfuzyjnej, opartę na analogii pomiędzy 
długościę kolejki przed stanowiskiem obsługi o położeniem częstki w 
Jednowymiarowym ruchu Browna. Zamieszczone przykłady obliczeniowe 
ilustruję dokładność metody oraz możliwości jej zastosowania.

WPROWADZENIE

Duża złożoność współczesnych systemów komputerowych i niemożliwy do 
określenia z góry bieg wydarzeń w czasie ich pracy sprawiły, że wśród wie
lu sposobów matematycznego opisu działania tych systemów, sposobów takich 
jak modele algebraiczne’czy skierowano grafy (graf stenów systemu, graf 
wykonywanych zadań, sieć Petriego), szczególnę rolę odgrywają modele pro
babilistyczne, wykorzystujęce aparat matematyczny teorii kolejek - Jedne
go z działów badań operacyjnych.

Urzędzeniowe i programowe zasoby systemu obliczeniowego sę w ujęciu tych 
modeli uważane za połęczone między sobę "stanowiska obsługi", przez które 
przechodzi "klient", czyli wykonywany program (lub część programu), dc 
pewnych stanowisk powracajęc wielokrotnie, omijajęc zaś inne. Czas obsłu
gi oraz odstępy czasu między zgłoszeniami klientów opisane sę rozkładami 
prawdopodobieństwa. Charakterystvczne wielkości systemu obliczane za po- 
mocę teorii kolejek, to:

- czas oczekiwania programów na wykonanie,
- czas, po jakim programy zostanę ukończone całkowicie oraz zostanę ukoń

czone ich fazy, odpowiadajęce obsłudze w poszczególnych stanowiskach,
- liczba programów czekajęcych na udostępnienie im żędanych zesobów,
- przepustowość systemu.

Siłę rzeczy modele probabilistyczne oddaję rzeczywistość w sposób bar
dzo uproszczony i jak pisze Sherr, doświadczony autor tego typu modeli, 
fakt iż tak wiele szczegółów może być pominiętych w modelu, którego wyni
ki sę mimo wszystko poprawne. Jest zdumiewający. Nie brak jednak trudnoś
ci. Teoria kolejek została rozwinięta wcześniej pod kętem widzenia innych 
zastosowań. Ostatnie dziesięciolecie przyniosło szereg modeli stworzonych
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apełnia prospektywne równanie dyfuzji

(i)

w którym jb = A  -

<x = A3e2 + w 3)?2 = Ac + n,cK ,a b a . b

gdzie :

C = A2S 2 a a

Równanie (l) rozwiązuje się zakładając warunek brzegowy w postaci 
umieszczonego w punkcie x = 0 ekranu, który przetrzymuje cząstkę, gdy

stępnie odrzuca Ją do punktu x = 1, [9]. Pobyt cząstki wewnątrz ekranu 
odpowiada okresowi, w którym w stanowisku nie ma klientów, a Jej przeskok 
do punktu x = 1 opisuje pojawienie się pierwszego po okrasie bezczynnym 
klienta. W stanie ustalonym (warunkiem Jego istnienia jest ¡b < 0) rozwią
zanie ma postać

z = , ę  = Ayju,.

Rys. i przedstawia funkcję f(x) obliczoną dla wykładniczych rozkła
dów a(t) , b(t) (tzn. dla C = 1 ,  C. = l) oraz znany w tym przypadku 
rozkład p(n) = (l - <3 )ę ilości klientów w stanowisku. Wartości parame
trów !\i i zaznaczono na rysunku.

Dyskretyzując f(x) można obliczyć przybliżone wartości P d (n) rozkła
du p(n)

ta dojdzie do początku układu przez czas określony rozkładem aft), a na-

dla x <= 0

f(x) J (1 - p \ l - ezx)
P

(2 )

(ez _ !)
p

- l)ezx dla x 2> 1

gdzie :

pd (0) - f(0)

3/2 (3)

'0
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Rys. 1. Rozwiązanie równania dyfuzji oraz rozkład p(n) ilości klientów w
stanowisku

n+1/2

pd (n) = j f(x)dx, n = 2 , 3 ...... (3)

n-1/2

Tablica 1 zawiera wartości p(n) i Pd (n) dla tych samych przykłado
wych danych; wyniki aproksymacji są w tym przypadku niemal dokładne.

Tablica 1

Rozkład ilości klientów w stanowisku - wartości dokładne i obliczone 
według aproksymacji dyfuzyjnej

n p(n) dokładne p(n) przybliżone

0 0,2500 0,2500

1 0,1875 0,1845

2 0,1406 0,1406

3 0,1056 0,1056

4 0.0791 0,0793

5 0,0593 0,0596

6 0.0445 0,0448

7 0,0334 0,0337

8 0,0250 0,0253

9 0,0188 0,0190

10 0,0141 0,0143

...

1000
\  np(n) * 3,00
rTSo

1000
\  npd (n) = 3  ,02 
n-0
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Błędy opisywanej metody sę tym większe, im bardziej a(t) i b(t) róż
nię się od rozkładów wykładniczych. Na podstawie obliczań numerycznych i 
symulacji ustalono [lO], że błęd obliczonych dzięki niej wartości śred
nich ilości klientów w stanowisku i czasu czekania nie przekracza 20%, o 

ile 0,7 Ca «  5, 0,7 €  Cb <  5.
Metoda aproksymacji dyfuzyjnej stała się podstawę modelu stanowiska z 

priorytetowym regulaminem kolejki, a następnie modelu w postaci sieci sta

nowisk obsługi ¡10] , [li] .
Sieć jest otwarta, (tzn. zgłoszenia napływaję do niej z zewnętrz), ma 

dowolnę konfigurację i obejmuje dowolnę ilość stanowisk. VI poszczególnych 
stanowiskach obowiązuje regulamin priorytetowy bezwzględny lub naturalny. 
Uwzględniono pracę własną stanowisk, związaną z rozpoznaniem nadchodzące
go zgłoszenia i podjęciem decyzji o Jego natychmiastowej realizacji lub o 
ustawieniu go w odpowiedniej kolejce oraz pracę związaną z rozpoczęciem 
obsługi klienta. Brak jest założeń co do rodzaju rozkładu czasów obsługi 
i typów strumieni zgłoszeń. Drogę klienta w sieci opisuje łańcuch Markowa 
pierwszego rzędu; oznacza prawdopodobieństwo przejścia klienta ze
stanowiska i, gdzie miał on priorytet k do stanowiska j , w którym przyj•• 

mie on priorytet 1.
Rozwiązanie modelu sprowadza się do rozwiązania układu równań linio

wych i obliczenia w ten sposób parametrów , ^gi słrunlieni wejściowych 
klientów poszczególnych priorytetów k do wszystkich stanowisk i. Dolej 
można już każde stanowisko traktować oddzielnie i opisywać je za pomocą 
modelu pojedynczego stanowiska. Poniższy przykład ilustruje możliwości o- 
pisywanego modelu i rodzaj jego zastosowań.

PRZYKŁ/-D

Rysunek 2 przedstawia analizowany system: jednostkę centralną wyposa
żoną w dwie jednostki pamięci dyskowej. Wykonywane przez system programy 
zostały podzielone no dwie klasy priorytetowe. Wyższy priorytet zapewnia 
pierwszeństwo w uzyskaniu czasu centralnego procesora, dostęp do dysków 
Jest natomiast zorganizowany zgodnie z regulaminem naturalnym.

Aktywizacja nowego programu (czyli nadejście z zewnątrz zgłoszenia) 
następuje w odstępach czasu, których rozkłady opisują współczynniki ’
cl, lub A,?,, C ? , , zależnie od priorytetu programu. Keżdy program po pew- 
O l  U l  U l  1 1  2 2

nym czasio (charakteryzują go lub . C bl) pracy jednostki cen
tralnej zostaje z prawdopodobieństwem r^g lub r^g zakończony bądź też 
odwołuje się do pamięci masowej, czeka w kolejce n8 dostęp do niej, uak
tualnia lub odczytuje dane, po czym znów żąda czasu Jednostki centralnej, 
ustawiając się w kolejce zadań swojego priorytetu. Czas dostępu wraz z 
czasem zapisu (odczytu) określają c£z dla pierwszej pamięci dysko

wej i (ij, C^j dla drugiej pomięci dyskowej.
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Rys. 2. Model analizowanego systemu obliczeniowego, wersja (a)

Programy posiadają pliki na obu dyskach 1 korzystają z nich z równą
11 21 11 21 częstotliwością. Jest więc rj^ " « rj| = r ^ .

Wartości liczbowe wszystkich parametrów zaznaczono na rysunku. Czas re
akcji systemu, tj. czas od aktywizacji do zakończenia programu, obliczymy 
biorąc pod uwagę drogę programów w sieci stanowisk oraz jednakowe parame
try obu dysków. Jako

T> . E[„i] , i . l i i
1/(4 ♦ e[wJ]

1 — Cr + r ) 12 13

dla programów wyższego priorytetu oraz

^  _ r r 2 t . _r 21 . E ["a] + V &  + E ["iJ + E tci] 
1 E[cJ  — r £ Y r ^ ) --------

dla programów niższego priorytetu.

c.^ Jest czasem ukończenia (tj. czasem pomiędzy rozpoczęciem a ukoń
czeniem obsługi) w Jednostce centralnej dla zgłoszeń o niższym prioryte
cie.
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Powyższy model został rozwięzany

a) w postaci Jak na rysunku oraz w kilku Innych wariantach, obrazu
jących możliwości zmian systemu w celu podniesienia Jego efektywności, 
rozumianego tutaj Jako zmniejszenie czasów reakcji. Dla uproszczenia i 
dla większej jasności sytuacji pominięto czas pracy własnej stanowisk. Roz
patrzono następujęce tfiożliwości:

b) reorganizacje pamięci masowej - programy o priorytecie wyższym ko
rzystaj? z dysku nr 1, programy o priorytecie niższym z dysku nr 2; w mo
delu należy zmienić współczynniki przejścia

11 21 n 11 12 ,
12 " 13 “ °'7 ' 21 “ 31 " ł *

„11 21 „11 „12
13 “ 12 " 31 " 21 “ °*

c) wymiana dysków na szybsze - czas dostępu z czasem odczytu (zapisu) 
malej? czterokrotnie (î  = = 100,

d) zakup dodatkowej pamięci operacyjnej; programy o wyższym prioryte
cie przechowuj? swe dane w całości w pamięci operacyjnej i nie korzystaj? 
z dysków, pozostawionych w całości do dyspozycji programów o niższym prio
rytecie; r\\ - rj| = r\\ - r“  = 0, r\\ - r2 * - o,35, r|2 - r“  = 0.5.

Każdy program wyższego priorytetu czeka tylko jeden raz w kolejce do 
procesora centralnego. Rozpoczęwszy pracę wykonuje całość obliczeń bez 
przerwy, przez czas złożony z szeregu etapów, z których każdy określaj? 
te same parametry jij, Cj^. Etap pierwszy ma miejsce na pewno, każdy zaś 
następny z malejęcym (l - r^g)-krotnie prawdopodobieństwem. Całość ma 

wartość średni?

\  = ^l*1 + “— l“ 3̂  ~  0,22

i współczynnik zmienności

(1
1 - r

'bl
10

10) (¿j)
f1!

h

1 -

rlo

r1 5  
10)]

10 0,3.

e) wymiana jednostki centralnej na czterokrotnie szybsz?: *> 60,

A  = 2 0 *
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Wyniki - wartości średnie i współczynniki zmienności dla poszczegól
nych strumieni wejściowych jraz średni czas czekania przed danym zasobem, 
średnią długość kolejki wraz z programem obsługiwanym, jak .również czasy 
reakcji w poszczególnych przypadkach - zswiera tablica 2. Ponieważ zacho
wanie się obydwu pamięci dyskowych różni się w przypadku (b) niewiele, a 
w pozostałych przypadkach wcale, zamieszczono wyniki jedynie dla pamięci 
nr 1.

Tablica 2

Wyniki obliczeń dla poszczególnych wariantów modelu

Wariant c1al C201 *2 C182 E K 1 * 3 < ■ 9 E["U E[w|] T1 T2

a 333 1(41 333 2 3 1 233 134 031 7 qp29 1028 3/43 0122 Q 0l2 058 6 16J.4
b 333 1,42 333 2,97 233 1£6 0 3 17 0P29 13,42 3,65 0J.22 0,012 Q586 16^6
c 333 1)48 333 3,03 233 1^7 0 3 17 0,029 13,53 3^0 002ą 0P02 0(453 16,02
d IjOO 2P0 134 3,71 538 q 3 0 i Q079 1^03 053 0P26 0p08 0302 122
e 333 1?8 333 2£8 233 1^3 Qp68 0p04 025 4 0P2 0122 0012 0 2 6 3 031

Jak widać, porządkowanie plików na dyskach nie daje w danych warunkach 
nic, a wymiana dysków na szybsze - niewiele. Nie dyski sę wąskim gardłem 
systemu lecz jednostka centralna. Wymiana jej na szybszą Jednostkę zmniej
sza czas reakcji systemu dla programów o wyższym priorytecie ponad dwu
krotnie, a dla programów o priorytecie niższym - ponad trzydziestokrotnie.

Jednostka centralna jest w tym przypadku słabo obciążona - współczyn
nik Jej wykorzystania wynosi:

,2
p2 1 2 iii ''■l 3,33 3,33 „  ---
R1 = ?1 + ?1 = “I + ~2 ~ S 0 ~  + "20- °'222

nL r i

(poprzednio R2 = 0,888), czyli jednostka pracuje Jedynie przez ok. 22,2% 
czasu, co umożliwia wprowadzenie trzeciego poziomu priorytetowego dla pro
gramów tła. Zwiększenie pamięci operacyjnej jest dobrym rozwiązaniem po
średnim: T1 maleje prawie dwukrotnie, a T2 maleje ponad trzynastokrot
nie.

Współczynnik wykorzystania Jednostki centralnej ma wówczas wartość 
“ yę- + ^ *> 0,375.

WNIOSKI

Przedstawiony model systemu komputerowego pozwala opisać dwa, występu
jące w rzeczywistości i wymykające się dotąd analizie, fakty:
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- priorytetowe szeregowanie programów w warunkach dowolnych strumieni 
zgłoszeń i dowolnych rozkładów czasów ich wykonania,

- czas pracy własnej wielostanowiskowego, złożonego systemu
i może z tego powodu stać się użytecznym narzędziem przy projektowaniu 
systemów obliczeniowych i sieci komputerów.

Uwzględnienie regulaminu priorytetowego umożliwia analizę systemów pracu- 
Jęcych w czasie rzeczywistym, uwzględniających z reguły hierarchię pro
gramów. Wybrana metoda rozwiązania modelu Jest metodą przybliżoną, co nie 
jest samo w sobie istotną wadą - wszak sam model systemu obliczeniowego w 
postaci sieci stanowisk obsługi Jest poważnym przybliżeniem, jednakże prze
prowadzona w [6], [10] ocena dokładności wielu metod przybliżonych wska
zuje, Jak ostrożnie trzeba z nich korzystać, by ustrzec się poważnych błę
dów.

W przykładach obliczeniowych zamieszczonych w [10] nie stwierdzono dla 
prezentowanego modelu błędów przekraczających 30%, co nożna uznać za wy
nik zadowalający, a nawet dobry, zważywszy, że dokładnej metody rozwiąza
nia poruszonych problemów Jak dotąd nie ma, o stosując inne przybliżenia 
łatwo uzyskać wynik, który różni się o rząd lub więcej od poprawnego.

Dalszy rozwój omawianego modelu powinien iść w kierunku wprowadzenia 
łańcucha Markowa wyższego niż pierwszy rzędu dla charakterystyki drogi 
klientów wewnątrz sieci, co pozwoli lepiej opisać sekwencje zdarzeń za
chodzących w maszynie cyfrowej. Powinno się również wprowadzić do modelu 
inne, spotykane w praktyce, regulaminy obsługi.
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JUiiSt>y3HQHHHa METO# OIHCAHHH .HEÜCTBHH CHCXEMH BHHHCJIHTEJEbEOii MAIOHHH

P e a ¡o u e

C ia ib a  coflepaułT x p a ix o e  onzcaH ae BepoaiHociHOtt M0«eżH AeiłciBHH bhhhcjih-  
TeżŁHOtt ManzHu hżh KOMnjieKCa błimhcjuitójiłhłdc MamzH. Mo^eas n p eaciaB zaeT  c o -  
6oa bha C8TH npaóopoB odcayiHBaHHB c ecTecTBeHHŁiM pacnopflAKOM hjih aÓcojnoT- 
hhm npnopHTeTou pacnopa^K a CHCTeMaiH3aipiH 3aa6żeHHfl. B Mo^ejiH Hcnojib30BaH 
ueioA  AH$(Jy;3K0BHoü annpoKCKMarçHH, ocHosaHHtiił Ha aH ajioran u exxy  ajihhoü o n e -  
pejH  nepeA npafiopou oOcjtyxHBasHH h h03hhhh MOJieicyjiLi b OABOMepHOM dpayHOB- 
CKOM ABH3C6HHH. IlpeACTaBZeilHUe pacneTHHe npHMSptl HJIZBCTpHpyET TOHHOCTb, a 
t 'a s a e  B03M0IH0CTB HpHMeHeHHH 3XOTO MelOfla.

DIFFUSION APPROXIMATION FOR A COMPUTER SYSTEM PERFORMANCE EVALUATION

S u m m a r y

The paper briefly discusses a probabilistic model of computer system 
performance, the model being a queueing network of stations with first-in- 
-first-out or preemptive-resume scheduling disciplines. The method of 
diffusion approximation which is used in the model seeks for analogy bet

ween queuing process and one-dlmentional Brownian movement. Some numeri
cal examples illustrate errors of the approximate method and possibili

ties of the model.


