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ROZKLADY PRAWDOPODOBIENSTWA FRAKCDI GaSTOSCIOWYCH
I KLAS ZIARNOWYCH W PROBACH MATERIALOW UZIARNIONYCH

Streszczenie. Zeprezentowano udziaty wagowe (wychody ) zlarn o
réznych gestosciach 1 rozmiarach, w szczeg6lnosci zawartos$¢ substan-
cji niepalnej, wyznaczone na podstawie bilansu masy zlarn w prébie
materiatu uziarnionego. Uzyskana og6lna formuta wieze udziat wagowy
badanego sktadnika z lIloscie zlarn bso" mego typu oraz og6lne Ilo-
Scie ziarn w prébie. Opierajec sie na probabilistycznych schematach
losowan, przyjeto rozktady prawdopodobienstwa dla wychod6éw poszcze-
gélnych sktadnikéw oraz #*eczny rozktad dla zmiennej losowej wielo-
wymiarowej. Stwierdzono, ze formuta rozktadéw i wariancja zaleze od
ilosci zlarn pobranych do proéby.

Ukazane w referacie podstawy teoretyczne dotyczece opisu procesu
préobobrania se istotne dla badahn symulacyjnych 1 stochastycznych
procedur kontroli i sterowania proceséw przerobki surowcéw mineral-
nych.

1. WSTapP

Dla wielu materiatéw uziarnionych, w tym dla wegla i niektérych rud,
podstawowe charakterystyki: densymetryczne i granulometryczne wyznacza
sie na podstawie prob. Informacja o Jakosci materiatu, uzyskana te droge
stuzy np. do sterowania procesami w zaktadach przerébki surowcéw. Istnie-
je wspétzaleznosci pomiedzy przewidywane, Srednie charakterystyke badane-
go materiatu uziarnionego, mase pobranej proby oraz oszacowaniem zawarto-
Sci badanego sktadnika w materiale na podstawie proébobrania. Niniejsze
opracowanie Jest przyczynkiem do ukazania tych powiezan.

2. BILANS MASY ZIAREN W POBRANEO PROBIE MATERIALU UZIARNIONEGO

Dla dalszych rozwazan zostanie przyjete, ze pobrana préba materiatu o
nasie m, zawiera n ziarn. Wyré6znionymi cechami ziaren se: objetos¢ V
1 gestos¢ (masa whasciwa) 6 . Ponadto przypusémy, ze w wyniku analizy si-
towej materiatu zawartego w prébie uzyskano 1 klas ziarnowych, w kté-
rych Srednia objetosci ziarn wynosze odpowiednio: Vj,... VIf...VA oraz,
ze w wyniku analizy w cieczach ciezkich dokonano rozdziatu catej proby
na r frakcji gestosclowych, w ktérych Srednie gestosci zlarn wynosze
odpowiednio: 06j, ... ..¢r. Masa m~  ziarn, ktére naleze Jednoczes$-
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nie do j-taj frakcji gestcsSciowej oraz i-tej klasy ziarnowej, moze by¢
wyrazona zaleznoscia

mij * Vitjnij® 1)

gdzie:

n~j - liczba ziarn nalezacych Jednoczes$nie do J-tej frakcji gestoscio-
wej oraz i-tej klasy ziarnowej,

i =1,2..... 1; Jj » 1,2 r.

Mase Tk ziarn stanowigcych i-ta klase mozna wyznaczy¢ przez sumowa-
nie po wszystkich § (frakcjach gestosciowych) elementarnych mas rij"
danych wzorem (1), to znaczy, ze:

m -S"umvi£ (1)
3-

Masa m" ziaren stanowigcych j-ta frakcje gestosciowg Jest sumg (su-
mowanie po wszystkich klasach ziarnowych) elementarnych mas mij> czyli

1 1

m = U m j " 6j2 Vini3 i3)
i«l i-1

Oednoczes$nie, masa ziarn w i-tej klasie moze by¢ wyrazana iloczynom:

mk - Vitini> n
gdzie Jest liczbg ziaren w danej klasie, taka, ze
r
"t =2 5" ®
3-1
a Jest pewng $redniag gestosciag ziaron wa i-tej klasie.

2 poréwnania wyrazen (2) i (4) wynika posta¢ zaleznos$ci na S$redniag ge-

stos¢ ziarn w danej klasie:

v
Z' 63n13

6, - J=1 ®
Z nu

3-1
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Podobnie, przyjmujac ogélng zalezno$¢ na masag ziaren j-tej frak-
cji gestosclowej

mj=Vj6jnr a

gdzie :

[Eny

"ioes_ Ui ®

Z poréwnania wyrazen (3) i (7) otrzymujemy wz6r na Srednig objetos¢
ziaren w j-tej frakcji gestosclowej

——————— : ©

Masa ziarn catej proby moze by¢ obliczana ra kilka réwnowaznych sposo-
béw, jak suma mas wszystkich frakcji i klas ziarnowych

1 r

m-55 51Imij"55 ni “55 v @

(6}

-
I
[any
-
1l
-
-
|
[any
-

Ponadto, przyjmujac pownag Srednig gestos¢ & oraz Srednig objetos¢ V
ziaren w préble, mase proby mozna wyrazié¢ zaleznoscig

m = Vén. (1)

Oes$li $rednie gestosci ziarn w poszczeg6lnych klasach ziarnowych
sg jednakowe i réwne Sredniej gestosci <$ ziarn w probie, czyli

&, = 6, dla i « 1,2,...,1 12

to Srednia objetos¢ V ziaren w prébie na podstawie wyrazen (4), (10) i

(11) wynosi
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Natomiast, przy zatoZeniu, ze objetos¢ Srednia ziaren w kazdej
frakcji gestosciowej jest taka sama i réwna Sredniej objetosci ziaren V
w prébie, to znaczy, te:

-V, dla j - 1,2 r %

oraz uwzglednlajec (7), (10) 1 (11) mozna wyznaczy¢ Srednle gestos¢ zlarn
w prébie zgodnie ze wzorem:

& - . (15)
3. UDZIALY WAGOWE KLAS ZIARNOWYCH I FRAKC3I GqSTOSCIOWYCH
W PROBIE MATERIALU
Charakterystyka granulometryczna danego materiatu okresla udziaty Wago-
we lub procentowe zlarn o réznych rozmiarach. Na podstawie préby o masie
m, wychody poszczeg6lnych klas ziarnowych okresla sie jako ilorazy mas
A 1-1.2 1, 16)
przy czym na podstawie (10)

1

Uwzgledniajac zaleznosci (1), (2), (4), (10), (11), charakterystyka
(16) sktadu ziarnowego moze byé zapisana nastepujgco:

vi2 VI v 6n
fi -1°" € - "o-- n 1« 1.2..... 1. an
A | r V<5n
z S “io15) "
1-1 j-1

Desli Srednia gestos¢ @G zlarn w i-tej klasie jest réwna Sredniej
gestosci 6 zlarn w proébie (warunek 12), to wzér (17), opisujacy charakte-
rystyke granulometryczne, upraszcza sie do postaci:

Tt - i-1,2,...,1. @8)
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Charakterystyka densymetryczna materiatu okresla udziaty wagowe lub

procentowe poszczeg6lnych frakcji gestosciowych. Na podstawie prébobra-

nia, okresla sie odpowiednie ilorazy mas

fj - 31. Jw1.2 r

przy czym

| U

oy O
-

Na podstawie zaleznosci (1), (), (@),
gestosciowych w probie okresla wyrazenie:

S ViInij V 6 n

a9

(10) 1 (11) wychody frakcji

J= (20)

Po uwzglednieniu warunku (14), roéwnanie (20) upraszcza sie do postaci:

J-1.2 r. (1)

Czesto okresla sie wychody frakcji gestosciowych w stosunku do masy

ziaren danej klasy, mianowicie:

fj/i"-"-
] 1
przy czym
r
aj/i
3-1

Mozna wykazac¢, ze

i T1-2 ri 22)
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4.  ZAWARTOSC POPIOLU W PR&BIE WaGLA

Zawartos¢ substancji niepalnsj w weglu moze by¢ rozpatrywana jako
efekt obecnosci ziarn skaty ptonej o gestosci ziaren <, znacznie wiegk-

szej niz gestos$é ziarn substancji weglowej (& > 0j, J = 1,2,...,r) oraz
o objetosciach VA, i - 1,2,...,1.
Zawartos¢ substancji niepalnej wsrod ziaren nalezecych jednoczes$-

nie do i-tej klasy ziarnowej i j-tej frakcji gestosciowej, wyraza sie na-
stepujecym ilorazem mas

V.6 k. . 8 k4,
“u - . i | i~ w
J 3 3 j=1,2..... r,
gdzie:
k~rj - ilos¢ ziarn substancji niepalnej w j-tej frakcji gestosciowej,
1-teJ klasy ziarnowej.
Zawartos¢ popiotu w i-tej klasie ziarnowej zalezy od obecnosci

ziarn skaty wsréd populacji ziaren nalezecych do i-tej klasy, stanowie-
cych sume r frakcji, wiec:

1C 1 -t M eeoremmeeeeemeeeeeee [EERE 10" 1, 2 il (25)

kN - ilos¢ ziarn substancji niepalnej w i-tej klasie ziarnowej,

Ki =2 kij*
j-i

Zawartos¢ popiotu w probie o masie m wyraza sie stosunkiem masy
wszystkich ziaren niepalnych do og6lnej masy m catej proby

1 r 1
2 2 1vi pkij °p Z_1 i i
A= - [ [—— U Y p— (26)
V <5n
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gdzie:
k - ogo6lna ilos¢ ziaren substancji niepalnej w pobranej proébie.

to

€= @7

5. UDZIALY WAGOWE BADANEGO SKLADNIKA W POBRANED PROBIE

Wykazano powyzej, ze wagowe udziaty frakcji gestosciowych i ziarnowych,
zawartos¢ substancji niepalnoj w prébach materiatdéw uziarnionych mozna
przedstawi¢ w postaci og6lnej

(28)

gdzie :
1? - udziatwagowy badanego sktadnika,
K - liczbaziaren badanego sktadnika,
N - ogélnaliczba ziaren w populacji,

a - wspétczynnik zalezny od gestos$ci i objetosSci ziarn, zgodnie ze
wzorami (17)-(27).

Zaleznosci te wieze wychody wagowe ze stosunkiem liczby ziaren bada-
nego sktadnika i populacji odniesienia.

6. ROZKLADY PRAWDOPODOBIENSTWA BADANEGO SKLADNIKA
W PROBIE MATERIALU UZIARNIONEGO

Przy wielokrotnym pobiaraniu préby z materiatu uziarnionego stwierdza
sie pewien rozrzut badanej cechy w poszczegdélnych prébach. Udziat wagowy,
bedZz masa badanego sktadnika w proébie jest wielkoscle losowe. Rozktady
prawdopodobienstwa tych zmiennych losowych mozna prébowa¢ okresli¢ w Swie-
tle pewnych schematéw losowan znanych w rachunku prawdopodobienstwa.
Schemat losowan Bernoulliego stosuje sie do opisu n-krotnego losowania po
jednym elemencie z pewnej zbiorowosci generalnej, przy czym wyniki kazde-
go doswiadczenia se niezalezne, prawdopodobienstwo sukcesu w kazdym do-
Swiadczeniu jest state i réwne p, a prawdopodobienstwo porazki roéwne
q “ i-p.

Desli materiat podlegajecy oprébowaniu jest starannie wymieszany oraz
znacznie przewyzsza mase (iloscie ziaren) pobierane prébe, to mozna przy-
je¢ zatozenie, ze prawdopodobienstwo p wylosowania ziarna o zedanych
wkasnosciach jest state podczas pobierania préby i w dowolnej czes$ci ma-
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teriatu. Prawdopodobienstwo p jest okreslone ilorazem ilosci ziarn po-
siadajacych zadang ceche do ogdélnej ilosci ziaren w populacji podlegaja-
cej oprébowaniu. Przy tych zatozeniach zmienna losowa X, okreslajgca licz-
be zgadanych ziarn wsréd N ziarn pobranych do préby, moze przyjmowac
wartosci X = 0,1,2,...,N z prawdopodobienstwem okreslonym rozktadem dwu-
mianowym

(29

Srednia ilo$¢ ziarn o zadanych wkasnosciach w prébach N-elementowych
wynosi

E(X) = Np. (€Y
a wariancja
02(X) = Npq GD

Zmienna losowa Y » X/N, okreslona przez iloraz ilosci ziaren o poszu-
kiwanych whasnosciach i og6lnej liczby ziaren w prébie, przyjmujaca dla
statej ilosci ziaren N wartosci:

Y = K/N * 0, 1/N, 2/N, ... (N-1)/N, 1 32

ma réwniez rozktad dwumianowy, okreslony wzorem (29), gdyz

PCY - 1D - P(X-K)

Parametry rozk#adu zmiennej losowej Y sa nastepujace:
ECY) = p, D2(Y) - pa/N 33)

Na mocy prawa wielkich liczb Bernoulliego, dla dostatecznie duzej licz-
by N ziaren w probie czesto$¢ K/N pojawienia sie ziaren danego typu
bedzie dowolnie mato rézni¢ sie od p, z prawdopodobienstwem dowolnie
bliskim jednoSci.

Ostatecznie Jednak interesuja nas rozktady prawdopodobieristwa wycho-
déw klas ziarnowych, frakcji gestosSciowych, zawartosci popiotu w proébie
materiatu uziarnionego. Wyprowadzone w punktach 3 i 4 zaleznosci i zapi-
sane wzorem og6lnym (23) stanowiag zmienne losowe postaci 17« aY, w kto-
rych parametr a, zalezny od gestos$ci i objetosci ziarn, mozna dla upro-
szczenia rozwazanh przyja¢ jako staty dla danego typu ziarn. Wéwczas zmien-
na losowa ty, reprezentujaca udziat wagowy wybranego sktadnika w probie
materiatu uziarnionego ma réwniez rozktad dwumianowy (29) o parametrach

ECy) ap, 02(ty) » a2pg/N. G5
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Wariancjs rozktadu zalety od ilosci ziaren pobranych do préby. Rozktad
dwumianowy Jest symetryczny dla p = 0,5 oraz ma asymetrig lewostronne dla
p® 0,5 1 prawostronne dla p > 0,5. Zmienna losowa = aK/N dla duzych
prob (duze wartosci K i N) moze przyjmowa¢ wartosci z przedziatu <0, a>
dowolnie ge9to. Oeat to Jedna z przyczyn, ze w praktyce przyjmuje sie na
og6t rozktady ciggtych zmiennych losowych dla opisu frakcji gestosciowych
i ziarnowych.

Sumaryczny wychéd kilku frakcji gestosciowych i ziarnowych, jako suma
zmiennych losowych o rozk#adach dwumianowych, posiada uogélniony rozktad
dwumianowy. Dla dwéch frakcji ma on postac:

(35)

gdzie:

n - licznos$¢ proby.

Jednoczesne zdarzenie losowe polegajace na tym, ze w prébie n-elemen-
towej znajduje sie n~ ziarn pierwszego typu, ... n™ ziarn k-tego typu,
wystapi z prawdopodobienstwem

ni (36)

gdzie p~,..."~" sag nieujemnymi liczbami o sumie 1, a (0j,...,n"), sa
uktadami po k liczb catkowitych, dajgcych w sumie n. Zmienna losowa
k-wymiarowa, reprezentujaca liczby ziarn poszczeg6lnych typéw, ma rozk#sd
wielomianowy (36).

IV rozwazaniach tego rozdziatu zaktadano, ze liczba ziaren N w proé-
bach jest stata. Na og6t jednak tak nie Jest, poniewaz #+atwiej Jest za-
chowa¢ stata mase poszczegdélnych proéb, podczas gdy liczba ziaren pozosta-
je zmienng losowa. Ponadto parametr a, zalezny od $rednich gestosci i wy-
miar6éw ziarn, zmienia swg warto$¢ dla réznych prob. Zatem, kazda zmienna
losowa przedstawiajgca udziat wagowy ziaren badanego typu, suma wychodéw
réznych frakcji lub dowolnie utworzona zmienna losowa wielowymiarowa re-
prezentujgca stochastyczng charakterystyke materiatu maja tzw. rozktady
ztozone
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P(tf « a jy, N«n, a=A) = P(i7"« a |j”™N=n, a«=A)P(N=n, a»A), (€))

w ktérych rozwazana rozktady (34), (35), (36) se rozk#tadami warunkowymi,
wyznaczonymi przy ustalonych wartosciach N i a.

Na zakonczania warto zwréci¢ uwage na zbiezno$¢ rozktadéw binomalnych
do innych rozktadéw. Przy duzej liczbie N ziaren w proébie oraz niezbhyt
duzej wartos$ci iloczynu Np «A,, rozktad dwumianowy (29) o parametrach N,
p, K Jjest zbiezny do rozktadu Poisaona

(€5)

Oesli warunek dla A, nie jest spei#niony, wéwczas dla duzych N stosuje
sie przyblizenie nastepujece

PFKj ~ X ~ K2) @0

2
gdzie m = Np, 6 = Np(l-p)

Wzory (38) i (39) pozwalaje w prosty sposéb obliczaé¢ wartosci prawdo-
podobienstw, co z definicyjnego wzoru (29) jest dos¢ uciezliwe.

7. ZAKONCZENIE

Wskazane w referacie podstawy teoretyczne pozwalaje przyje¢ ogélne for-
muty rozktadéw prawdopodobienstwa poszczeg6lnych cech w prébach materia-
+6w uziarnionych. Pozwalaje wiezac¢ parametry tych rozktadéw z licznoscle
préby i Srednie charakterystyke materiatu, reprezentujece udziaty wagowe
poszczegbélnych sktadnikéw materiatu.

Przedstawione zaleznos$ci moge znalezé¢ bezposSrednie zastosowanie w sto-
chastycznych algorytmach kontroli i sterowania proceso6w przer6bki minera-
+ow, a takze w badaniach symulacyjnych tych procesow.



Rozktady prawdopodobienstwa frakcji. 209

PACNPE&EJIEHIM 3EPOHTKOCTH iPAKaHH no IUIOTHOCTH H HJIACCOB
3EPHHCTOCTK B ITPOEAX 3EFHHCTHa MATEPHAJ10B

Pe3enmne

IlpesoTaB”eHu MaocoBue coflepacaHHH (buxoju) 3epeH pa3Hux iuiothootb h pa3-
nepoB, Toace coAepscaHue HeBocnjiaMeHsx>merocH BemecTBa, pemeHu Ha ocHCBe 6a-
_laHca Macon 3epeH b o6pa3i;e 3epHHOioro Maiepttajia. nojiyneHa o6maa $opMyjia
0BS3UBaei MaoooBoe coAepscaHHe HccjieAyeMoft cocTaBJiaiomeft o KojumecTbom nccjie-
pyeuta. 3epen h o6mero KOJiHiecTBa 3epeH b npofie. Ha ooHOBe BepoaTHocThhx
cxew npo6ooi6opa 6bmn npttHHTu pacnpe,aejieHHii BeposTHocTH jigin bhxoaob oT”ejib-
hux oocTaBJiaiomHx h o6nee pacnpe”ejieHHe BepoaiHocm MHoroMepHou cJiynaMHog
BeMHHHH. fl0Ka3aHO, hto yopMyjia paonpexejiema BepoaTHOom h AHcnepcHfl
3aBHCHI OT HHOJia 3epeH npHHHTHX b npo6y.

/KasaHutie b peipepate TeopemnecKne ochobh Kaca»mnecfl oiracanHH npouecea
npo6ooidopa ocofietHHO Basen Alifl CHMyjutuHOHHHX accjie,noBaHnn h eioxaciHgecKHXx
axropH$MOB KOHTpoaH h ynpaBlieHHiT npoaeccoa nepepaOoiKH noxesHux HCKonaeMHx.

DISTRIBUTION FUNCTIONS OF DENSITY FRACTIONS AND SIZE
GRADES IN SAMPLES OF GRAINY MATERIALS

Summary

Mass contents (yields) of grains of various density and sizes, parti-
cularly content of incombustible matter, calculating on the ground of the
mass balance of grains in the sample, have been presented in the paper,

A general formula connects the mass content of the selected component
with grain number of component being examined and total number of grains
in the sample. On the basis of random schems of sampling the distribution
functions of contents of particular components and distribution function
of multi-dimensional random variable have been given. It has been found
that a form of the distribution functions and the variations depended

on a number of grains sampled.

Theoretical principles of the description of the sampling process are
important for simulation investigations and stochastic measuring and
control procedures of mineral enrichment processes.



