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DOKŁADNOŚĆ OZNACZANIA ZAWARTOŚCI PIASKU W W^GLU 
O UZIARNIENIU 3-0 mm METODĄ WAŻENIA PRÓBEK ANALITYCZNYCH

Streszczenie. Na podstawie dziesięciu doświadczalnych serii po
miarowych mas próbek analitycznych węgla o różnych zawartościach 
piasku, oszacowano przypadkowe i systematyczne odchylenia wyników 
oznaczania. W odchyleniach przypadkowych wyróżniono i porównano 
trzy niezależne od siebie części skłatowe. Opierają się na prze
prowadzonej analizie precyzji oznaczania zawartości piasku w węglu 
o granulacji 3-0 mm metodę ważenia próbek analitycznych, podano za
lecane liczby pomiarów mas próbek analitycznych pobieranych z tej 
samej próbki laboratoryjnej podczas oznaczania oraz dopuszczalne 
różnice między pomiarami wagowymi tych próbek, warunkujące osięgnię- 
cie precyzji wyniku oznaczania -1%  i -0,5%.

1« WST^P

Oznaczanie zawartości piasku w węglu metodę ważenia próbek analitycz
nych Jest dogodne praktycznie. Nie dokonano Jednakże dotychczas oceny 
dokładności tej metody i nie określono niezbędnej liczby oznaczeń dla 
miarodajnej wartości średniej oraz dopuszczalnych różnic pomiędzy po
szczególnymi wynikami, z których oblicza się średnie arytmetyczne. Brak 
takich danych obniża zaufanie do wyników oznaczeń i nie sprzyja szersze
mu upowszechnieniu się tej metody, jako metody dostatecznie pewnej.

Celem pracy jest analiza i ocena dokładności oznaczania zawartości 
plasku w węglu metodę pomiarów wagowych mas próbek analitycznych. W pra
cy przedstawiono pełnę analizę kształtowania się precyzji oznaczania, 
która wymagała określenia nie tylko odchyłek przypadkowych, lecz także 
sprawdzenia rezultatów oznaczania ze względu na ewentualne występowanie 
odchyłek systematycznych, nie dajęcych się zmniejszyć przez zwiększanie 
liczby pomiarów.

Badania rozpoczęto od wyznaczenia statystycznych parametrów fluktua
cji przypadkowych, gdyż jest to punktem wyjścia przed dokonaniem oceny 
istotności 1 wielkości odchyleń systematycznych. W celach weryfikacyjno- 
-porównawczych zastosowano dwie metody określenia niedokładności powsta
jących losowo, a mianowicie bezpośrednią metodę wykorzystania zbiorów 
wyników oznaczania oraz pośrednią metodę wynikajęcę z teorii błędów, 
która uwzględnia losowe odchylenia zmiennych niezależnych występujących 
we wzorze służącym do obliczania wyniku oznaczania. Porównanie takie
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było potrzebne, ponieważ w teorii błędów przyjmuje eię nie zawsze zupeł
nie oczywiste założenie. Przede wszystkim zakłada się normalność rozkła
dów zmiennych losowych, których zaobserwowane w toku badań wartości sta
nowię podstawę obliczenia średnich arytmetycznych, wykorzystywanych na
stępnie do obliczenia wyniku oznaczania według właściwej zależności funk
cjonalnej. Testowanie zaś normalności rozkładów obserwowanych zmiennych 
losowych nie wchodziło w zakres badań, gdyż wymagałoby to ich znacznego 
poszerzenia. Analizę precyzji oznaczania zakończono ocenę wpływu poszcze
gólnych źródeł odchyleń przypadkowych na wypadkowe odchylenie losowe cha- 
rakteryzujęce zbiór wyników oznaczeń, uzyskanych z badania tej samej prób
ki laboratoryjnej.

Na podstawie stwierdzonych losowych i systematycznych niedokładności 
oznaczania określono zalecane liczby pomiarów wagowych mas próbek anali
tycznych, potrzebne do wyznaczenia średnich mas:

- węgla badanego na zawartość piasku,
- węgla nie zawierajęcego piasku, Jako stałej liczbowej wzoru obliczenio

wego ,
- piasku, jako stałej liczbowej wzoru obliczeniowego,

w zależności od pożędanej precyzji oznaczania, a także podano dopuszczal
ne różnice pomiędzy poszczególnymi pomiarami wagowymi mas próbek anali
tycznych, pochodzęcych z tej samej próbki laboratoryjnej.

2. METODYKA BADAWCZO-ANALITYCZNA

Do badań użyto węgla o przeciętnej jakości, którego wielkość ziarn 
mieściła się w granicach 3-0 mm, piasku podsadzkowego o granulacji nie 
przekraczajęcej wielkości 2 mm i ich mieszanin o następujęcych zawarto
ściach piasku: 1, 2, 4, 7, 12, 25, 50, 75%. Taki szereg liczbowy zawar
tości piasku wynika z założenia, że kontrolowany węgiel przeważnie bę

dzie zawierał małe ilości piasku, dlatego też określenie precyzji ozna
czania w przypadku małych zawartości piasku powinno być zrealizowane ze 
szczególnę uwagę.

Badania przeprowadzono z zachowaniem warunków i sposobu wykonywania 
pomiarów wagowych, zaleconych w pracy [V]. Dla węgla i piasku podsadzko
wego oraz każdej badanej ich mieszaniny wykonano serię dziesięciu pomia
rów wagowych porcji (próbek analitycznych) kolejno umieszczanych w na
czyniu pomiarowym.

Masy m ważonych porcji, majęcych tę sarnę objętość v, posłużyły do 
obliczenia w nich zawartości piasku z według teoretycznej przybliżonej 
zależności z - f(m), określonej wzorem

( 1)
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zamieszczonym w pracy [V], w którym A i B są stałymi liczbowymi, wyzna
czonymi doświadczalnie, przy czym:

A - stanowi masę porcji (próbki analitycznej) o objętości v węgla, 
który nie zawiera piasku podsadzkowego,

B - jest masę porcji (próbki analitycznej) o objętości v piasku pod
sadzkowego.

Każda seria pomiarowa dała 10 wyników pomiarowych, a więc zrealizowa
nych wartości zmiennej losowej. Deżell poszczególne zmienne losowe ozna
czy eię symbolem M(z) (z - zawartość piasku w przygotowanej mieszani
nie), to ich zrealizowane wartości określa symbol m^z). Majęc n̂  ̂ po
miarów mas próbek analitycznych, pobranych z mieszaniny zawierajęcej z % 
piasku, n2 pomiarów mas próbek analitycznych, pobranych z węgla nie zs- 
wierajęcego plasku podsadzkowego i n^ pomiarów mas próbek analitycz
nych piasku podsadzkowego, otrzymuje się za pomocę wzoru (l) n1n2n3 WV~ 
ników zawartości piasku w tejże mieszaninie. Oznaczajęc liczby porzędkowe 
kolejnych pomiarów stałych A 1 B symbolami ] 1 k (l i  J ś  n^ . l ś k ś n j
można dowolny wynik obliczony z danych doświadczalnych - przy użyciu wzo
ru 1 - określić symbolem z ĵ|< 1 wzorem

(m (z) - A )B.

2 u k (z) 3 1 0 0  , i k n f i k -= J* p  *• (2)

W celu określenia przypadkowych niedokładności, które obclężaję po
szczególne wyniki oznaczania zawartości piasku w badanych mieszaninach, 
posłużono się dwiema metodami obliczeń. Obliczenia dokładne według zasad 
teorii zmiennych losowych porównano z obliczeniami przybliżonymi, opie
rającymi się na zasadach teorii błędów.

Przedmiotem bezpośredniej analizy przypadkowych odchyleń wyników ozna
czania były zbiory tych wyników, obliczone dla poszczególnych mas próbek 
analitycznych w każdej z przeprowadzonych serii pomiarowych. Poszczególne 
zbiory wyników odpowiadały więc różnym zawartościom piasku w węglu, w 
skrajnych przypadkach był to węgiel bez piasku podsadzkowego i piasek 
podsadzkowy. Zbiory te zostały uporządkowane według przyjętej kolejności 
mas próbek analitycznych - od najmniejszej do największej i ujęte w ze
stawieniach tabelarycznych. Znajdujące się w nich wyniki oznaczania, jako 
wartości zrealizowana zmiennej losowej oraz dane o częstości realizacji 
tych wartości, stały się podstawę określenia rozkładów, tworzących suma
ryczny rozkład, którym jest rozkład wyników oznaczania.

średnie wartości, wariancje i odchylenia średnie w zbiorach zrealizo
wanych wartości zmiennych losowych, obliczano według wzorów znanych z 
teorii statystyki matematycznej.

W uzupełnieniu obliczono odchylenie dla pojedynczych i średnich wyni
ków oznaczania - metodą pośrednią, wynikającą z teorii błędów, korzysta-
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jęc ze zbiorów nas próbek analitycznych, uzyskanych przy przeprowadzaniu 
serii pomiarowych.

Otrzymane z badań odchylenia średnie zostały użyte do wyznaczenia prze
działów ufności, precyzujących graniczne wertości, poza które nie powinny 
wykraczać wartości średnie, jeżeli nie me przyczyn wypaczających wyniki 
pomiarów wagowych w sposób systematyczny. Ponieważ z punktu widzenia wy
stępowania odchyleń przypadkowych utrzymanie się wartości średniej we
wnątrz przedziału ufności Jest zdarzeniem losowym, takiego samego rodzaju 
zdarzeniem jest utrzymanie się określonej liczby wartości średnich we
wnątrz swoich przedziałów z ogólnej liczby ocenianych. Obliczono więc, 
zgodnie z zasadami teorii prawdopodobieństwa, łączny poziom ufności, cha- 
rakt eryzuj acy zaobserwowana liczbę przekroczeń założonych przedziałów 
ufności.

Przebiegi teoretycznej i empirycznej zależności zawartości piasku w 
węglu od masy próbki analitycznej zilustrowano graficznie.

W celu uzyskania miarodajnej wartości wariancji, do obliczenia zaleca
nej liczby pomiarów mes próbek analitycznych, wykorzystano teoretyczne 
przesłanki posłużenia się rozkładem Fishera.

Zalecana liczbę pomiarów ustalono na podstawie zestawień półprzedzle- 
łów ufności, obliczonych dla pojedynczych wartości z^r (z), przy różnych 
liczbach pomiarów wagowych próbek analitycznych stałych liczbowych A i B 
funkcji z = f(m) oraz badanych węgli.

Dopuszczalne różnice pomiędzy poszczególnymi pomiarami mas próbek ana
litycznych. służęcymi do obliczenia wartości średnich, wstawianych do wzo
ru (l), określono bioręc pod uwagę ekstremalne wertości pomiarów wagowych, 
które wystąpiły w poszczególnych seriach doświadczeń.

3. POMIARY WAGOWE MAS PRÓBEK ANALITYCZNYCH

Wyniki ważenia poszczególnych próbek analitycznych, pobieranych z wę
gla, z piasku podsadzkowego oraz z przygotowanych ich mieszanin - zesta
wiono seriami w tablicy i.

4. STATYSTYCZNE PARAMETRY ZBIORÓ» ZREALIZOWANYCH WARTOŚCI 
ZMIENNYCH LOSOWYCH

W tablicy 1 zawierającej zbiory danych pomiarowych zamieszczone są 

także charakteryzujące je podstawowe parametry statystyczne. Rezultaty 
pomiarów wagowych sę źródłem zbiorów wartości obliczonych za po
mocą wzoru (2). Wartości zij|< należęce c!o zbiorów odpowiadających po
szczególnym seriom pomiarowym uporządkowano i określono ich rozkłady, 
które przedstawiono w tablicach 2-11. Znajomość odchyleń średnich cha-
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rakteryzujących te rozkłady Jest wystarczająca do określenia przypadkowe
go odchylenia zarówno pojedynczego wyniku oznaczania, jak i wartości śred 
nich z różnych liczb wyników oznaczać. Nie dają one Jednakże podstaw do 
wnioskowania. Jaki jest stosunek ilościowy poszczególnych składników 
obserwowanych wypadkowych rozrzutów wyników oznaczać.

Odchylenie średnie wyników oznaczania zawartości piasku w węglu metodą 
ważenia próbek analitycznych kształtują odchylenia średnie następujących 
pomiarów:

- masy próbki analitycznej ,
- stałej liczbowej A funkcji z = f(m),
- stałej liczbowej B funkcji z = f(m).

Wyniki takiego oznaczania są bowiem zmiennymi losowymi, które są sumami 
trzech zmiennych losowych składowych, mających swoje źródło w wymienio
nych pomiarach. W celu określenia udziału tych składników w sumarycznym 
odchyleniu średnim, trzeba oszacować odchylenie średnie poszczególnych 
zmiennych losowych składowych. Oznaczając zmienne losowe składowe zmien
nej Z(z) symbolami: ZjCz), Z2 (z) i 1 przedstawiając Ją w posta
ci ich sumy, mamy

Z(z) = Zjiz) + Z2 (z) + Zj(z). (3)

Na podstawie twierdzeć rachunku statystycznych parametrów zmiennych 
losowych [V], prawdziwe są związki

E [ z ( z ) ]  »  e [z ł ( z )] + E [z 2( z ) ]  + e [ z 3( z )] (4)

i

02 [z(z)] - D2 [z i (z )] ♦ D2 [z 2 (z )] + D2 [z 3 (z )]. (5)

Zbiór zrealizowanych wartości które są funkcjami trzech wiel

kości, można przedstawić w trzech wariantach. Jako sumę trzech składników, 
spełniających wzory (4) i (5). Przyjmując za wyjściowy - szereg najmniej
szych wartości, zmieniających się wraz ze zmienną m(z), uzyskuje się dla
poszczególnych wartości zmiennych losowych składowych następujące wzory 
obliczeniowe :
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i

(8 )

Oak widać

z1 (z) + z2 (z) + (9)

W tablicy 12 przykładowo przytoczono rozkłady zmiennych losowych 
Zj/50/, Z2/50/ i Zj/50/, odpowiadające serii pomiarowej próbek analitycz
nych mieszaniny zawierającej 50% piasku podsadzkowego.

Odchylenie średnie obserwowanych wartości Zj(z) zależy tylko od od
chylenia średniego wartości rn^z) i analogicznie odchylenie średnie w 
zbiorze wartości z2 (z) - od A oraz odchylenie średnie w zbiorze war
tości Zj(z) - od B.

Statystyczne parametry zbiorów wartości składowych zmiennych losowych, 
uzyskanych w poszczególnych seriach pomiarowych, ujęto w tablicy 13.

W uzupełnieniu wykonano przybliżone obliczenia odchyleń średnich dla 
wartości z ^ ^ C z )  z poszczególnych serii ważenia próbek analitycznych, 
pobieranych z mieszanin, które zawierały z % piasku podsadzkowego, stosu
jąc wzór wyprowadzony zgodnie z zasadami teorii błędów [j2, 3, 5̂ j

Do obliczeń przyjęto następujące wsrtości liczbowe zmiennych losowych:
A = 668, B = 1052, m/0/ = 668, m/l/ = 672, m/2/ = 675, m/4/ = 682,
m/7/ = 686, m/l2/ = 698, m/25/ = 726, m/50/ = 818, m/75/ = 932,

2
m/100 = 1052 oraz wartości liczbowe wariancji sm (z ) z tablicy 1 z tym, 
że s* = sjjj/0/ i s l = ajj/lOO/.

Obliczono także w analogiczny sposób odchylenia średnie dla wartości 
z(z)ś r , danych wzorem

Wartości średnie występujące po prawej stronie tego wzoru są średnimi 
arytmetycznymi z dziesięciu pomiarów. W związku z tym, do obliczeń odchy-

( 11 )



Za
ob

se
rw

ow
an

e 
ro

zk
ła
dy
 

zm
ie

nn
yc

h 
lo

so
wy

ch
 

Z
j
/
5
0
/
, 
Zg
/5
0/
 

i 
Z^

/5
0/

 
da

ją
cy

ch
 

w 
su
mi
e 

zm
ie
nn

ą 
lo
so
wą
 

Z/
50

/

Dokładność oznaczania. 261

-O
(O
ł-

1 •
1 t J  &

1
O •H -r-3

D U N N O © t-3
i—< G •H fG 'W C  © T— r—
>>'03 5  fH O  O G 5 o -

«a © >>-P © O rA 1— o
O © © © G  G -H co •• • •>
'O *H *H fH © •  a o 3 o o
O  G  G N 5  *  « rH

1 • 1 1 f~3 t—
C i - H '03 • © O CA T~
•  Ń H 1 o a OJ O l O

•H © O t— O o
G «  © £ p G m •» *
• "O  G O >> © -H o 3 o o

^  O  « M G O H

• 'O I 1 1 IA LA
•H '03 O O O VO OG 0,0 i ct\ VjD LA
Ti-P N « G T— T— O
© G O © *H •» m
G  CD *H ra 03 f“3 O O O

Sc rH ,o  o la

i1 G 1 T"3 1
Gm © ° © ©>>fc,o G O o i  ^  O

O o fc * m »
* O -N G  O o o O O O O  r h* LA O

'O *H *H « 0,4* Osi T- ca Ol Ol OJ CA kJ-
'03 0 iH fn
° £ b•P 5 -H 1
O O O 
©• O,'0)

N O Ol r— CO O O  r  SD vO rj- OTZ) O * OJ OJ la o
isl 4» O © •H O OJ CA
O  +» 4» 5 rH ,0

•H © T-3
1 O s © -o ■»j- OJ cr» o O  r- O 1— A  CO O  O  O  O•H 13 '03 o G © co T— CA vO o OJ CM - t hT

H  C  O i G * •* •> • *> * •» •> • •> « • «
• « 4» (0 © O cr» o o O o O  c O O o  o  o
V fc G o H © LA LA lAs 1 1
H O  B - r l a o

NJ N fc rH « rH

G
t s

•H pq
i— i«* G

•H
s•o

O K 1 a <<'03 m G cq 1
O4» G•H
fH G i pq < a
«3 •H N 1 w

« s §
O
LA o o

«3
r~ a

LA IA o
G •H N A
• « i

i J L
•H •H

5 * o a a # A . •H
O  «3 <$ G t--- J a
«  * •H

•H O i a G
rH tD m *d •o
m o
«3 rH

''N
O

N.
V

<
1 e ? T-3

fH ia P c— 1 G f~--1<« t“3 \ LA •C", •H 1—, 1
€3

i»fl aH *rt <c
1

<
1

O  G ____ia s •s.
cr © o O s

•r-3 -rj ŁA C LA o
•  a LA N LA

rH « •H •H -N. •H
'03

l £ j
•ri , a •H

© o a i— i a
fH LA

H
O r—

T^‘ •<~2
fH •H

'O
N O o
5- LA

N
LA

Ol CA
« «

©
G  © \ \
2  & C C c
©  o tA LA LA

•H 03 \
a o r— OJ CA

tsl r-i £S3 NI N3



Os
za

co
wa

ne
 

wa
rt

oś
ci

 
li

cz
bo

we
 

st
et

ys
ty

cz
ny

ch
 

pa
ra

me
tr

ów
 

zm
ie

nn
yc

h 
l
o
s
o
w
y
c
h

Z 
/z

/,
 

Z 
/z

/,
 

Z_
/z
/ 

i 
Z
/
z
/

262 O. Martyniak

rorł
(0

-O
ca

OJ co CO o o o CO 00 VD VDo o co o o o co o CO r— r—
o r- o o o o o o o o O O OJ
o r~
t—

1
0
0 o o o o o 0

1
o o o.

o
r—

O
O

O co co OJ t- OJ M- t-- OJ
CO o co o co co o CA LA ro

l a OJ O OJ o o o o o O OJ O OJ
r-

in O o o o o o o O LA O O
O- 1

* O- ro LA c- OJ o OJ r— C"- CA
w CA ro VX> VO ro co LA o M" t— VO O

• o r~ T— co f- o T— O o O ro T—
LA •> •l •»

3 O O o o o o o o O O O O
r—I
UD
0»

l a 1 LA

O c o O- ro o o O o co
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Parametry zmiennych losowych Z(z) i Z^ Cz ), obliczone zgodnie z 
zasadami teorii błędów zamieszczono w tablicy 14.

Tablica 14

Charakterystyka rezultatów oznaczania zawartości piasku w węglu 
wynikajęca z teorii błędów

Zawartość 
pia3ku 
w węglu
z, %

Oznaczona na 
podstawie po
jedynczego 
pomiaru zawa
rtość piasku 
w próbce 
analitycznej

2ijk> %

Średni błąd 
kwadratowy 
charaktery
zujący war
tość zijk

%

Średnia za
wartość pias
ku w węglu

z/Vśr, %

Średni błąd 
kwadratowy 
charaktery
zujący war
tości z/z J  'bi

%

0 0,00 0 , 5 1 0,00 0,17
1 1 ,22 0,46 1,14 0,15
2 2,44 0,52 2,20 0,17

4 4,44 0,42 4,48 0,14

7 7,19 0,50 7,27 0,17
12 11,77 0,43 11 ,82 0,14

25 24,63 0,46 24,76 0,15
50 50,24 0,41 50,33 0,14

75 75,26 0,23 75,30 0,08

100 100,00 0,12 100,00 0,04

Uzyskane dane świadczę o małych różnicach pomiędzy statystycznymi pa
rametrami wyników oznaczania, obliczanymi w sposób dokładny i przybliżo
ny. Z tego wynika, że w zastosowaniach praktycznych - przy ocenie odchy
leń średnich wyników oznaczania zawartości pissku w węglu metodę ważenia 
próbek analitycznych, można stosować obliczenia przybliżone.

Porównanie odchyleń średnich składowych, tworzęcych całkowite - wypad

kowe odchylenie w zbiorach wartości 2ij|c pozwala na stwierdzenie, że 
niedokładności cechujące wyznaczenie stałej liczbowej B, to jest masy 
próbki analitycznej piasku podsadzkowego, sę pozbawione praktycznego zna
czenia w większej części zakresu zmienności procentowej zawartości piasku 
w węglu. Wzmiankowane odchylenie jest natomiast uzależnione w podobnym 
stopniu od niedokładności wyznaczania mas:

- próbki analitycznej węgla bez piasku podsadzkowego, to jest stałej licz
bowej A,

- próbki analitycznej badanego węgla, który jest oceniany pod względem 
zawartości piasku.
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5. OCENA ZGODNOŚCI TEORETYCZNEGO I DOŚWIADCZALNEGO PRZEBIEGU 
ZALEŻNOŚCI POMIĘDZY MASĄ PRÓBKI ANALITYCZNED I ZAWARTOŚCIĄ 
W NIEO PIASKU PODSADZKOWEGO

Znając przypadkowa odchylania charakteryzujące zbiory wartości z^^Cz) 
i m^iz) (tablice l-ll), można przystępie do oceny zgodności teoretycz
nego i doświadczalnego przebiegu zależności pomiędzy masę próbki anali
tycznej o danej objętości i zawartości? w tejże próbce piasku podsadzko
wego. Dla stwierdzonych doświadczalnie mas próbek analitycznych i średnich 
zawartości piasku w testowanych punktach zakresu zmienności zmiennej za
leżnej z, określa się mianowicie przedziały ufności wyrażajęce wahania 
spowodowane tylko zakłóceniami przypadkowymi. Ich przekroczenie wskazuje, 
że powstanie obserwowanej różnicy pomiędzy wartościami rzeczywistę i ozna- 
czonę tylko pod wpływem czynników losowych jest mało prawdopodobne. Porów
nania takiego dokonano w tablicy 15, bioręc pod uwagę dane przytoczone w 
tablicach 1-11 1 dodatkowo wykonane serie pomiarowe mas próbek analitycz
nych węgla bez dodatku piasku podsadzkowego oraz piasku podsadzkowego. 
Teoretyczne masy próbek analitycznych m t(z) w tablicy 15, odpowiadajęce 
zawartości z % piasku w węglu, obliczono według przekształconego wzoru 

( 1 )

m t ( z )  *  l f l O B  - ° ? 6 B -  X Y z  ( 9 ) ( 1 2 )

przyjmujęc, że A = 668,1 g i B = 1051,6 g.
Oo obliczenia długości przedziałów ufności dla otrzymanych doświadczal

nie wartości średnich użyto współczynników ufności z rozkładu Studenta,od
powiadających prawdopodobieństwu 0,95. Przy liczbie dziesięciu pomiarów, 
określajęcej liczbę stopni swobody równę 9, wynoszę one 2,26 [&, 7J. Ko
rzystanie z rozkładu studenta, który stosuje się, gdy nie jest znane od
chylenie średnie zmiennej losowej, lecz tylko jego przybliżona wartość, 
oszacowana na podstawie obserwacji, zapewnia lepszę ocenę precyzji warto
ści średniej, która estymuje badanę nadziaję matematyczna niż posłużenie 
się w tym przypadku rozkładem normalnym. Nawet Jeżeli nie jest znana po
stać rozkładu danych doświadczalnych, jest to uzasadnione szybką zbieżno
ścią rozkładu wartości średnich tego rodzaju danych do rozkładu normalne
go wraz ze zwiększaniem się liczby wyników, z których te wartości średnie 
obliczono. Obliczenia te przeprowadzono według wzorów znanych z literatu
ry [l, 6].

Z dokonanych porównań danych znajdujących się w dwóch ostatnich kolum
nach tablicy 15 wynika, że w trzech przypadkach na dziesięć przeanalizo
wanych, teoretyczne maay próbek analitycznych dla sporządzonych mieszanin 
węgla i piasku podsadzkowego znalazły się na zewnątrz przedziałów ufności, 
określonych ze względu na przypadkowe fluktuacje obserwowanych wartości
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średnich. Porównanie natomiast rzeczywistych zawartości piasku w węglu 
z granicznymi wartościami przedziałów ufności określonych dla zaokrąglo
nych do 0,1% średnich zawartości piasku, uzyskanych z oznaczania na pod
stawie średnich mas próbek analitycznych (kolumny 1 i 5 w tablicy 15), 
prowadzi do stwierdzenia, że przekroczenia poszczególnych przedziałów 
ufności wystąpiły tylko w dwu przypadkach na dziesięć. Czy wspomniane 
niezgodności wskazują na występowanie odchyłek systematycznych? Do odpo
wiedzi prowadzi określenie prawdopodobieństwa liczby przypadkowych prze
kroczeń podanych przedziałów ufności. Otrzymanie wartości średniej znaj
dującej się w granicach przedziału ufności jest, zgodnie z przyjętym za
łożeniem, zdarzeniem realizującym się z prawdopodobieństwem 0,95. Prawdo
podobieństwo P niezrealizowania się co najmniej k zdarzeń w n obser
wacjach jest dane wzorem [VJ

Określone powyższym wzorem prawdopodobieństwo wystąpienia co najmniej 
dwóch przekroczeń wynosi 0,086, a zdarzenia się co najmniej trzech, jest 
równe 0,0115. Prawdopodobieństwa te, jako prawdopodobieństwa liczb stwier
dzonych przekroczeń założonych przedziałów ufności nie wykluczają hipotezy 
weryfikowanej przy poziomie ufności cc = 0,01, że niezgodności te mogły 
powstać przypadkowo.

Stwierdzone niezgodności w doświadczalnym i teoretycznym określeniu 
mas próbek analitycznych za pomocą funkcji z = f(m) nie mają w praktyce 
istotnego znaczenia, zwłaszcza zaś z punktu widzenia potrzeb kontrolnych.

Graficzne porównanie przebiegów krzywych teoretycznej i empirycznej 
przedstawiono na rysunku 1.

6. OKREŚLENIE ZALECANED LICZBY POMIARÓW MAS PRÓBEK ANALITYCZNYCH
ORAZ DOPUSZCZALNYCH RÓŻNIC POMIĘDZY UZYSKANYMI Z POMIARÓW WYNIKAMI

Niezbędną liczbę obserwacji zmiennej losowej, dla oszacowania jej ma
tematycznej nadziei z pożądaną precyzją, można określić znając wariancję 
tej zmiennej, którą jednakże nie jest wariancja przypadkowo wybranego 
zbioru jej elementów. Tę drugą można by wykorzystać w tym celu tylko wów
czas, gdyby istniały przesłanki, że jej przybliżenie do wariancji zmien
nej losowej, która nie jest nam znana - jest wystarczająco duże. Dziesię- 

cioelementowe zbiory obserwacji nie dają jednakże podstaw do takiego 
stwierdzenia. W tej sytuacji należy wykorzystać możliwość określenia na 
podstawie rozkładu Fishera granicznej wariancji, której przekroczenia 
w zmiennej losowej o nieograniczonej liczbie obserwacji nie należy się

(13)
k
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spodziewać z prawdopodobieństwem oc, jeżeli jest znana wariancja zbioru 
losowych obserwacji tej zmiennej i ich liczba. Trzeba wyraźnie podkreślić, 
że tak wyznaczona wariancja nie jest dokładniejszym przybliżeniem warian
cji zmiennej losowej, lecz granicę, od której większa wartość liczbowa 
tejże wariancji jest mało prawdopodobne. Bioręc do obliczeń tę granicznę 
wartość wariancji, zabezpieczamy 8ię przed niepożędanymi skutkami okre
ślenia niezbędnej liczby pomiarów na podstawie mniejszej wariancji niż 
wariancja faktycznie charakteryzujęca zmiennę losowę.

Maksymalnę granicznę wariancję cl*8 zmienny c^ losowych M(z)
wyznaczono według wzoru

w którym F(n,°°, ot) jest wartościę z rozkładu Flshera .odpowiadajęce 
liczbie n obserwacji i zakładanemu prawdopodobieństwu ot. Stwierdzone 
przy różnych zawartościach piasku w węglu w seriach pomiarowych wariancje 
(tablica 1 uzasadniaję celowość podziału zakresu zmienności zawartości 
piasku podsadzkowego w węglu na trzy części: 0-25%, >25-75% i >75-100% 
oraz przyjęcia dla każdej z nich następujęcych wariancji wyjściowych:

s^(0-25) = 1

s^ (>25-75) = 1,8 m

S* (>75-100) = 1 m

1 oddzielnego obliczenia odpowiadajęcego każdej z tych części przedziału 
ufności, określajęcego precyzję metody oznaczania.

Zakładajęc prawdopodobieństwo = 0,05, w tablicy rozkładu Fishera 
[V] odczytuje się liczbę F(l0,°°, 0,05), równę 2,538. Liczba ta oraz 
wyjściowe wariancje, przyjęte dla poszczególnych części zakresu zawarto
ści piasku podsadzkowego w węglu, daję za pomocę wzoru (14) następujęce 
wariancje graniczne:

a) w zakresie 0-25% zawartości piasku podsadzkowego w węglu

s j j j (0 - 25)  = 1 2 ,538 £ 2 , 5 4 ,

b) w zakresie >2 5 - 7 5 %  zawartości plasku podsadzkowego w węglu

s^t>25-75) = 1,8 2,538 V  4,57,
en

c) w zakresie >75-100% zawartości piasku podsadzkowego w węglu

(14)

9^(>75-100) = 1 2,538 3T 2,54, 
m
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które można potraktować tak. Jak by to były wariancje zmiennych losowych, 
a wobec tego przy obliczeniach przedziałów ufności (dla średnich wartości 
pomiarowych), które służę do określenia zalecanych liczb pomiarów Wago
wych - posługiwać się współczynnikami ufności z rozkładu normalnego.

W przypadku oznaczania zawartości plasku w węglu za pomocę ważenia 
próbek analitycznych, zmienna losowe Z(z) Jest funkcję trzech zmiennych 
składowych, które trzeba rozpatrywać oddzielnie. Dej odchylenie średnie 
Jest dane wzorem (10). Deżeli stałe A 1 B oraz masa próbki analitycz
nej badanego węgla będę wartościami średnimi z n. , n i n pomiarów, 

2 2 2  2 2  
wówczas wariancje sA , s0 i »„(z) można zastępie ilorazami sA :nA > sb :ne
oraz s^(z):nB . Wstawiajęc do tych ilorazów podstawionych we wzorze (10)
- różne liczby nA , nB 1 nB , można obliczyć odpowiadajęce im odchylenia 
średnie wyników oznaczać, a następnie przy założonym poziomie ufności 
<S- przedziały ufności dla pojedynczych wartości zśp(z) z relacji

|  p * t(Asz ^z ^ ‘ Q»(z) - i], (15)

w której t^ Jest współczynnikiem ufności z rozkładu normalnego.
Ten sposób postępowania umożliwia przedstawienie uzależnienia przedzia

łu ufności dla wartości z,„(z) od liczb n . , n„ i n .8K A B  m
Na podstawie danych przedstawionych w rozdziale 4 zaleca się przyjęć 

liczbę pomiarów wagowych n0 « 2 za wystarczajęcę do wyznaczenia stałej B.
Dla liczby n0 = 2 oraz różnych liczb nA i n^ obliczono wielkości 

półprzedzlałów ufności, odpowiadajęce prawdopodobieństwu 0,95 oraz wyróż
nionym częściom zakresu zmienności zawartości plasku w węglu i zamieszczo
no Je w tablicy 16.

Oak widać osięgnięcie precyzji oznaczenia około ^1% Jest stosunkowo 
łatwe. Przy większej liczbie pomiarów wagowych można nawet liczyć na pre
cyzję -0,5%. Dalsze podwyższanie precyzji oznaczania zawartości piasku 
podsadzkowego w węglu metodę ważenia próbek analitycznych za pomocę po
większania liczby pomiarów wagowych byłoby Jednakże w praktyce mało efek
tywne. Względy praktyczne przemawiaję za możliwościę korzystania w zależ
ności od potrzeb z obydwu tych poziomów precyzji oznaczania.

Przesłankę do przyjęcia zalecanych liczb pomiarów wagowych, które wa
runkuję osięgnięcie pożędanych precyzji oznaczania, stanowiła okolicz
ność, że wyznaczanie stałej A odbywa się dla danego węgla Jednorazowo 
lub okresowo. Dest więc ekonomicznie korzystniejsze wykonywanie mniejszej 
liczby pomiarów mas próbek analitycznych badanego węgle, niż pomiarów wa
gowych stałej A. Dlatego też zaleca się wykonywanie następujęcych liczb
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Tablica 16

Precyzja oznaczania zawartości piasku w węglu metodę ważenia próbek ana
litycznych w zależności od liczb wykonanych pomiarów wagowych stałej A 
oraz próbek analitycznych badanego węgla, przy dwóch pomiarach wagowych

stałej 8

Zakres zawartości 
piasku podsadzko
wego w badanym 
węglu, %

Liczba 
pomia
rów mas 
próbek 
anali
tycz
nych 
bada
nego 
węgla

Półprzedział ufności /±/ dla wyniku 
oznaczania obliczonego z wartości śred
nich arytmetycznych pomiarów wagowych

Liczba pomiarów wagowych stałej A
2 4 6 8 10 15 25

2 1,28 1,11 1,05 1,01 0,99 0,97 0,94
4 1,11 0,91 0,83 0,79 0,76 0,72 0,69
6 1,05 0,83 0,74 0,69 0,66 0,62 0,58

0 4 25 8 1,01 0,79 0,69 0,64 0,61 0,56 0,52
10 0,99 0,76 0,66 0,61 0,57 0,52 0,48
15 0,97 0,72 0,62 0,56 0,52 0,47 0,42
25 0,94 0,69 0,58 0,52 0,43 0,42 0,36

2 1,22 1,12 1,09 1,07 1,06 1,04 1,03
4 0,99 0,86 0,82 0,79 0,78 0,76 0,74
6 0,90 0,76 0,71 0,68 0,66 0,64 0,62

>25 ■» 75 8 0,85 0,70 0,64 0,62 0,59 0,57 0,55
10 0,82 0,67 0,61 0,57 0,55 0,52 0,50

15 0,78 0,61 0,55 0,51 0,49 0,45 0,43
25 0,74 0,57 0,49 0,45 0,43 0,39 0,36

2 0,59 0,57 0,57 0,56 0,56 0,56 0,55
4 0,49 0,46 0,45 0,45 0,45 0,44 0,44

6 0,45 0,42 0,41 0,41 0,40 0,40 0,39
>75 ♦ 100 8 0,43 0,40 0,39 0,38 0,38 0,37 0,36

10 0,41 0,38 0,37 0,37 0,36 0,36 0,35
15 0,40 0,36 0,35 0,34 0,34 0,34 0,33
25 0,36 0,34 0,33 0,33 0,32 0,32 0,31

pomiarów wagowych mas próbek analitycznych atałej A i badanego węgla 
w zależności od pożędanej precyzji oznaczania:

Pożądana
precyzja
oznaczania

Zalecana liczba pomiarów wagowych maa próbak 
analitycznych

stałej A, nA badanego węgla, nffi

i 1 % 15 /25/ 2

± 0,5 % 25 10
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Wyniki przeprowadzonych badań, podczas których pomiary wagowe próbek 
analitycznych pobranych z tej samej próbki laboratoryjnej były wykonywane 
w naczyniu cylindrycznym o pojemności 750 cm2 , uzs3adniaję ustalenie dla 
pomiarów Wagowych, przeprowadzanych w taki sam sposób. Jako kryterium ich 
zgodności - wymagania, aby dopuszczalne różnice pomiędzy dwoma pomiarami, 
a w serii pomiarowej pomiędzy największę 1 najmniejszę masę próbki anali
tycznej nie przekraczały 5 g.

W przypadku stwierdzenia większej różnicy pomiędzy dwoma pomiarami, 
a zatem ich niezgodności, należ'/ wykonać pomiar masy kolejnej próbki ana
litycznej i porównać go z poprzednimi pomiarami mas. Oeżeli dodatkowy po
miar nie odbiega więcej niż o 5 g od żadnego z dwóch poprzednich pomiarów, 
oblicza się wspólnę średnię arytmetycznę tych pomiarów i odrzuca się ten 
pomiar, który najwięcej różni się od tej średniej. Oo obliczenia wyniku 
oznaczania bierze się średnię arytmetycznę z dwu pozostałych pomiarów. 
Oeżeli dodatkowy pomiar nie różni się więce niż o 5 g tylko od jednego 
z dwu niezgodnych pomiarów, do dalszych obliczeń wyniku oznaczania bierze 
się średnię arytmetycznę tego i dodatkowego pomiaru.

VK przypadku stwierdzenia niezgodności pomiarów w serii pomiarowej , 
liczęcej więcej niż dwa pomiary, wykonuje się dodatkowy pomiar masy ko
lejnej próbki analitycznej, wlicza się go do zbioru poprzednio wykonanych 
pomiarów i oblicza się ich średnię arytmetycznę, a następnie odrzuca się 
wynik pomiaru najwięcej różnięcy się od tej średniej. W ten sposób postę
puje się aż do uzyskania serii pomiarów, spełniajęcych kryterium zgodno
ści, których średnia wartość służy do obliczenia wyniku oznaczania.

7. PODSUMOWAŃIE

Przeprowadzone badania wykazały, że oznaczanie zawartości piasku w 
węglu metodę ważenia próbek analitycznych może być stosowane w praktyce, 
ponieważ zapewnia dokładność oznaczania zupełnie wystarczajęcę do celów 
kontrolnych - przy niewielkiej liczbie pomiarów wagowych mas próbek ana
litycznych badanego węgla. Precyzję oznaczania od -1 do ^0,5% z prawdo
podobieństwem 0,95 osięga się przy 2 do 10 pomiarów mas próbek analitycz
nych. Na osięganę precyzję oznaczania duży wpływ wywiera precyzja wyzna
czenia stałej A, która powinna być średnię wartościę z 15-25 pomiarów 
wagowych. Średnia wartość stałej B może być określona na podstawie 2 po
miarów wagowych.
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TOHHOCTb OnPEAEJIEHHH CO^EPKAHHfl IIECKA B yrJIE 3BPHHCTOCTbiO 3-0 MM 
METODOM B3BECA AHAJIHT HHECKHX HPOE

P e 3 a  m e

Ha ocKOBe 10-xh skcnepirnemanfehhx cepaił n3«epeHHK Maco aHsuiHTHiecKa.x 
npoO yrza c pa3ZHBHUM coAepxaHaea yrxa, oiieHeaa cJiy'taftHue a cHciezaiRHec- 
Kae OTKJioeHfiHHH pesyzbTaiOB onpenejieHHH. B czyRaftHJBt otkaoh6khsx BbweaeaH 
a cpaBHeHH xpH He3aBHCHMiie cocxaBHHe aacia. OnapaacB Ha npoBeashhh2 aHazaa 

xoHHOCXa onpeAezeaaa coAepxaaaa necxa b yrzc c rpaayaauHefl 3-0 u u  mb to a o u 
B3Beca aRazaxaaecKHx npoC, fiasu pezoMeananaH no KoaaaeciBy H3MepeHHft uacc 
aaauiaxaaecKax npoó, B3fiTux as oahoH a xo8 ze zaÓopaiopaoB npoóu bo Bpeza 
onpezezeHHa, a xaaze Aonycxauue paszaaaa uez^y bocobłoib SHaaeHBHMB sxax 
npoó, oSecneaHBaMąae zociazesBe xobhocxb pe3yzbiaxa o<5o3HaaeHBa -1% z -0,5^.

ACCURACY IN THE DETERMINATION OF THE SAND CONTENTS 
IN COAL WITH A GRAIN-SIZE DISTRIBUTION OF 3 TO 0 MM 
BY MEANS OF WEIGHING ANALYTICAL SAMPLES

S u m m a r y

Basing on ten experimental measuring samples of analytical samples 
of coal with various contents of send, incidental and systematic devia
tions of the determinations results have been estimated. In the case of 
incidental deviations three component parts, independent of each other, 
wera singled out and compared. Basing on an analysis of the sccurecy of 
determining the contents of sand in coal with a grain-slze distribution 
from 3 to 0 mm by weighing analytical samples, the recommended number 
of measurements of these samples taken from the same laboratory sample 
were given, as well as the admissible differences between gravimetric 
measurements of these samples, conditioning the precision of determina

tions of - 1%  and -0,5%.


