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4 Abstract

Abstract (ang.)

Mathematical modeling of biological processes works as support in research on the inter-
cellular regulatory networks in proper and pathogenic changed cells and their response to
di�erent external stimuli. Basic approach to modeling highly complicated protein networks
is using nonlinear models, which are capable to imitated very complex dynamics, but their
analysis is very di�cult and limited. In my doctoral thesis I propose application of the
piece-wise linear di�erential equation (PLDE) models to biological, intercellular systems.
Such systems are consisted on set of linear subsystems and switching signal to determine
the order of the subsystems. Dynamics in subsystems, described by simple linear di�e-
rential equations, determine system behavior in speci�c state or time. Switchings between
subsystems produce rapid changes in system dynamics, such as gene activation, enzymatic
reaction activation or drug application. Systems with switchings are well known in system
theory and its application, however in biological models there are quite uncommon. I propo-
se a complex method for analysis biological PLDE models based on well-known analytical
methods (such as �nding analytical solution or creating transition graphs), bibliographic
methods adjusted to speci�c type of models (for calculating regular and singular stationary
point) and my own algorithms for investigating behavior of heterogenic population. Locali-
zation of stationary point and bifurcation analysis presents possible behavior of the system
for di�erent range of parameters. Heterogenity of the population was investigated by two
original algorithms. In �rst, simulations of the population with random localization of the
threshold visualize in�uence of di�erences between cells in �nal protein levels and cell fate.
In second, stochastic simulations of the piece-wise deterministic protein models show how
important for the protein dynamics is random activation and deactivation of processes.
Proposed algorithm was used for analysis of the two biological systems. The �rst created
model was simple protein production model with two di�erent types of autoregulation:
positive and negative. The second created model was model of the p53 regulatory module,
which is responsible for proper response of the cell to the DNA damages. In each case
�rstly I created linear models with switchings, then I found the solution for the linear
models in each sub-domain, created the transition graphs and calculated the stationary
points. Then I made the analysis of the heterogenic cell population beahaviour by ran-
domization of the switching thresholds localization. Finally I investigated the in�uence of
the stochasticity in the switching process on the response of the cells population to the
external stimuli. The algorithm proposed for analysis of the biological PLDE models helps
with better understanding of the modeled systems. Based on the results I can prove, that
change in threshold values have impact on the assumed target reachability in according to
existed type of feedback loop. Moreover, stochasticity in the switching between subsystems
allow us modeling the heterogeneity of the cell population observed in biological experi-
ments. Additionally, with increase of the randomness of the switching between subsystems
increases desynchronization of the oscillation and noisiness of the time courses. Moreover,
there is the relationship between randomness and diversi�cation in the cell response but it
depends on the strength of the external stimuli.



Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Jednym z gªównym celów bada« nad funkcjonowaniem komórek jest lepsze poznanie ró»nic
w zachowaniu komórek normalnych oraz dotkni¦tych procesem chorobowym, przykªado-
wo nowotworami. Wsparciem dla bada« laboratoryjnych, jest modelowanie matematyczne,
które umo»liwia teoretyczne badanie wªa±ciwo±ci procesów. Wybór sposobu modelowania
i struktury modelu jest uzale»niony od charakteru modelowanego ukªadu, dost¦pnej wiedzy
oraz celu bada«. Podstawowym problemem podczas modelowania jest znalezienie optimum
pomi¦dzy skomplikowaniem modelu a jego zdolno±ci¡ do odwzorowania dynamiki rzeczy-
wistego systemu. Wraz ze wzrostem zªo»ono±ci modelu na ogóª wzrasta jego zdolno±¢ do
przedstawienia skomplikowanej dynamiki, a jednocze±nie wzrasta trudno±¢ w dobraniu pa-
rametrów oraz analizie. W przedstawionej rozprawie doktorskiej zaprezentowane s¡ mo»-
liwo±ci zastosowania ukªadów z przeª¡czeniami do modelowania procesów biologicznych.
Podstawowe zaªo»enie podczas tworzenia ukªadów z przeª¡czeniami polega na podziale
systemu na funkcjonalne cz¦±ci ró»ni¡ce si¦ dynamik¡. Ka»dy podsystem opisuje zacho-
wanie ukªadu w danych warunkach lub w danym czasie, co pozwala na zachowanie jego
wzgl¦dnej prostoty. Skokowe zmiany pomi¦dzy podsystemami pozwalaj¡ na modelowanie
nagªych zmian w systemie, takich jak aktywacja ekspresji genu b¡d¹ reakcji enzymatycz-
nej, które w tradycyjnym podej±ciu wykorzystuj¡cym ODE modelowane s¡ zazwyczaj silnie
nieliniowymi, a przez to trudnymi w analizie zale»no±ciami. Ukªady z przeª¡czeniami, ze
wzgl¦du na swoj¡ kompartmentaln¡ struktur¦, mog¡ by¢ analizowane nie tylko na drodze
numerycznych symulacji ale równie» metodami analitycznymi. W celu kompleksowej anali-
zy ukªadów kawaªkami liniowych zaproponowaªam schemat post¦powania uwzgl¦dniaj¡cy
ró»ne techniki analizy: metody znane z literatury oraz autorskie rozwi¡zania symulacji
populacji heterogenicznej, czyli odwzorowuj¡cej rzeczywist¡ populacj¦ komórkow¡. Zapro-
ponowany algorytm zostaª zilustrowany poprzez analiz¦ dwóch ró»nych systemów biologicz-
nych: prostych ukªadów produkcji biaªka z autoregulacj¡ (jeden ze sprz¦»eniem dodatnim,
drugi ujemnym) oraz moduªu regulatorowego biaªka p53.

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej byªo opracowanie kompleksowej metody opisu
i analizy zªo»onych ukªadów biologicznych przy wykorzystaniu metodyki ukªadów z prze-
ª¡czeniami. Zaproponowana przeze mnie metoda zostaªa zilustrowana za pomoc¡ dwóch
stworzonych modeli kawaªkami linowych, pozwalaj¡c na ich lepsze scharakteryzowanie. Ba-
dania, wykonane w ramach prac nad rozpraw¡ mo»na podzieli¢ na kilka zada«: identy�kacja
procesów wewn¡trzkomórkowych, które mog¡ by¢ modelowane za pomoc¡ skokowej zmia-
ny ukªadu, budowa modeli ukªadów biologicznych przy wykorzystaniu metodyki ukªadów
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z przeª¡czeniami, analiza stabilno±ci modeli, analiza wpªywu losowej lokalizacji progu akty-
wacji procesu na ró»norodno±¢ odpowiedzi wewn¡trzpopulacyjnej, analiza wpªywu losowej
aktywacji procesu na zró»nicowanie odpowiedzi populacji komórkowej.

Przeprowadzone badania pozwoliªy na postawienie nast¦puj¡cych tez:

1. Zmiany warto±ci progowych, przy których nast¦puje przeª¡czenie zale»ne od stanu
ukªadu, odzwierciedlaj¡ce ró»nice mi¦dzy komórkami, wpªywaj¡ na osi¡gni¦cie zaªo-
»onych celów terapeutycznych w sposób zale»ny od sprz¦»e« wyst¦puj¡cych w ukªa-
dzie.

2. Uwzgl¦dnienie stochastyczno±ci w przeª¡czaniu mi¦dzy podsystemami pozwala odda¢
obserwowaln¡ biologicznie heterogeniczno±¢ populacji komórkowej.

3. Wi¦kszy poziom losowo±ci w przeª¡czaniu pomi¦dzy podukªadami, odzwierciedlaj¡cy
zwi¦kszon¡ wra»liwo±¢ komórek na czynniki regulatorowe, skutkuje desynchornizacj¡
odpowiedzi oraz wpªywa na zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej.



Rozdziaª 2

Ukªady z przeª¡czeniami

Ukªady z przeª¡czeniami stanowi¡ pomost pomi¦dzy systemami prostymi, liniowymi a zªo-
»onymi, nieliniowymi. Ukªady te ª¡cz¡ zalety modelowania liniowego (prostota opisu i ana-
lizy) z zaletami ukªadów nieliniowych (opis zªo»onej, silnie nieliniowej dynamiki). Prze-
ª¡czenia pomi¦dzy podukªadami mog¡ tworzy¢ skomplikowan¡ dynamik¦, umo»liwiaj¡c
powstanie oscylacji, cykli granicznych, bistabilno±ci czy chaosu. Z drugiej strony podukªa-
dy s¡ opisywane przez modele liniowe, które s¡ stosunkowo proste w analizie, ze wzgl¦du
na mo»liwo±¢ wykorzystania wielu narz¦dzi do liniowej i multiliniowej analizy.

2.1 Opis matematyczny

Ukªad z przeª¡czeniami to ukªad dynamiczny, który skªada si¦ ze sko«czonej liczby podu-
kªadów (podsystemów, domen) oraz reguª logicznych, które okre±laj¡ zasady przeª¡czenia
pomi¦dzy podukªadami [1, 2]. Zachowanie ukªadu w poszczególnych domenach jest zazwy-
czaj opisywane poprzez zbiór równa« ró»niczkowych:

dx(t)
dt

= fi(x(t), u(t)), t ∈ R+, i ∈ I = {1, ..., N}, (2.1)

gdzie x ∈ Rn to stan ukªadu, u ∈ Rm to sterowanie, natomiast zbiór I oznacza kolekcj¦
dyskretnych podukªadów. Reguªa logiczna, która okre±la przeª¡czenia mi¦dzy podukªadami
generuje sygnaª przeª¡czaj¡cy σ : R+ → I. Aktywny podukªad w chwili czasu t oznaczony
jest indeksem i = σ(t) [1]. Ze wzgl¦du na typ przeª¡cze« mi¦dzy ukªadami wyró»niane s¡
ukªady zale»ne od czasu i zale»ne od stanu.

Szczególn¡ podgrup¡ ukªadów z przeª¡czeniami s¡ ukªady kawaªkami liniowe (ang.
piece-wise linear di�erential equation (PLDE) models ) [3]. Modele takie mo»na zasto-
sowa¢ do modelowania systemów biologicznych, poniewa» podstawowe procesy biologiczne
(np. produkcja, degradacja) mog¡ by¢ opisane liniowymi czªonami, a reakcje nieliniowe,
tj. enzymatyczne lub procesy aktywacji genów, mog¡ by¢ opisane poprzez przeª¡czenie
pomi¦dzy podukªadami i zmian¦ warto±ci parametrów. Przykªadowe równanie kawaªkami
liniowe opisuj¡ce zmiany poziomu biaªka mo»e przyj¡¢ form¦:

dxi
dt

= pi(X)− di(X)xi, i = 1, ...n, (2.2)

gdzie xi � liczba cz¡steczek danego biaªka, pi � wspóªczynnik produkcji biaªka, di � wspóª-
czynnik degradacji, natomiast X = X(x) jest zbiorem zmiennych przeª¡czaj¡cych. Model
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ten uwzgl¦dnia tylko produkcj¦ i degradacj¦, ale tempa tych procesów mog¡ by¢ ró»ne w za-
le»no±ci od stanu ukªadu lub czasu. W przypadku ukªadów z przeª¡czeniami zale»nymi od
stanu, progi przeª¡cze« θ, le»¡ce na kolejnych zmiennych, dziel¡ caª¡ przestrze« stanu na
domeny, w których odpowiednie zmienne przeª¡czaj¡ce (Z) przyjmuj¡ warto±ci 0 (poziom
biaªka poni»ej warto±ci progowej) lub 1 (poziom biaªka powy»ej warto±ci progowej).

2.2 Ukªady z przeª¡czeniami a ukªady biologiczne

Zastosowanie ukªadów z przeª¡czeniami do opisu i analizy badanego ukªadu pozwala na
omini¦cie wielu problemów spotykanych przy podej±ciu tradycyjnym, na przykªad za po-
moc¡ ODE. Przykªadowo, podczas modelowania matematycznego napotyka si¦ wiele pro-
blemów, których rozwi¡zanie mo»e by¢ uªatwione dzi¦ki zastosowaniu ukªadów z przeª¡-
czeniami. Podczas modelowania procesów cz¡steczek o ró»nych liczno±ciach pojawia si¦
problem wyboru typu modelu: ci¡gªy czy dyskretny. Stosuj¡c ukªady z przeª¡czeniami
mo»liwe jest podzielenie ukªadu na cz¦±¢ ci¡gª¡ oraz dyskretn¡. Ci¡gªa cz¦±¢ ukªadu mo-
»e by¢ wykorzystana do np. do opisu zmiany st¦»e« biaªka, natomiast dyskretna pozwala
opisa¢ nagªe zmiany w ukªadzie, takie jak skokowa zmiana stanu genu. Ponadto wi¦kszo±¢
procesów wewn¡trzkomórkowych zachodzi tylko w obecno±ci cz¡steczek reguluj¡cych ich
przebieg. Zmiana tempa reakcji jest cz¦sto opisywana przez silnie sigmoidalne funkcje (np.
funkcja Michaelisa-Menten czy funkcja Hilla [4]), lecz mo»na równie» modelowa¢ j¡ przy
wykorzystaniu funkcji skokowej. W efekcie system jest dzielony na dwa podsystemy, co
pozwala opisa¢ zachowanie ukªadu przy niskim i przy wysokim st¦»eniu enzymu, wykorzy-
stuj¡c jedynie proste liniowe funkcje oraz przeª¡czenie. Ponadto dobór parametrów funkcji
liniowych jest znacznie ªatwiejszy ni» funkcji nieliniowych, tym bardziej »e wyniki ekspe-
rymentalne cz¦sto okre±lane s¡ w stosunku do kontroli, co ªatwo jest odnie±¢ do ró»nych
warto±ci parametrów w ró»nych domenach.

2.3 Przegl¡d metod modelowania ukªadów z przeª¡czeniami

Powszechnie stosowanym podej±ciem do modelowania procesów wewn¡trzkomórkowych
jest zastosowanie modeli nieliniowych, jednak»e istniej¡ doniesienia literaturowe o zasto-
sowaniu ukªadów z przeª¡czeniami i proponowanej ich analizie, aczkolwiek analiza ta jest
ograniczona do pewnych, okre±lonych wªa±ciwo±ci systemu, a ponadto w wi¦kszo±ci przy-
padków przedstawione algorytmy wymuszaj¡ bardzo ograniczon¡ struktur¦ ukªadu. Jedn¡
z cech ukªadów kawaªkami liniowych jest mo»liwo±¢ analitycznego wyznaczenia lokaliza-
cji punktów stacjonarnych � zwyczajnych i osobliwych [5], których obecno±¢ i charakter
opisuje typ i stabilno±¢ odpowiedzi. W wi¦kszo±ci proponowanych metod analizy ukªadów
z przeª¡czeniami i wyznaczania punktów stacjonarnych wprowadzane s¡ zaªo»enia, które
ograniczaj¡ mo»liwo±ci modelowania rzeczywistych ukªadów. Na przykªad, zmiana pozio-
mu zmiennych jest opisana wyª¡cznie procesami produkcji i degradacji [3, 6] lub zakªada
si¦ staªe tempo degradacji, niezale»ne od stanu ukªadu [7, 8]. Zaªo»enia takie znacz¡co
upraszczaj¡ analiz¦, a jednocze±nie zmniejszaj¡ stosowalno±¢ takiego podej±cia do rzeczy-
wistych ukªadów biologicznych. Natomiast w pracy Plathe i wsp. [9] jest zaproponowana
metoda analizy modeli uwzgl¦dniaj¡cych równie» transport, ale przedstawiona procedura
okre±lania pozycji oraz stabilno±ci osobliwych punktów stacjonarnych wymaga wyliczenia
rozszerzenia wielomianu charakterystycznego macierzy pochodnych, przez co obliczenia
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mog¡ by¢ bardzo skomplikowane, szczególnie w przypadku du»ej liczby ró»nych regionów
do zbadania.

W niniejszej pracy nacisk zostaª poªo»ony na analiz¦ modeli jak najbardziej oddaj¡-
cych rzeczywisto±¢, co wyklucza stosowanie metod zakªadaj¡cych staªe i jednakowe tempa
degradacji jak w pracach [7, 8] i zakªada wykorzystanie biologicznie uzasadnionych warto-
±ci parametrów. Ponadto w zaproponowanych modelach uwzgl¦dniony jest równie» proces
transportu (z cytplazmy do j¡dra) oraz produkcji biaªka na matrycy mRNA, które s¡
kluczowe do odpowiedniego opisania dynamiki ukªadów biologicznych. W efekcie meto-
dy wyznaczania osobliwych punktów stacjonarnych zaproponowane w publikacjach [3, 6]
mog¡ nie wykaza¢ istnienia punktu SSP. Z tego powodu w niniejszej pracy zaproponowa-
no mody�kacj¦ metody wyznaczania ∆-regionów, w których mog¡ wyst¦powa¢ osobliwe
punkty stacjonarne, poprzez uwzgl¦dnienie nie tylko zale»no±ci zmiennych od zmiennych
przeª¡czaj¡cych, ale równie» zale»no±ci od innych zmiennych.

Ukªady kawaªkami liniowe mog¡ by¢ równie» analizowane jako±ciowo poprzez zde�nio-
wanie jako±ciowych stanów, które odpowiadaj¡ podukªadom w przestrzeni stanu [10, 11].
W modelach takich przej±cia mi¦dzy jako±ciowymi stanami odpowiadaj¡ przej±ciu pomi¦-
dzy podukªadami. Gªówna zaleta takiego podej±cia to brak konieczno±ci okre±lania kon-
kretnych warto±ci parametrów, jednak»e otrzymywane wyniki s¡ znacznie mniej precyzyjne,
a mo»liwo±ci ich analizy s¡ ograniczone.

Modele stochastyczne stanowi¡ wa»n¡ cz¦±¢ wspóªczesnej biologii systemów, ze wzgl¦-
du na mo»liwo±¢ uwzgl¦dnienia losowo±ci procesów, co pozwala na badanie zró»nicowania
populacji. Przykªadem poª¡czenia modeli stochastycznych z ukªadami z przeª¡czeniami
s¡ modele kawaªkami deterministyczne (PDMP: piecewise deterministic Markov proces-

ses). Modele PDMP opisuj¡ procesy Markova skªadaj¡ce si¦ z mieszaniny zmian deter-
ministycznych (ang. deterministic motion) i losowych przeskoków (ang. random jumps)
[12, 13]. Bazuj¡c na teoretycznych podstawach modelowania ukªadów, zaproponowaªam
algorytm ª¡cz¡cy modelowanie deterministyczne (przy pomocy algorytmu Runge-Kutty)
oraz losowo±¢ przeª¡cze« mi¦dzy podsystemami. Losowo±¢ przeª¡cze« ma du»y wpªyw na
otrzymywane wyniki: zaszumienie przebiegów czasowych, czas aktywacji odpowiedzi, de-
synchronizacj¦ oscylacji.
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Wybrana metodologia analizy

ukªadów z przeª¡czeniami

W przeciwie«stwie do modeli silnie nieliniowych, w przypadku modeli liniowych istniej¡
metody analitycznego badania ich wªa±ciwo±ci. W niniejszej rozprawie doktorskiej zapro-
ponowaªam kompleksowy algorytm analizy biologicznych modeli z przeª¡czeniami. Pierw-
szym krokiem algorytmu jest analityczne rozwi¡zanie modelu w poszczególnych dome-
nach oraz (je±li to mo»liwe) wyznaczenie czasów przeª¡czenia i rozwi¡zania analitycznego
peªnego ukªadu. Nast¦pnie na podstawie rozwi¡za« analitycznych w poszczególnych do-
menach nale»y wyznaczy¢ punkty docelowe, które mog¡ by¢ wykorzystane do stworzenia
grafu tranzycji. Graf taki jest przydatny w jako±ciowej ocenie zachowania ukªadu i uªatwia
wnioskowanie o mo»liwo±ci wyst¡pienia punktów stacjonarnych oraz cykli granicznych.
Nast¦pnym krokiem jest wyznaczenie punktów stacjonarnych. W przypadku zwyczajnych
punktów stacjonarnych procedura post¦powania jest bardzo intuicyjna i wymaga jedynie
wyliczenia lokalizacji punktów docelowych i okre±lenia ich lokalizacji wzgl¦dem warto±ci
progowych. Natomiast wyznaczenie osobliwych punktów stacjonarnych jest znacznie trud-
niejsze. w niniejszej pracy proponuj¦ zastosowanie w tym celu algorytmu Mestla i wspóªpra-
cowników [3], przy uwzgl¦dnieniu, »e w przypadku modeli z transportem lub zmian¡ formy
przedstawiona przez nich metoda wykluczenia regionów, w których takie punkty mog¡
si¦ znajdowa¢, mo»e dawa¢ faªszywie ujemny wynik. Jako uzupeªnienie tej metody pro-
ponuj¦ pomocnicz¡ procedur¦ pozwalaj¡c¡ wybra¢ regiony do dalszej analizy w kierunku
wyst¦powania punktu SSP. Kolejnym krokiem zaproponowanego algorytmu jest okre±lenie
stabilno±ci wyznaczonych osobliwych punktów stacjonarnych, przy czym typy punktów s¡
analogiczne jak w ukªadach nieliniowych bez przeª¡cze« (np. w¦zeª, centrum, siodªo). Peªny
opis zachowania ukªadu przy zmianie danego parametru mo»na uzyska¢ poprzez wykonanie
analizy bifurkacyjnej i wyznaczenie zakresów parametrów dla których obserwuje si¦ ró»ne
typy i ró»n¡ ilo±¢ punktów stacjonarnych.

W kolejnym kroku analizy ukªadu proponuj¦ wykonanie modelu heterogenicznej popu-
lacji przy wykorzystaniu autorskiego podej±cia. w metodzie tej wprowadzona jest losowo±¢
w procesie dobierania warto±ci granic mi¦dzy domenami, co pozwala na odzwierciedle-
nie zró»nicowania mi¦dzy komórkami pod wzgl¦dem zdolno±ci do aktywacji procesów przy
ró»nych st¦»eniach cz¡steczek regulatorowych. Ka»da komórka w populacji ma ustalan¡
warto±¢ progow¡ na drodze losowania warto±ci z rozkªadu normalnego o ±redniej równej
nominalnej warto±ci progowej. Zastosowanie ró»nych odchyle« standardowych pozwala na
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otrzymanie populacji o ró»nym stopniu zró»nicowania wªa±ciwo±ci i w efekcie ró»nych od-
powiedziach na ten sam bodziec.

Alternatywnie proponuj¦ wykonanie symulacji ukªadów kawaªkami deterministycznych
w celu sprawdzenia wpªywu losowo±ci procesów na zró»nicowanie odpowiedzi i osi¡galno±¢
zaªo»onych celów terapeutycznych. Zaproponowany przeze mnie algorytm polega na poª¡-
czeniu symulacji deterministycznych, wykonywanych przy pomocy algorytmu Runge-Kutty
z stochastycznymi przeª¡czeniami mi¦dzy domenami. Czas przeª¡czenia oraz kolejno±¢ do-
men s¡ opisane funkcj¡ losow¡ zale»n¡ od stanu ukªadu. Metoda ta pozwala na zbadanie
wpªywu losowo±ci przeª¡cze« na zró»nicowanie poziomów biaªek w populacji, wykrycie
multistacjonarno±ci oraz zaobserwowanie desynchronizacji odpowiedzi w czasie.

Schemat zaproponowanej metody analizy ukªadów z przeª¡czeniami jest przedstawiony
na rys. 3.1.

Rysunek 3.1: Schemat analizy ukªadów z przeª¡czeniami.



Rozdziaª 4

Opis i analiza prostych modeli

produkcji biaªka

W celu przetestowania i zilustrowania zaproponowanej metodologii, w pierwszej kolejno±ci
wykorzystaªam ukªad produkcji biaªka bazuj¡cy na centralnym dogmacie biologii moleku-
larnej [4]. Stworzyªam dwa modele produkcji biaªka: jeden ze sprz¦»eniem dodatnim i jeden
ze sprz¦»eniem ujemnym. W ukªadzie bez przeª¡cze« nie wyst¦puj¡ przeª¡czenia, dlatego
jego analiza nie zostaªa wykonana. Obydwa modele zawieraj¡ dwie zmienne: mRNA (R)
oraz biaªko (P ). Ilo±¢ aktywnych genów jest zawarta niejawnie w warto±ciach parametrów
produkcji: tempo produkcji mRNA mo»e by¢ wolne (jeden gen aktywny) lub szybkie (dwa
geny aktywne). Model zawiera ponadto procesy degradacji mRNA i biaªka oraz produkcj¦
biaªka (rys. 4.1). W modelu wyst¦puje jedna warto±¢ progowa θP , która dzieli ukªad na

A
B

Rysunek 4.1: Model produkcji biaªka. A. ze sprz¦»eniem dodatnim. B. ze sprz¦»eniem
ujemnym.

domeny z niskim poziomem biaªka {0} oraz z wysokim poziomem biaªka {1}. Przeª¡czenia
w modelu wyst¦puj¡ w postaci zmiennej przeª¡czaj¡cej ZP , której warto±¢ zale»y od stanu
ukªadu, czyli liczby cz¡steczek biaªka:

ZP =

{
0 P < θP

1 P  θP .
(4.1)

Równania modelu opisuj¡ce zmian¦ poziomu mRNA i biaªka s¡ nast¦puj¡ce:

dR(t)
d t

= p∗ − d1R(t), (4.2)

dP (t)
d t

= p2R(t)− d2P (t). (4.3)



4.1. WYKORZYSTANIE ROZWI�ZA� ANALITYCZNYCH MODELI 13

A B

Rysunek 4.2: Przebiegi czasowe poziomu biaªka w ukªadzie A. ze sprz¦»eniem dodatnim.
B. ze sprz¦»eniem ujemnym.

Tempo produkcji mRNA, parametr p∗, jest równy sumie tempa produkcji z obydwóch ge-
nów i zale»y od warto±ci ZP oraz typu autoregulacji. W ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim
jeden gen jest stale aktywny, a drugi gen jest aktywowany przy wysokim poziomie biaª-
ka, natomiast w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym obydwa geny s¡ aktywne, gdy poziom
biaªka jest niski, a wzrost poziomu biaªka powoduje wyª¡czenie jednego genu:

dodatnie: p∗ = pp + ppZP , ujemne: p∗ = 2pn − pnZP . (4.4)

Dodatkowo do powy»szych modeli wprowadziªam kolejne przeª¡czenie, które pozwoliªo na
zamodelowanie prostej terapii stosowanej w celu obni»enia poziomu biaªka. Zaªo»yªam,
»e celem terapeutycznym b¦dzie obni»enie poziomu biaªka poni»ej Ptarget = 30 000. cz¡-
steczek. Terapia jest modelowana jako przeª¡czenie zale»ne od czasu: po czasie tD ukªad
zmienia swoj¡ posta¢, a do równania opisuj¡cego poziom biaªka dodawany jest czªon opi-
suj¡cy degradacj¦ biaªka indukowan¡ przez lek:

dP (t)
d t

= p2R(t)− (d2 + d2DDRUG(t > tD))P (t), (4.5)

gdzie DRUG to liczba cz¡steczek leku, d2D to tempo degradacji indukowanej przez lek.
Parametry w modelach zostaªy dobrane tak, aby przed podaniem leku poziom biaªka w obu
ukªadach byª taki sam, a po podaniu leku byª osi¡gni¦ty cel terapeutyczny (rys. 4.2).

4.1 Wykorzystanie rozwi¡za« analitycznych modeli

Na podstawie równa« ró»niczkowych, wyznaczyªam rozwi¡zanie analityczne ukªadu w do-
menach. W zale»no±ci od warto±ci parametrów posta¢ czasowa jest ró»na, a dla dobranych
przeze mnie parametrów d1 = d2 jest nast¦puj¡ca:

R(t) =
p∗

d1
+

(
R(0)− p∗

d1

)
e−d1t (4.6)

P (t) =
p∗p2
d21

+ p2(R(0)− p∗

d1
)te−d1t + (P (0)− p2p

∗

d21
)e−d1t, (4.7)
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i nie jest mo»liwe wyznaczenie analitycznie czasu przeª¡czenia. Nast¦pnie wykorzystuj¡c
rozwi¡zanie analityczne wyznaczyªam wzory opisuj¡ce punkty docelowe:

lim
t→∞

R(t) = Rs =
p∗
d1
, (4.8)

lim
t→∞

P (t) = Ps =
p∗p2

d1 (d2 + d2DDRUG)
. (4.9)

4.2 Zastosowanie grafu tranzycji do analizy ukªadu produkcji
biaªka

Ze wzgl¦du na istnienie jednej warto±ci progowej graf skªada si¦ z dwóch w¦zªów (domen)
oraz jednego ªuku pokazuj¡cego kierunek przej±cia mi¦dzy nimi. Kierunek przej±cia pomi¦-
dzy domenami zale»y od warto±ci parametrów oraz struktury ukªadu. Ró»ne zachowania
ukªadów w zale»no±ci od dawki leku oraz rodzaju autoregulacji przedstawiªam na grafach
przej±cia (rys. 4.3). Dla niskiej i wysokiej dawki leku zachowanie ukªadu jest takie same
w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim oraz ujemnym. Dla po±rednich dawek leku w ukªadzie
ze sprz¦»eniem ujemnym trajektorie zbiegaj¡ si¦ do granicy, a w ukªadzie ze sprz¦»eniem
dodatnim uciekaj¡ od granicy.

Rysunek 4.3: Graf tranzycji dla modeli produkcji biaªka ze sprz¦»eniem dodatnim oraz
ujemnym w zale»no±ci od dawki leku. przerywane linie � granice mi¦dzy domenami.

4.3 Analiza punktów stacjonarnych w modelach produkcji
biaªka

Dzi¦ki wyznaczeniu punktów stacjonarnych, zwyczajnych (RSP) i osobliwych (SSP) uzy-
skaªam informacje o mo»liwych typach odpowiedzi w komórce przy ró»nych dawkach leku.
w obu ukªadach wraz ze wzrostem dawki leku poziom biaªka obni»a si¦. W ukªadzie ze
sprz¦»eniem dodatnim w zale»no±ci od dawki leku wyst¦puje jeden lub dwa punkty RSP
(rys. 4.4 A). w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym mo»e wyst¦powa¢ jeden punkt RSP lub
jeden punkt SSP (rys. 4.4 B).
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A B

Rysunek 4.4: Wykresy bifurkacyjne poziomu biaªka od dawki leku. A. Model ze sprz¦»eniem
dodatnim. B. Model ze sprz¦»eniem ujemnym.

4.4 Heterogeniczno±¢ populacji komórkowej

Kolejnym etapem postulowanej metodologii badania modeli biologicznych jest analiza od-
powiedzi heterogenicznej populacji. Ró»na wra»liwo±¢ komórki na czynniki regulatorowe,
odpowiedzialne za aktywacj¦ lub deaktywacj¦ genu, jest modelowana poprzez losow¡ loka-
lizacj¦ warto±ci progowej (rozkªad normalny o ±redniej równej θP i odchyleniu standardo-
wym wyra»onym jako procent warto±ci progowej). Obni»enie warto±ci progowej odpowia-
da zwi¦kszonej wra»liwo±ci na czynniki regulatorowe, natomiast podwy»szenie wyst¦puje
w komórce o maªej wra»liwo±ci. W niniejszych rozdziale wykonaªam symulacje populacji
zªo»onej z 1000 komórek, w której podawano lek po 15 godzinach od rozpocz¦cia symulacji.

Przesuni¦cie warto±ci progowej θP skutkuje zmian¡ czasu przeª¡czenia, czyli chwili,
w której akumulacja biaªka umo»liwia aktywacj¦/deaktywacj¦ genu. W przypadku ukªadu
ze sprz¦»eniem dodatnim obni»enie warto±ci progowej powoduje aktywacj¦ drugiego genu
w komórce z ni»szym poziomem biaªka ni» w ukªadzie natywnym. w efekcie pojawia si¦
zró»nicowanie trajektorii czasowych startuj¡cych z tego samego warunku pocz¡tkowego.
Po podaniu leku populacja dzieli si¦ na dwie cz¦±ci, w jednej z nich poziom biaªka jest po-
ni»ej warto±ci docelowej Ptarget a w drugiej powy»ej, przez co cel terapeutyczny nie zawsze
jest realizowany (rys. 4.5 A). w modelu ze sprz¦»eniem ujemnym w przebiegach czasowych
cz¦±ci komórek mo»na zaobserwowa¢ przeregulowanie. Po podaniu leku nast¦puje gwaª-
towne obni»enie poziomu biaªka, odpowied¹ ukªadu jest szybka, a jego ko«cowe warto±ci
s¡ zró»nicowane, co zwi¡zane jest z oscylacjami biaªka wokóª punktu SSP (rys. 4.5 B).

Powy»sze wyniki wykazuj¡, »e ró»nicowanie wra»liwo±ci komórek na czynniki regulato-
rowe ma ró»ny wpªyw na odpowied¹ populacji w zale»no±ci od typu sprz¦»enia wyst¦puj¡-
cego w ukªadzie.

4.5 Modele produkcji biaªka z losowym przeª¡czeniem

Aktywacja i deaktywacja genu jest procesem losowym, zale»nym od przyª¡czenia si¦ odpo-
wiednich cz¡steczek regulatorowych oraz czynników transkrypcyjnych. Wraz ze wzrostem
ilo±ci czynników transkrypcyjnych wzrasta prawdopodobie«stwo aktywacji danego genu,
natomiast wzrost ilo±ci inhibitora transkrypcji powoduje zwi¦kszenie prawdopodobie«stwa
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A B

Rysunek 4.5: Przebiegi czasowe poziomu biaªka w populacji heterogenicznej . A. Model ze
sprz¦»eniem dodatnim. B. Model ze sprz¦»eniem ujemnym. (zielona linia � cel terapeutycz-
ny).

deaktywacji genu. Aby zamodelowa¢ losowo±¢ procesu przeª¡czenia genu, w niniejszej roz-
prawie proponuj¦ wprowadzenie mody�kacji algorytmu deterministycznego o etap okre±le-
nia stanu genu. Stan genu, po±rednio opisywany w stworzonym modelu jako zmienna ZP ,
jest zale»ny od funkcji prawdopodobie«stwa, któr¡ de�niuj¦ jako:

r(P ) =
Pn

Pn + θnP
, (4.10)

gdzie n to wspóªczynnik Hilla opisuj¡cy sko±no±¢ funkcji. Aby okre±li¢, czy gen jest aktywny
czy nie, losuj¦ liczb¦ z rozkªadu równomiernego i porównuj¦ j¡ z warto±ci¡ funkcji r(P ).
W modelu ze sprz¦»eniem dodatnim, je±li warto±¢ losowa jest mniejsza od r(P ) to gen
jest aktywny, a w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym sytuacja jest odwrotna: je±li warto±¢
losowa jest mniejsza od r(P ) to gen jest nieaktywny. Wraz ze wzrostem ilo±ci cz¡steczek
biaªka wzrasta prawdopodobie«stwo aktywacji genu w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim
lub deaktywacji w ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym. Dla wysokich warto±ci parametru
Hilla (w tym przypadku n = 5) ukªad jest hiperwra»liwy na zmian¦ ilo±ci cz¡steczek
biaªka w bliskiej okolicy warto±ci progowej, a funkcja prawdopodobie«stwa ma ksztaªt
zbli»ony do funkcji skokowej. Natomiast ukªady o niskich warto±ciach parametru Hilla
(np. n = 1) maj¡ szerokie spektrum wra»liwo±ci procesu na st¦»enie biaªka � nawet przy
niskiej liczno±ci biaªka w komórce istnieje mo»liwo±¢ aktywacji procesu, ale jednocze±nie
przy du»ej liczno±ci biaªka proces nadal mo»e by¢ nieaktywny.

Aby zbada¢ zale»no±¢ mi¦dzy zró»nicowaniem populacji komórkowej o ró»nych typach
autoregulacji a minimaln¡, efektywn¡ dawk¡ leku wykonaªam symulacje stochastyczne po-
pulacji komórkowych (ka»da po 500 komórke) o ró»nej losowo±ci procesu (ró»ne n) i po
podaniu ró»nych dawek leku. W ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim hiperwra»liwo±¢ popu-
lacji na próg aktywacji genu powoduje bardzo maªe zró»nicowanie populacji po podaniu
du»ej lub maªej dawki leku, a bardzo du»e zró»nicowanie po podaniu ±rednich dawek leku
(rys. 4.6 a prawy). w przypadku ukªadu maªo wra»liwego na próg aktywacji (n = 1) zró»-
nicowanie populacji zmniejsza si¦ wraz ze wzrostem dawki (rys. 4.6 a lewy). Jednocze±nie
wraz ze wzrostem stochastyczno±ci przeª¡czenia obserwuje si¦ spadek wra»liwo±ci ukªa-
du na lek, przez co skuteczna dawka jest wy»sza ni» w modelu deterministycznym. Du»e
zró»nicowanie populacji o n = 5 (po podaniu 3 tys. cz¡steczek leku) wynika z istnienia
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w ukªadzie dwóch punktów stacjonarnych, które powoduj¡ podziaª populacji na dwie cz¦±ci
(rys. 4.6 B). w ukªadzie o n = 1 dawka ta nie powoduje podziaªu populacji, a przebiegi
czasowe maj¡ charakter biaªego szumu (rys. 4.6 B).

A

B

Rysunek 4.6: Stochastyczna odpowied¹ populacji na ró»ne dawki leku (sprz¦»enie dodat-
nie). A. Ko«cowy poziom biaªka w populacji o n = 1 i n = 5. B. Przebieg poziomu biaªka
po podaniu 3 000 cz¡st. leku. Szara przerywana linia � odpowied¹ deterministyczna.

W ukªadzie ze sprz¦»eniem ujemnym wraz ze wzrostem dawki leku spada zró»nicowanie
poziomów biaªka w ostatniej chwili symulacji w ukªadzie o du»ej losowo±ci przeª¡cze«.
W ukªadzie o maªej losowo±ci (n = 5) najwi¦ksze zró»nicowanie wyst¦puje dla ±rednich
dawek leku (rys. 4.7 A). w przeciwie«stwie do ukªadu ze sprz¦»eniem dodatnim, w tym
ukªadzie zró»nicowanie wynika z obecno±ci punktu SSP i oscylacji trajektorii wokóª warto±ci
progowej (rys. 4.7 B). Ukªad hiperwra»liwy (n = 5) ma zawsze mniejsze lub porównywalne
zró»nicowanie poziomów biaªka do ukªadu o maªej wra»liwo±ci na warto±ci progowe (n = 1).
Ponadto wraz ze wzrostem losowo±ci przeª¡cze« spada warto±¢ skutecznej dawki leku (rys.
4.7 A).

4.6 Dyskusja

Dzi¦ki przeª¡czeniom mi¦dzy podsystemami mo»na modelowa¢ skokow¡ zmian¦ struktury
i/lub warto±ci parametrów, dzi¦ki czemu nawet stosunkowo prosty, kawaªkami liniowy mo-
del mo»e prawidªowo oddawa¢ dynamik¦ skomplikowanego systemu. Przedstawiona w ni-
niejszym rozdziale analiza pozwoliªa z jednej strony na zaprezentowanie metodyki analizy
ukªadów z przeª¡czeniami na prostym przykªadzie, a z drugiej strony na scharakteryzowanie
ró»nych typów autoregulacji w prostych systemach produkcji biaªka.

Systemy ze sprz¦»eniem dodatnim, wyst¦puj¡ce w sieciach wewn¡trzkomórkowych, po-
zwalaj¡ na wzmocnienie i utrzymanie sygnaªu w komórce, co jest wykorzystywane na przy-
kªad w kaskadach sygnaªowych. W przedstawionym powy»ej modelu wida¢, »e ukªad ze
sprz¦»eniem dodatnim jest bardziej wra»liwy na oddziaªywania zewn¦trzne ni» ukªad ze
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A B

Rysunek 4.7: Stochastyczna odpowied¹ populacji na ró»ne dawki leku (sprz¦»enie ujemne).
A. Ko«cowy poziom biaªka w populacji o n = 1 i n = 5. B. Przebieg poziomu biaªka po
podaniu 7 500 cz¡st. leku. Szara przerywana linia � odpowied¹ deterministyczna.

sprz¦»eniem ujemnym, przez co efektywna dawka leku jest mniejsza (rys. 4.4), a jednocze-
±nie dynamika ukªadu jest znacznie wolniejsza. Na analizowanych przykªadach, w modelu ze
sprz¦»eniem ujemnym wykazaªam mo»liwo±¢ wyst¡pienia oscylacji, wynikaj¡cych z wyst¦-
powania osobliwego punktu stacjonarnego, natomiast w ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim
potwierdziªam wyst¦powanie bistacjonarno±ci dla pewnego zakresu parametrów. Obecno±¢
multistacjonarno±ci w ukªadzie jest równie» obserwowana w wynikach eksperymentów bio-
logicznych jako ró»ne typy odpowiedzi (np. [14]). Podziaª populacji na dwie cz¦±ci jest
tak»e widoczny w wynikach modelu ze sprz¦»eniem dodatnim zawieraj¡cym stochastycz-
ne przeª¡czenia. Powy»sze wyniki pokazuj¡, »e aktywacja ró»nych typów odpowiedzi jest
mo»liwa tylko w ukªadach silnie zale»nych od st¦»enia czynnika regulatorowego (wysoka
warto±¢ n). Dla niskich warto±ci n przeª¡czenia stanu genu zachodz¡ bardzo cz¦sto, co
wynika z silnego nakªadania si¦ basenów przyci¡gania dwóch punktów stacjonarnych.

Heterogeniczno±¢ populacji, objawiaj¡ca si¦ ró»n¡ wra»liwo±ci¡ komórki na poziom
czynników reguluj¡cych, wpªywa zarówno na czas odpowiedzi jak i poziom ko«cowy biaªka.
W ukªadzie ze sprz¦»eniem dodatnim obserwuje si¦ podziaª populacji na dwie subpopu-
lacje o zdecydowanie ró»nych poziomach biaªka, które mo»na przewidzie¢ na podstawie
analizy poªo»enia punktów RSP w stosunku do warto±ci progowej. Ponadto zró»nicowanie
populacji spowodowaªo, »e nie wszystkie komórki osi¡gn¦ªy cel terapeutyczny. W ukªadach
ze sprz¦»eniem ujemnym równie» wyst¦puje podziaª na subpopulacje o ró»nych typach od-
powiedzi, ale zakres zró»nicowania odpowiedzi jest znacznie mniejszy. Poza komórkami,
w których wyst¦puje stabilizacja poziomu biaªka w punkcie RSP, mo»na równie» wyró»ni¢
subpopulacj¦, w której wyst¦puj¡ oscylacje wokóª warto±ci progowej. Powy»sze obserwacje
oraz wykonana analiza bifurkacyjna pozwalaj¡ potwierdzi¢ pierwsz¡ z stawianych tez, mó-
wi¡c¡ o tym, »e zmiany warto±ci progowych, odzwierciedlaj¡ce ró»nice mi¦dzy komórkami,
wpªywaj¡ na osi¡galno±¢ zaªo»onych celów terapeutycznych w sposób zale»ny od sprz¦»e«
wyst¦puj¡cych w ukªadzie.
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Zakres zmienno±ci wewn¡trzpopulacyjnej ma bardzo du»e znaczenie przy okre±laniu
warto±ci dawki, która przy minimalnej toksyczno±ci zapewni zrealizowanie celu terapeu-
tycznego. Wraz ze wzrostem losowo±ci przeª¡cze« w modelu ze sprz¦»eniem dodatnim ob-
serwuje si¦ wzrost efektywnej dawki leku, a w modelu ze sprz¦»eniem ujemnym spadek
efektywnej dawki leku w porównaniu do rozwi¡zania deterministycznego. Nawet tak pro-
ste modele jak prezentowane w niniejszym rozdziale, dzi¦ki wprowadzeniu przeª¡cze« oraz
losowo±ci pozwalaj¡ na opis skomplikowanych procesów i zªo»onej dynamiki obserwowanej
w ukªadach biologicznych. Na podstawie powy»szych wyników widoczne jest, »e uwzgl¦d-
nienie stochastczno±ci w przeª¡czeniu mi¦dzy podsystemami pozwala na modelowanie ob-
serwowanej biologicznie heterogeniczno±ci populacji komórkowej, co potwierdza drug¡ tez¦
postawion¡ w niniejszej pracy.



Rozdziaª 5

Model moduªu regulatorowego biaªka

p53

Biaªko p53 nosi nazw¦ stra»nika genomu ze wzgl¦du na kluczow¡ rol¦ w aktywacji odpowie-
dzi komórkowej na uszkodzenia DNA powstaªe w wyniku dziaªania czynników zewn¡trz-
oraz wewn¡trzkomórkowych [4]. Wybór tego moduªu do analizy byª podyktowany jego du-
»ym znaczeniem dla prawidªowego funkcjonowania komórki oraz du»¡ ilo±ci¡ wyników eks-
perymentalnych oraz symulacyjnych, które pozwoliªy na potwierdzenie poprawno±ci otrzy-
manych wyników. Ze wzgl¦du na zªo»on¡ dynamik¦ moduªu regulatorowego biaªka p53,
opisuj¡ce go modele matematyczne s¡ silnie nieliniowe (np. [15]), a analiza ich zachowania
opiera si¦ na stochastycznych lub deterministycznych przebiegach czasowych, otrzymanych
metodami numerycznymi. W niniejszej rozprawie, dzi¦ki zastosowaniu ukªadów kawaªka-
mi liniowych, wykonaªam kompleksow¡ analiz¦ systemu, uwzgl¦dniaj¡c¡ m.in. rozwi¡zanie
analityczne, tworzenie grafów tranzycji oraz wyznaczenie punktów stacjonarnych.

5.1 Opis modelu moduªu regulatorowego biaªka P53

Rysunek 5.1: Struktura modelu moduªu regu-
latorowego biaªka p53.

Regulacja poziomu biaªka p53 jest bar-
dzo skomplikowana, dlatego tworz¡c mo-
del ograniczyªam si¦ wyª¡cznie do dwóch,
gªównych p¦tli sprz¦»enia zwrotnego: do-
datniej oraz ujemnej. p53 aktywuje ekspre-
sj¦ biaªka MDM2, które aktywuje proces
degradacji p53 � sprz¦»enie ujemne. Nato-
miast sprz¦»enie dodatnie dziaªa na zasa-
dzie podwójnej negacji: p53 aktywuje eks-
presj¦ biaªka PTEN, które poprzez aktywa-
cj¦ blokady transportu MDM2, zmniejsza
degradacj¦ biaªka p53 [16]. W normalnych

komórkach poziom p53 i PTEN jest niski, a MDM2 wysoki, natomiast po pojawieniu si¦
czynnika stresowego wzrasta degradacja MDM2 i obserwuje si¦ wzrost poziomu p53, które
nast¦pnie aktywuje odpowied¹ na stres. Opisane zale»no±ci zamodelowaªam przy wykorzy-
staniu ukªadów kawaªkami liniowych, a wyniki wst¦pnych wersji modelu oraz wyniki analiz
zostaªy cz¦±ciowo opublikowane [17, 18, 19, 20]. Model zawiera zmienne: P � biaªko p53,
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C � cytoplazmatyczne biaªko MDM2, N � j¡drowe biaªko MDM2, T � biaªko PTEN, oraz
wymuszenie R � stres, który powoduje uszkodzenie DNA i wzrost tempa degradacji MDM2
(j¡drowego i cytoplazmatycznego) (rys.5.1). Równania tworz¡ce model s¡ nast¦puj¡ce:

dP (t)
dt

= p1 − d∗1(N(t))P (t). (5.1)

dC(t)
dt

= p∗2(P (t))− d2(1 +R)C(t)− k∗1(T (t))C(t). (5.2)

dN(t)
dt

= k∗1(T (t))C(t)− d2(1 +R)N(t). (5.3)

dT (t)
dt

= p∗3(P (t))− d3T (t). (5.4)

W modelu istniej¡ 4 warto±ci progowe: θP , θN1, θN2, θT , które dziel¡ ukªad na 12 domen
oraz odpowiadaj¡ce im zmienne przeª¡czaj¡ce. Do jednoznacznego opisu domen zapropo-
nowaªam wykorzystanie wektora: B = {ZP , ZN , ZT }, gdzie ZP , ZN oraz ZT (ze wzgl¦du na
dwa progi dla zmiennej N , ZN mo»e mie¢ warto±¢ 0, 1 lub 2). Parametry modelu których
warto±¢ zale»y od domeny s¡ oznaczone gwiazdk¡ (∗) i s¡ zde�niowane jako:

p∗2 = p20 + p21ZP , d∗1 = d10 + d11ZN1 + d12 · ZN2, (5.5)

p∗3 = p30 + p31ZP , k∗1 = k10 − k11ZT . (5.6)

Porównuj¡c wyniki modelu kawaªkami liniowego z analogicznym modelem nieliniowym
autorstwa dr hab. Krzysztofa Puszy«skiego, widoczne jest, »e podstawowa dynamika ukªa-
du jest podobna. Przykªadowo, przy ±rednich dawkach stresu w eksperymentach biologicz-
nych obserwuje si¦ oscylacje poziomu biaªka p53, wywoªane dziaªaniem ujemnej p¦tli sprz¦-
»enia [21]. Oscylacje równie» wyst¦puj¡ w obydwóch modelach przy ±rednim wymuszeniu
(R = 4 a.u.). W modelu nieliniowym oscylacje s¡ gasn¡ce, natomiast w modelu kawaª-
kami liniowym oscylacje s¡ staªe (rys. 5.2B). Natomiast wysokie dawki stresu powoduj¡
w pocz¡tkowym etapie odpowiedzi oscylacje a nast¦pnie gwaªtowny wzrost poziomu p53,
indukuj¡cy apoptoz¦ [16], co równie» obserwowane jest w obydwóch modelach. Przebiegi
czasowe pokazuj¡, »e modelowanie z przeª¡czeniami pozwala na ograniczenie poziomów
biaªek i dopasowanie modelu do wyników biologicznych (rys. 5.2B ).

A B

Rysunek 5.2: Porównanie przebiegów czasowych w modelu kawaªkami liniowym i nielinio-
wym. A. R = 4 a.u. B. R = 9 a.u.
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5.2 Rozwi¡zanie analityczne modelu biaªka p53

Model w poszczególnych domenach ró»ni si¦ jedynie warto±ciami parametrów, dlatego wy-
znaczone przeze mnie rozwi¡zanie analityczne ma tak¡ sam¡ form¦ w ka»dej z nich:

P (t) =
p1
d∗1

+

(
P0 −

p1
d∗1

)
e−d

∗
1t, (5.7)

T (t) =
p∗3
d3

+

(
T0 −

p∗3
d3

)
e−d3t (5.8)

C(t) =
p∗2

d2(1 +R) + k∗1
+

(
C0 −

p∗2
d2(1 +R) + k∗1

)
e−(d2(1+R)+k

∗
1)t (5.9)

N(t) =
k∗1p
∗
2

d2(1 +R)(d2(1 +R) + k∗1)
−
(
C0 −

p∗2
d2(1 +R) + k∗1

)
e−(d2(1+R)+k

∗
1)t +

+

(
N0 + C0 −

p∗2
d2(1 +R)

)
e−d2(1+R)t. (5.10)

Na podstawie rozwi¡zania analitycznego wyznaczyªam wzory punktów docelowych, do któ-
rego zmierzaj¡ trajektorie.

lim
t→∞

P (t) =
p1
d1
, lim

t→∞
C(t) =

p∗2
d2(1 +R) + k∗1

, (5.11)

lim
t→∞

T (t) =
p∗3
d3
, lim

t→∞
N(t) =

p∗2
d2(1 +R)

− p∗2
d2(1 +R) + k∗1

. (5.12)

5.3 Graf tranzycji modelu moduªu biaªka p53

Grafy tranzycji pozwalaj¡ na wizualizacj¦ zachowania ukªadu poprzez schematyczne przed-
stawienie przej±¢ pomi¦dzy domenami. Graf przej±cia ma ró»n¡ struktur¦ w zale»no±ci od
stresu, np. w ukªadzie bez stresu widzimy, »e wszystkie trajektorie zbiegaj¡ si¦ do domeny
{020}, gdzie jest niski poziom p53 i PTEN a wysoki MDM2 (rys. 5.3 A). Natomiast wzrost
dawki stresu (R = 8) spowodowaª zmian¦ kierunku przej±cia trajektorii w strone domeny
{101}, gdzie poziom p53 jest wysoki, co jest markerem apoptozy (rys. 5.3 B). Oczywi±cie
zmiana kierunków strzaªek nast¦puje stopniowo, przy ni»szych dawkach, a peªna anali-
za zostaªa opublikowana w artykule [19]. Na podstawie przedstawionych grafów, mo»na
wnioskowa¢, »e dla podanych dawek stresu istnieje po jednym punkcie stacjonarnym od-
powiednio w domenach {020} o {101}. Ponadto na grafach kolorem »óªtym zaznaczyªam
cykle pomi¦dzy domenami, które sugeruj¡, w których regionach mo»e wyst¦powa¢ SSP.

5.4 Punkty stacjonarne w modelu

W zale»no±ci od warto±ci wymuszenia w modelu mog¡ wyst¦powa¢ zarówno zwyczajne
jak i osobliwe punkty stacjonarne. Po zbadaniu peªnego zakresu wymusze«, wyznaczyªam
warto±ci stresu dla jakich istnieje punkt RSP w danej domenie.

• w domenie {020} dla R ∈ [0, 0.8635〉 � stan natywny komórki,
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A B

Rysunek 5.3: Graf przej±cia dla modelu z ró»nymi dawkami wymuszenia. A. R = 0 a.u. B.
R = 8 a.u.

• w domenie {111} dla R ∈ 〈1.0322, 1.9154〉 � blokada cyklu bez oscylacji,

• w domenie {101} dla R ∈ 〈1.9154,+∞〉 � aktywacja apoptozy.

Wyst¦powanie punktu RSP mo»na odnie±¢ bezpo±rednio do odpowiedniego typu odpo-
wiedzi komórki. Nast¦pnie wyznaczyªam zakresy wymusze« dla jakich wyst¦puj¡ punkty
osobliwe i okre±liªam analitycznie ich stabilno±¢. Punkty SSP wyst¦puj¡ w regionach:

• ∆-region (θP , C, θN2, θT ) dla R ∈ [0, 12.578〉 � punkt niestabilny,

• ∆-region (θP , C, θN2, T < θT ) dla R ∈ 〈0.8635, 7.7038〉 � punkt na granicy stabilno±ci
(SSP 1),

• ∆-region (θP , C, θN2, T > θT ) dla R ∈ 〈0.7059, 1.0322〉 � punkt na granicy stabilno±ci
(SSP 2).

Punkty SSP znajduj¡ si¦ na przeci¦ciu progów θP oraz θN2, co objawia si¦ poprzez oscyla-
cje przebiegów czasowych. Na wykresie 5.4 zaznaczono warto±¢ biaªka p53 w zwyczajnych
punktach stacjonarnych oraz zakres oscylacji wokóª osobliwych punktów stacjonarnych.
Wokóª niestabilnego punktu SSP nie wyst¦puj¡ oscylacje. Oscylacje wokóª punktu SSP2
wyst¦puj¡ dla mniejszego zakresu wymusze«, ni» wynikaªoby to z oblicze«, poniewa» tra-
jektoria cyklu natra�a na warto±¢ progow¡ i ucieka z jego basenu przyci¡gania. Niestety
istnienie basenu przyci¡gania wokóª punktów SSP mo»na oceni¢ jedynie numerycznie, po-
przez wykonanie symulacji.

5.5 Heterogeniczno±¢ populacji komórkowej

W celu zbadania heterogeniczno±ci populacji komórkowej wykonaªam serie eksperymentów,
w których wprowadzaªam losow¡ lokalizacj¦ poszczególnych progów. Bazuj¡c na wynikach
biologicznych wykazuj¡cych wyst¦powanie progów poziomu biaªka, które musz¡ by¢ prze-
kroczone, aby aktywowa¢ blokad¦ cyklu komórkowego a nast¦pnie apoptoz¦, [22], zapropo-
nowaªam wprowadzenie warto±ci progowych w celu podziaªu odpowiedzi komórkowej na 3
typy: normalne, zablokowane i apoptotyczne. Typ odpowiedzi byª oceniony poprzez porów-
nanie ko«cowego poziomu p53 z dwoma progami odci¦cia: poziom poni»ej pierwszego progu
odpowiadaª komórkom normalnym, poziom pomi¦dzy nimi blokadzie cyklu komórkowego,
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Rysunek 5.4: Wykres bifurkacyjny poziomu p53 w zale»no±ci od wymuszenia R. Po prawej
stronie wykresów jest przedstawione powi¦kszenie wykresu dla R ∈ 〈0.9, 1.1〉.

a poziom powy»ej drugiego progu komórkom apoptotycznym. Ró»nice w lokalizacji warto-
±ci progowej θP odpowiadaj¡ zró»nicowaniu wra»liwo±ci komórek na obecno±¢ czynników
transkrypcyjnych. Niskie warto±ci progowe wyst¦puj¡ w komórkach, które bardzo ªatwo
aktywuj¡ transkrypcj¦ genów MDM2 i PTEN, co uªatwia aktywacj¦ apoptozy po zadziaªa-
niu du»¡ dawk¡ stresu (rys. 5.5 A). Jednak w komórce o niskim θP nie wyst¦puj¡ oscylacje,
poniewa» p¦tla sprz¦»enia ujemnego nie dziaªa poprawnie. Natomiast maªa wra»liwo±¢ na
p53 utrudnia aktywacj¦ apoptozy nawet w bardzo uszkodzonych komórkach. Ró»na loka-
lizacja warto±ci progowej θT obrazuje populacj¦ o zró»nicowanej zdolno±ci do aktywacji
blokady transportu MDM2 do j¡dra. Wraz ze wzrostem tej warto±ci progowej spada zdol-
no±¢ komórki do aktywacji apoptozy, poniewa» konieczne jest nagromadzenie bardzo du»ej
ilo±ci biaªka PTEN, aby aktywowa¢ sprz¦»enie dodatnie (rys. 5.5 B). Natomiast zró»nico-
wanie lokalizacji warto±ci progowych θN1 oraz θN2 pozwala modelowa¢ zachowanie popu-
lacji o zró»nicowanej zdolno±ci do aktywacji degradacji biaªka p53. W przeprowadzonych
symulacjach zaªo»yªam, »e odlegªo±¢ mi¦dzy θN2 i θN1 jest staªa, dlatego tylko warto±¢
θN1 byªa losowana z rozkªadu normalnego, natomiast θN2 byªa wyliczona. Podwy»szenie
tych warto±ci progowych uªatwia wzrost poziomu biaªka p53, poniewa» jego degradacja jest
aktywowana przy wysokich poziomach j¡drowego MDM2 (rys. 5.5 C). Oczywi±cie w rze-
czywistej populacji obserwuje si¦ zró»nicowanie progów aktywacji wszystkich procesów,
dlatego rzeczywiste zró»nicowanie populacji mo»e by¢ bardzo du»e. Wpªyw jednoczesnego
zró»nicowania lokalizacji wszystkich progów na los komórki jest przedstawiony na wykresie
5.5 D. Nawet przy du»ych dawkach stresu jest maªa grupa komórek, które nie aktywuj¡
odpowiedzi na uszkodzenia.

5.6 Model biaªka p53 z losowym przeª¡czeniem

W celu zbadania wpªywu losowo±ci w procesie przeª¡czania na rodzaj i czas aktywowa-
nej odpowiedzi wprowadziªam do stworzonego modelu cztery funkcje losowe okre±laj¡ce
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A B

C D

Rysunek 5.5: Odpowied¹ populacji heterogenicznej R = 9 a.u. A. Zale»no±¢ ko«cowego
poziomu p53 od losowej lokalizacji θP . B. Zale»no±¢ ko«cowego poziomu p53 od losowej
lokalizacji θT . C. Zale»no±¢ ko«cowego poziomu p53 od losowej lokalizacji θN1. D. Zale»no±¢
ko«cowego poziomu p53 od losowej lokalizacji θP , θT , θN1.

prawdopodobie«stwo aktywacji procesu:

r(P ) =
Pn

Pn + θnP
r(N1) =

Nn

Nn + θnN1
(5.13)

r(N2) =
Nn

Nn + θnN2
r(T ) =

Tn

Tn + θnT
. (5.14)

Ka»da z powy»szych funkcji przyjmuje warto±ci od 0 do 1 i ma ksztaªt sigmoidalny, zale»-
ny od parametru n. Jako przykªad przedstawi¦ wyniki ukªadów o ró»nej losowo±ci na trzy
dawki stresu. Pod wpªywem dawki R = 5 a.u. w modelu deterministycznym obserwujemy
oscylacje poziomu biaªka p53, natomiast wprowadzenie losowo±ci powoduje desynchroniza-
cj¦ oscylacji (przy n = 30 i n = 20), a przy mniejszych warto±ciach n równie» zmniejszenie
amplitudy drga«, które maj¡ charakter zbli»ony do biaªego szumu, co wynika z bardzo cz¦-
stych przeª¡cze« mi¦dzy aktywnym i nieaktywnym procesem (rys. 5.6 A). Natomiast przy
wi¦kszej dawce stresu, wszystkie populacje s¡ apoptotyczne, a wzrost losowo±ci przeª¡cze«
spowodowaª wydªu»enie czasu do aktywacji apoptozy (rys. 5.6 C).

Odpowied¹ populacji jest ±ci±le zwi¡zana ze specy�czno±ci¡ danej linii komórkowej. Spe-
cy�czno±¢ t¡ mo»na scharakteryzowa¢ przez parametr n, który opisuje zdolno±ci komórki
do aktywacji procesów przy ró»nych poziomach cz¡steczek regulatorowych: niska warto±¢
wspóªczynnika n odpowiada populacji o du»ej swobodzie aktywacji procesów regulowanych
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A

B

Rysunek 5.6: Wyniki stochastyczne modelu biaªka p53 z ró»nym wymuszeniem i ró»nymi
parametrami n. A. R = 5 a.u. B.R = 8 a.u.

przez p53, MDM2 i PTEN. W komórkach nie poddanych wymuszeniu lub poddanych wy-
sokim warto±ciom stresu populacja o du»ej swobodzie ma znacznie wi¦ksze zró»nicowanie
obserwowanych odpowiedzi. Dla ±redniej dawki stresu, ±rednie warto±ci n pozwalaj¡ na ak-
tywacj¦ apoptozy, przy czym czas do aktywacji apoptozy jest ni»szy w komórach o n = 20
ni» n = 10. Populacja o bardzo wysokim n pozostaje w basenie przyci¡gania cyklu granicz-
nego i tylko nieliczne komórki aktywuj¡ apoptoz¦. Przy du»ych warto±ciach wymuszenia
istnieje tylko jeden punkt stacjonarny, zatem wszystkie trajektorie ostatecznie do niego
zmierzaj¡, a wzrost warto±ci n skraca czas osi¡gni¦cia tego punktu.

5.7 Dyskusja

Przedstawiony model biaªka p53 oraz jego analiza miaªy na celu scharakteryzowanie rzeczy-
wistego ukªadu biologicznego. Nawet tak uproszczony model umo»liwiª oddanie podstawo-
wej dynamiki ukªadu, a wykonana analiza pozwoliªa lepiej okre±li¢ jego cechy. Wyznaczy-
ªam punkty stacjonarne � zwyczajne i osobliwe, a nast¦pnie powi¡zaªam ich wyst¦powanie
z obserwowanym zachowaniem komórek: stabilizacj¡ poziomu biaªka w punkcie RSP oraz
oscylacjami w punktach SSP. Niestety wyznaczenie stabilnego punktu SSP nie pozwala jed-
noznacznie stwierdzi¢ wyst¦powania oscylacji w ukªadzie, poniewa» trajektoria wokóª SSP
mo»e natra�a¢ na inne warto±ci progowe, co nie jest uwzgl¦dnione w niniejszej metodzie.

Wykonana analiza heterogeniczno±ci populacji poprzez wprowadzenie losowej lokaliza-
cji progów pozwoliªa na odwzorowanie populacyjnych wyników eksperymentalnych oraz
zbadanie wpªywu obni»onej/podwy»szonej wra»liwo±ci na czynniki regulatorowe na odpo-
wied¹ komórki. Symulacje takie pozwalaj¡ przewidzie¢ mo»liwy wpªyw np. mutacji biaªka
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na caªo±ciow¡ odpowied¹ komórki. Analiza wpªywu umiejscowienia progów wykazaªa, »e
zwi¦kszenie progu θP (np. zmniejszenie aktywno±¢ biaªka p53) negatywnie wpªywa na zdol-
no±¢ do aktywacji apoptozy. Podobny efekt maj¡ zwi¦kszenie progu θT (np. utrudnienie
aktywacji blokady transportu MDM2 do j¡dra) oraz zmniejszenie progów θN1 i θN2 (np.
uªatwienie degradacji p53).

Dzi¦ki wykonaniu analizy wpªywu losowo±ci aktywacji procesów enzymatycznych mo»li-
we byªo odwzorowanie zró»nicowania odpowiedzi komórki na czynniki zewn¦trzne. W popu-
lacji o maªej losowo±ci przeª¡cze« aktywacja i deaktywacja procesu jest bardzo ±ci±le zwi¡za-
na z warto±ci¡ progow¡, dlatego przebiegi stochastyczne s¡ zbli»one do przebiegu determini-
stycznego. Natomiast komórki z du»¡ losowo±ci¡ aktywacji mog¡ aktywowa¢/deaktywowa¢
proces nawet przy poziomach biaªka dalekich od warto±ci progowej. W efekcie przebiegi s¡
silnie zaszumione, po ±redniej dawce leku nie wyst¦puj¡ regularne oscylacje. Równie» czas
aktywacji apoptozy po podaniu du»ego stresu jest dªu»szy ni» w populacji hiperwra»liwej.
Zwi¦kszenie losowo±ci przeª¡cze« skutkuje wzrostem desynchronizacji odpowiedzi w czasie,
zwi¦kszeniem zaszumienia przebiegów oraz wpªywa na zró»nicowanie odpowiedzi w sposób
zale»ny od dawki. Wyniki te potwierdzaj¡ prawdziwo±¢ trzeciej tezy.
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Podsumowanie

W modelach ukªadów biologicznych przeª¡czenia mog¡ wynika¢ z wewn¦trznej struktury
systemu (np. zmiany stanu genu, aktywacji procesu enzymatycznego) lub zewn¦trznych
oddziaªywa«. Podziaª systemu na podukªady uªatwia badanie jego wªa±ciwo±ci, poniewa»
pozwala na wydzielenie funkcjonalnych cz¦±ci, charakteryzuj¡cych ukªad w pewnym stanie:
np. przed i po podaniu leku, przy aktywnej produkcji danego biaªka lub przy blokadzie
jednego z procesów. Ponadto dzi¦ki zastosowaniu modeli liniowych do opisu dynamiki we-
wn¡trz podukªadu mo»liwe jest zastosowanie szeregu metod do opisu i analizy zachowania
ukªadu.

Przedstawiona praca doktorska porz¡dkuje i rozszerza metodyk¦ modelowania i analizy
biologicznych ukªadów kawaªkami liniowych. Przy wykorzystaniu metod znanych z litera-
tury oraz autorskich rozwi¡za« zaproponowaªam kompleksowy schemat analizy ukªadów
biologicznych. Metodologia ta pozwala na zobrazowanie jako±ciowego zachowania (przy
wykorzystaniu grafów tranzycji), analitycznie okre±lenie mo»liwych odpowiedzi ukªadu
(wyznaczaj¡c punkty stacjonarne: osobliwe i zwyczajne), zbadanie wpªywu zró»nicowania
wra»liwo±ci ukªadu na rodzaj aktywowanej odpowiedzi a tak»e przestudiowanie wpªywu
losowo±ci przeª¡czenia na typ oraz dynamik¦ odpowiedzi.

Dzi¦ki wykonanym badaniom wykazaªam prawdziwo±¢ postawionych tez. W stworzo-
nych modelach produkcji biaªka oraz moduªu regulatorowego biaªka p53 w wyniku losowej
lokalizacji warto±ci progowych nast¡piªo zró»nicowanie przebiegów czasowych oraz ko«co-
wych poziomów biaªka. w zale»no±ci od sprz¦»enia wyst¦puj¡cego w ukªadzie, wyst¦puje
ró»ny zakres ko«cowych poziomów biaªka oraz ró»na skuteczno±¢ proponowanej terapii (w
cz¦±ci populacji wyst¦puje brak osi¡gni¦cia celu terapeutycznego).

Do modeli wprowadziªam losowo±¢ przeª¡cze« pomi¦dzy podsystemami, co pozwoliªo
odzwierciedli¢ losowo±¢ procesów takich jak aktywacja genów czy procesów enzymatycz-
nych. W efekcie uzyskaªam populacj¦ komórek o zró»nicowanych przebiegach czasowych
odpowiadaj¡cym obserwowalnej biologicznie zmienno±ci wewn¡trzpopulacyjnej, takiej jak
podziaª populacji na dwie subpopulacje.

Zaproponowana metodologia pozwoliªa równie» zbada¢ wpªyw stopnia zale»no±ci akty-
wacji procesu od poziomu czynników regulatorowych dzi¦ki wprowadzeniu ró»nego stopnia
losowo±ci przeª¡cze«. Wraz ze wzrostem losowo±ci zaobserwowaªam wzrost desynchronizacji
oscylacji w czasie oraz zmniejszenie ich amplitudy a zwi¦kszenie zaszumienia przebiegów
czasowych. Na przykªadzie modelu biaªka p53 wykazaªam, »e losowo±¢ przeª¡cze« wpªywa
równie» na zró»nicowanie odpowiedzi komórkowej w sposób zale»ny od poziomu stresu.
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