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PRZYKLADY OPTYMALIZACJI DWUETAPOWYCH LINIT PRODUKCYJNYCH

Streszczenie: W pracy rozpatrzono linie produkcyjna z4ozong z
_dwéch agregatow Aj i1 Aj- Przyjeto, ze istnieje zawsze niepusty zbior
produktéw oczekujacych na rozpoczecie obrébki przed agregatem Aj,
natomiast pojemnos$¢ magazynu posredniego miedzy agregatami Aj i
jest ograniczona, co powoduje wystgpienie zjawiska blokowania agre-
gatu Aj. Zakozono, ze czas obroébki produktéw na agregacie Aj posia-
da rozkd#ad wykkadniczy, natomiast czas obrébki produktéw na agrega-
cie Ag posiada rozkdtad dowolny. Badanie opisanego systemu metodami
teorii masowej obstugi pozwolito uzyska¢ analityczne wyrazenie opi-
sujace Jego wydajnos¢ w funkcji parametréow systemu i postaci rozkta-
du czasu obrébki na agregacie Ag. Zakkadajac, ze daczny Sredni czas
obrébki na obu agregatach jest staly, badano wpiyw zréznicowanego
rozdziatu pracy zwigzanej z obrébkg pomiedzy oba agregaty. Analizu-
jac szereg przyktadéw stwierdzono, ze e wyjatkiem rozkdtadu wyktadni-
czego, gdzie rozdziat pracy powinien by¢ réwnomierny, maksymaliza-
cje przeptywu uzyskuje sie wowczas, gdy Sredni czaB obroébki na agre-
gacie Aj jest mniejszy niz $redni czas obrébki na agregacie A2* Za-
+aczony zbiér przyktadéw numerycznych ilustruje whasnosci systemu
oraz pozwala na sformutowanie wskazéwek dla jego optymalizacji.

1. WST?P

Dyskretny proces produkcyjny mozna w uproszczeniu przedstawi¢ w posta-
ci sieci agregatéw, pomiedzy ktérymi nastepuje przeptyw produktéw. W kaz-
dym agregacie wykonywane sa na produktach pewne operacje (nalezgce do zbio-
ru operacji dopuszczalnych dla danego agregatu) i sa one przesytane do
dalszych agregatéw, az wreszcie opuszczajag system w postaci produktéow fi-
nalnych oraz oczywiscie wybrakéw, odpadéw, itp. Topologia takiej sieci,
uwzgledniajaca wszystkie mozliwe drogi przeptywu materiatu, moze by¢ bar-
dzo zdozona. Niemniej jednak czeato spotyka aie przypadek struktury aae-
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regowo-réwnolegtej z "liniowym™ przeptywem materiatu, ktéra nazywaé be-

dziemy linig produkcyjng- Strukture wieloetapowej linii produkcyjnej przed-
stawia rys. 1.

ETAPS r- tij

Rys. 1. Strultura wieloetapowej linii produkcyjnej

- zblér agregatéw i-tego etapu

Al {*;. 4 *2)

*0 - strumien produktéw wejsciowych

*1 - strumien produktéw wyjsciowych i-tego etapu
przeznaczonych do dalszej obrdébki

c - strumien produktéw wyjsciowych i-tego etapu

opuszczajacych linie produkcyjng

- strumien produktéw wejSciowych i-tego etapu
pochodzacych spoza linii produkcyjnej

- magazyn produktéw wejsciowych i-tego etapu

Jezeli na kazdym etapie produkcji zainstalowany jest tylko jeden agre-
gat, wéwczas méwimy o pojedynczej linii produkcyjnej.
linie produkcyjng nazywaé¢ bedziemy linia synchronizowang, jesli momen-
ty rozpoczecia operacji na réznych agregatach sa narzucone pewnym zewne-
trznym taktem (np. produkcja tasmowa) wzglednie 'swobodng', gdy rytm pra-
cy poszczegblnych agregatéw nie jest uzalezniony od taktu zewnetrznego.
Podstawowymi decyzjami, ktére stoja przed projektantem "swobodnej'™ li-
nii produkcyjnej, sa>
- rozdziat ciagu operacji prowadzacego od surowca do produktu finalnego
na etapy,
- dobdér wydajnosci poszczegélnych etapdéw,
- dobdér pojemnosci magazynéw posrednich,
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z punktu widzenia takich kryteriéw, jak: maksymalizacja wydajnosci linii
produkcyjnej (przy ograniczeniach na 4aczne naktady) czy tez minimaliza-
cja naktadéw dla uzyskania zadanej wydajnosci.

Przez pojecie wydajnosci linii produkcyjnej (agregatu) rozumie sie war-
tos¢ oczekiwang liczby jednostek produktu opuszczajacego te linie produk-
cyjna (agregat) w jednostce czasu. Obszerne oméwienie problematyki mode-
lowania linii produkcyjnych metodami zaréwno analitycznymi, jak i symula-
cyjnymi wraz z opisem rezultatéw osiggnietych w zakresie ich analizy i op-
tymalizacji zawiera opracowanie [ZSAK 78].

W opracowaniu tyra zwrécono uwage na to, ze najczesciej czas trwania po-
szczegb6lnych operacji jest losowy, ilustrujgc to danymi pochodzacymi z a-
nalizy przeptywu materiatu w kombinacie metalurgicznymi, Losowos$¢ ta wphy-
wa na rozmiar magazynéw posrednich, ale moze mieé¢ réwniez wpkyw na dobér
wydajnosci poszczegdlnych etapéw.

Ha fakt mozliwosci zwiekszenia wydajnosci linii produkcyjnej poprzez
zréznicowanie wydajnosci poszczeg6lnej jej etapéw wskazywano juz w lite-
raturze przedmiotu (HILL66, PAYH72, RAON75) jednak uzyskane dotad wyni-
ki sa bardzo fragmentaryczne. W niniejszej pracy dla pewnej klasy dwueta-
powych, pojedynczych, swobodnych linii produkcyjnych rozwazony zostanie
wptyw rozktadoéw czaséw trwania operacji na poszczegélnych etapach oraz
rozmiaréw magazynu miedzyetapowego na wydajnos¢ linii. W oparciu o sfor-
mudowany model analityczny przeprowadzone zostang obliczenia numeryczne
wykazujace korzysci, jakie mozna uzyska¢ ze zréznicowania wydajnosci eta-
pow.

2. ROZPATRYWANY MODEL

W dalszym ciagu analizowana bedzie dwuetapowa, pojedyncza linia pro-
dukcyjna, przedstawiona na rys. 2.

Rys. 2. Rozpatrywana dwuetapowa, pojedyncza linia produkcyjna

Do analizy przyjeto nastepujace zatozenia:

- Magazyn, grupujacy produkty wejSciowe do pierwszego agregatu, nigdy
nie jest pusty. Odpowiada to przypadkowi odpowiednio sterowanego stru-
mienia AO0*

- Magazyn Mg ma ograniczong do N jednostek pojemnosc¢.

- Rozk#ad czasu trwania operacji O w agregacie A" jest wykdadniczy zpa-
rametrem
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- Rozk#ad czasu trwania operacji 02 w agregacie A2 jest dowolny, o funk-
cji gestosci rozktadu b2(x) i ograniczonej wartosci oczekiwanej E(b2).
- W przypadku zapednienia magazynu M2 kolejna jednostka, dla ktérej zakon-
czono operacje 0®, blokuje agregat Aj do czasu zwolnienia miejsca w ma-

gazynie .

Przeanalizujemy zachowanie sie badanego systemu metoda wymuszonych 4an-
cuchéw Markowa (GWEGR 78j w chwilach czasu nastepujacych bezposrednio po
zakonczeniu operacji 02 na kolejnej jednostce.

Niech Pn (J) oznacza prawdopodobieristwo tego, ze bezposrednio po zakon-
czeniu i-tej operacji 02 w magazynie M2 znajduje sie n jednostek.  (Oczy-
wiscie Pjj+-J(i)- jest roéwne prawdopodobienstwu tego, ze wchwili bezposred-
nio poprzedzajacej zakonczenie operacji 0, agregat A. byt zablokowany).
Wartosci pn (J+1) spetniaja uktad rownan (1)

m-1

Ph(+1) = po@) «fn +27] pi{j) ° fn-i+l
i=

n=0,1 N- (1)

X Pn(d+l) * 1

n»0
gdzia <

fj=JTF eXX b2<x)dx. (2)

jest prawdopodobienstwem zakohczenia j operacji 0 w czasie trwania ope-
racji o2.

Poszczeg6lne stany systemu tworzg nieprzywiedlny aperiodyczny #ancuch
Markowa o skonczonej liczbie stanéw, ktéry osigga zawsze [COHE 69] sta-
cjonarny stan graniczny.

Niech
Pn o !im Pn (), n=0,1,...,N+1
=

gdzie p,, spetniaja ukkad réwnan*

n+l
fn +,
=1
(©)
N+1
) By S n=0
n»0

1Tl€larto zauwazy¢, ie ukkad réwnan (1) opisuje roéwniez system obstugi
M/G/V(JJ+1 ) ze stratami.
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Rozwigzanie tego uk#adu réwnan uzyskamy na drodze analogicznej jak
[TRUS75]. Zdefiniujemy funkcje tworzaca
f(z) = 2 snfn ()
n=0

Z (@ i (4 wynika po przeksztakceniach, ze

(00)
f(z) = b2 [*(1-*)]., gdzie b2(s) = b2 (t)dt ®
Z definicji (@) wynika tozsamoscé:
R+1 u n+l
. f(z) »2 2n+l 2 pi fn-i+l + zH+2 Ro(e)’ 6>
n=1 n=0 il

gdzie Rq (z) jeBt szeregiem potegowym grupujacym skdadniki zwigzane z po-
tegami z wyzszymi lub réwnymi H+2.
Wykorzystujac w () réwnania (3) otrzymujemy po przeksztatceniach:

H+1 H+1
f(z) = zn pn -z , " pof(2) + zN+2”R1(z) @)
n-1 n«0
i wreszcie
B+1

6>

Z m% -ty & ZI1 >0 *
n*1

gdzie RN(z), R2(z) sa Bzeregami potegowymi podobnymi do RO (2). tatwo zau-
wazy¢, ze w rozkdadzie prawej strony (8) na szereg potegowy wspédczynniki

przy pochodzg wytgcznie z rozktadu pierwszego sktadnika.
Tak wiec oznaczajac

Ss(z) ' flzife f* ®

mamy :

2n 15 [*b(z)] ( } - PO ' HT
Z:
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Wyznaczajac pQ., skorzystamy z ostatniego roéwnania uktadu (3), uzyskujac

N+1
(@)
po 2 inT K H Po = 1-
n=0 z=0
a stad: 1
NHLdr 13
) h “ ] (] ‘1 (10)
- 12«0
J=1
Wydajnosé systemu znajdziemy analizujac strumien wyjsSciowy Niech

zmienna losowa 1 o funkcji gestosci rozktadu prawdopodobieristwa <p(l) o-
kresla odstep pomiedzy kolejnymi chwilami zakonczenia operacji 0g. Wowczas
wydajnos¢ V mozna okyasli¢ jakos

1177 @)

Rozk¥ad zmiennej losewej | wozna wyznaczy¢ na podstawie nastepujacego
rozumowania:

Jezeli w chwili zakonczenia operacji 02 magazyn Mg jest niepuaty, to
moment zakonczenia kolejnej operacji 02 zadany jest rozkkadem czasu jej
trwania.

Jezeli natomiast magazyn M2 bydby pusty, to moment zakonczenia kolejnej
operacji 02 wyznaczony bydby przez aume dwdéch niezaleznych zmiennych lo-

sowych, a to: czasu zakonczenia operacji 01 oraz czasu wykonania
operacji 0Og-
Tak wiec:

ip(1) « (1-P0) <« b2(1) + pOja(D* f¥ h j, (12)

gdzie * oznacza operacje splotu.
Po transformacji otrzymuj emys

i?7(s) - (1-P0) = B2(s) + pQ.b2(s). St (€5))

a stad:

«(1) - B(b2) + -a. (7))
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Ostatecznie wydajnos¢ systemu jest wiec opisana zaleznoscia:

- N AN

V = ~E(b2) +
ger

gdzie pQ zada%e jJa-at wzorem {10%’_

3. PRZYPADKI SZCZEGOLNE

61

as)

Wyznaczmy obecnie wydajnos$¢ rozpatrywanego systemu dla kilku szczeg6l-

nych postaci b2 (X).
a) rozk+tad wykdtadniczy

UpX
W przypadku gdy b2(x) m j*2 = e , uzyskujemy:

fi ~
®dzie ? =

stad:

3fs(@) = @2)i awiec [*,,(-)«)]1 * “opax
i»0

Wstawiajac uzyskany rezultat kolejno do (16) i (15) uzyskujemy:

N+2 N+2

L N2
wT*

L~ P2

co je t identyczne z wynikiem uzyskanym dla tego uproszczonego
innej “rodze przez Hunta [HUNT56].
b)r.zk+ad hiperwykd+adniczy

-U,X -UnX
Niech b2() « ai™ e + a2Pb * e i

gdzie: al

a fd"™2r2

a2 = 1-a ~ = 21-a)

Wstawiajac to do wzoru (9) otrzymujemy po przeksztatkceniach:

(16)

modelu na
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gdzies

Al = pIHftv + a2 - + e Pv\HP1l
A2 - [t + a2”~]/h

a3 mb + *** + {B]M*

Mozna wykaza¢, ze mianownik posiada dwa pierwiastki pojedyncze,
ste z* 1 z2>

A3 +VA? - 4A" A- —Ya. — 4ald

i przeksztakcic Jg_(z) do postaci:

Aa(z " -
T Z—o LIRS LD RS T
z1 n=
gdzie: Al - A2z2  t Al - A2z1
2« zN-z"g > L1 * z2-71

Korzystajac z zaleznosci (10) i faktu, ze

uzyskujemy:

1

"1 *1 22 @I\IQ_i -

PO= w wi7TT 2 f2 1

co pozwala na wyznaczenie wydajnosci systemu,

c) rozk+ad regularny

rzeczywi-

as)

W przypadku bg(x) =<?(x-c), gdzie 6 (X) jeat deltg Diraca, mamy:
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Mozna wykaza¢ [gROS 74],
ej-1 dla n=1

™ .
z=0

a9
n-k n-k-1

1T (1)n“k ek?
k=1
gdzie (J™ jest delta Kroneckera, co pozwala wprost na wyznaczenie z (10)
p , a nastepnie wydajnosci systemu.
Zauwazmy, ze podane rozkitady charakteryzujag sie silnym zréznicowaniem
wspodczynnika zmiennosci rozkdadu c, definiowanego jako stosunek warian-
cji rozk¥adu do kwadratu jego wartosci Sredniej.
I tak, dla rozkdadu regularnego c=0, dla wykkadniczego o1 , natomiast dla
rozktadu hiperwyktadniczego okreslonego wzorem (17) mamy c¢>1, przy czym

c = Ra(l-a)] " -1~

4. PRZYKLADY OPTYMALIZACJI

W dalszym ciggu dla zbadania wkasnosci analizowanego systemu zatozymy,
ze *aczny Sredni czas wykonywania operacji Ol i 02 jest staty (i réwny D),
ale moze by¢ doeolnie dzielony miedzy te dwie operacje, np. przez zmiBne
szybkosci pracy realizujacych je agregatéw, przemieszczanie personelu ob-
stugujacego czy rozdziat pracy. Bez straty og6lnosci mozna przyjac¢ D=2.
Mamy wiec

- ?2) =
Zl + E(b.2) 2, 0)
i bedziemy bada¢ przebieg funkcji 'V(» ) dla réznych wartosci H oraz roéz-
nych postaci b2 (X) przy ograniczeniu”20).

Przypadek szczegélny b2 (x) a e “2 badano w oparoiu o wzér Hunta w
[hUL 66] dowodzac, ze maksimum wydajnosSci osigga sie dla systemu, w ktoé-
rym —— q>E(b,2) » 1. Wyniki te zostaly przez autora potwierdzone.

n

Na rysunku 3 przedstawiono rodzine krzywych ilustrujacych przebieg za-
-leznosci V @.] )/V(l) dla rozkkadu regularnego, a na rysunkach 4 15 dla
rozkdadu hiperwyktadniczego o réznych wartosciach c.

Na rysunku 6 przedstawiono natomiast wydajno$¢ systemu dla *"=1 przy réz-
nych postaciach rozkd#adu b2 (x) dla réznych wartosci N.

Przedstawione wyniki wskazujg na to, ze maksymalng wydajnos$¢ osiaga aie
przy zréznicowaniu Sredniego czasu wykonywania operacji 01 i 02 w kierun-
ku skrécenia csa3u wykonywania operacji O, i to dla obu przyjetych posta-
ci rozkdadu czasu trwania operacji 02* Aczkolwiek zyski z optymalizacji
nie sa zbyt duze, to bardzo wazne jest wskazanie Kkierunku optymalnego
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Rys. 3- Zaleznos$¢ wydajnosci linii produkcyjnej od ~ dla regularnego
rozkdadu czasu trwania operacji 02
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Lr]

\!t)

Rys. 4. Zalezno$¢ wydajnosci linii produkcyjnej od , dla hiperwyk¥adni-
czego rozk#adu czasu trwania operacji 02 przy c=3
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Bys. 5- Zalainosd wydajnosci linii produkcyjnej od p1l dla hiparwyktadni-
czego rozkdtadu czasu trwania operacji 02 prsy c » 7
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Rys. 6. Zalezno$¢ wydajnosci linii produkcyjnej od H przy /Z~i“l przy roéz-
nych rozktadach czasu trwania operacji 02

réznicowania pgrametrc’)w. W praktyce bowiem nie mozna doprowadzi¢ do ide-
alnej roéwnosci — oraz E(bP), a zréznicowania tych wartosci w niewkasci-
n *

wy sposéb (tj. przyjecie ~>E (bP)) prowadzi juz do istotnych strat. Na
H
przyktad z rys. 5 dla N » 4 meny:

a wiec spadek wydajnosci bytby juz istotny.

Zaréwno wartos¢ optymalnego zréznicowania parametréw linii produkcyj-
nej, Jak i wartos¢ wzrostu wydajnosci systemu w stosunku do wydajnosci u-
zyskiwanej przy 4 - 1 jest zalezna od pojemnosci magazynu posredniego.
Wpdyw postaci rozkdadu b2 (Jo) uwidacznia sie szczegdblnie silnie przy nie-
wielkich pojemnosciach magazynu H2-

Przy szacowaniu wydajnosci produkcyjnej nalezy bra¢ pod uwage postac
rozkdadu czasu trwania operacji Oj, bowiem wzrost wspétczynnika zmiennos$-
ci tego rozkdtadu wptywa na spadek wydajnosci linii (przy statej pojemnos-
ci magazynu) .
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5. WNIOSKI

Problematyka analizy i optymalizacji linii produkcyjnych jnkc bardzo
istotna i bezposrednio wptywajgca na efektywnos¢ produkcji doczekata sie
wielu opracowan, Jednak zakres uzyskanych wynikéw Jest wcigz jeszcze ogra-
niczony. W przypadku linii dwuetapowych z ograniczonymi, niezerowymi ma-
gazynami posrednimi przebadano dotad wyczerpujaco Jedynie przypadek wy-
kdadniczych rozktadéw czaséw trwania operacji 0~ i 02t W niniejszej pracy
przedstawiono prosta metode opisu szerszej klasy systeméw dwuetapowych, z
dowoknym roaktadem czasu trwania operacjiOg* Pozwolido to przebada¢ wplyw
postaci tego rozkdtadu na parhmetry linii produkcyjnej maksymalizujace jej
wydajnosc¢.

Dodatkowo, na mooy ogélniejszych twierdzen teorii wieloetapowych syste-
méw obstugi zebranych w [zSAK 78}, mozna stwierdzié, it przestawienie sta-
nowisk obstugi w rozpatrywanym systemie nie wpdywa na jego wydajnosé¢, co
zwieksza zakres stosowalnosci rozwigzania.

Aczkolwiek przyjete zatozenia o rozkdadzie czasu trwania operacji Ol
oraz mozliwosci wpdywania na wartosci oozekiwafie czasu trwania operacji
stanowig pewne ograniczenie, to Jednak uzyskane wyniki wskazujace na po-
zadane kierunki réznicowania parametréw linii produkcyjnej moga dla prze-
badanych przypadkéw mie¢ zastosowanie w praktyce projektowej.

Istotnym wynikiem pracy jest udowodnienie, iz o kierunku zréznicowania
wydajnosci stanowisk obstugi nie przesadza w systemie dwuetapowym wykgcz-
nie poréwnanie wspotczynnikéw zmionnosoi rozkkadéw, jak to sugerowano w
literaturze, np. [RAON 75 b] , a w szczeg6lnosci nie zawsze wskazane jest
zwiekszanio wydajnosci stanowiska posiadajacego wiekszy wspédczynnik zmien-
nosol rozktadu.

Préba ustalenia, jakie parametry rozkiadu wptywajg dodatkowo na kieru-
nek optymalnego zréznicowania wydajnosci stanowisk, bedzie przedmiotem od-
rebnego opraoowanla.
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nSFFITEPH OIHHMH3AmiH £ByX3TAHHKX HPOH3BOJ1CIBEHHHX JHHHFI

Pe3»ue

B ciaibe paccMoipesa npoH3Bo”~ciBeKHcm xhhhx, cocioanan H3 «Byx «rpera-
tob Ax h Ag. npHHKio, uro cyneoiByeT Bcerja HenycToft Koxnxeicz npoxyxTOB,
oaflaxouitt Hataaa odpafioiKH arperaTou A®, 3aio BueciauocTb npouexyiouHoro
cmaa™a uexfly arperaiaxx AN h Ag orpasMuesa. Bce aio suausaeT XxszeHxe Cxo-
XHpoBKH arperaioB A™. UpHHHio, uto Bpeua odpaOoiKK npoxyxioB oCohuh arpe-
raTakKK cToxaciHuecicoe, c noKa3aieJdii>HHM pacnpe,ne.neHHeu b cayuae arperaza A"
h ¢ npOH3BombHHM pacnpexeJieHHeu b cxyuae arperaia Ag. HccaeflOBaHKe onHcan-
Hofi cHcreuu xezofaXH zeopax MaceoBoro oCcJiyxHBaHHH nosBOJUMio noJiyuHTb aKa-
XHiHuecKoe Bupaxeuxe, onxcuBaiomee ee npon3BO,sHTe,sbHocTb b ipyHKWHii napaue-
zpoB CHOiexH h BB”™a pacnpexeaeHBa BpexeHX odpadoZKH arperazox Ag. Onxpancb
Ha tou, uro cpejtHee Bpexx oCpaCozicx b neaou Ha ouohx arperazax uoctoxbho,
Hccaeji0BaHO BHHHHHe paanpejiexeHHx pafiozx no oGpatozice xexsy oOghuh arpera-
tomb. AHamH3HpyH pHFl npHMepo», KOHCTaiHpoBaHO, uto 3a HCKJiDueHxeM noxa3a-
TeabHoro pacnpejeaernta, r*e pacnpeAexeHxe pafioia jojixho Otrab  paBHoxepHO,
uaxcHuyx cKopoota noxyuaax zorja, xorja cpesHee Bpeua oOpaSoiXH arperazox
AN xeKbae cpe”Hero BpeueHH arperaTou Ag. llpHBeAeHHue uKOJieHHue npauepu hji-

mmcTpHiymr csoftciBa CHCzexu u uo3Box£lot cjJ)opuyjiHpoBalb yicasamM ee on-
TKUH3aUHX .
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THE EXAMPLES OP OPTIMIZATION OP TWO-STAGE PRODUCTION LINES

Summary

In this paper two stations working in tandem, say Sl and S2 are consi-
dered. A nonempty stock of units (products) ready for processing is assu-
med to be in front of station S while the intermediate queue between
and S2 has a limited capacity N, thus blocking phenomennon occures. The
duration of unit’s processing is assumed to be described by an expo-
nential distribution at S and by a general distribution at S2.

An analysis of this system is presented leading to fairly simple clo-
sed-form formulas. Assuming the total average processing time required for
each unit on both stations to remain constant, the influence of various
work division rates between these stations, on the throughput was inves-
tigated. For a family of special cases including regular, exponential and
hyperexponential distributions of the processing time at S2, it has been
shown that the processing rate of the first station should be slightly bi-
gger than those at the second station, in order to maximize the expected
throughput. The only exception occurs in the case of exponential distri-
bution, when equal processing rates are optimal. A set of numerical exam-
ples is enclosed.



