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NIEKTORE PROBLEMY KONSTRUKCJI BIBLIOTEK STANDARDOWYCH
FUNKCJI MATEMATYCZNYCH DLA MINIKOMPUTERA

Streszczenie» W pracy przedstawiono pewne zagadnienia zwigzane z
algorytmizacjg metod przyblizania wybranych funkcji matematycznych
w bibliotekach minikomputeréw oraz wykonaniem programéw tych biblio-
tek. Wykorzystano przy tym doswiadczenia uzyskane przy konstruowa-
niu biblioteki standardowych funkcji matematycznych dla minikompu-
tera P.

WPROWADZENIE

Biblioteki standardowych funkcji matematycznych stanowig wazng czesc
oprogramowania kazdej maszyny cyfrowej.
Konstrukcja biblioteki musi uwzglednia¢ specyficzne whasnosci maszyny,
dla ktérej jest przeznaczona, tzn. jej wykorzystanie, mozliwosci,istniejg-
ce oprogramowanie.

Realizacja biblioteki wymaga rozwigzania dwéch grup zagadnien*

1) numerycznych - zwigzanych z wyborem i algorytmizacja metod przybliza-
nia wybranych funkcji matematycznych,

2) programowych - zwigzanych z wykonaniem programéw bibliotecznych w je-
zyku assemblera*

Wyboru zestawu funkcji elementarnych realizowanych w bibliotece mozna
dokonaé kierujac sie potrzebami korzystania z tych funkcji, mozliwoSciami
ich realizacji za pomocg prostych operacji arytmetycznych oraz mozliwos$-
ciami zastgpienia wyznaczania wartosci pewnych funkcji przez wykonywanle
prostych operacji arytmetycznych na innych funkcjach lub ich argumentache

Szczegblnie istotne jest to zagadnienie w przypadku bibliotek minikom-
puteréw, z uwagi na stosunkowo matg pamied operacyjna tych maszyn. W skon-
struowanej dla minikomputera P bibliotece LIB-P zaproponowano nastepuja-
cy, najbardziej typowy zestaw funkcji» wartos¢ bezwzgledna (ABS), zmiana
znaku (2MZN), pierwiastek kwadratowy (SQRT), sinus (SIN), cosinus (C0S),
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tangens (TAN), arcua tangens (ATAN), logarytra naturalny (10GAR), funkcja
wykdadnicza o podstawie e (EXP).

Indywidualnym problemem dla kazdej maszyny cyfrowej jest wybér metody
przyblizania funkcji. Y/ynika on bowiem zaréwno z wielkosci pamieci opera-
cyjnej, diugosci stowa maszynowego, sposobu reprezentacji liczby, zestawu
operacji arytmetycznych, czasu ich trwania, sposobu ich realizacji, jak
réwniez przeznaczenia maszyny cyfrowej.

Minikomputer P przeznaczony jest do sterowania
rzeczywistym. Wszystkie dziatania wykonywane sg w arytmetyce "uzupednie-
nia do 2". Mnozenie 1 dzielenie realizowane sa programowo. Sdowo maszyno-
we jest 16-bitowe, liczba zmiennoprzecinkowa zajmuje dwa stowa, z czego 3
starszych bitéw przypada na ceche, dziewigty jest bitem znakowym, a pozo-
state stuzg do zapisu mantysy. Przy zapisie liczby statoprzecinkowej wyko-
rzystywane sg réowniez dwa Blowa, znak liczb przechowywany jest na najstar-
szym bicie.

Podstawowym kryterium dla minikomputeréw przeznaczonych do sterowania
w czasie rzeczywistym jest szybko$6 obliczen. Z kolei programowa realiza-
cja mnozenia i dzielenia statoprzecinkowego, wptywaja na relatywnie diugi
cza3 wykonywania tych operacji, determinuje konieczno$¢ minimalizacji ich
liczby w algorytmach.

procesami w czasie

METODY PRZYBLIZANIA FUNKCJI Z ZADANA DOKLADNOSCIA

Przyblizenie funkcji z zadang dokkadnosciag sprowadza sie do rozwigza-
nia zadania aproksymacji jednostajnej przy okreslonym bledzie tej aproksy-
macji. Obliczanie funkcji aproksymujacej w maszynie realizowane jest przez
wykonanie pewnej liczby operacji elementarnych przy wprowadzeniu stosun-
kowo nieduzej informacji wejsSciowej. MozliwosSci takie daja wielomiany,
funkcje wymierne, a takze proate procesy iteracyjne.

Najbardziej elementarne rozwiniecie funkcji w szereg potegowy ma nie-
korzystne whkasnosci. O wiele lepsze efekty daje zastgpienie poteg argumen-
tu wielomianami, ktére jako przyblizenie dawatoby réwnomierny rozkdad bie-
du. Z teorii aproksymacji wynika bowiem, ze optymalny wielomian w sensie
aproksymacji jednostajnej daje réwnomierny rozkdad biedu. Szczegblnie przy-
datne 33 do tego celu szeregi Czebyszewa [1], [2], charakteryzujace sit
z reguty dobra zbieznoscia.

Ponadto ortogonalnos¢ wielomianéw Czebyszewa w przestrzeni Lg (-1,1)
(1-x2)-172) umozliwia niezalezne od Slebie wyznaczanie wspédczynnikow
szeregéw Czebyszewa istotne przy zmianie rzedu wielomianu aproksymujace-
go. Rekurencyjne whkasnosci wielomianéw Czybyszewa umozliwiajg wyznaczanie
wartosci odpowiedniej sumy czesciowej szeregu w ilosci krokéw nie wiek-
szej niz w przypadku zwykdego przyblizenia potegowego.
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W bibliotece LIB-F szeregéw Czebyezewa uzyto do wyznaczania wartosci
funkcji SIN, COS, TAN, ATAN, wykorzystujac przy tym istniejace tablice [3]
wspotczynnikéw sum czesciowych. Stabilnos¢ wielomiandw Czebyezewa zagwa-
rantowana jest jedynie w przedziale <-1, 1>.

Zapewnienie dobrej zbieznosci szeregu wymaga czesto dalszego zawezenia
przedziatu argumentéw, tak ze ostateczny przedziat jest kompromisem mie-
dzy wymaganiem szybkiej zbieznosci szeregu a potrzeba aproksymowania funk-
cji w mozliwie szerokim przedziale. Konieczno$¢ sprowadzania catego za-
kresu zmiennosci argumentéw do okreslonego przedziatu wigze sie bowiem z
wykonaniem pewnego ciagu operacji, a ponadto moze wnosi¢ dodatkowy biad
do obliczen.

Zbieznos¢ rozwinie¢ w szeregi Czebyszewa nie dla wszystkich funkcji
jest zadowalajaca. Przyktadowo szeregi Czebyszewa dla funkcji tangens i
logarytm naturalny sa stabo zbiezne. W przypadku funkcji TAN skorzystano
wiec z rozwiniecia funkcji x.ctgx i zwigzkédw miedzy tangensem a cotangen-
sem (tgx -

W przypadku funkcji LOGAR postuzono sie przyblizeniem wymiernym, beda-
cym sumg pewnego nieskonczonego szeregu geometrycznego.

Zastosowanie funkcji wymiernych w niewielkim stopniu komplikuje proces
obliczeniowy w stosunku do przyblizen wielomianowyoh. Szczegélnie widocz-
ng poprawe uzyskuje sie przez zastosowanie aproksymacji wymiernej dla
funkcji ex. Doktadnos¢é moze by¢ lepsza nawet o rzad [4]-

Jedng z najprostszych aproksymacji wymiernych jest aproksymacja Pade,
dajaca btad przyblizenia maty w poblizu zera, a rosnacy w miare oddalania
sie od niego. W przedziale <-0.75, 0.75> najlepszym przyblizaniem Pade
jest posta¢ o réwnych stopniach licznika i mianownika, ktorej zaleta jest
réwnos¢ bezwzglednych wartosci wspétczynnikéw, przy Jednakowych potegach
argumentu w liczniku i mianowniku. Upraszcza to znacznie proces oblicze-
niowy.

Zaktadajac pozadang doktadnos¢ przyblizania funkcji nalezy liczy¢ sie
gtéwnie z 2 typami biedow:

1) bdedem metody wynikajacym z zatozonego algorytmu przyblizania funkcji,
2) bledami zaokraglen wynikajacymi z propagacji biedu reprezentacji licz-
by w maszynie cyfrowej.,

Przy wyborze funkcji przyblizajacej trzeba zatem zdecydowa¢ sie na roz-
wigzanie kompromisowe wynikajace z faktu, ze zmniejszenie btedu metody wy-
maga zwiekszenia ilosci dziatan, ktéra z kolei moga by¢ przyczyng komula-
cji bteddéw zaokraglen. Przykd#adowo w bibliotece LIB-P w przypadku zasto-
sowanych przyblizen wielomianowych przyjeto jako. dopuszczalny maksymalny
btad metody 10“”, co odpowiada w przyblizeniu doktadnym 20 bitom. Blad za-
okraglenia przy zastosowanych w tym przypadku sumach cze$ciowych szeregu
nie powinien bowiem przekroczy¢ tych wartosci.

W przypadku dziatan statoprzecinkowyeh oferuje sie na dtuzszym stowie,
co gwarantuje z reguty lepaza doktadnosc.
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Rozwiniecie zastosowane do przyblizania funkcji arcua tangens miato po-
stac!

arctg (x - tg i) - x . Z (2x2-1) x| <51 (@)
k=0

Dzielac y okreslone zwiazkiem (3) przez tg -fi- otrzymujemy zadany we wzo-
rze (4) zakres argumentu. Dziatanie algorytmu przedstawia schemat blokowy
1.

Do realizacji funkcji wyktadniczej EXP zastosowano, jak juz wspomnia-
no, aproksymacje Rade 3 stopnia o réwnych stopniach licznika i mianowni-
ka.

Sprowadzenia argumentu do odpowiedniego przedziatu dokonano majac na
celu:

- uzyskanie zmiennosci argumentu, w ktérym aproksymacja o réwnych stopniach
licznika i mianownika daje najmniejszy bdad sposréd przyblizeh Pade;

- przesuniecie argumentu w zakres wartosci ujemnych (bkad jest nieco mniej-
szy niz dla argumentéw dodatnich)}

- zapewnienie odpowiedniej dokkadnosci reprezentacji statoprzecinkowej ar-
gumentu (ograniczenie goérne);

- dalsze zmniejszenie przedziatu zmiennosci argumentu (bdad aproksymacji
wowczas maleje).

Dla dowolnego argumentu -®°-<x<~ liczbe x* » x logge przedstawi¢ moz-
na w postaci x1 - y+z, gdzie y Jest czescig catkowita liczby , Z czes-
cig utamkowg (07z<1l).

Korzystajgc z tozsamosci

o = oy o pzla2

sprowadzamy argument przyblizonej funkcji do przedziatu <0, In2). Haatep-
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Realizacji funkcji (5) dokonuje sie po odpowiednio przeskalowaniu. Przyj-
mujac jako wspédczynnik skalujacy 2~8, otrzyiauje sie

M(z.,) = L(z.,) - - "e)z1 - jiig

Obecnie realizacja wszystkich mnozen przy wyznaczaniu wartosci funkcji E
odbywa sie przez przesuniecia.

UWAGI KONCOWE

W pracy skoncentrowano sie na jednym z zagadnienn wystepujacych przy
konstrukcji bibliotek standardowych funkcji matematycznych dla-minikompu-
tera, a mianowicie na problemie wyboru i algorytmizacji metod przybliza-
nia funkcji.

Przedstawiono przy tym przykktadowo nietypowe, zaproponowane przez autora,
rozwigzania. Drugie z zagadnien, tzn. realizacja programowa algorytméw i
organizacja biblioteki, jeat bowiem tak $Scisle powigzana z budowg i opro-
gramowaniem minikomputera, ze nie wydaje sie celowe omawianie go w pracy.

Nalezy podkresli6, ze programy biblioteki zostaty przetestowane na
licznych przyktadach. We wszystkich przypadkach uzyskano dokdadnos¢ lep-
szg od zatozonej, wynoszacej 107/,
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HEKOTOPHE HPOEJEMH KOHCTPYKRHH EHEJIHOTEK MATEMAIH'ffiCKHX «syHKIIHIt
AJIH MHHHKOMNFCXJITEPA T
Pe3» me

B ciax&e npeACiaBjieioi HSKoiopwe Bonpocu, c¢BH3aHHne ¢ aapoKCHxaoncit bh-
OpaKHHx uaienaTHiecKHx (JiyHKijHIt b 6H6xHoxeKax MmnncounbioiepoB, a TaKxe pea-
aHaaiffea nporpatot axiix- 6h6*hot6k. HcnojibaoBaau onnxu no KOHcxpyKmm OhExho-
T6kH RXA UHHXKOMnbDXepa |1.

SOME PROBLEMS 0? DEoIGMING OP MATHEMATICAL FUNCTIOKS LIBRARIES
/
Summary
In the paper some problems connected with approximation algorithms for
mathematical functions in minicomputer libraries are presented. Experien-
ces in designing of library for P minicomputer have been used.



