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ROWNANIA PARAMETRYCZNE WZBUDNIKOW W POSTACI WEZOWNIC
O NORMALNYM PRZEKRODU KOLOWYM

Streszczenie. W artykule niniejszym wyprowadzono i oméwiono roéw-
nania parametryczne wezownic, ktérych przekréj normalny jest kodem.
Podano nastepnie warunki na to,by taka wezownica nie posiadata punk-

tow osobliwych. Majec réwnania tych wezownic, podano dla nich po-
sta¢ pierwszej i drugiej formy kwadratowej. Na koniec oméwiono za-
stosowanie tych form do okreslenia rozptywu predu przy danym roz-

mieszczeniu zrodet napiecia oraz do okreslenia rozktadu pola magne-
tycznego, przy danym rozmieszczeniu linii predu.

*

1. Wstep

Artykud niniejszy stanowi trzeciag cze$¢ ogdélnej teorii powierzchni wzbud-
nikéw stosowanych w nowoczesnych urzadzeniach metalurgicznych. W czesci
pierwszej zostaty wyprowadzone uproszczone réwnania parametryczne wzbud-
nikéw nawinietych na powierzchnie obrotowe o réznych profilach.Uproszcze-
nie to polegato na zaniedbaniu grubosci wzbudnika,co sprowadzato jego po-
wierzchnie do linii. Dla celéw technicznych przyblizenie takie Jest w
pewnych przypadkach zadowalajace. Powyzsze zostato opracowane w pracy [I],
W czesci drugiej zostaty wyprowadzone réwnania wzbudnikéw rzeczywistych
przy zatozeniu, ze przekrdoj pionowy jest okregiem, tzn. taki przekrdj, kto-
ry jest prostopaddty do ptaszczyzny xy. Przewody tych wzbudnikéw nawiniete
byty na takie powierzchnie obrotowe, jak walec, stozek, kula 1 torus. Po-
wyzsze zostato opracowane w artykule [2], Dalszym rozwinieciem teorii
wzbudnikéw Jest niniejszy artykud. Wyprowadzono w nim réwnania parametrycz-
ne powierzchni wzbudnikéw rzeczywistych przy zatozeniu, ze przekréj nor-
malny jest okregiem.

Wyprowadzono nastepnie wspédczynniki pierwszej i drugiej formy kwadra-
towej otrzymanych powierzchni i oméwiono zastosowanie tych form do okres$-
lenia rozptywu pradu, przy danym rozmieszczeniu 2rédet napiecia oraz do
okreslenia rozktadu pola magnetycznego przy danym rozmieszczeniu linii pra-
du.

2. Roéwnania parametryczne wezownic

Niech w prostokatnym uktadzie wspétrzednych OXYZ bedzie dana krzywa o

réwnaniach:
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x(u)
y(u)
z)
lub w postaci wektorowej:
r)x), y(u), z(wl . ... ®

gdzie parametr u jest lukiem i niech u e <of,ft > (rys. 1). Jezeli krzy-
wa ta jest klasy C3 i jezeli zachodzi Tr x r ~ d(), wéwczas w..kazdym jej
punkcie mozna zbudowa¢ tréj Scian Freneta: » rqu), W = — U}. V,

r(u |

3 x 2"  ~7Nak rwniez napisaé¢ réwnania Freneta:

. VA-+ t _ v3 @)

-t ov2.
Rozwazmy teraz powierzchnie o réwnaniu wektorowym:
r(u,v) = r(u) +a .V, .cosv +a . W sin v. (©))

gdzie u € <3 ,J4> , v e <0,235 >
Bedzie to powierzchnia Jake otrzy-
mujemy, gdy wzdduz krzywej K o roéw-
naniu (1) bedziemy przesuwaé¢ okreg
o promieniu a, ktérego Srodek sta-
le lezy na krzywej K, zas$ Jjego
ptaszczyzna jest stale prostopadta
do wektora stycznego r(u). Krzywe
K bedziemy nazywa¢ linie centralne
tej powierzchni, a powierzchnie te
nazwiemy wezownice, ktorej prze-
kr6j normalny Jest okregiem lub
kréotko, wezownice o normalnym prze-
kroju kotowym. Szkic tej powierzch-
ni pokazany jest na rys. 2. Zbada-
my teraz kiedy tak okreslona po-
wierzchnia posiada punkty osobliwe,
ewentualnie przy jakich warunkach
ich nie posiada. W tym celu oblicz-

XIR?BEKH"ﬁéd wektorem oznacza rézniczkowanie wzgledem parametru, Kktéry

Jest Htukiem; na roézniczkowanie czestkowe stosujemy réwniez oznaczenia

r 1 r.
\%
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my iloczyn wektorowy wektoréw r i r . Rézniczkujac (3) wzgledem para-

metréw u 1 v mamy:

r :E'r(u) + a .V£2i cos v+ a . V3 . sinv

?v = -a . \2 .sin v + a . . COS V.
Uwzgledniajec wtych wzorach réwnania (2), otrzymamy po uporzadkowaniu
r = (1-a .91 . cosv) N~ - a . X .\ .sinv+a . ‘1 . V3 . cosv

r =-a .V2 . sinv +a . V3 . cos v.

Po wykonaniu rachunkéw mamy ostateczna warto$¢ na iloczyn wektorowy:

2Zux?v=a. (@.-%€ .cosv -D .\2 . cos v + Vj.sinvd.".. 4

Rys. 2. Wezownica na walcu
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Ze wzoru (4) wynika, ze iloczyn ten jest roéwny zero wtedy i tylko wte-
dy. gdy a . cos v - 1 =0 1lub, gdy a . cos v = - Aby wiec wezownica
nie miata punktéw osobliwych (samoprzecigc¢) winno by¢ a . 3e. cos v - 1<0.
Obliczmy jeszcze iloczyn skalarny wektoréw ?u i r . Po wykonaniu #atwych
rachunkéw mamy: ry . rv = a2 .t . Wynika sted, ze iloczyn ten jest row-
ny zero wtedy i tylko wtedy, gdy X = 0, co oznacza, ze linie parametrycz-
ne tej powierzchni tworze siatke ortogonalne wtedy, gdy jej linia cen-
tralna jest krzywe ptaske.

3. Wezownica na walcu

Pokazemy teraz jak wygledaje roéwnania (3) dla wezownicy nawinietej na
walec kotowy o promieniu r, Jej linie centralne bedzie wtedy linia $rubo-
wa. Przypadek ten obieramy dlatego, ze linie Srubowe mozna stosunkowo #+a-
two sparametryzowaé¢ #ukiem. Niech wiec bedzie dana linia $rubowa o réwna-

niach:

X m r.cos t
y = r.sin t (5)
z = b.t

Gdy t€<0,2J[ >, woéwczas otrzymujemy jeden zwdj tej linii. Jezeli linie

te sparametryzujemy +4ukiem woéwczas jej roéwnanie wektorowe bedzie miato po-

stac :
- b . u
ru) Ir . cos- r . sin- ®6)
PzZb2"
Obliczajec = r(u) mamy:
= r(u) . sin 1 - I

_Ijr2+t

tatwo policzy¢, ze |V | » |r(u)] =1, a to jak wiadomo jest warunkiem na

to, zeby parametr u byt Htukiem. Obliczmy dalej }(u)

r

r(u) B rnn ] _r qgin u
242 Vr2+b2 H+b2 Vr2+b2
i |[r(u)] = - — . Wobec tego
r2+§2
W coo u - oin u 0 (€]

tr(wl, Vr2+b2 .V +b2 J
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Obliczymy nastepnie V3 = Po 8tosunl<owo #atwych rachunkach mamy
ostatecznie:

- b sin u -b u r @)
Vr2+b2 Vr2+b2' Vr2+b2 Yr2+b2 Yr2+b2

Majec wspodrzedne wektoréw Vg i V3 okreslone wzorami (7) i (8) mozemy na-
pisa¢ réwnania wezownicy nawinietej na walec kodowy o promieniu r, ktérej
linia centralna dana jest roéwnaniami (6). W tym celu w réwnaniu (3) u-
wzglednimy zwiezki (6), (7)) i (8).

Bedzie wtedy:

X = r . cos* u . cos v +— 8 * b # sin* . 9in v
Y Xb2 Vr~n
y - r . sin- —— e- a sin—- " - _ cos v --8 b- . cos- Ul .sinv ...
woo- Yrab2 YrWw ©)
b u a r sin v,
gdzie wue <of, > , ve <p,2J[>. Czes¢ takiej wezownicy pokazana jest

na rys. 2. Réwnania te mozemy stosowa¢ do obliczania potencjatu wektoro-
wego oraz indukcji magnetycznej. Sposéb ich stosowania pokazany jest w
pracach (1) i C2).

4. Pierwsza 1 druga forma kwadratowa dla wezownicy
Wyprowadzimy teraz wspétczynniki pierwszej i drugiej formy kwadratowej
dla powierzchni okreslonej réwnaniem (3). 3ak wiadomo z geometrii réznicz-
kowej pierwsza forma ma postac:
@ds)2 = E . (u)2 +2 . F . (du . dv) +G . (dv)2.

gdzie wspodczynniki E, F i G obliczamy jako iloczyny skalarne wektoréw ry
i rv wedtug wzoroéw:
E =72u "V F = ?2u * fv* G = ?2v * ?v *e* (10)

Uwzgledniajec wyrazenia na wektory r”~ i r obliczone w rozdziale pierw-

szym mamy po wykonaniu rachunkéw:
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E=(-a .8 . cos v)2 + a2 .X2,
F=a2 .Xx2 ... (@)
G » a2,
gdzie 3t i X sg to krzywizna i toreja linii centralnej, ktérej roéwnania sa
okreslone przez (1) wzglednie przez (6). Jezeli chodzi o druge forae kwa-

dratéw?, to jak wiadomo aa ona posta¢: h m L . (du) + 2 . M~",(du . dv)+

+ N . (dv)2, gdzie wspédczynniki L, M i N ae okreslone jak nastepuje:

L™ "™ «?uu”’ Mo© " * 2uv> N 7 ™ * 2vy" eee 2)
przy czya wektor S Jest unoraowanym wektorem okreslonym przez (4) czyli
- ?2u X ?v T 327 - 02r - azr

"TT777 natO, ,1a8t ruu "~ - ruv=sin5v" rw - ¢7 -

1u \Y|

Wykonujac odpowiednie rachunki dla wektora n oraz obliczajac pochod-
na rzedu drugiego i1 pochodne mieszane wzgledem zmiennych wu i v otrzymu-
jemy po uporzadkowaniu:

n=""“"2 *cos v + 7”3 * 8in Fkk
“ - 2 - p -
ruu " v -3fcos v) . V1 +&C-e.31 cos Vv - a.Xsin v-a.X cosv).V2 +
- 2 —_
+ (a-Tcos v - a.X sin v) . Vj ... (14)
rW = -a .V_2.—cosv—a .V,3 . sin v, (15)

gdzie przez $ i T oznaczylismy pochodng krzywizny i torsji linii cen-
tralnej wzgledem parametru 4uku. Majac wyrazenia na wektory n, fuu, ?uv

oraz ?vv dane przez (13) - (16) podstawiamy je do wzoru (12). Po wykona-
niu rachunkéw mamy nastepujace wyrazenia na wspoédczynniki drugiej formy
kwadratowej :

L = (aaecos v-1).a6.co8v +a.X2, M=a.X, N=a... @n

Uwzgledniajac roéwnosci (17) mozemy napisa¢ druga forme kwadratowa dla we-

zownicy oréwnaniu wektorowym (3) w postaci:

h =j¥a . Lcosv -1) .9%cos v + ax2J(du)2 + 2.a.X. (du.dv) + a.(dv)2

(€2:))

Nalezy zauwazy¢, ze wspOtczynniki drugiej formy kwadratowej nie zalezg od
pochodnych krzywizny i torsji.
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5. Zastosowanie pierwszej 1 druglel formy kwadratowe!

Pierwsza i druga forma kwadratowa powierzchni pozwala na okreslenie
pola elektrycznego i magnetycznego w os$rodkach ograniczonych dowolnymi po-
wierzchniami w nastepujacych przypadkach:

a) okreslenie rozptywu predu przy danym rozmieszczeniu zrédet napiecia;
b) okreslenie rozktadu pola magnetycznego przy danym rozmieszczeniu linii
predu.

Na przykdtad w przypadku b nalezy rozwieza¢ uktad roéwnan Makwella wpro-
wadzajac odpowiednie warunki poczatkowe i brzegowe. Poniewaz zazwyczaj
znamy prad pdynacy przez wzbudnik, dlatego warunkiem poczatkowym bedzie
catka z gestos$ci pradu po przekroju normalnym, ktéra jest roéwna pradowi phy-
nacemu przez wzbudnik. Przekré6j normalny wyznaczymy znajac wspodrzedne kie-
runkéw gtoéwnych zgodne z kierunkami linii pradu w kazdym punkcie. Warunki
brzegowe wprowadza sie przez poréwnanie skkadowych stycznych do kierunkéw
gtéwnych natezen pola elektrycznego i magnetycznego oraz skd#adowych nor-
malnych do kierunkéw gkéwnych indukcji elektrycznej i magnetycznej.Warun-
ki te w przewazajacej liczbie przypadkéw sprowadzaja sie do roéwnan cak-
kowych lub sumacyjnych. W oparciu o znajomo$¢ pierwszej 1 drugiej formy
kwadratowej mozemy napisaé¢ roéwnanie rézniczkowe linii krzywiznowych.

Ma ono postac :

(dv)2 , -du.dv, (du)2
L M . N
E F , G

Wektory styczne do tych linii wyznaczaja kierunki g#6éwne na powierzch-
ni. W przypadku powierzchni o symetrii sferycznej, cylindrycznej.eliptycz-
nej i hiperbolicznej, warunki brzegowe mozna okres$li¢ stosunkowo prosto.
Natomiast dla powierzchni o symetrii bardziej skomplikowanej zachodzi ko-
nieczno$¢ okreslania odpowiednich wspé4rzednych. Na kierunkach stycznych
i normalnych do linii parametrycznych zadaje sie wtedy warunki brzegowe.
Pierwsza i druga forma kwadratowa powierzchni pozwala réwniez na wyznacza-
nie tych punktéw powierzchni, ktére sa typu kulistego, eliptycznego, pa-
rabolicznego i hiperbolicznego. W tych punktach umieszcza sie odpowiedni
uktad odniesienia. Druga forma kwadratowa pozwala wyznaczy¢ réwniez linie
asymptotyczne powierzchni oraz stwierdzi¢, kiedy siatka Gaussa ztozona
jest u linii asymptotycznych.
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HHAPAMETPH<ffiCKHE yPABHEHHfl HHflyKTOPOB B BHfIE 3MEEBHKOB,
NEPHEMWKYjIHPHHM cemehheh KOTOPffli HBIIfIETCH KPyr

P e 3 10me

B cTaite BBe”enu napatiecipimecKkHe ypaBHBHHH 3ueeBHKOB, nepneHAHKyjuipHHM
ceneHueM KOTopnx HBJUieTCH Kpyr. iajiime noflaHH ycnoBHfl juia Toro, htoOh 3Me-
esHK He hmsji ocoOeHHHx tohsk. Hush ypaBHehhh 3Thx 3ueeBHKOB, hu flaHH nepBaa
H BTOpaH WJIOpMH KBaflpaTHOft TeOpHH [I0BepXHOCTH.

B KOHiie 00cysAeHO npHMeHehhe sthx $0pM aah onpeflejieHHJi TOKOpacnpeAelieHHH
npH A3-HHOM pacnojioattHHH hctohhhkob HanpiaceHHH, a Taicxe ajih onpeAejieHHH pac-
npeflejieHHH MarHHTHoro noxa npn AaHHOM pacnojiosceHHH jihhhh TOKa.

PARAMETRIC EQUATIONS OF INDUCTORS IN THE FORM
OF COIL WITH PERPENDICULAR CIRCULAR SECTION

Summary

In the article, parametric equations of coils, the perpendicular sec-
tion of which is a circle, have been derived and discussed. Then, the con-
ditions that such a coil would not possess singular points have been gi-
ven. Having got the equations of the coils, the first and second square
form area theory have been given for them. In the end, the application of
these forms to the determination of current propagation at a given arran-
gement of the voltage source as well as, to the determination of magnetic
feld distribution at a given arrangement of the current line have been
discussed.



