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ZASTOSOWANIE GRAFÓW I LICZB STRUKTURALNYCH 
W MODELOWANIU DRGAŃ MASZYN HUTNICZYCH

Streszczenie. V praoy sformułowano zagadnienie badania drgań ma
szyn hutniczych za pomocą grafów i liozb strukturalnych. Przy wyko
rzystaniu pojęć macierzy: odoięó i sztywności dynamiczne j grafu przed
stawiono sposób prowadzenia analizy widmowej. Dzięki zastosowaniu 
liozb strukturalnyoh w kodowaniu grafów pokazano możliwość pełnej 
algorytmizaoji obliozeń charakterystyk dynamioznyoh maszyn. Rozwa
lania zilustrowano na przykładzie waloarki.

1 . WPROWADZENIE

Ze wzrostem teohniki szybko rośnie znaozenie maszyn. Za pornooą maszyn 
realizujemy ooraz to nowe zadania w nowyoh bardziej złożonyoh prooesaoh wy
twórczych, w trudnyoh warunkaoh wysokich lub niskioh temperatur, w zakre
sie znaoznyoh prędkośoi i duZyoh mooy, ozy wreszcie w środowiskach szko
dliwy oh dla zdrowia. Jest to wynikiem tendenoji wykorzystania granioznyoh 
parametrów maszyn przy zachowaniu dokładności wytwarzanych produktów. Od
powiadająca temu rozwojowi współozesna teoria maszyn staje się podstawą 
teoretyczną budowy maszyn i Jest związana z ogólnym postępem nauk ścisłyoh, 
jak również metod eksperymentalnych Q1] . Przyspieszenie rozwoju budowy 
maszyn nastąpiło z wprowadzeniem meohanizmów w postaci rozmaitych kombina
cji układów meohanioznyoh, hydraulioznyoh pneumatycznyoh, elektryoznyoh i 
elektronicznych.
W konsekwencji w dynamice maszyn, na przykład, rozważamy człony odkształ- 
oalne zamiast sztywnyoh, jak to było dawniej.

Uwzględniamy przy tym: własności lepkosprężyste materiału, luzy rzeozy- 
wiste w pasach kinematycznyoh, zmiennośoi mas ozłonków i mechanizmów pod
czas cyklu praoy, intensywność krótkotrwałych oboiążeń itp.

Zmienność ruohu maszyny jest zależna od odkształoalności członów.V szcze
gólności mogą one być pszyozyną drgań maszyn, podsystemów (podzespołów) i- 
mechanizmów w czasie ruchu roboczego C 2 j.

Ważnym więo i obecnie intensywnie rozwijanym działem dynamiki maszyn 
jest teoria drgań mechanizmów i maszyn. Drgania w maszynaoh hutniczyoh, 
wzbudzone przez różne siły działające okresowo lub przypadkowo, są Jednym
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z najistotniejszych czynników deeydującyoh o wydajności i jakości produk
cji, na przykład walcarek.

Następstwem drgań są dodatkowe naprężenia, których efektem jest przy
spieszenie procesu zmęozenia członów maszyny, zmiana ruchu narzędzia i 
przedmiotu w prooesie jego kształtowania, a także zakłócenie sygnałów w 
układach regulacji maszyn, co jest niezmiernie ważne w automatyzaoJi ma
szyn hutniczych.

Szczególnie niekorzystne zjawiska zachodzą w rezonansowych zakresach 
prędkości roboozyoh, przy których amplituda i odpowiednie naprężenia mogą 
osiągnąć krytyozne wartości. Z powyższego wynika, że znajomość i umiejęt
ność wyznaczania ozęstośoi rezonansowyoh jest najważniejszym zagadnieniem 
w analizie drgań maszyn.

Badaniu drgań maszyn towarzyzy modelowanie zjawiska oraz analiza teo- 
retyozna, poparta doświadczeniem, ożyli proces studium dynamiki C3]>w któ
rym jednym z etapów Jest zbudowanie modelu.

Oznaozmy odwzorowania izomorficzne układów , Sg odpowiednio przez 
S' i S'. Mówimy, że i Sg modelują się wzajemnie bądź są swymi wzajem,
nymi modelami, jeśli układy te mają tę własność, że istnieje dla nioh pa
ra układów izomorfioznyoh S* i S*. Relacja więc "być modelem" Jest rela
cją równoważnościową i na mooy jej symetryoznośoi dowolny ż izomorficz
nych układów możemy zastosować do modelowania innego układu.

Z ogólnego określenia modelu wynika poszukiwanie nowych metod modelowa
nia jako sposobów badania układów konkretnych za pomocą modeli. Jedną z 
nioh, intensywnie obecnie rozwijaną jest metoda grafów i liozb struktural
nych. Uzasadnić to można tym, że dzięki formalizmowi teorii grafów i liczb 
strukturalnych, który oharakteryzuje się pełną algorytmizaoją,istnieje mo
żliwość w modelowaniu drgań maszyn względnie łatwego wykorzystania danych 
liozbowyeh. Mamy wtedy ułatwioną algorytmizaoję, programowanie i kompute- 
ryzowalność zadania, oo Jest bardzo ważne przy wykorzystaniu maszyn li- 
oząoyoh, gdzie struktura danyoh zadania jest prostsza aniżeli w innych me
tod aoh.

2, MODELOWANIE DRGAŃ MASZYN ZA POMOCĄ GRAFÓW

Wprowadzamy pojęoie zbioru zbiorów podstawowego X elementów Jednego 
rodzaju, którymi mogą być człony, łańouohy kinematyczne stany układów, 
funkoje, przekształcenia, operatory i więzy. Dla dowolnej maszyny w pew
nej ioh klasie uszalamy zbiór elementów i określone na nim relaoje, przy 
czym interesują nas wśród nioh te, które są jednoznaczne.

W taki sposób maszynom jako systemom rzeozywistym _ przyporządkowujemy 
zbiory zbiorów X, opisujemy ioh struktury C, a następnie modelujemy u- 
kładami: abstrakcyjnym X, topologioznym X i konkretnym, np. grafem ob
ciążonym X C1*]. Dzięki zbudowaniu dla maszyny (rys. i) jej modelu w po-
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Rys.1. Schemat (a) i model (b) wal' 
o ark i

M - silnik, S - sprzęgło, P — prze 
kladnia , W2 - waloe

staoi grafu obciążonego ^  (bie
gunowego) (rys, 2) można w bada
niu drgań zastosować teorię grafów 
i liczb strukturalnyoh [5]. Graf 
biegunowy X układu mechanicznego 
S(.|S, gS) opisany na zbiorze sztyw
ności dynamioznyoh Z(p) lub po
datności dynamioznyoh Y(p) Jego 
elementów określa własnośoi fiżyoz- 
ne układu dzięki temu, że odwzoro
wuje strukturę równań różniczko
wych ruchu i odpowiadające im rów
nania algebraiczne w postaoi ukła
du równań odcięć:

2b 2s = 0 '(1 )

Rys. 2. Graf biegunowy waloarki:
n. - liczba wierzchołków, n, - liczba krawędzi bez krawędzi wymuszenia, 

1-1,.,., 5-5 - odoięcia grafu

i równań niezależnyoh konturów:

-jB ,S = 0, (2 )

gdzie:
^S, 2S ” maoierze kolumnowe zmiennyoh przepływowych ■) »• * • > ̂ sn * b*®-

gunowych 2S1’" * ’28n ’ PrzyPorziłdko'Kanycłl krawędziom grafu, 
2B, - macierz odcięć i niezależnych konturów giafu,

n2 - liozba krawędzi grafu.
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Między podmacierzami odoięć olęciw „„B i niezależnych konturów gałę
zi istnieje Zależność:

30® = “ 20®T

Tgdzie gęjB - macierz transponowana maoierzy odoięć oięoiw 2qB.
Uwzględniająo w (i) równania biegunowe:

2s = w ( P) . 1s ( 3)

i wyrażając zmienne biegunowe .S przez niezależne zmienne biegunowe ,-S 
Współrzędne uogólnione), przyporządkowane gałęziom drzewa X, ożyli:

1S ? 2 ^  1? 

otrzymujemy dla drgać swobodnych:

Z(p) 1S = °. <5>

gdzie:

z(p) = 2b w (p) 2bt  (6)

Jest macierzą sztywnośoi dynamicznych, opisaną przez macierz odoięó ,Bm i
grafu, jej macierz transponowaną i macierz równań biegunowych w(p)„

Zgodnie z teorią równań jednorodnych równanie:

2B V (p) . 2BT = o (7)

Jest równaniem charakterystycznym układu mechanicznego i zarazem wyznacz
nikiem graf u biegunowego X .

Jeśli ohoemy wyznaozyć maolerz podatnośoi dynamicznych, wtedy graf bie
gunowy X możemy przekształoió w macierzowy graf przepływu sygnałów:

f : X -- ■- X
11

a eksperyment numeryczny prowadzić w prooeduraoh macierzowych [**].
Jeśli natomiast najpierw przekształcimy graf biegunowy do grafu z muł— 

tidrzewem Lagiange’a [6], to maoierzowy graf przepływu sygnałów przyjmuje 
postać pojedynozej krawędzi przedstawiająoej rełaoje między zmiennymi prze
pływowymi wzbudzenia a zmiennymi biegunowymi badanej odpowiedzi układu 
(rys. 3).
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a) b)

X : o
30 W 30

2?

Rys. 3# Graf* biegunowy X z multidrzewem Lagrangę*a (pogrubione krawę
dzie) i uzyskany z niego graf przepływu sygnału X w postaci śoiesfcki pro

stej 11

Przez operacje inwersji ścieżki grafu uzyskujemy macierz operatorowyohi 
podatności modelu maszyny

Y (p) = - [ 30b  w (p )(-30b t )] ( 8 )

gdzie:
v(p) - diagonalna maoierz operatywnyoh sztywnośoi dynamicznyoh wszyst

kich elementów, przyporządkowana przeoiwdezewu grafu.
V ten sposób wyznaozanie podatnoóci dynamicznych układów sprowadza się 

w końcowym etapie do wyznaczania odwrotności transmitanoJi ścieZki pro
stej grafu przepływu sygnału X.

11

Na podstawie równania (7 ) opraoowano program w języku Algol 120k wy
znaczania częstości drgań własnych. Danymi wejściowymi są liozba stopni 
swobody n, liozba krawędzi grafu - n^, liozba wskazująoa ilośó sztywno
ści m.| oraz liozby '1* g. związane z dokładnością obliozeń i niezbęd
ne dla organizaoji programu.

Następnie wczytuje się momenty bezwładnośoi, masy oraz sztywności zgod
nie z maoierzą równań biegunowyoh. Na końcu wozytuje się maoierz odoięć.

Podobnie na podstawie zaleZnośoi (8) motna wyznaozyó funkoje podatno- 
śoi.

Dla pokazania organizaoji obliozeń ozęstośoi drgań własnyoh waloarki
(rys. 1 ) wyknaozono maoierze 
tego układu (rys. 2).

pB i W(p) na podstawie grafu biegunowego

przyjmie
postaói

0

k ) oznaozenie krawędzi,

1-1,. ,5-5 maoierz ode

5 6 7 8 9
-1 0 0 0

0 1 -1 0 0
0 -1 -1 -1

1 0 0 1 0
1 0 0 0 1

«*) oznaozenie
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Maoierz współozy rmików biegunowych dla elementów biemyoh układu zapi
sujemy w postaci macierzy:

*)

V(p)

1
2
3
ił

5
6 

7, 
8 

9

1 2 3  4 5 6 7 8 9
2

X2P

V
0

X4P
I5P-

o

1 2
' 23

24

“25
*) oznaczenie krawędzi

Rys. 4. Model klatki waloowniozej (a) i jego graf biegunowy (b) 
m1 ’ m2 ” zredukowane “asy waloów: górnego i dolnego, m^, m^ - zredukowa
ne masy: obudowy łożyska górnego i górnej ozęśoi stojaka klatki, - zre
dukowana masa dolnej ozęśoi stojaka i łożysk dolnego walca, Ojyt °2 5'°34»
°44 * °o>; “ odpowiednie zastępoze sztywności dyskretyzowanego układu, F(t)

siła wzbudzająca
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W szczególności jeśli dowolną maszyną hutniczą [7 ,8] opiszemy graf em 
którego krawędziom przyporządkowano równie* elementy ze zbioru liozb na
turalnych a1t...,a (rys. 4), to można po obliczeniu liczby struktural
nej A grafu X wprost wyznaozyći

1° sztywność dynamiczną i-tego elementu w maszynie
det <S2A
Z <Jam <Jan

det_S_ / gT2A \ 
2 ®ai tfan

2 Równanie charakterystyczne

det eJ2A
Z «a. .a ^ ej n

3° Współczynniki głównych postaci drgań

.(i)

k° Siłową funkoję przejścia

Sim / 0 A ę A \
z ^ a„ ’ 0as=  ,

t Sim r BA _£A\
Z 0 an ’ Sat

Sim r e)A 0A \
Z 0 a i ’ 0 an

(1 0)

( 1 1 )

(1 2 )

K = ------------ P. ■■ . za , (13)
det tf2A
Z tfamrfan

gdzie 1
ai’am ,an “ element7 liozby strukturalnej przyporządkowane i-tej krawę

dzi i krawędziom wymuszenia siłowego grafu,
Wyznaczone maoierze i dane liozbowe umożliwiają wyznaczenie częstości 

drgać własnyoh przy zastosowaniu programu WIDMO CZĘSTOŚCI*^.

3. WYZNACZENIE CHARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH MASZYN ZA POMOCĄ LICZB STRUKTU
RALNYCH

Znacznie wygodniejszy od metody kodowania grafu za pomocą maoierzy od
cięć jest sposób podstawiania go w reprezentaoji liozby strukturalnej i 
funkcji wprowadzonyoh na tyoh liczbach [5,1*].

■) Jest w dyspozyoji Instytutu.
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Zaletą tej metody jest. to, że wszystkie działania przeprowadzamy na 
funkcjach wyznacznikowych, które są rozwiniętymi wyznaoznikami macierzy 
sztywności lub podatności dynamicznych uklttdu, dzięki czemu odpada praoo- 
ohłonne rozwijanie wyznaczników macierzy.

Numerując krawędzie grafu, np. w sposób pokazany na rys. 2, można okre
ślić następujące liozby strukturalne Jednowierszowe:

A1 = = [2-6.7] >•••> = [5.9].

Ogólnie liczbę strukturalną grafu zapisujemy w postaci kanonicznej:

A = fi Ai> (9)
i—1 t

gdzie n.j jest liozbą wierzchołków grafu.

z - symbol funkcji wyznaoznikowej,

0 - symbol poohodnej (przeoiwpoohodne j) liczby strukturalnej A0an ^ n względem jej elementu an ,
Sim - symbol funkcji Jednoozesności,
Z

z 6 Z - sztywność dynamiczna przyporządkowana elementom a.. 
ai 1

W procesie modelowania drgań maszyn hutniozyoh za pomocą grafów i liczb 
strukturalnych dokonujemy •'■redukcji maszyn do układu sieciowego w postaoi 
grafu biegunowego X , a następnie wyznaczamy sztywnośoi lub podatności 
elementów układu. W następnym kroku obliczamy liczbę strukturalną i funk
cje wyznaoznikowe. W zależności od postawionego zadania wyznaczamy na pod
stawie podanych wzorów (lo)-(l3) interesujące nas charakterystyki dynami
czne.

Opracowane programy generowania liozby strukturalnej, funkcji wyznacz
nikowych i funkcji charakterystycznych, z uwagi na własność liozb struk
turalnych ułatwiają prowadzenie eksperymentu numerycznego na maszynaoh 
cyfrowych.

k. ZAKOŃCZENIE

Współcześnie obserwujemy dążenie do pełnej automatyzacji tak zwanej in
żynierii materiałowej, to znaczy do zautomatyzowanej produkcji, w szcze
gólności wszelkich wyrobów hutniczych.

Metody algebraiczne są podsystemami automatów algebraicznych,gdzie grał 
jest identyfikowany w "software" systemów liczących, za pomocą których sy
stemy - automaty hutnicze mają służyć do produkcji wyrobów - systemów zło
żonych.
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UTILIZATION OF GRAPHS AND STRUCTURAL NUMBERS IN METALLURGIC 
PLATNS VIBRATIONS MODELLING

S u m m a r y

The problem of examining vibrations of metallurgio plants by means of 
graphs and structural numbers vas formulated in the paper. Making the most 
of the matrix notions: out offs and dynamic rigidity of a graph the me
thod of spectral analysis was presented. Owing to the utilizationcf struc
tural numbers in graph coding, the possibility of full algorithmization of 
oaloulations of plants' dynamic characteristics was presented. The consi
derations were illustrated by an example of a rolling mill.


