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STOCHASTYCZNE ZAGADNIENIA W DYNAMICE MASZYN

Streszczenie. Tendencjag stochastycznej mechaniki maszyn”jest ure-
alnianie zatozen przyjmowanych przy badaniu ruchu maszyn. "Uwzgled-
nienie przy tworzeniu modelu mechanicznego maszyny takich zjaw isk,
jak struktura m ateriatu, zuzycie i zmeczenie elementéw, tolerancja
wykonania itp. prowadzi do stwierdzenia nieokreélonos$ci modelu me-
chanicznego maszyny, a co za tym idzie do traktowania tego modelu
jako wielkos$ci losowej

W pracy, w tym aspekcie formutuje sie zagadnienie stworzenia sto-
chastycznych modeli maszyn i podaje sie stosowane metody analizy
procesow losowych. Przedstawia sie rowniez problemy syntezy maszyn.

STOCHASTYCZNE ZAGADNIENIA W MECHANICE MASZYN

W Srodowisku cztowieka do niedawnadominowata natura. W naturalny tez
sposo6b sSrodowisko to oddziatywato na cztowieka, stwarzajagc mu zaréwno do-
godne warunki egzystencji jak tez réznorodne stany zagrozenia. Ostatnio
proces wypierania natury przez wytwory techniki osiagnat taki m-etap, ze
wpdyw techniki na warunki bytu cztowieka, zaréwno w sensie pozytywnym jak
i negatywnym, stat sie decydujacy.

Wynikajace stad zagrozenie moze i powinno jjyo kontrolowane, a rozwija-
jac dalej technike powinno sie stale poréwnywaé¢ przewidywane skutki pozy-
tywne z mozliwymi negatywnymi. Po to jednak, aby takie poréwnanie mog4o
by6é dokonywane, trzeba mie¢ mozno$¢ racjonalnej oceny, z jednej strony re-
alnosci przewidywanych korzysci, a z drugiej - stopnia zagrozenia,uwzgled-
niajac przy tym fakt nieuniknionej niepewnosci zwigzanej z niepedng wie-
dza o dziataniu obiektéw technicznych.

WSréd wielu urzadzen technicznych, z ktérym ma do czynienia wspodczes-
ny cztowiek, istotng role odgrywaja maszyny. W tym artykule chciatbymwiec
krétko przedstawi¢ og6lne modelowanie maszyn iproceséw w nich zachodzag-
cych, prowadzone na gruncie stochastycznym.

Stochastyczne modelowanie jest jednym ze spos6béw modelowania, w Kto-
rym mozna uwzglednié¢ zaréwno stan wiedzy jak i stan niewiedzy o rozpatry-
wanym obiekcie. Mozna wigec wtedy uwzglednié¢ pewien stan niepewnosci zwig-
zany z dziataniem obiektu. Nie jest to oczywiscie sposob jedyny, ale mode-
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lowanie stochastyczne jest o tyle dobre, Ze mozna w nim wykorzysta¢ caty
bogaty aparat teorii prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej. Przed-
stawie wiec pewne istotne zagadnienia spotykane w budowie maszyn, modelo-
wane stochastycznie, z tym ze ogranioze sie tylko do probleméw ogélnych i
probleméw zwigzanych z mechanika ciata statego. Nie bede sie wiec zajmo-
wat problemami np. termodynamiki czy mechaniki pdynéw, oczywiscie réwnie
powszechnie wystepujacymi w maszynach.

Przedstawmy schematycznie ukd#ad mechaniczny maszyny tak jak to pokaza-
no na rys. 1.

WEJSCIE WYJSCIE
PROGRAMOWE PROGRAMOWE

UKLAD MECHANICZNY

WYJSCIE
ZAKEOCENIA NIEPROJ3RAMOWE
NP ODDZIALYWANIE NP ODDZIALYWANIE
SRODOWISKA NA SRODOWISKO

Rys. 1

Jakie zjawiska spotykane sa zwykle na wejsciu do maszyny? Moga to bydj

- obcigzenie zewnetrzne dziatajace na maszyne, programowe, lub szkodliwe
(np- wymuszenie sitowe w dynamice),
- ruch programowy lub szkodliwy (np. wymuszenie kinematyczne w dynamice).

Zwykle nie mamy pednej informacji ani o obcigzeniach ani o ruchu na
wejsciu. Na przyktad nie znamy w pedni obciagzenia obrabiarki, bo zalezy
ono od realizowanego procesu technologicznego, nie znamy w pedni sit dzia-
+ajacych na Smigtowce, bo zaleza one od 4adunku,ktéry przenosi i od stanu
atmosfery, nie znamy ani ruchu ani obcigzenia samochodu, bo zaleza one np.
od stanu drogi, po ktérej jedziemy itp.

Réwnie czesto nie znamy dostatecznie $cisle parametréw rozpatrywanego
uktadu mechanicznego, takich jak wymiary, masy,sztywnosci, naprezenia ni-
szczgce. Zaleza one od wykonania maszyny, jej stanu w procesie eksploata-
cji i od uktadu maszyny, zaleznego od wykonywanego zadania. Przyk*adowo
wpdyw aktualnego zadania na parametry dynamiczne zurawia pokazany jest na
rys. 2.

Proces eksploatacji wpdywu na zuzycie elementéw maszyny, czyli zmienia
jej stan trybologiczny, powoduje powiekszanie sie luzéw w parach kinema-
tycznych, wywotuje zmeczenie materiatu itp. Wykonanie elementédw maszyny w
granicach przyjetych tolerancji nie daje pednej informacji o konkretnej
maszynie. Kazdy egzemplarz maszyny jest inny, czasem wystepujace roéznice
sg istotne, czasem nie. Pokaze to dalej na przyktadzie sprzegta zebatego.



Stochastyczne zagadnienia w dynamice maszyn

W zwigzku z niepedng informacja o wejsciu i parametrach maszyny nie ma-
my roéwniez pednej informacji o wyjsciu, czyli na przyktad ot

- ruchu roboczym (programowym) maszyny,

- oddziatywaniu na S$rodowisko (obcigzeni?, hatas),
- nosnosci maszyny,

- trwatosci 1 niezawodnosci maszyny.

W efekcie nie mamy pednej informacji nawet o tak podstawowym parame-
trze eksploatacyjnym jak wydajnos¢ maszyny. Jesli wiec potraktujemy wej-
Scie lub parametry maszyny za stochastyczne lub i jedno i drugie za sto-
chastyczne, to otrzymujemy réwniez wyjscie stochastyczne.

Aktualnie trwatos¢ i niezawodno$¢ maszyn bada sie prawie wykacznie na

gruncie stochastycznym, a pozostate parametry zwykle na gruncie determini
stycznym.

Ujecie zaréwno wejscia jak i parametrow maszyny jako wielkosci loso-
wych prowadzi zwykle do trudnych probleméw matematycznych i dlatego cze-
sto przyjmuje sie tylko wejscie jako losowe a parametry za zdeterminowane,
czasem zas$ tylko niektére parametry za losowe a inne czynniki za zdeter-
minowane.

Zwykle prowadzi sie badania poszczeg6lnych wybranych probleméw lub pro-
cesow zachodzacych w maszynach. Czesto badania te prowadzone sa bez u-
wzglednienia pozostatych proceséw i wioda w zwigzku z tym do praktycznie
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mato uzytecznych wynikéw. Ma to miejsce np. przy badaniu dynamiki uktadow
bez uwzglednienia wymogéw stawianych przez badania wytrzymatosci lub zme-
czenia. Réwniez, odwrotnie, badania zmeczeniowe prowadzi sie zwykle w wa-
runkach guasistatycznych, zaniedbujac zjawiska dynamiczne.Wazne jest wiec
takie formutowanie modeli maszyn, aby ujmowaty one wszystkie istotne za-
gadnienia.

Przedstawie krotko niektére z nich. Najpierw chcialbym zajaé¢ sie sto-
chastycznym opisem dynamiki. Tutaj badania na gruncie stochastycznym sa
dos$¢ rozpowszechnione. W celu oméwienia problematyki dynamiki rozpatrzmy
model matematyczny ukdadu dynamicznego w postaci ukdadu réwnan rézniczko-
wych:

x = fAsc.p-t) + g"t), i=1,2...,2n,

przy warunkach poczatkowych:

Struktura uktadu dynamicznego, w tym réwniez liczba stopni swobody n"
jest zwykle uwazana za zdeterminowang. Za czdony stochastyczne w tym u-
ktadzie réwniez najczesciej przyjmuje sie wymuszenia gi (©)x?, traktujac
parametry p i warunki poczatkowe xQ za zdeterminowane.

Rozwigzujac ukdad réwnan

i = fri.p.t) + gnt), i=1,2,...2n,
*
przy danej charakterystyce procesdéw stochastycznych g~ t), traktowanych
zwykle jako Maty szum, wyznacza sie charakterystyke probabilistyczng 2n-
wymiarowego procesu stochastycznego x(t).

Zwykle badania przeprowadza sie w zakresie analizy korelacyjnej, (lub
widmowej), co bardzo ogranicza zastosowania uzyskiwanych wynikéw. Na przy-
k#ad bez dodatkowych informacji jedynie na podstawie znanej funkcji kore-
lacyjnej i wartosci S$redniej nie mozna uzyskiwa¢ informacji o rozktadzie
wartosci szczytowych i brak jest na przyktad danych do analizy zmeczenia.
Zwykle dodatkowo zaktada sie, ze proces jest normalny, ale trzeba pamie-
ta¢, ze zatozenie to rzadko jest uzasadnione. Wydaje sie wiec, ze trzeba
bardziej rozwija¢ badania wykraczajace poza teorie korelacyjng, uwzgled-
niajac w pedni potrzeby.zastosowan.

XyZmienne losowe lub funkcje losowe wyrézniono wezykiem nad odpowiednim
symbolem.
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Rzadziej spotyka sie podejsScie, przy ktdrym réwniez parametry p trak”
tuje sie jako procesy stochastyczne lub zmienne losowe, a réwniez gdy wa-
runki poczatkowe traktuje sie jako losowe. Réwnania ruchu przyjmuja wtedy
postads

x = fri.p.t) + g°t), i=1,2,...2n,

Wiele maszyn pracuje w sposob cykliczny, przy czym poszczegélne cykle
moga by¢ identyczne (méwimy wtedy o ruchu okresowym) lub tez moga réznic
sie miedzy soba. Spowodowane to moze by¢ zmianami sit wymuszajacych ruch
lub zmianami parametréw ukdtadu dynamicznego, warunkédw poczatkowych badz
tez zmianami wszystkich tych czynnikoéw.

Zmienno$¢ warunkéw poczatkowych jest w budowie maszyn zjawiskiem pow-
szechnym, szczeg6lnie tam, gdzie wymuszenie ma charakter tak czesto pow-
tarzajacych sie impulséw lub przebiegéw nieokresowych, ze ruch wywodany
jednym impulsem nie znika przed wystgpieniem kolejnego impulsu.

W takich przypadkach posiadane informacje o warunkach poczatkowych cze-
sto sprowadzajg sie do znajomosci ich charakterystyk probabilistycznych.
Zjawiska takie wystepuja w maszynach o ruchu przerywanym o duzej wydaj-
nosci. W budowie maszyn powszechnie mamy do czynienia z ukdtadami dynamicz-
nymi o losowych parametrach. Szczegdélnie czesto wystepuje zmiana masy u-
k#adu z cyklu na cykl. Tak jest w przypadku pojazdéw, ktérych masa zalezy
od wielkosci #adunku} podobnie jest w dzwignicach, gdzie masa przenoszone-
go +adunku zmienia sie z cyklu na cykl. Zmienno$¢ masy uktadu w sensie ma-
sy zredukowanej moze by¢ wywodana zmiang wzajemnego podtozenia cztondédw ma-
szyny.

Czesto tez spotyka sie zmieniajaca sie losowo sztywnos¢ ukdadu.Na przy-
k#ad wspomniana juz zmiana potozenia wysiegnika zurawia powoduje zaréwno
zmiane Jego momentu bezwhadnosci wzgledem osi obrotu Jak i zmiane sztywno-
Sci jego konstrukcji. Spotykane sg roéwniez przypadki zmieniajacego sie lo-
sowo thumienia.

0 wszystkich wymienionych wyzej czynnikach najczesciej mamy jedynie in-
formacje probabilistyczne} znamy odpowiednie rozktady prawdopodobienstwa
lub nawet tylko pewne charakterystyki tych rozktadéw. Informacji takich
dostarcza bowiem odpowiednia analiza statystyczna.

W oméwionych wyzej przypadkach czesto ruch ukdadu w danym konkretnym
cyklu mozna uwaza¢ za zdeterminowany. Parametry ukfadu w danym cyklu moga
przyjmowa¢ state wartosci wynikde z realizacji odpowiadajacych im zmien-
nych losowych. Podobnie moze by¢ z warunkami poczatkowymi. Gdyby przedmio-
tem zainteresowania byt jakikolwiek konkretny cykl pracy, mozna by go z
powodzeniem analizowa¢ na gruncie deterministycznym. Zwykle jednak stara-
my sie uzyska¢ informacje o interesujacych wielkosciach dynamicznych we
wszystkich cyklach wystepujacych w trakcie eksploatacji maszyny.



290 M. Dietrich

Takie informacje sg niezbedne do racjonalnego przeprowadzenia analizy
wytrzymatosci zmeczeniowej konstrukcji, analizy trwatosci, niezawodnosci,
sprawnosci itp. A zatem interesujace nas wielkosci dynamiczne stanowig
zmienne losowe, badz tez procesy stochastyczne i tak tez powinno sie je
traktowa¢ przy analizie dynamicznej. Zagadnienia te zilustrowane sg przy-
k+adem 1.

Oméwidem kréotko ruch uktadu a wiec i sity w nim wystepujace. Przejdzmy
wiec do przedstawienia problematyki niezawodnosci i bezpieczenstwa maszyn.
Mozna ogélnie stwierdzié¢, ze w zakresie niezawodnosci maszyn i urzadzen
mechanicznych stosowane jest podejs$cie stochastyczne. Procesy utraty zdol-
nosci do wykonywania przez maszyne zadania, procesy zuzycia itp. traktowa-
ne sa jako procesy stochastyczne. Przy budowie niezawodnosciowym modeli
ztozonych maszyn i urzadzen mechanicznych duzy wysitdc skupia sie obecnie
na poszukiwaniu metod znajdowania i uwzgledniania stochastycznych zalez-
nosci miedzy elementami uktadu. Zwykle bowiem zmienne losowe opisujace
niezawodnos$¢ ukdadu mechanicznego sa zmiennymi zaleznymi.

Powaznym utrudnieniem w rozwinieciu zastosowan teorii niezawodnosci do
uktadéw mechanicznych jest mata ilos¢ informacji w sensie probabilistycz-
nym o procesach zachodzacych w maszynach, o mechanice uszkodzen, zjawi-
skach tribologicznyoh itp. O niektérych z tych zagadnien bede moéwit dalej,
obecnie jednak mozna stwierdzi¢, ze bez rozwoju probabilistycznego podej-
Scia do tych proceséw ocena racjonalnej niezawodnosci uktadéw mechanicz-
nych bedzie dalej bardzo ograniczona.

Innym waznym problemem rozwijanym obecnie przy stochastycznym podej-
Sciu do zagadnienia jest okreslenie metod racjonalnego wyboru poziomu nie-
zawodnos$ci obiektu mechanicznego w realnych warunkach technicznych, ekono-
micznych i spotecznych. Wiaze sie to z powaznym rozwojem badan eksploata-
cyjnych, jako ze wkasnie eksploatacja jest celem konstruowania i wytwarza-
nia maszyn.

Pojeciem blisko zwigzanym z niezawodnos$cig jest bezpieczeristwo konstruk-
cji - pojecie niezwykle wazne w budowie maszyn. Tradycyjnie do zagadnie-
nia tego podchodzi sie w sposéb deterministyczny, stosujac metody napre-
zen dopuszczalnych lub nosnosci granicznej. Sg to jednak bardzo niedosko-
nate kryteria bezpieczenstwa, uzasadnione jedynie doswiadczeniem wynikdym
z wieloletniej historii techniki.

PosSrednio wiec, poprzez tradycje i doswiadczenie, wprowadza sie do
tych metod element niepewnosci, caltkowicie sobie tego nie uswiadamiajac i
nie oceniajac stopnia tej niepewnosci. Dopiero ujecie probabilistyczne
pozwala na 4aczng ocene tego, co sie wie o maszynie i tego, czego sie o
niej nie wie oraz na racjonalng ocene bezpieczenstwa.

Probabilistyczne podejscie do oceny bezpieczenstwa konstrukcji maszyn
rozwiniete zostato gtownie dla statycznego lub guasistatycznego dziatania
obciazen. Rozwijane sa dwie metody - tzw. poédprobabilistyczna i probabi-
listyczna.
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Metoda potprobabilistyczna w najwiekszym skroécie polega na tym, ze wy-
znacza sie oddzielne rozktady obcigzenia Q i wytrzymatosci konstrukcji R,
a nastepnie wybiera odpowiednio mate kwantyle tych $ rozktadéw Q0, ROj
pl5><30} “~q i p{h=R}  mE”N, gdzie £ i zZr sg odpowiednio mate.

Warunek wytrzymatosciowy pisze sie wtedy nastepujaco QQi RQ (rys. 3).

Oczywiste jest, ze taka metoda nie daje pednej oceny [“iprawdopodobieni-
Istiva zniszczenia konstrukcji.Jest ona jednak stosunkowo prosta,bo traktu-
je sie obie zmienne losowe Q 1 H jako niezalezne oraz dlatego, te nie trze-
ba przy jej stosowaniu zna6é pednych rozktadédw obcigzenia i nosnosci a tyl-
ko pewne ich kwantyle. .

Pedniejszg ocene bezpieczenstwa konstrukcji daje metoda probabilistycz-
na, pr#y ktérej buduje sie rozktad zmiennej losowej (R-Q) i okresla praw-
dopodobienstwo P |(R-Q)Zo|<€} t stanowi tutaj miare bezpieczenstwa konstruk-
cji. Metoda ta jest aktualnie najlepsza, ale wymaga najwiekszej ilosci in-
formacji o maszynie. Zwykle w dalszym ciagu zaktada sie niezaleznos¢ Q i
R.

Znacznie mniej zaawansowane sa badania nad bezpieczenstwem konstrukcji
poddanych obcigzeniom zmiennym i przy traktowaniu nosnosci elementu roéw-
niez jako zmiennej w czasie, czyli traktowaniu ich jako procesy stocha-
styczne. Mam tu na mys$li przede wszystkim, cho¢ nie jedynie, problematyke
zmeczenia konstrukcji. W tym przypadku procesy stochastyczne Q(t) i R(t)
moga by¢ procesami zaleznymi. Zagadnienia te zilustrowano przykdtadem 2.

Wreszcie bardzo-istotnym problemem jest racjonalne podejscie do tole-
rancji wykonania, w tym réwniez do tolerancji wymiaréw geometrycznych ele-
mentéw i zespokdéw maszyn.
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W wielu przypadkach tolerancje wykonania wptywajg w sposéb istotny na
inne parametry maszyny, na jej wkasnosci dynamiczne, wytrzymatoSciowe,try-
balogiczne. Podejscie stochastyczne do analizy tolerancji oraz ich wpdywu
na prace maszyn pozwala na przyktad na wybor tych tolerancji w oparciu o
przestanki racjonalne a nie tylko o doswiadczenie (W szybko zmieniajacym
sie obecnie Swiacie techniki doswiadczenie czesto staje sie niewystarcza-
jace). Zagadnienie to zostanie zilustrowane przyktadem 3*

Ha zakonczenie chciatbym zwréci¢ uwage na relatywne znaczenie wieksze-
go rozwoju badan prowadzonych na gruncie stochastycznym odnos$nie do anali-
zy maszyn i proceséow w nich zachodzacych w pordéwnaniu z badaniami w zakre-
sie syntezy tych maszyn.

A przeciez dopiero racjonalne metody syntezy pozwalaja na podejmowanie
odpowiednich decyzji konstrukcyjnych. Metody racjonalne, to znaczy oparte
o aktualny stan wiedzy o maszynie i uwzgledniajace stopien niewiedzy, za-
wierajace w sobie informacje odnosnie do wszystkich etapéw zycia maszyny,
jej produkcji, technologii i eksploatacji, uwzgledniajacych strone ekonp-
miozng i spoteczng budowy maszyn.

Przyktad 1

Zajmiemy sie obcigzeniem suwnicy wywotanym ruchem jej mostu lub wézka.
Bardzo uproszczony model dynamiczny ukdadu wézka (mostu) =z podwieszonym
+adunkiem pokazano na rysunku 4*

W uktadzie tym oznaczonot
ml - zredukowana masa #adunku,
m2 - zredukowana masa wézka (mo-
stu) suwnicy, 1 - d¥ugos¢ liny,
na ktérym wisi +adunek, P - si-
+a zewnetrzna dziatajaca na wo-
zek lub most, bedaca réznicag si-
ty oddziatywania silnika i opo-
ru ruchu lub bedaca sumg sit od-
dziatywania hamulca i1 oporu ru-
chu. Przebieg sity P zalezy od
procesu technologicznego obstu-
giwanego przez suwnice, od kwa-
lifikacji dzwigowego i jego oso-
bowosci. Réwniez dtugos¢ liny,
na ktorej wisi +adunek, jest
zmienna w czasie i zalezy od
tych samych czynnikéw. Wreszcie
masa 4adunku zalezy roéwniez od
procesu technologicznego obstu-
giwanego przez suwnice. Wielkosci m, 4, p stanowig wiec procesy stochas-
tyczne.
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Rys. 9

W wyniku tego ruch uktadu, wystepujace sity, zuzycie jego elementéw i
inne parametry stanowig tez wielkosSci losowe.

Zadanie to zostato zbadane w pracach [1, 2, 34 w ktdrych wyznaczono
rozktady prawdopodobienstwa masy #4adunku (rys. 5), ddugosci liny (rys. 6)
i czasu trwania cyklu pracy (rys. 7) suwnicy hutniczej o udzwigu I5t. Ha
ich podstawie wyznaczono teoretycznie rozktad prawdopodobienstwa maksymal-
nych sit bezwhadnosci +adunku (rys. 8). Rozk#ad ten potwierdzono doswiad-
czalnie.

Ha rys. 9 pokazano rozktady prawdopodobienstwa maksymalnej poziomej si-
ty bezwhadnosoi +adunku dziesieeiotonowej suwnicy warsztatowej, wyznaczo-
ne teoretycznie dla réznych rozktadéw prawdopodobiernistwa czasu trwania cy-
klu pracy suwnicy. Parametry dynamiczne ukdadu przyjeto w tym przypadku
za zdeterminowane i state.

Przykd#ad 2

Zajmujemy sie doborem wytrzymatosci materiatu R, np. granicy plastycz-
nosci Re, traktowanej jako wielkosé zdeterminowana, Hiech element maszynj,
np. belka p&kazana na rysunku 10, obcigzona sita P, daje sie opisa¢ mode-
lem dynamicznym o jednym stopniu swobodyi

Réwnanie ruchu tego ukfadu®™ ma postadt

mx + *i + kx = P(t). (a)



296 M. Dietrich

m, k,c
Rys. 10

Zat6zmy, ze naprezenie s w przekroju niebezpiecznym belki jest pro-
porcjonalne do odksztatcenia tego elementu, a to z kolei do przemieszcze-
nia x, czyli s »Y x, gdzie Y oznacza wspotczynnik proporcjonalnosci.

Wprowadzajgc typowe oznaczenia o> k/m i / - otrzymujemy roéwnanie»

2ii~km

s + 2fcos +u»2s N . P(t).

Zat6zmy, ze obciazenie P(t) jest znanym procesem stochastycznym. Niech
to bedzie proces stacjonarny normalny. W konsekwencji naprezenie (t) jest
tez procesem stochastycznym stacjonarnym normalnym. Zat6zmy dalej, ze bel-
ka bedzie obcigzona przez znany czas tQ i postarajmy sie tak dobra¢ mate-
riat belki, czyli tak dobrac¢ granice plastycznosci RO, zeby prawdopodo-
bienstwo zniszczenia polegajacego na plastycznym odksztatceniu belki by4o
mniejsze od ot , gdzie ot jest odpowiednio matg liczba. Mamy wiec*

pls”~Re, tel»l-<*. )

Z teorii przewyzszen wiadomo, ze dla proceséw wgskopasmowych (dla mate-
go tdumienia) prawdopodobienstwo przekroczenia odpowiedniego poziomu, w
naszym przypadku Re, w czasie tQ mozna z dostateczng doktadnoscig wyrazic
nastepujaco»

2
p{$ssRO; t0Jexp exp (-") ] ©

Rozktad prawdopodobienstwa liczby przekroczen dowolnego poziomu jest
bowiem procesem Poissona i stad powyzszy zwigzek okreslajacy prawdopodo-
bienstwo co najmniej jednego przekroczenia.

W zwigzku (©) 3s i oznaczaja odpowiednio odchylenia standardowe
procesu s(t) i jego pochodnej. Jezeli zatozymy dodatkowo, ze proces P(t)
jest biatym szumem o gestosci widmowej SB, to powyzsze odchylenia standar-
dowe wyrazaja sie nastepujaco»
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2 reS v 2 2 Jis ? 2
0 a P.. mgi 3 a rr (a)
m 275m

Uwzgledniajac (d), warunek (b) mozna napisa¢ w postaci»

T -t,,602 Raf* 3 m2 1
exd ~TST exP <=~ -y ? ") » 1". @©)
P

skad po przeksztatceniach»

Jest to odpowiedZ na postawione pytanie.

Co jednak bedzie, jezeli potraktujemy RO roéwniez jako zmienng losowa?
Wtedy mamy dwa rozkdady RO i s.
Warunek bezpieczenstwa przyjmuje postac»

P{5<R4 :j \ Re + d Re} = P{Re<Re”™ Re + dRe}?*-<* <«
Jezeli mozna przyja¢, ze zmienne i i RO sa niezalezne,to»
R "A RS'E* Rv R<Re+dR3I =) V sRx > *

. fR(He) d Re«w 1~a (®)

Dopiero przy zatozeniu niezaleznosci udato sie warunek bezpieczenstwa
przedstawi¢ w postaci catkowej (h).

Zeby jednak efektywnie wyliczyé wymagang warto$é RO, trzeba jeszcze o-
kresli¢ rozktady s i RO.
Rozk#ad i zostat juz wyznaczony»

V s *0>- eR[- 53sf eR
%

Rozk+ad RQ mozna zatozy¢ jako normalny (R, oR), czyli
R BQ 5
T -2 3

Podstawiajac (i) i () do (h), wykonujac catkowanie oraz rozwigzujac
otrzymang nieréwnos¢ algebraiczng wyznacza sie wymagang wartosc RG'
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Przyktad 3

Zajmiemy sie takim doborem tolerancji wykonania sprzegta zebatego, ze-
by Jego koszt byt najmniejszy. Wiadomo, ze koszt produkcji zalezy przede
wszystkim od kosztu materiatu i kosztu obrébki (inne koszty mozna uzalez-
nié od tych dwéch).

Przyjmijmy w przyblizeniu, ze koszt materiatu stanowi iloczyn kosztu
jednostki objetosci materiatu wfi i objetosci elementu V, natomiast Kkoszt
obrébki WQ zalezy tylko od doktadnosci obrébki. 0gélny koszt produkcji W
mozna wiec wyrazidé nastepujaco*

W - wmV + WO. @

Poniewaz zaréwno obcigzenie jak i wytrzymatos¢ elementu zalezga zwykle
od doktadnosci jego wykonania, to przy zatozeniu statych innych parame-
tréw, np. wspodczynnika bezpieczenstwa, objetos¢ elementu zwykle maleje
wraz ze wzrostem dokdadnosci obrébki. Zakdtadajac przy tym wB « const,
pierwszy sktadnik sumy a maleje ze wzrostem doktadnosci obrébki, zas$ dru-
gi rosnie, oo ilustruje rys. 11. W takiej sytuacji wystepuje minimum ko-
sztu i optymalna doktadnos¢ obrcbki powinna odpowiada¢ temu minimum.

DOKELADNOSC

Rys. 11

Ustalenie parametréow wm i WQ stanowi ekonomiczng strone zagadnienia,
ustalenie zaleznodci objetos¢ - doktadnos$é¢ obrébki stanowi techniczng stro-
ne zagadnienia i nig sie dalej zajmiemy, jak juz wspomniano na przykta-
dzie sprzegta zebatego. Zaleznoé¢ ta zostanie wyznaczona wychodzac z kry-
teriow wytrzymatosciowych, rozpatrujac statyczny model sprzegta, przy za-
+ozeniu, ze dany jest materiat sprzegta i obcigzenie zewnetrzne.
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W kazdym modelu wytrzymatosSciowym trzeba uwzglednic nieréwnomiernosc¢
obciazenia poszczeg6lnych par zebéw, wywotang niedoktadnosciag geometrii
elementéw sprzegta. Zwykle wprowadza sie w tym celu deterministyczny em-
piryczny wspétczynnik przecigzenia k. Jezeli jednak przyja¢ model proba-
bilistyczny i potraktowa¢ podstawowy bdad zazebienia, czyli bdad podziat-
ki (rys. 12) jako zmienng losowg a o przynajmniej czesciowo znanym roz-
ktadzie, to mozna przy pewnych zatozeniach [4] wyznaczy¢ teoretycznie pa-
rametry rozktadu prawdopodobienstwa wspétczynnika k, a nastepnie, w za-
leznosci od wybranej klasy doktadnosci wykonania, wyznaczy¢ wartos¢ ocze-
kiwang i odchylenie standardowe a k tego wspodczynnika. Jako miare
tego wspétczynnika mozna przyjaé sume:

k = + s5k} ®

w ktérej arbitralnie wybrang wartos¢ wspétczynnika s mozna traktowaé¢ ja-
ko pewien wskaznik bezpieczenstwa. Dla danego obcigzenia sprzedta, w za-

leznosci od wielkosci k, otrzyma sie rézne, wymagane ze wzgledéw wytrzy-

matosciowych, wymiary sprzegta.

Jak sie okazuje, wptyw zatozonej tolerancji wykonania na wymagang ob-
jetos¢ sprzegta jest duzy. Illustruje to rysunek 13, na ktérym pokazano za-
leznos¢ objetosci pewnego przyktadowego sprzegta w zaleznosci od klasy do-
ktadnosci wykonania dla réznych wartosci parametru s. Szczego6towe obli-
czenia mozna znalez¢ w pracy [43-
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CTOXACTHHECKHE 1IPOEJIEMH B AHHAMHKE MAffiHH

£eslDle

TeHfleHUHeS CTOxacTaaecKOfl MexaHaxa uamHH H Bliaeica co3,3eHKe pealiBHux ac-
XO4HHX flaHHEDC lipa HCClieAOBaHHH fIBHXeHBH MafflHH. y~leT npa Cco3flaHHH MexaHaaec-
Kofi moabxh MamHHU TaKHX $aKTopoB KaK cTpykTypa MaTepaajia, h3hoc h ycTamocTt
smeMeuTOB, aeioaHocTt BbmoxHeHHa a i.n. Be”eT k yiBepaweHam Heonpe”~emeHHoc-—

TH MexaHaaecKO6 MOflema Kanaan h, cme”oBaTejibHO, k paccMaipaBaHaio sToit Mojie-
jih naK cmyaadHoa BejiaaaHH.
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B padoie b 3TOM acnesie ifopiiyjiHpyeTCH npoOjieiaa co3flaHM cioxacTimecKoft
MOfleaH ManiHH h flaeica Meio”~H aHajn»3a cjiy"iaiSHHX nponeccoB. npe”ciaBJieHu TaK-

ace npodjneuu chhts3a uamHH.

THE STOCHASTIC PROBLEMS IN MACHINES DYNAMICS

Summary

The tendency in stochastic machines mechanics is to bring to bring to
life the assumptions adopted in machines motion examinations. Taking into
account such phenomena as the structure of material, wear and fatigue of
elements, manufacturing tolerances while designing a mechanical model of
a machine leads to stating the indeterminacy of the machine mechanical mo-
del, and what follows is approaching this model as a random quantity.

In this aspect, the paper formulates the problem of creating the sto-
chastic machines models, and presents the actually applied methods of ran-
dom analyses. The problems of machines synthesis are also introduces.



