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PRZYCZYNEK DO OBLICZANIA PŁASKICH INDUKCYJNYCH 
UKŁADÓW GRZEJNYCH WSAD-WZBUDNIK

Streszczenie. W pracy przedstawiono sposób przybliżonego obli- 
czania indukcji nagnetycznej, gęstości prędów Indukowanych oraz no
cy czynnej i biernej w indukcyjnym układzie grzejnym, zawlerajęcyn 
niemagnetyczny waad w postaci rozległej płyty oraz wzbudnik pętlowy 
bez rdzenia magnetycznego. Wzory pozwalajęce na wyznaczenie ww. 
wielkości uzyskano poprzez uproszczenie zwlęzków z pracy [9],

Przeprowadzono ocenę dokładności metody. Wykazano., że Jest ona 
tym większa, im większa Jest pulsacja względna 3  , czyli dla du
żych wartości stosunku grubości płyty c do głębokości wnikania po
la elektromagnetycznego £ .

Podstawowym problemem przy obliczaniu termoindukcyjnych układów wsad- 
wzbudnlk, stosowanych w procesach obróbki cieplnej i plastycznej metali. 
Jest rozwięzanie zagadnienia elektromagnetycznego, czyli określenie szcze
gólnego rozwięzania równań Maxwells przy zadanym rozkładzie prędu wzbud
nika. Dla wyznaczenia wartości indukcji magnetycznej, natężenia pola ma
gnetycznego, gęstości prędów indukowanych i mocy wydzielonej we wsadzie 
korzysta się najczęściej ze wzorów dla układów nieskończenie rozlegiych[l3, 
[2 3 , a skończone wymiary wzbudnika 1 wsadu uwzględnia się poprzez wprowa
dzenie odpowiednich współczynników korekcyjnych [3j.

Wyniki obliczeń obarczone sę zwykle dużym błędem, co utrudnia optyma
lizację parametrów urzędzenle grzejnego. Znane sę dokładne metody obli
czeniowe: analityczne, np. szeregu [4], [53 i całki [63, [7] Fouriera oraz 
numeryczne [8], Stosowanie ich przy projektowaniu Jest jednak ograniczone 
ze -względu na skomplikowsnę postać wzorów oraz konieczność korzystania z 
maszyn cyfrowych.

W pracy [93 przedstawiono między Innymi rozwięzanie równań Maxwells w 
indukcyjnym układzie grzejnym płyta - wzbudnik bez rdzenia magnetycznego 
1 z uzwojeniem pętlowym (rys. i). Otrzymane tam zwlęzki, określajęce roz
kład wielkości pola elektromagnetycznego, maję postać całek niewłaściwych 
i rozwięzanie ich Jest możliwe Jedynie za pomocę maszyny cyfrowej.

1. Wstęp
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ń i Ł

Rys. 1. Indukcyjny układ grzejny wsad-wzbudnik 
1 - uzwojenie pętlowe, 2 - płyta metalowa (wsad)

W artykule przeanalizowano możliwość uproszczenia wzorów z pracy [9] 
dla przypadku szczególnego nagrzewania niemagnetycznych wsadów płaskich 
wzbudnikiem bez rdzenia magnetycznego, zasilanym prądem o podwyższonej czę
stotliwości.

2. Potencjał wektorowy

Zgodnie z [9^ potencjał wektorowy we wsadzie niemagnetycznym 
dla modelu obliczeniowego jak na rys. 2, odpowiadającego układowi grzej
nemu z rys. 1, ma postać:

2" > o  ( 8infch-6lnk(h4-h^) p.cosh p(y-d)-k. sinh p(y-d) e~kb
■hh J k / 2 i 2\ j u o i  u- (p +k J.sinh pc+2pk.cosh pc

gdzie : 

P = ^ k 2 + j c ^ '  = | k 2 + jjł2 ;

N - liczba zwojów uzwojenia wzbudnika, 
I - natężenie prędu, 
k - zmienna całkowania, 
ul - pulsac ja ,
S  - konduktywność,
J - Jednostka urojona.

sinkz d k , 

(1)

(.2)
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Rys. 2. Model obliczenio
wy układu z rys. 1, za
stosowany w pracy [9] do 
rozwiązania zagadnienia 

elektromagnetycznego
1 - nieskończenie cienkie 
uzwojenie wzbudnika, nie
skończenie rozległe wzdłuż 
osi x, 2 - wsad, nieskoń
czenie rozległy wzdłuż o- 
si x i z o stałych para

metrach = jjl i G

W dalszym ciągu przedyskutuje się możli
wość uproszczenia wzoru (l) i sprowadzenia 
go do takiej postaci, by obliczenia można 
było wykonać bez użycia maszyny cyfrowej. Na
stępnie, ze znanych zależności [lOj< wiążą- 
cych potencjał wektorowy z pozostałymi wiel
kościami pola elektromagnetycznego, wyznaczy 
się indukcję magnetycznę, gęstość prędów in
dukowanych i moc czynnę wydzielonę we wsa
dzie.

Przeprowadzone między innymi w pracach ^7^
[9] obliczenia wykazały, że przedział całko
wania całki hiewłaściwej (i) można ograni
czyć w większości przypadków do 0«k«(l-f3) .
. 102 [li]. Przy dużych częstotliwościach 
prędu zasilającego część urojona współczyn
nika p (2) Jest o wiele większa od jego

4
części rzeczywistej, np. dla f=lO Hz, ¡lQ  =  

= 4 3T. 10-7 Vs/Am, S  = 5; . 107 ąńa (wsad mie
dziany) - (b fi 4 1 0 Zakładając, ż e :

(3)

otrzymuje się:

} j k 2  *  j f ' * | & y t  =  M 1 * ! )  ■ -  i  ■ ( 4 )

gdzie:
$ - głębokość wnikania pola elektromagnetycznego.
Podobne założenie przyjęto w pracy [12] w celu uzyskania przybliżonych

zależności dla cylindrycznego układu grzejnego wsad-wzbudnik.
Po wprowadzeniu związku (3) do wzoru (i) i dodatkowym przyjęciu Rey=ł»k 

oraz że przy dużych wartościach argumentu funkcje sinhflć i cosh^fc są w
przybliżeniu równex  ̂, potencjał wektorowy przyjmie postać:

2NIii 7  sin kh
TFT

i  sinhflc 0

sin k(h + hĵ )
— E-----------

x ^Funkcje sinhjj'c i cosh^c praktycznie już dla Re(^fc) = R e ^ ( l  + j )J 
= są sobie równe (błąd mniejszy od 0,5%).
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[ycosh£(y-d) - k slnh^(y-d)] . e~kb sin kz dk

'  ♦.<*> - «=5C*=ilM 4

gdzie :

^(z) - j £ e-kb . sin kh . sin k(h + hj) . sin kz dk.

co

$2(z) ° j e~kb . Sin kh . sin k(h + hj) . sin kz dk.

Podobnie Jak w pracy [9], wymiary i parametry analizowanego 
grzejnego (rys. l) można przedstawić w postaci względnej:

B . £, ć - a . {f. B1 - ,ji, 9 . s .

\ 2
¿3=iojioG c 2 = 2(|) . (fbc)2 .

Wówczas:

A gr , f- . 2 (1 + R.) i
A" ' ^  )C°8h?(9"3 ) -------- f ---- £ 2 ^)8inhy(y-3)J.

V
gdzie:

—i NI
J " 2K-

i  -

przy czym całki (6) i (7 ) zgodnie ze wzorami 3.949.1 [133 i B61.14 
maję następujęce rozwlęzanla:

T  2+R łi 2+fi -ż R +S z-R
9 1(z) - -arc tg —  ---- + arc tg---- ł—  + arg tg —  + arc tg  i.

(5)

(6 )

(7) 

układu

( 8 )

(9)

( 10)

( 11)

[14]

(12)
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Ł ( ź )
B2 + (i+F1)2 - (l-z)2 

[Bz + (R1+i ) 2] [ B 2+ (2+R1- i ) z ]  '  [B2 + (R1- i ) 2] [ B 2+ (2 +fi1+i 2 ] '

B2 ♦ ( l + R j )2 -  ( i +i ) 2
(13)

3. Indukcja magnetyczna, gęstość prądów indukowanych i moc wydzielona we 
wsadzie

Korzystając z podanego wcześniej potencjału wektorowego można wyzna
czyć wszystkie pozostałe wielkości pola elektromagnetycznego, a w szcze
gólności :

- Indukcję magnetycznę

♦ r^Aw( y . z )  3 a  ( y , z )  "I , r  ^ 1
K ■ L-tt- tv - -V- ■ IV *v * V T. J • <■->

- gęstość prędów indukowanych

-w -> ®Ai« -w
\  ” s r w * - S “ -JMffAw 1x' (l5)

- moc czynnę wydzielonę we wsadzie

pw ‘ J ?vdv - k J  l°w • °wldv " “ 2(i i |Aw • Ai|d v -

gdzie:
V - objętość wsadu,
pv - gęstość objętościowa mocy czynnej.

Moc czynna wydzielona w jednostce szerokości wsadu (wymiar w  kierunku osi 
x) wynosi:

P = wx
, + =  dr
<3 f  J |AW . A* j d y d z , (17)
A  U

gdzie :
A *  - potencjał wektorowy sprzężony z A^.

- gęstość strumienia mocy (wektor Poyntinga)

*  - ¿f-[* x t*] (18)
p o
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Oego składowy poprzeczny , wnikajęcę do wsadu przez powierzchnię 
y = b, wyznacza się z zależności:

S = 1 “ - A . B* y 2 j x 0  zw (19)
y=b

Część rzeczywista wyrażeń (20) i (2l) jest gęstościę mocy czynnej , na
tomiast część urojona - gęstościę mocy biernej.

Po podstawieniu potencjału wektorowego (9) do zależności (l4) i (l5) 
otrzymuje się:

B
. [2 (l+FL) _ _ _ _ -1

zw " OuT "  -- ^ ----0 2 (ż).ccshy(y-3} - $ (i)sinhft(y-3) , (20)
6*0 sinh-jfcL T  J

3JJF - r -  , 2(i+R ) _ -1
3w = " j f  = 's'lnh- ę L*i c°shy(y-3) i>2 (5)sinhj'(9-3)J. (2 1)

Zwykle oblicza się rozkład indukcji* magnetycznej lub gęstości prędów 
indukowanych jedynie na powierzchni wsadu. Dla y = E wzory (9), (20) i 
(21) przyjmuję następujęce postaci:

Sw (V =B) = = |[^1(5)cth*5 + — -y - 1- ^ ( 5 ) J  , (22)

Bzw(y=B ) ■ g p ^ “ ^ ! ^ )  + ---------^ 2 (i)cth^ć, (23)

3W3F - 2(l+fi.) *
J(#(y=B) = - = ^(zicthflc +  =_1_*„(E). (24)

Gęstość powierzchniowę strumienia mocy wnikajęcego do wsadu przez powierz
chnię y = 5 oblicza się ze wzorów (l9), (22) i (23):
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przy czym:

c

x)II 'Dla dużych wartości argumentu

f ć = YjS’ = ^ ( l  + J) (27)

nie popełni się większego błędu, jeżeli przyjmie się, że cthyć «  1 + JO.
Wówczas wzory (22) -j (24) można Jeszcze bardziej uprościć do postaci:

*w (y =B) - = |[®i(i) + - (-y  ^  M 5)] - |  * 3 (5)- (28)

V

B *JT 2(l+R )
izw(y=B) = gjp- = ^(i) + ---$ 2^  = ̂ 3 ^ )  . (29)

0 <r _ 2( 1+Fi,)
3w (y=B ) = " cTj- “ * 1 ^  +--  Y - = (*) • (30)

Ponieważ:

i  = r V j ^ =  z \ [ § ( i  *  J>< (31)
c 1 c|

więc :

5- (5-E) ■ w ' y f & ’ *(i> ‘ (32)

_ B7W9f f- / 2ć(i+R ) -i 2ć (l+R.) _
0Zw (y=B) = 3 ^  - 1®1(2) + ~ y f & ~  * 2 U ) ] ~  i  ■ ^2 (2) • (33)

Wyodrębnienie części rzeczywistej i urojonej potencjału wektorowego i 
indukcji magnetycznej w (32) i (33) ułatwia wyznaczenie gęstości strumie
ni mocy czynnej i biernej , wnikajęcych do wsadu. Po podstawieniu tych za
leżności do wzorów (25) i (26) otrzymuje się:

X  ) —Przy nagrzewaniu indukcyjnym zwykle c : £ s  3t4 i wtedy założenie cthjcfli
1 + JO Jest w pełni uzasadnione.

i



154 C. Sajdak

PS - " { sy }  • V 51 ■ (34>

Os - ■ <J5>

gdzie :

-  2 c ( 1+R ) r 2 c ( l + R , )  _ "I
Bs(5) ■ + — 5—  ł2(5,| V 5) + • yiffi- *2(5)J' (36)

-  o 2c^( l+R ) _ r _ -1

5=<5) "yH- ' (i) * “ 3— ’ 2'51 ' t* * '5’ * (37)

4. Rozbieżności między metodę ścięła 1 uproszczone

Ocenę dokładności przedstawionej wyżej przybliżonej metody określanie 
wielkości pola elektromagnetycznego w analizowanym układzie grzejnym (rys, 
l) przeprowedzono na przykładzie Indukcji magnetycznej. Wykonano, oblicze
nia dla następujęcych wymiarów względnych*^:

E = 0,8 j c = 0,526» a 1,326; Rj = 1; y = E = 0 ,8.

Tablica 1
Indukcja magnetyczna przy różnych wartościach ¡2) (5 » 2)

CO |Bzwl| 1S zw2| IBzw 3 1
A
%

2 ,2 5 0,4513 0,4553 0 ,6202 -3 7 ,5

22 ,5 0 ,5055 0 ,5057 0 ,5714 -1 3 ,0

110 0,5251 0,5251 0 ,5538 -5 ,5

450 0 ,5305 0,5305 0 ,54 60 -2 ,9

4500 0 ,5356 0 ,5356 0 ,5409 -1 , 0

W tablicy 1 zestawiono wyniki uzyskane dla różnych wartości pulsacji
względnej £5 , przy i -  2, natomiast w tablicy 2 - dla różnych z (u> =
= 110), gdzie;
/ /

xl----------Ola Identycznych danych przeprowadzono obliczenia indukcji magnetycznej 
w £5} metodę szeregu Fouriera, w £9] - metodę całki Fouriera i porówna
no z pomiarami.
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Tablica 2

Indukcja magnetyczna przy różnych wartościach z (¿3= 110)

7. K w i ! 1®zw2! I5zw3l
A
%

0,5 0,1386 0,1385 0,1403 -1,2

1,0 0,3137 0,3137 0,3256 -3,8

1.5 0,4656 0,4657 0,4787 -2,8

2,0 0,5251 0,5251 0,5538 -5,5

2,5 0,4832 0,4832 0,5097 -5,5

3,0 0,3525 0,3525 0,3645 -3,4

4 ,0 0,1203 0,1203 0,1144 4.9

6,0 0,0254 0,0254 0,0235 7,5

|§ I -  moduł i n d u k c j i  m a g n e t y c z n e j ,  o b l i c z o n e j  na m aszyn ie  c y f r o w e j  zw i
wg w zoru  d o k ła d n e g o  z p r a c y  [9 J  . d l a

BzwiW 7  4p • sinE . slnk(l + Fî )
8z«l = ■ J r  '

E.cosh p(y-3)-p.sinh p(y-3) e-&5-Sin X I  . dk (38)
( E  +p ) . 9 i n h  pc+2plc.cosh pc

przy czym:

P  ="^E2 +  J Ć 3 Ć - 2 '

E = kh.

|§zw2I _ moduł indukcji magnetycznej, obliczonej na maszynie cyfrowej 
wg wzoru jak wyżej, przy dodatkowym, przedyskutowanym w p. 2, 
założeniu (3) (b2=S»k2 , które sprowadza zwięzek (39) do po
staci :

c '

§zw3| - moduł indukcji magnetycznej, obliczonej wg wzoru uproszczone
go (20) ,

(39)

(40)
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A  - błęd względny

A  = zwll - Bzw3l 100.
zwl I

(42)

Dak widać z tablicy 1, im większa pulsacja względna S  (czyli, zgodnie
z (8), c:&), tym zbieżność wyników uzyskanych wzorami: uproszczonym (20)
1 dokładnym (38) jest lepsza. Dla przyjętych parametrów układu grzejnego 
już przy ¿3 = 2 2 , 5  (c:<$«3,4), co odpowiada np. nagrzewaniu płyty alumi
niowej (<3 = 3 . 10 S/m) o grubości ok. 0,01 m prędem o częstotliwości 
f = 1000 Hz; błęd jest dopuszczalny dla przeprowadzenie przybliżonych ob
liczeń.

Większę dokładność, rzędu kilku procent, uzyskano dla S  =» 110 (c:tJa>7).
2 porównania wartości | ®zwl| ■ |®zw2l' |®zw3| w tal,licy 1 wynika ponadto,'
że wprowadzenie jedynie założenia |J)2»  k2 w wyrażeniach (2) nie ma du
żego wpływu na dokładność obliczeń (warto ści l5zwl| 1 l§zw2P- Decydują
ce znaczenie na wielkość błędu ma natomiast przyjęcie Re > s -  k (warto-

zwll zw3P

5. Podsumowanie

W artykule przedyskutowano możliwość uproszczenia złożonych wzorów z 
pracy £9^, opisujęcych rozkłady wielkości pola elektromagnetycznego (in
dukcji magnetycznej, gęstości prędów indukowanych oraz mocy czynnej i 
biernej) w indukcyjnym układzie grzejnym jak na rys. 1. Otrzymane zwięzki 
maję prostę postać oraz wystarczajęcę dla obliczeń technicznych dokład
ność. Obliczenia można wykonać bez użycia maszyny cyfrowej,co stanowi za- 
sadniczę zaletę metody.

Przy wystarczajęco dużej pulsacji względnej ¿3 , czyli dla dużych war
tości c :<S, błęd nie przekracza kilku procent.
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K Bonpocy PAC META IUIOCKHX HIWKIiiOHHliX 
HATPEBATEJIbHHX CHCl'EM DfflXTA - H W K T O P

P e 3 s m e
B czaTbe npHBOHHTca cnocoó npaÓjiMceHHoro BbiqacjioBHfl uarHHTHOfl HHxyKUHH, 

njEOTBOCTH HKJtyfCTHpOBaHHHX TOKOB, a TaKXO aKTHBHOił H peaKTHBHOit MOIHHOCTe# 
b  HHAyKKBOKHOii HarpeuareJibHofi CHCteue, coxepxaayn HeuarHHTay» n*xTy b bhxb 
npocTepaoS mtHTu x n e i J i e B O f l  HHxymop 6es uarHBTHoro cepxesHHKa. uopuy.au, 
Koxopue x a » T  b o s m o x h o c t l  o n p e x e x H T b  suae ynonaHyiue B e j H i i H u  C l u i h  noayaeHu 
nyTeu vnpcineHHi cooTHOHeaatt c paCoiu [9], nposexacb oqeHKa tobhocth sioro 
uefoxa. HoKa3HBaeTca, b i o  oaa BBJiaeTca Ten 6 o a i . B e ,  aeu S o x b n e  oiBOCHTejtbHaa 
nyxbcaaaa iaa HueHHO x*a OojibsHX cooiHomeHH« tojuhhh ilhhtu c  k rjiyÓHHe npo- 
HBKaOBSHHU SJieKTpOMarHHTHOrO HO JIB <s.
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THE REASON FOR CALCULATING FLAT INDUCTIVE HEATING ,
SYSTEMS "CHARGE-INDUCTOR"

' i

S u m m a r y

The paper presents a method of approximate calculation of magnetic in
duction, induced current density and active/passive power in the heating 
system that contains nonmagnetic charge in the form of widespread plate 
and a loop inductor without a magnetic core. The equations that allow to 
determine the above mentioned parameters were obtained by simplifying com
pounds in Ref. [9]]. The method was checked for accuracy. It was found that 
the greater relative pulsation ¿5 , the greater accuracy is, i.e. for big 
values of plate thickness ration c to the depth penetration of the elec
tromagnetic field 6 .
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