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GRANICE NAJCZYSCIEJ SPOTYKANYCH WYRAZEN ZAWIERAJACYCH ZMODYFIKOWANE
FUNKCJE BESSELA ORAZ MC DONALDA

Streszczenie: W artykule przedstawiono podstawowe granice wyra-
zen zawierajacych zmodyfikowane funkcje Bessela i Mc Donalda. Wyste-
puja one w obliczeniach dotyczacych wymiany ciepta energii oraz prze-

Wspokczesna nauka dazy do intensyfikacji procesu nagrzewania stali, kto-
ry nie tylko wpkywa na zwiekszenie produkcji, ale bardzo polepsza ekono-
miczne wykorzystanie ciepta. Wyb6r odpowiedniej technologii nagrzewania
metalu, jej prawidbowe przeprowadzenie wymaga znajomosci zjawisk towarzy-
szacych temu procesowi .-

Nagrzewanie dokonuje sie w procesie nieustannej wymiany ciepka - skom-

plikowanych fizycznie zjawisk. Procesy te w warunkach rzeczywistych - ru-
chowych maja charakter szczeg6lnie zkozony.
Zagadnieniu temu literatura techniczna poswieca wiele uwagi, problemy te
we wspotczesnej metalurgii interesujg nie tylko technologéw, lecz takze
teoretykéw opisujacych matematycznie zjawisko. W termicznych procesach
metalurgicznych jednym z podstawowych elementéw modelu matematycznego jest
zagadnienie przewodnictwa ciepla.

Z przewodnictwem ciepta mamy do czynienia w Sciance pieca metalurgicz-
nego (np- wielkiego pieca, konwertora, pieca ‘ukowego i indukcyjnego) tyg-
la, kadzi odlewniczej oraz wlewnicy. Przewodzenie ciepkta w Scianach tych
urzadzen, ktore maja ksztakt zblizony do walca, opisuje réwnanie Fourie-
ra-Kirchhoffa we wspétrzednych walcowych o postaci

°PgfF =7 il +rey +/”  toff) + z, b,
gdzie:
ciepto wkasciwe,
P gestosc,
f - temperatura,

rzp - wspotrzedne walcowe,
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t - czas,
w(r,z,p,t) - gestos¢ objetosciowa energii.

Rozwigzaniem tego réwnania w zaleznosSci od postaci funkcji w (r,iy?,z,©)
oraz warunkéw poczatkowych procesu i warunkéw brzegowych sg wyrazenia zio-
«one z kombinacji zmodyfikowanych funkcji Bessela i Mc Donalda lub tez
kombinacji tych funkcji z innymi funkcjami elementarnymi lub nieelemen-
tarnymi. Badanie wkasnosci modelu matematycznego w calym obszarze zmien-
nosci wspodrzednych z,e,cp, t wymaga réwniez obliczenia granic tych rozwig-
zan w punktach, w ktorych otrzymujemy symbol nieoznaczony. Literatura nie
podaje gotowych wynikéw obliczen takich granic.

W artykule obliczono granice najczesciej spotykanych w rozwigzaniach
rownania Fouriera - Kirchhoffa wyrazen nieoznaczonych. Obliczenie tych
ranie wymaga specjalnych sposobéw postepowania.

Zmodyfikowane funkcje Bessela dowolnego rzedu wyrazaja sie wzorem:

tt "&+Tyr = (@))

t
1=0 : 1=0 1 (k+L)
Najczesciej w obliczeniach wystepuja zmodyFikowane funkcje Bessela ze-

rowego i pierwszego rzedu, ktére wyrazajg sie wzorami:
\

©)
Przebieg obu funkcji przedstawiony jest na rys. 1.
Funkcja Mc Donalda dowolnego rzedu wyraza sie wzorem
telti
Kk (x) = -elCi, e~ y ()

gdzie:

HA1®(iX) - funkcja Hankela pierwszego rodzaju k-tego rzedu,
i - jednostka urojona.
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Rys. 1. Wykres funkcji y = In(X)

Funkcje Uc Donalda rzedu catkowitego wyrazaja sie wzorem

Y% <« AL ,u@l / 1 osl
n<x’' - V x> 1« £ * | * E i
1=0 k=1 k=1

+ LM -JAn-.1-1).1 ()21-n>

gdzie (n+1) naturalne.

Najczesciej w obliczeniach wystepujg funkcje Mc Donalda rzedu zerowego
i pierwszego, ktore okreslone sg wzorami:

U* X 1 \—11
V X)) =-ToM In 7~ +2 _ ~2r/- 2 K (@)
1=0 ¢ u “" k1
2141 1+
KIG) = 11(X) In \
11+ 2,1+1( S " + S e (D
gdzie = 0,57...> staka Eulera.

Przebieg obu funkcji przedstawiony jest na rys. 2.
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W artykule zostang obliczone kolejno nastepujace granice:

1@ 0 i 262
i — >
® >I<:m0 an xlmO
am lim x K (@), avy Lim x K. @),
x— 0 x— 0
K-(@) K- (ax)
V) V1> Jing €18K5 -
) K1(@)
D )I(lmo Ih @) KO (©X), (V)

ax |im0 11 () K1),

X—

gdzie wystepujgce parametry sg dodatnie#

Zmodyfikowana funkcja Bessela przedstawia sie wzorem (D« Jest to sze-
reg zbiezny niemal jednostajnie w (-»>,~), poniewaz

k+2(1+1) ok+21 ,t

lim = Lim = 0<1
r ACL+1)(1+1),(J+1) .2~ ' (1+1) (kH+1L)2
I} - X21 - ik o+ Lz2 + X4
0 ~ T 22i1n 1 22 11 11 24 21 21
,21+1
_ ? -:X{»X-l—+ nX|-+.....
Mx>= E ) 22141 11 @+1) ! 2 001 2 112
Otrzymujemy stad
Iim 11 =0 Ilim 1, =1
x- 0 x- 0
Funkcje Mc Donalda przedstawione sg wzorami (G, 6, 7)*
Wykazemy najpierw, ze
lim 1,00 In {xfx =0 ®

x~—0

Chgx21+1 N —

Szere _
9 221+1 1! (A+1)1
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jest zbiezny jednostajnie na podstawie kryterium Weilerstrassa w przedzia-
le (0,a), gdzie a<l, poniewaz dla 1>0 zachodzi nieréwnosc¢

XY+l DRk o o M2 gy

2T 4y (ge1)1 2 n @Dr 2 @an @i
1
21 .21
dla 1> 0 = "M Xeooo-o- N

) 31 1,
2 1 @+DI R @)

— 21
za$ szereg / *, + ——— jest zbiezny na podstawie kryterium
1 @+
d’Alemberta:
lim | 321 2,gel 1L (DX W - gy _ 5w 22 =B<r
»T2 -~ @D @2)! I-- 2 (+) @+

Korzystajac z jednostajnej zbieznosci tego szeregu otrzymamy

21+l m |s
lim X10)In Al = lim > —wpti = =
n X" i~ 2 11 <1+1)”

x-00 1

Y=n §21+1 In
170 221+1 11 (@+1)!
poniewaz dla k>1,
In |x i k
lim xk Int = Lim = lim -=m = ~iT = O~ (©)
x—0 x— 0 X x— 0 -k x x— 0
Z kolei zachodzi warunek:
Iim 1 &) In3" = (¢))
x— 0
Wykazemy obecnie, ze szereg
ol 1 1+1
X211+
£-11(1+1)!1 e m gt o}

jest zbiezny niemal jednostajnie w (., )-

/
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1 1+1 1
Cznaczsmy przez a(l) =e m b -« i B+ THTT
k=1 k=1 k=1 1
Jest spedniony nastepujacy warunek: lim a(l) === , gdyz lim'S ” X =

1 k=1
jJako granica rosngcego ciggu dodatnich sum czesciowych rozbieznego szere-

gu harmonicznego
n=1 m
Przejdziemy obecnie do wykazania niemal jednostajnej zbieznosci wspom-
nianego szeregu (1) w ==, ~):

/ 1+1 1+2  \
Ni+3(t: £+ O il (1+)! 221+
lim Vk=1 k=1 7/
1+ —
(1+1)1 (1+2)1 221+3 x21+1 ( i
k=1 k=1
I x2@M) +yiy +vylj
m
I @+ @+2) 22 a(l)
X 1aTIT'd+1") 1 (I)ld 2
— = (o] a + a +25
= g, 4Q1+1) “(1+2) 0<1
Z kolei wykazemy, ze szereg ~ 1 jest zbiezny niemal
1=0 2 1 \k=1 /
jednostajnie W (vor oo™ @
1
Oznaczmy: ~ = b(l). Podobnie jak poprzednie lim b() =~ , wiec
k=1 1%
/141
221 1t
lim x21+\ £ i
1*0»
221+2 (1+1)1 x21 i
k=1 K
xt b(D) + 2 Lo
= lim = li 11‘?) bil) =0< 1.

= lim
l—oo TTTH+rrwr -~ A(L+1
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Korzystajac z (), (11, (10), (12) otrzymujemy, -

lim kg (x) =< oraz lim K1(x) =00 .

W dalszych obliczeniach granic pewnych szeregdbw z uwagi na jednostajnag

zbieznos¢ tych szeregéw bedziemy przechodzi¢ do granicy pod znakiem sumy.

OBLICZANIE GRANIC FUNKCJI
Granica okreslona w ’(I) réwna sie

lim J1@0 _ ¢
- X—0

Granice.oblicza sie nastepujaco:

1, @) . azl+1l x21

lim —— im "
x— 0 X-0 o §i (+D)! 2T w0 1=0 1 @) 22THT T2

. . H@)
Wykres przebiegu funkcji y=-
dla réznych wartosci a przedstawiono

na rys. 3 e
Granica okreslona w (1) rowna
sie f.

) In(@x) a
Mmo rjTex7 = b

Granice oblicza sie nastepujaco:
i, )
1,(8») n

L, VW7 1% ipKT- -

NN
It
tho

11(&)
Y/ykres przebiegu funkcji y= "

y;iono na rys. 4 i rys. b«
Granica okres$lona w (IlIl) réwna sir zero.
lim x Rlax) =0

x— 0 0
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Rys. 4. Wykres funkcji y = j
Granice oblicza sie nastepujgco:
Iim_ x K &)

x-0 0

021 21+1 — i*

In
lim 1,,(&) lim - =0
x=0 0 x0 £

(korzystamy z warunku 9).
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Wykres przebiegu funkcji y = x KQ (@) dla réznych wartosci a przedsta-

wiono na rys. 6.

Granica okreslona w (IV) réwna sie i

X

lim x K.(ax) = -
— 0
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X
Rys. 6. Wykres funkcji y = xKo (&) Rys. 7. Wykres funkcji y = xK.(ax
Granice oblicza sie nastepujaco:
lim x K.(@ax) = lim x I.(ax) In
x—0 1 x—0 L
1+1 Int
- lim_ 1. (ax
-1 £ 7& £V (£ £, xo 1@
24 201+ 1L 1+1

- \ lim Y 71 - T+T
i x-0 1=0 11(+1)! 22 Il k=1

(Korzystamy tu z warunku 9).

Wykres przebiegu funkcji y = x K.,(@) dla réznych wartosci a przedstaw:

no na rys. 7*
Granica okreslona w (V) réwna sie jeden.
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Granice oblicza sie w nastepujacy sposob:

1
21
) £ X1 1) -v ax) in
lim 1=0\2 (@D k=l

-0
1 f @021 . ’
T o ar) I 28X
lim =0 2 A1NH2 élz om.
x-C )21 2
m JOE
m A 1£:o 2 (1D él
m -
gdyz lLim = 1.
0O InS
@)

rys. 8 i rys. 9.

KO (ax
Rys. 8. 7/ykres funkcji y =" @9
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Granice okreslona w (V1) réwna sie nieskonczonosci
K1 (@)

W ?

Granice: oblicza sie nastepujgco:

K1 (an) X K1@»)
- np- i1 @&
X-"0 Kota2x "  x1?0 x "0 (akx ™ P- & @
R . K—i;a«x) » o
Wykres przebiegu funkcji y = " ula réznych wartosci a,-.
o

ial,2 - przedstawiono na rys. 10.

Granica okreslona w (VII) roéw-
na sie zero.

Iin0 I.l(ax) Ko(bx) =0

Granice oblicza sie nastepujaco:

lin. L. = -
x—mO Il(ax) Ko(bx)

i. @)
lim — —— lim xK () =0,
= 0 x x— 0 0
w oparciu o granice O i @'

Wykres przebiegu funkcji y = @)
Ky () dla rdéznych wartoéciy aii b
K1 (@) przedstawiono na rys. 11 i rys. 12.

KITaxT Granica okreslona w (VIII) rov.ma

sie

Rys. 10. Wykres funkcji y =
K1 (ax) fe

Granice oblicza sie korzystajac z granicy 4:

_ X Ki(ax) i

K) (a%)
= 1
XxXi"oVv~n

@)
Wykres przebiegu funkcji y =/ ola réznych wartosci a i b przedetu- -

wiono na rys. 13 i rys. 14.
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:20]
Rys. 11. Wykres funkcji Rys. 12. Wykres funkcji

y = 11(@)K0 () y = 11(@) KQ®)

a‘'/a-/
a-/706 j
zZ |/
< ii Rys. 14. Wykres funkcji
Rys. 13 VKV):/LK(E?S funkcji KT (@0

y = TqrsxT y = irprery
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(4

Rys. 16. Wykres funkcji
y = 11@)K)O) y =11(@)K1®x)

Granica okreslona w (IX) réwna sie 2F+

)!_imo 11(@)K .1(bx)

Granice oblicza sie nastepujaco:

_ 1@

)!lmo IgIL.(ax)Ki(bx) = )I(:mo -i-j— X K1) | F = 8 na Podstawie gra-
nic (1).i &).

Wykres przebiegu funkcji y = 11(@x)K1(x) dla réznych wartosci a i b przed-

stawiono na rys. 15 i rys. 16.

PODSUMOWANIE

Artykut zawiera obliczenia wazniejszych granic wyrazen ztozonych z kom-
binacji zmodyfikowanych funkcji Bessela i Mc Donalda z funkcjami elemen-
tarnymi, gdy argument zdgza do zera, a wartosS¢ wyrazenia daje symbol nie-
oznaczony .

Granice takich wyrazen wystepuja w analizie dynamiki proceséw metalur-
gicznych. Literatura nie podaje sposobu obliczania tego typu granic i ni-

niejszy artykut ma ze zadanie uzupeknienie tej luki. Ponadto w artykule
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przedstawiono -wykresy funkcji zawierajgce wspomniane wyrazenia. Moga one
znalez¢ zastosowanie do zaaproksymowania réznych krzywych doswiadczalnych.
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nPEJEJIN HAHEOJIEE HACTO 3CTPEHAEMHX BhIPA)KEffliH,
COfIEESAEtHX MO,fl;m>HLIHPO3AHHaE $§yHKUHH BECCEX9, A TAKHE MU HOHAJIbM

P e 3 jome

B cTaTbe npeflCTaBJieHu ocHOBHwe npe~emu BupaxeHHii, coAepscanjHx Mo,an<i)imnpo-
BaHHue (jjyHKiijiH Beccejia u Mu, .Honajibja, Bbiciynaiomne b pacqeTax, Kacaiomnxca Te-
njioo6MeHa, aHeprooSMeua, a Taxse iiotokob.

LIMITS OP THE MOST FREQUENT EXPRESSIONS INCLUDING MODIFIED THE
BESSEL”S AND MC DONALD”S FUNCTIONS

Summary

The paper presents basic limits of the expressions including modified
Bessel’s and lie Donald’s functions occurring in calculations regarding
he8t, energy and flov"s exchange.



