
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Seria: HUTNICTWO z. 23 Nr kol. 702

_____________ 1 9 S 1

Lidia RUCKA-KOS
Zofia PRAGŁOWSKA-GORCZYŃSKA
Politechnika śląska

GRANICE NAJCZYŚCIEJ SPOTYKANYCH WYRAŻEŃ ZAWIERAJĄCYCH ZMODYFIKOWANE 
FUNKCJE BESSELA ORAZ MC DONALDA

Streszczenie: W artykule przedstawiono podstawowe granice wyra- 
żeń zawierających zmodyfikowane funkcje Bessela i Mc Donalda. Wystę
pują one w obliczeniach dotyczących wymiany ciepła energii oraz prze
pływów.

Współczesna nauka dąży do intensyfikacji procesu nagrzewania stali, któ
ry nie tylko wpływa na zwiększenie produkcji, ale bardzo polepsza ekono
miczne wykorzystanie ciepła. Wybór odpowiedniej technologii nagrzewania 
metalu, jej prawidłowe przeprowadzenie wymaga znajomości zjawisk towarzy
szących temu procesowi.

Nagrzewanie dokonuje się w procesie nieustannej wymiany ciepła - skom
plikowanych fizycznie zjawisk. Procesy te w warunkach rzeczywistych - ru
chowych mają charakter szczególnie złożony.
Zagadnieniu temu literatura techniczna poświęca wiele uwagi, problemy te 
we współczesnej metalurgii interesują nie tylko technologów, lecz także 
teoretyków opisujących matematycznie zjawisko. W termicznych procesach 
metalurgicznych jednym z podstawowych elementów modelu matematycznego jest 
zagadnienie przewodnictwa ciepła.

Z przewodnictwem ciepła mamy do czynienia w ściance pieca metalurgicz
nego (np. wielkiego pieca, konwertora, pieca łukowego i indukcyjnego) tyg
la, kadzi odlewniczej oraz wlewnicy. Przewodzenie ciepła w ścianach tych 
urządzeń, które mają kształt zbliżony do walca, opisuje równanie Fourie- 
ra-Kirchhoffa we współrzędnych walcowych o postaci

°P§f = 7 il + r ey + ̂  toff) + z,t),
gdzie:
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temperatura, 
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t - czas,
w(r,z,p,t) - gęstość objętościowa energii.

Rozwiązaniem tego równania w zależności od postaci funkcji w (r,iy?,z,t)
oraz warunków początkowych procesu i warunków brzegowych są wyrażenia zło- 
•one z kombinacji zmodyfikowanych funkcji Bessela i Mc Donalda lub też 
kombinacji tych funkcji z innymi funkcjami elementarnymi lub nieelemen- 
tarnymi. Badanie własności modelu matematycznego w całym obszarze zmien
ności współrzędnych z ,ę ,cp , t wymaga również obliczenia granic tych rozwią
zań w punktach, w których otrzymujemy symbol nieoznaczony. Literatura nie 
podaje gotowych wyników obliczeń takich granic.

W artykule obliczono granice najczęściej spotykanych w rozwiązaniach 
równania Fouriera - Kirchhoffa wyrażeń nieoznaczonych. Obliczenie tych 
ranie wymaga specjalnych sposobów postępowania.
Zmodyfikowane funkcje Bessela dowolnego rzędu wyrażają się wzorem:

Najczęściej w obliczeniach występują zmodyfikowane funkcje Bessela ze
rowego i pierwszego rzędu, które wyrażają się wzorami:

\

t t ''(k+Tyr = t (1)
1=0 £ 1=0 1! (k+1)!

(3)

Przebieg obu funkcji przedstawiony jest na rys. 1.
Funkcja Mc Donalda dowolnego rzędu wyraża się wzorem

łc Jt i

Kk (x ) = -ęJC i ,  e~ , (4)

g d z i e :

H^1'(ix) - funkcja Hankela pierwszego rodzaju k-tego rzędu,
i - jednostka urojona.
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Rys. 1. Wykres funkcji y = In(x)

Funkcje Uc Donalda rzędu całkowitego wyrażają się wzorem
A ,n+21 / 1 n+l

, k=1 k=1

„ Y <̂<? / 1 „ul+Cl / -L Q » i.

n<x ’  -  V x > 1 «  £  *  i  *  E  i
1=0

+ ll^l-jAn-.l-l).! (x)2 1-n> (5)

gdzie (n+1) naturalne.
Najczęściej w obliczeniach występują funkcje Mc Donalda rzędu zerowego 

i pierwszego, które określone są wzorami:

U*  X 1 \--1 1
V x) = - To M  ln  7 ~ + 2 _  ~?r/ - ? k

1=0 ¿ u ‘ ' k=1

K1 (x) = I1 (x) ln \

(6)

,21+1 1+1

11(1+1)! 2¿1+1( S " + S  * '  + * ’ (?)

gdzie = 0,57...> stała Eulera.
Przebieg obu funkcji przedstawiony jest na rys. 2.
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W artykule zostaną obliczone kolejno następujące granice:

(I) lim 
x— 0

11 (ax) I-i (ax)
(II) lim f—TCJT>

x— 0

(III) lim x K (ax),
x— 0

K-(ax)
(V)

(VII) lim Ih (ax) K0(bx), 
x— 0

(IV) lim x K.. (ax),
x— 0

K-i (ax)
<VI> lim rTsrr -x— 0 * V axJ 

K1 (ax)
(VIII)

(IX) lim I1(ax) K1(bx),
x— 0

gdzie występujące parametry są dodatnie#
Zmodyfikowana funkcja Bessela przedstawia się wzorem (1)« Jest to sze

reg zbieżny niemal jednostajnie w (-»>,~), ponieważ

lim
1—

k+2(l+1) ok+21 ,t
^ ( 1 + 1 ) ( 1 + 1 ) , ( J + 1 ) . ? ^

= liml̂ oo (1+1) (k+l+1 )2
=  0 < 1

I  }  -  X 2 1  -  i Ł  +  . z 2  +  X 4

0 ~ T"* 221 1! II 1 22 1! 1! 24 2! 2!1=0

M x > = E  
1=0

Otrzymujemy stąd

„21+1

221+1 1! (1+1)
/ X x-  = X ( » - ■ — +  n ■ -  +  • • • •  •

! 2 0! 1! 2 1 ! 2!

lim I1 (x) = 0 lim I„(x) = 1
x— 0 x— 0

Funkcje Mc Donalda przedstawione są wzorami (5, 6, 7)* 
Wykażemy najpierw, że

ffxlim I,(x) ln y  = 0
x~— 0

Szereg
“ *» -r2 l  +  1 iT. —— i x ln —

221+1 1! (1+1 ) Í

(8)
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jest zbieżny jednostajnie na podstawie kryterium Weierstrassa w przedzia
le (0,a), gdzie a<1, ponieważ dla 1>0 zachodzi nierówność

72T+T 1 ! ( 1+1) 1

x2l+1 1»' Ii - ^21+1 ~ k— ■ —,   lx — . < ;  —  — B x i .
2 II (1+1)1 2 (1!) (1+1)1

.1
_21 .21

dla 1> 0 = ' m  x...... . ̂  3,1 1 ,
2 1! (1+1)1 $2 II (1+1)!

— 21
zaś szereg / *, • --- jest zbieżny na podstawie kryterium

1! (1+1)!
d’Alemberta:

a21+2 221 1! (1+1)! If , , a2 n ̂  -lim ■■■ ..  ~~L - 1 ‘ 11 = lim —  '5- ■—  = 0 < 1 .
1—» T 2  ' ' (1+1)! (1+2)! l-~ 2 (1+1) (1+2)

Korzystając z jednostajnej zbieżności tego szeregu otrzymamy
-21+1 m  |s

lim X1(x)ln Ai = lim > -w-pti-‘—    =
x - o o  1 ^  x' °  1^  2 1 !  <1+1)’

x 21+1Y=n * ln
1^0 221+1 1 ! (1+1 ) !

ponieważ dla k>1,
ln |x  i  k

lim xk ln t  = lim = lim -■ = ~iT = 0* (9)x— 0 x— 0 x x— .0 -k x x— 0

Z kolei zachodzi warunek:

lim I (x) ln 3^ = (10)
x— 0

Wykażemy obecnie, że szereg

1 1+1
x2l+1

£-11(1+1)! k=1

jest zbieżny niemal jednostajnie w (-«., ).

e m :  ł  0»

/
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1 1 + 1 1

Cznaczsmy przez a(l) = e m :  ł - « i :  E + T+T'
k=1 k=1 k=1 1

Jest spełniony następujący warunek: lim a(l) =~= , gdyż lim 'S ’ X =
1 k=1jako granica rosnącego ciągu dodatnich sum częściowych rozbieżnego szere

gu harmonicznego
n=1 m

Przejdziemy obecnie do wykazania niemal jednostajnej zbieżności wspom- 
nianego szeregu (11) w (-=*>, ~):

lim 
1— —

/ 1+1 1+2 \

2̂i+3( t :  £ + O i! (1+1)! 221+1
Vk=1_______ k=1 /  ____________

(1+1)1 (1+2)1 2 21+3 x 21+1 ( i
. k=1 k=1

lim1-*»»

= lim 1*0»

x2(a(l) + yiy + ylj
(1+1) (1+2) 22 a(l)

1X o 1 aTlT"d+1') 11 a(l) d+25
4(1+1) (1+2) O <  1.

Z kolei wykażemy, że szereg ^ 1 jest zbieżny niemal
1=0 2 11 \k=1 /

jednostajnie W ( *— oo f oo  ̂# (12)
1

Oznaczmy: ^ = b(l). Podobnie jak poprzednie lim b(l) = ~  , więc
k=1

/ 1+1
1*»

lim1*0»
x21+\ £  i

221 lt

221+2 (1+1)1 x 21 i
k=1 K

= lim
l — oo

xŁ b (1) +
T T T + r r w r = liml-~

..2
(1

1
11-0) bil)

A (1  +  1 ) = 0 <  1 .



Granice najczęściej spotykanych wyrażeń... 77

Korzystając z (S), (11), (10), (12) otrzymujemy' *
lim K q (x) = <=~=> oraz lim K 1 (x) = oo .

W dalszych obliczeniach granic pewnych szeregów z uwagi na jednostajną 
zbieżność tych szeregów będziemy przechodzić do granicy pod znakiem sumy.

OBLICZANIE GRANIC FUNKCJI

Granica określona w ’ (I) równa się ^

' x — 0

Granicę.oblicza się następująco: 

1

J1(ax) a lim = f

I. (ax)
lim — ---  = limxx— 0 - o  ii1=0 (1+1)! 22T+T x— 0 1=0 1! (1+1)! 2

a2l+1 x21 
 2T+T " 2

Wykres przebiegu funkcji y=-I-i (ax)

dla różnych wartości a przedstawiono 
na rys. 3* •

Granica określona w (II) równa
się f.

In (ax) a 
:̂ 0 rjTBx7 = 'blim
x

Granicę oblicza się następująco: 
ii, (ax)

1,(8») ^
Ł"„ V W 7  ’ 1 %  i p K T -  -

a
2 a 
2 = £
2

I1 (ax)
Y/ykres przebiegu funkcji y= ^

y ; io n o  n a  r y s .  4  i  r y s .  5« 

G r a n i c a  o k r e ś l o n a  w  ( I I I )  r ó w n a  s i r  z e r o .

l i m  x  R l a x )  =  0  
x — 0  0
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Rys. 4. Wykres funkcji y = j

Granicę oblicza się następująco:

lim x K (ax) x— 0 0

' 021 21+1 — i * a
■  i i " o S  ? ^ T 7 ?  g  E  1  V  l n

ln
lim I„(ax) lim — = 0 
x— 0 0 x— 0 £

(korzystamy z warunku 9).
Wykres przebiegu funkcji y = x KQ (ax) dla różnych wartości a przedsta

wiono na rys. 6.
Granica określona w (IV) równa się i

lim x K.(ax) = - 
x— 0
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X

Rys. 6. Wykres funkcji y = xKo (ax) 

Granicę oblicza się następująco:

Rys. 7. Wykres funkcji y = xK.(ax

lim x K.(ax) = lim x I.(ax) ln 
. x— 0 1 x— 0 L

- i £ 7& £ V ( £

-  \  lim Y ”1 - 
i x—  0 1

,21+1 2(1+1)

1+1

£
k=1

1 1+1

= lim I. (ax) x— 0 1
ln Ł.

1=0 1(1+1)! 22T+T 'k=l k=1

(Korzystamy tu z warunku 9).
Wykres przebiegu funkcji y = x K.,(ax) dla różnych wartości a przedstaw: 
no na rys. 7*

Granica określona w (V) równa się jeden.
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Granice oblicza się w następujący sposób:

1
£

21
X I  I )  - v ax) inlim 1=0 \ 2 (11) k=l___________________

- 0

lim 
x— C

\
gdyż lim

1 o©
£1=0

(8X)21
1

£
k=l

' 
‘ 

/—\Hcao
HIr-|*l In <*3X

m 2 (l!)2 -Ln ^

1 £1=0
(bx)21

1
£k=1 m  JQ£

m  ^ 2 (lt)

m
0 I n S

= 1.

(ax)

•

rys. 8 i rys. 9.

K0(ax)
Rys. 8. 7/ykres funkcji y = ^



\

Granie--' najczęściej spotykanych wyrażeń.. :i i

Granice określona w (VI) równa się nieskończoności

W ?

Granice: oblicza się następująco:

K1 (a1x)

K1 (a^) x K1 (â x)
x-^ü Ko ta2x ' xÍ?0 x ^0(akx ^ np. (3) i (4)

K-i (a«x)Wykres przebiegu funkcji y = v  /„ ula różnych wartości a,-.o 2
i a 1,2 - przedstawiono na rys. 10. 

0 '
Granica określona w (VII) rów

na się zero.

lin I.(ax) K (bx) = 0 
x— 0 1 0

Granicę oblicza się następująco:

lin. I. (ax) K (bx) = ' 
x— 0 1 0

i. (ax)
lim —  --- lim x K (bx) = 0,
x — 0  x  x — 0  0

Rys. 10. Wykres funkcji y =
K1 (ax)
KJTaxT

w oparciu o granice (1) i (3)'.
Wykres przebiegu funkcji y = (ax)
K (bx) dla różnych wartości a’; i bU y •
przedstawiono na rys. 11 i rys. 12. 

Granica określona w (VIII) róv.na
się

K1 (ax) fe

*

Granicę oblicza się korzystając z granicy 4:
\

K.) ( a * )  _ x K1 (ax) i

x i " o V ^
= lim

K-| (ax)
Wykres przebiegu funkcji y = ^ ola różnych wartości a i b przedetu- -
wiono na rys. 13 i rys. 14.
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Rys. 14. Wykres funkcji 
K1(ax)

y = irprery

Z /  J
Rys. 13« Wykres funkcji 

K1(ax)
y = TqrsxT

Rys. 11. Wykres funkcji 
y = I1 (ax)K0 (bx)

û '/â-/ 

û - /  ó j

û-Z ÔJ

Rys. 12. Wykres funkcji 
y = I1 (ax) KQ(bx)
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( ł

y = I1 (ax)K.) (bx)

Granica określona w (IX) równa się

Rys. 16. Wykres funkcji 
y =I1(ax)K1(bx)

2F*

lim I1(ax)K.(bx) = §r- x—  0 ' 1 d°

Granice oblicza sie następująco:

lim I1(ax)K.(bx) = lim 
x— 0 1 1 x— 0

I1(ax)
-i-j—  x K1(bx) = | F = §F* na Podstawie gra

nic (1).i (4).
Wykres przebiegu funkcji y = I1(ąx)K1(bx) dla różnych wartości a i b przed
stawiono na rys. 15 i rys. 1 6.

PODSUMOWANIE

Artykuł zawiera obliczenia ważniejszych granic wyrażeń złożonych z kom
binacji zmodyfikowanych funkcji Bessela i Mc Donalda z funkcjami elemen
tarnymi, gdy argument zdąża do zera, a wartość wyrażenia daje symbol nie
oznaczony.

Granice takich wyrażeń występują w analizie dynamiki procesów metalur
gicznych. Literatura nie podaje sposobu obliczania tego typu granic i ni
niejszy artykuł ma ze zadanie uzupełnienie tej luki. Ponadto w artykule
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przedstawiono -wykresy funkcji zawierające wspomniane wyrażenia. Mogą one 
znaleźć zastosowanie do zaaproksymowania różnych krzywych doświadczalnych.
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LIMITS OP THE MOST FREQUENT EXPRESSIONS INCLUDING MODIFIED THE 
BESSEL’S AND MC DONALD’S FUNCTIONS

S u m m a r y
The paper presents basic limits of the expressions including modified 

Bessel’s and lie Donald’s functions occurring in calculations regarding 
he8t, energy and flow's exchange.


