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OBWODOWE MODELE MATEMATYCZNE MASZYN ELEKTRYCZNYCH -
STAN AKTUALNY | PERSPEKTYWY

Streszczenie. W pracy przedstawiono najistotniejsze problemy tworzenia i rozwigzywania tzw.
obwodowych modeli matematycznych maszyn elektrycznych, ktére traktuja maszyne jako zbior
magnetycznie sprzgzonych cewek o jednoznacznych charakterystykach. Najbardziej efektywnag droga
tworzenia takich modeli jest formalizm Lagrange a, bazujacy na funkcji koenergii. W pracy wyodrebniono
modele, w ktérych zatozono liniowo$s¢ obwodu magnetycznego, wskazujagc na wage macierzy
indukcyjnosci w tych modelach. Omoéwiono najwazniejsze, spotykane w literaturze, metody ich
rozwigzywania: wykorzystujace transformacje wspotrzednych i wkasnoéci uktadéw okresowych. W pracy
przedstawiono réwniez kilka sposob6éw uwzgledniania w modelach obwodowych nieliniowosci
magnetycznej, wskazujac na koniecznos$¢ ich powigzania z polowymi metodami analizy rozkfadu pola
magnetycznego w maszynach elektrycznych.

CIRCUITAL MODELS OF ELECTRICAL MACHINES -
THE STATE OF THE ART AND FUTURE TRENDS

Summary. The paper presents most important problems of creating and solving so called circuital
models of electrical machines, in which a machine is treated as a set of magnetically coupled coils
having unique characteristics. The Lagrange formalism based on the co-energy function is the most
effective way to create such models. In the paper special attention is paid to the models assuming
linearity of the magnetic circuit. The stress is laid on the very important role of the inductance matrix in
such models. The existing methods of solving these models are discussed; i.e. by using transformations
of variables and properties of periodic systems. Different approaches to magnetic nonlinearity modelling
are presented and the necessity of supporting such models by numerical analysis of field distribution In
magnetic circuits of electrical machines is mentioned.
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periodic systems, magnetic nonlinearity modelling

1 WSTEP

Maszyny elektryczne sa do$¢ ztozonymi obiektami przestrzennymi, w ktérych ma miejsce
wspotdziatanie zjawisk elektromagnetycznych, mechanicznych i cieplnych. Tréjwymiarowa
przestrzen, w ktorej te zjawiska zachodza, wypeiniona jest jednak niecatkowicie symetrycznie i ma
inne cechy symetrii w czynnej czeéci maszyny oraz inne w czesciach skrajnych. Modelowanie
matematyczne wiasnosci tak skomplikowanego tworu przestrzennego, nawet, jezeli jest mozliwe
teoretycznie, w zdecydowanej wigekszosci przypadkéw nie jest uzasadnione ani z technicznego
punktu widzenia, wynikajacego z dokladnosci przewidywania okre$lonych wtasnoséci maszyn, ani z
ekonomicznego punktu widzenia, tj. z kosztéw uzyskania takich informacji.

Modele matematyczne, w ktorych maszyny elektryczne reprezentowane sa przez obwody
elektryczne oraz ukiad mechaniczny o skupionych parametrach, prowadza do najprostszych,
opiséw zjawisk elektromagnetycznych i mechanicznych w maszynach. Ujecie w jednym modelu
tych zjawisk jest koniecznoscia, wynikajaca z celu, dla realizacji ktérego buduje sie maszyny
elektryczne - elektromechanicznego przetwarzania energii. W takich modelach, zwanych modelami
obwodowymi, maszyna elektryczna jest rozpatrywana jako zbiér wzajemnie magnetycznie
sprzezonych cewek, ktorych sprzezenie zalezy od kata obrotu wirnika maszyny w stosunku do jej
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stojana. Nie wdajac sie w niepotrzebne w tym miejscu i znane w literaturze ogélniejsze rozwazania,
réwnania tak widzianych maszyn elektrycznych przyjmuja posta¢

\{'(i,(p) +Ri =u, (la)

dt2 Sp
gdzie 4*i,usa A/-wymiarowymi wektorami, R jest kwadratowa macierza rezystancji, a ip jest

katem przesunigcia osi odniesienia na stojanie i wirniku. Moment elektromagnetyczny maszyny jest
okreslony przez funkcje koenergli magnetycznej, ktéra mozna zapisa¢ w postaci

Ecm(i.‘P)=2Zivn (ii.-.»,,.0.-.0,e)di,n m 2)
n=10

gdzie vm,i, sa elementami wektoréw strumieni skojarzonych i pradéw. Aby funkcja koenergii byta
jednoznaczna wzgledem pradéw, charakterystyki cewek vm(i, iN,cp), (dla n=lI,...,N) musza
spetnia¢ zwigzki
- = dla nk=1 N. 3
Sik 5i,
Nalezy przy tym podkreéli¢, ze réwnania te obowiazuja przy zatozeniach, ze tory pradéw w
maszynie elektrycznej sa jednoznacznie okreslone, a charakterystyki materiatbw obwodu

magnetycznego sa jednoznaczne. Konsekwencje techniczne tych zatozeh sa ogélnie znane i nie
beda tu komentowane. Zatem wszystkie wymiary geometryczne maszyny i wiasnosci materiatow

uzytych do jej budowy musza znalez¢ odzwierciedlenie w charakterystykach cewek \p,(i, iN,cp)
oraz w macierzy rezystancji.

W pracy omoéwiono problemy wystepujace przy formutowaniu i rozwigzywaniu obwodowych
modeli dla maszyn pradu przemiennego, wskazujac na mozliwosci, lecz i ograniczenia, oraz
perspektywy dalszego rozwoju takich modeli.

2. MODELE OBWODOWE PRZY ZALOZENIU LINIOWOSCI OBWODU MAGNETYCZNEGO

Liniowo$¢ obwodu magnetycznego jest najczesciej przyjmowanym zatozeniem przy tworzeniu
obwodowych modeli maszyn elektrycznych. Pozwala on bowiem postugiwaé sie pojeciem
indukcyjnosci wiasnych i wzajemnych w ich klasycznym rozumieniu, jako wspoétczynnikéw

proporcjonalnosci pomiedzy odpowiednimi strumieniami skojarzonymi i pradami, tworzacych
macierz indukcyjnosci
y(i,<p) = L((p)i. (4)

Teraz w macierzy indukcyjnosci muszg by¢é zawarte wszystkie cechy konstrukcyjne maszyny oraz
wihasnosci zlinearyzowanego obwodu magnetycznego. Jej najwazniejsze matematyczne wiasnosci

to: symetryczno$¢ (L(cp) =LT(<p)), dodatnia okreslonos¢ (detL(<p)>0) oraz okresowos¢
(L((P) =Lcp+2n)), za ktérymi stoja odpowiednie wiasnosci fizyczne: jednoznacznos$é
zgromadzonej energii magnetycznej wzgledem pradéw, niepeinos¢é sprzezenn magnetycznych
cewek reprezentujacych uzwojenia maszyny oraz okresowo$¢ zjawisk w maszynie wzgledem kata
obrotu wirnika. Okreslenie indukcyjnosci jako funkcji kata obrotu jest dla tej klasy modeli zadaniem
kluczowym. Powszechnie wykorzystuje sie w tym celu uproszczong analizg pola magnetycznego w

szczelinie powietrznej maszyny. Jej gldbwnym narzedziem jest funkcja rozkladu skladowej
promieniowej indukcji wzdtuz obwodu maszyny, ktérg okresla sie ze wzoru

X+2X X+2X

B(x,t) =XXx,<p) O(x,cp,t)- IX(X',<p)O(X',<p,t)dx’ IX(X',(p)dx' (5)

gdzie x jest potozeniem katowym skiladowej promieniowej indukcji, X(x,<p) jest funkcja
jednostkowej przewodnosci szczeliny powietrznej (funkcja permeancji szczeliny powietrznej), a
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0 (x,(p.t) jest funkcja przeplywu magnetycznego uzwojenia wzbudzajacego pole magnetyczne.
Trudno tu opisywac¢ wszystkie szczegoély i niuanse tego podejécia, stosowanego w maszynach
elektrycznych juz od wielu lat. Mozna jednak stwierdzi¢, ze ta droga pozwala na efektywne
okreslenie funkcyjnych zaleznosci indukcyjnosci wiasnych i wzajemnych od kata e . Zwigzana jest
jednak z wieloma uproszczeniami, ktére w dobie ogromnego postepu w algorytmizacji
rozwigzywania zagadnien polowych sa niekonieczne i sa eliminowane poprzez numeryczne
okreslenie rozktadu pola w obszarze obwodu magnetycznego maszyny. Ten znacznie doktadniejszy
rozktad pola wykorzystuje sie w celu okreslenia funkcji permeancji szczeliny powietrznej lub dla
bezposredniego obliczenia indukcyjnosci. Nie jest to jednak droga prowadzaca obecnie do
zasadniczych rdéznic ilosciowych, zwazywszy z jednej strony na jej krotka tradycje, a z drugiej na
wieloletnie doswiadczenia w obliczaniu parametréw maszyn elektrycznych. Nalezy jednak
przewidywaé, ze po upowszechnieniu sie polowych procedur analizy pola w maszynie indukcyjnosci
uzwojen maszyny beda obliczane na ich bazie. Nie jest to jednak catkowicie oczywiste, gdyz
numeryczne metody rozwigzywania zagadnien polowych pozwalajg réwnie skutecznie rozwigzywac
zagadnienia nieliniowe, jeszcze bardziej przyblizajgce obliczenia do rzeczywistosci. Moze do
prowadzi¢ do eliminacji modeli zaktadajacych liniowo$¢ obwodu magnetycznego na rzecz ogélnych
modeli obwodowych podanych we wstepie.

Pozostajgc jednak w klasie modeli wykorzystujacych indukcyjnosci nalezy podkresli¢ wielkie
znaczenie prawidtowego odwzorowania cech budowy obwodu magnetycznego i rozkladu uzwojenia
maszyny w strukture macierzy indukcyjnosci. Wiadomo, ze pozadane wiasnosci maszyn uzyskuje
sie przez odpowiednig budowe uzwojenia i obwodu magnetycznego, co matematycznie przektada
sie na strukture macierzy indukcyjnosci oraz wiasnosci jej elementéw jako funkcji kata obrotu.
Witasciwe jakosciowe odwzorowanie struktury i cech tych funkcji jest wazniejsze anizeli ich
iloSciowe wartosci.

Niech za przyktad postuzy macierz indukcyjnosci wzajemnych ukladu M symetrycznie
rozmieszczonych cewek na stojanie oraz N symetrycznie rozmieszczonych cewek na wirniku, przy
réwnomiernej szczelinie powietrznej. Taka symetria generuje nastepujaca strukture macierzy

M(cp) M(tp-a) - M((p-(M-1)cx)
M = M<p+[3 M(ip +3~a) M<p+3- (M -1)a)
M(e +(N -1)3) M(cp+(N-1)3-a) Mcp+(N-1)3-(M -1a)

gdzie M<p) jest okresowa funkcja M(<p)= L MkegKp - Zachowanie tej struktury przy analizie
—®

wiasnoséci maszyny ma o wiele wieksze znaczenie niz zapewnienie bardzo wysokiej doktadnosci
okreslenia wartosci wspoétczynnikéw MKk .

Geometria obwodu magnetycznego ma takze zasadniczy wplyw na wiasnosci indukcyjnosci.
Przy modelowaniu maszyn z uzyciem indukcyjnosci bardzo pozyteczne jest poszukiwanie
jakosciowych ich cech w zaleznosci od ksztattu obwodu magnetycznego. Niech za przykfad postuza
cztery najbardziej typowe ksztatty obwodu magnetycznego:

() obwdd o cylindrycznym stojanie i wirniku,

(1) obwdd o wydatnych biegunach na stojanie i cylindrycznym wirniku,

(111) obwéd o wydatnych biegunach na wirniku i cylindrycznym stojanie,

(IV) obwéd o wydatnych biegunach na stojanie i na wirniku.
Indukcyjno$¢ wzajemna dwoéch dowolnych cewek w przypadku (1) zalezy jedynie od ich
wzajemnego potozenia katowego. Jest zatem funkcjg okresowa tylko jednej zmiennej i moze by¢
przedstawiona w postaci pojedynczego szeregu Fouriera

L,.s=
k=
W przypadku (ll) ta sama indukcyjno$¢ zaleze¢ bedzie od potozenia jednej z cewek wzgledem
stojana oraz kata ich przesuniecia, bedzie wiec okresowa funkcjg dwéch zmiennych

Lrs= £ £ K 1 ejkVv >
k=-00=00
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Analogicznie w przypadku (lll), indukcyjno$¢ ta zaleze¢ bedzie od potozenia jednej z cewek
wzgledem wirnika oraz kata ich przesuniecia, bedzie wiec takze okresowa funkcjg dwdch
zmiennych. W przypadku (IV), indukcyjno$¢ wzajemna zaleze¢ bedzie od trzech niezaleznych
zmiennych: potozenia jednej z cewek wzgledem stojana, jej potozenia wzgledem wirnika oraz kata
wzajemnego przesuniecia cewek

Lrs= £ £ £ ME£5ekxejl)ejne .
k=e0j=oom~=00

Tego typu analizy wilasnosci zbioréw indukcyjnosci wiasnych i wzajemnych cewek
reprezentujacych niezalezne uzwojenia maszyny umieszczone na stojanie i na wirniku pozwalaja
okresli¢ macierz indukcyjnosci przez minimalng liczbe niezaleznych funkcji. Gwarantuje to
odtworzenie przez model matematyczny wszystkich cech wynikajagcych z ewentualnych symetrii
obwodu magnetycznego i uzwojen maszyny. Okreslenie tych niezaleznych funkcji,'czy tylko
wspotczynnikéw ich szeregéw Fouriera, moze by¢ prowadzone réznymi drogami - w pierwszym
przyblizeniu, w oparciu o0 uproszczong analize rozktadu promieniowej sktadowej indukcji w
szczelinie powietrznej, lecz takze w wyniku rozwigzania réwnan pola w tréjwymiarowym obszarze
maszyny.

Zatozenie liniowosci obwodu magnetycznego nie linearyzuje jednak uktadu réwnan opisujacego
maszyny elektryczne. Przyjmuje on postaé

"-L(cp)i+Ri=u, (6a)

- (6b)
dr i dtp

Nieliniowo$¢ tego ukfadu ma charakter strukturalny i nie da sie jej wyeliminowa¢, gdyz wynika z
kwadratowej zaleznos$ci koenergii magnetycznej od pradéw. Jedynie rozdzielenie jednoczesnosci
zmian zjawisk elektrycznych i mechanicznych, ti. znajomo$¢ ruchu przy analizie zjawisk
elektromagnetycznych czy znajomo$¢ pradéw przy analizie ruchu mechanicznego, powoduje, ze
kazde z tych réwnan staje sie autonomiczne, a wéwczas staje sie liniowe ze wzgledu na swoje
zmienne.

Uproszczenie postaci rownan (6) jest jednym z waznych elementéw procesu modelowania
matematycznego maszyn elektrycznych, wrecz warunkujgcym techniczng uzyteczno$¢ modeli.
Mozna wskazaé¢ co najmniej dwa zasadnicze cele:

- dekompozycje réwnan elektrycznych (6a) na niezalezne poduktady, czyli zmniejszenie liczby

wzajemnie powigzanych réwnan,

- wyeliminowanie bezposredniej zaleznosci elementéw macierzy indukcyjnosci od kata obrotu.
Osigga sie to poprzez zmiane zmiennych uzytych do opisu maszyny. W miejsce naturalnych
pradéw uzwojern maszyny wprowadza sie ich kombinacje liniowe, przewaznie zalezne takze od kata
obrotu. Z matematycznego punktu widzenia odpowiada to liniowemu przeksztatceniu
wspo6trzednych. W celu zachowania zaleznosci w uktadach przed i po transformacji stosuje sie ko-
gradientne przeksztatcanie pradéw i napie¢ przez macierze unitarne (lub ortogonalne), ktére mozna
ogolnie zapisa¢ w postaci

in =H@>)i : uH =H(cp)u. ()
Macierz transformacji wybiera sie tak, aby sprowadzi¢ uktad réwnan (6) do postaci

Lh" h+®mh'h+rh'h =UHm
dt

Jn SUIH)T(MH + (MH)T)iH + Tm, (Sb)

w ktérych wszystkie macierze LH, MH oraz RH maja elementy state, niezalezne od kata obrotu.

Nie zawsze jest to jednak mozliwe i powodzenie zalezy gtéwnie od struktury macierzy indukcyjnosci
L(fo), gdyz macierz ta powinna transformowac sie¢ do macierzy stalej

Lh = Hep) Lp) H(p)_!- ©
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Dobér macierzy H(p) jest oddzielnym zagadnieniem. Nalezy odnotowaé, ze macierz ta musi
spetnia¢ zwigzek

H(«p)EpH((p)—‘ =C ; C - macierz o elementach statych (20)
i powinna by¢ unitarna, aby spetni¢ warunek niezmienniczo$ci mocy. Klasa takich macierzy jest

dobrze znana w maszynach elektrycznych. Ogélnie mozna je przedstawi¢ w postaci iloczynu trzech
macierzy unitarnych

H(ip) =PA(cp)O, (1)
z ktérych srodkowa musi by¢ macierza diagonalna o postaci
A((p) =diag[e*Hp ejk* .. ejd\s[. (12)

Zbior liczb {*,,*2 kN) zalezy od struktury macierzyindukcyjnosci L(ip) oraz od numeréw

harmonicznych, ktére nalezy uwzgledni¢ w jej szeregu Fouriera. Macierz © jest najczesciej
tworzona na bazie macierzy wielofazowych skiadowych symetrycznych (wyjatek stanowig ukiady
dwufazowe) o ogdlnej postaci
i i i
1 1 a M-

Vm AT 1,3>
(M-

Macierz P wystepuje woéwczas, gdy zmienne definiowane przez transformacje H(ip) pozostajg w

ciele liczb rzeczywistych. Jej zadaniem jest sprowadzenie wielkosci zespolonych otrzymanych w
wyniku transformacji A(<p)© do wielkos$ci rzeczywistych.

Posta¢ réownan (8) jest szczegodlnie korzystna przy analizie przebiegéw elektromagnetycznych
zachodzacych przy stalej predkosci obrotowej Q -const, gdyz wowczas uktad réwnan
elektrycznych (8a), nie do$¢ ze jest liniowy ze wzgledu na prady, to dodatkowo ma state
wspoitczynniki. Dla tej klasy réwnan mozliwe jest znajdywanie rozwigzan wyrazonych funkcjami
elementarnymi, co jest bardzo cenne przy jakosciowej i iloSciowej analizie wlasnosci maszyn na
podstawie modelu matematycznego.

Na podstawie ukfadu réwnan (8a) szczegdlnie prosto dokonywaé¢ mozna analizy stanéw
ustalonych klasycznymi metodami teorii obwodéw. Dla elementarnego wymuszenia typu
iiH =Usejnst mozna bowiem przewidzie¢ rozwigzanie w postaci iH =lsjisl i sprowadzi¢
poszukiwanie rozwigzania do réwnania algebraicznego

GftstH+nMH+RH)Is=US. (14)

Korzysci z opisu maszyn ukladem réwnan o postaci (8) uzyskuje sie takze przy rozwigzywaniu
stanéw dynamicznych, podczas ktérych predkos$¢ ulega istotnym zmianom, gdyz uklad ten mozna
bardzo prosto =zapisa¢ w postaci normalnej dx/dt=f(x,t), wymaganej przez wiekszos¢
komercyjnych pakietéw dla numerycznego rozwigzywania réwnan rézniczkowych.

Klasa macierzy L((p), ktére udaje sie sprowadzi¢ do macierzy statej LH, jest jednak
ograniczona, a przy zwiekszaniu doktadnosci jej odwzorowania przez szereg Fouriera zawsze
napotka sie bariere sprowadzalnosci. W takich przypadkach dobre rezultaty daje zastosowanie
transformacji wspo6trzednych niezaleznych od kata obrotu, porzadkujacych jedynie macierz
indukcyjnosci. NajczeSciej sa to odpowiednio dobrane macierze sktadowych symetrycznych, ktére
upraszczajg strukture macierzy indukcyjnosci tym bardziej, im bardziej jest ona blizsza macierzy dla
maszyny symetrycznie zbudowanej. W wyniku takiej transformacji otrzymuje sie jednak ukiad,
ktérego posta¢ nie rézni sie w zasadzie od (6), gdyz nowe macierze w dalszym ciggu zaleza od
kata obrotu. Dlatego w dalszych rozwazaniach bedzie on przyjety za bazowy.

Uktad réwnan (6) stwarza dos$¢ duze trudnosci przy bezposrednim rozwigzywaniu. Juz nawet
sprowadzenie go do postaci normalnej stanowi problem, gdyz w istocie rozwigzywac¢ nalezy uktad
réwnan rézniczkowo-algebraicznych. W tym przypadku, niezaleznie od wyboru zmiennych - pradéw

czy strumieni skojarzonych - pojawia sie koniecznos¢ obliczania macierzy Lg=>)_1 . Moze to
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prowadzi¢ do klopotéw z uzyskaniem wystarczajacej doktadnosci wynikéw, w przypadkach gdy
szybko$¢ zmian indukcyjnosci jest duza.

W przypadku ograniczenia rozwazan do zjawisk elektromagnetycznych, zachodzacych przy
statej predkosci obrotowej Ci=cons't, uklad réwnan (6a) staje sie co prawda liniowy wzgledem
pradoéw, lecz jego wspoétczynniki sg okresowo zmienne w czasie, gdyz

L(g) =L(ilr +90) =L(r) =L(r+T)= f.Lredrai \ il =2it/T (15)
Przyjmuje on postac

— L(t)t +Ri =u, 16

at (16)
a dla jego rozwigzania nalezy wykorzystaé¢ witasnosci liniowych réwnan rézniczkowych o okresowo

zmiennych wspoétczynnikach. Najwazniejsza wiasnoscig tej klasy réwnan jest ich sprowadzalnosé
do réwnan o wspoétczynnikach statych.

Ponizej zostang przypomniane podstawowe wilasnosci rozwigzan uktadéw okresowych w
stanach ustalonych przy harmonicznych wymuszeniach. Dla elementarnego monoharmonicznego

wymuszenia typu u=Usin,t (analogicznego jak w przypadku réwnania (8a)) prad w stanie
ustalonym nalezy przewidzie¢ w postaci szeregu Fouriera funkcji prawieokresowej

e= Z Isrei(n‘+fi)t , (17)

a wspotczynniki tego szeregu musza,spetnia¢ nieskoriczony uktad réwnan algebraicznych o postaci

(ils+C1LE L, Li 2 1.1 0
ilLE L-i LO L, *0 = us

(Cls -C1)E L2 L! in i 0

(18)

Pomimo dos$¢ oczywistego charakteru tych réwnan, z ktérych wynika réwnanie (14) jako przypadek
szczegoblny, nie sg one jeszcze rozpowszechnione. Otrzymuje sie je w wyniku przeprowadzenia
bilansu harmonicznych po obu stronach réwnania (16), po podstawieniu odpowiednich szeregéw
Fouriera. Taka metodyka bilansu harmonicznych jest odpowiednikiem metody symbolicznej,
stosowanej powszechnie przy analizie obwodéw pradu przemiennego, iwydaje sie, ze powinna sie
sta¢ podstawowag metoda analizy stanéw ustalonych w maszynach elektrycznych, w ktérych
zaréwno ruch obrotowy, jak i harmoniczne pobudzenie napieciowe decyduja o przebiegach pradéw
W uzwojeniach maszyny.

Analiza momentu elektromagnetycznego w takich przypadkach, aczkolwiek metodycznie
prosta, prowadzi do do$¢ skomplikowanych zaleznosci. Nie wchodzac w szczegoély, przy
wymuszeniu napigciami okresowo-zmiennymi o pulsacji il0, wyrazenie na moment mozna zapisac

w postaci potréjnego szeregu Fouriera
Tem=j2 2 1 £ TU rei((-kno+fi>, (19)

ktérego wspotczynniki okreslone sg formami kwadratowymi odpowiednich komponent pradéw oraz
indukcyjnosci. Z tego wyrazenia wynika nastepujaca klasyfikacja mozliwych komponent momentu
elektromagnetycznego:

- moment asynchroniczny, czyli sktadowa stata szeregu (19), dla (k =1, r=0),
- momenty synchroniczne, dla (k* I, r* 0),

- momenty synchroniczne w zerze, dla (k =1 r~0),

- momenty pulsacyjne, dla (k* 1, r =0).

Mozna takze poszukiwaé¢ analitycznych postaci rozwiazan nieustalonych dla uktadu réwnan
(16), lecz prowadzi to do rozwigzywania zagadnienia wilasnego dla macierzy nieskoriczonej,
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stanowiagcej pewng modyfikacje macierzy uktadu (18). Ze wzgledu na mniejsze znaczenie takich
rozwigzan i ich skomplikowana postaé, nie beda one tu przytaczane.

3. MODELE OBWODOWE UWZGLEDNIAJACE NIELINIOWOSC OBWODU MAGNETYCZNEGO

Liniowo$¢ obwodu magnetycznego jest jednak do$¢ silnym zatozeniem upraszczajacym, ktére

w zasadzie nigdy nie jest spetnione. Formalnie poprawne modele obwodowe uwzgledniajace

nieliniowo$¢ sa jednak bardzo skomplikowane, gdyz wymagaja znajomosci zbioru nieliniowych

charakterystyk cewek reprezentujacych uzwojenia maszyny. Dla uktadu N cewek nalezy okresli¢
zbiér N nieliniowych funkcji N+1 zmiennych

n(ij  iN,(p), (20)

ktére, dodatkowo, musza spetnia¢ warunki (1.3). Juz przy paru niezaleznych uzwojeniach w

maszynie problem opisu takich nieliniowych charakterystyk staje sie tak skomplikowany, ze

technika stara sie go omina¢. Pewne uproszczenie problemu daje zmiana podej$cia polegajaca na

przyjeciu, ze punktem startu do analizy jest funkcja koenergii o postaci Ecom(i,,...,iN,(p), z ktorej

wynikaja charakterystyki cewek
¥,.(l iIN9= ""IN<P) ;dla n=1 N 1)

spetniajace warunki (1.3). W dalszym ciggu istnieje jednak konieczno$¢ operowania funkcjg o N+1
zmiennych.

Jedng z drég pozwalajacych na pokonanie bariery duzej liczby niezaleznych zmiennych jest
przyjecie zalozenia, ze obwody magnetyczne dla strumienia gltéwnego i strumieni rozproszen
poszczegdllnych uzwojen w maszynie moga by¢ rozpatrywane rozdzielnie. Jest to ewidentne
uproszczenie zjawisk wywotywanych nieliniowos$cia, czego nie musi sie tu specjalnie wyjasniac.
Zatlozenie to odpowiada wydzieleniu w funkcji koenergii cztonéw odpowiadajacych koenergii
gtéwnego obwodu magnetycznego oraz koenergii obwodéw strumieni rozproszen

Ecm(ii iIN.<P =Eg(i £|Ea,n(i,,). (22)
n=

Uzywajac ogdlnie przyjetego w maszynach elektrycznych pojecia przeptywu magnetycznego mozna
znaczaco ograniczy¢ liczbe zmiennych funkcji Eg(i,,...,iN,<p), wprowadzajac pojecia zastepczych
przeptywéw magnetycznych dla poszczegdlnych harmonicznych, okres$lanych przez zastepcze
prady magnesujace proporcjonalne do ich amplitud oraz ich potozenia katowe wzgledem
wybranej osi odniesienia. Takie zmienne zastepcze mozna stosunkowo prosto powigzacé
analitycznymi zaleznosciami z pradami i, iN oraz katem (p. Funkcje koenergii gtbwnego obwodu
magnetycznego mozna wéwczas zapisa¢ w postaci

EgOi iN.<P =Eg(itll,a(il>..,i(IK,allK) . (23)
Liczba par i~.a” zastepczych zmiennych w tej funkcji zalezy od wyboru liczby harmonicznych,

ktére nalezy uwzglednia¢. Wiadomo, ze istotny wplyw na nasycenie gtéwnego obwodu
magnetycznego maszyny maja jedynie przeptywy o najwiekszych amplitudach, a tych jest zwykle
kilka. W skrajnym przypadku, gdy ograniczy¢ sie wylacznie do podstawowej harmonicznej
przeptywu, otrzymuje sie funkcje dwéch zmiennych EgO~a”,). Ogdlne wilasnosci takich funkcji

mozna przewidzie¢ na podstawie fizykalnej interpretacji zjawisk w maszynie. Tytutem przykiadu, dla
obwodu magnetycznego charakteryzujgcego sie réwnomierng szczeling, magnesowanego przez

przeptyw monoharmoniczny, koenergia bedzie funkcja wytacznie jednej zmiennej EgO”), a dla
obwodu o wydatnych biegunach na wirniku, bedzie takze okresowo zmienna wzgledem kata aw i
moze by¢ przewidziana w postaci Eg(iw,aw) =EgO0(iw) +Eg2(iw )cos2paw +—, jezeli liczy¢ kat

a™p od osi symetrii bieguna na wirniku.
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Jakosciowe okreslenie funkeji koenergii EQO~™.ct”, jiksanK) oraz Ea,n(‘n) pozwala zapisaé¢

réwnania maszyn w formie
5iit+ K akEg da”
_ £ akg n=1 N, (244)
3i, tpk
d2e k 9E, aip K 9E, da_|ik
+ 7 — -
a2 k=loik 9p © k=%l dp
w ktérych nieliniowo$¢ obwodu magnetycznego maszyny jest reprezentowana przez pochodne
czgstkowe funkcji EgO”.a,,,....i™.a.”) wzgledem jej zmiennych. Réwnania te nie operuja

+Tm (24b)

indukcyjnosciami zaleznymi od pradéw ani nawet tzw. indukcyjnosciami dynamicznymi. Ich duza
uzyteczno$¢ wynika z faktu, ze wykorzystuja one jakosciowe cechy funkcji koenergii, okreslone
heurystycznie na podstawie cech szczegélnych magnesowania obwodu magnetycznego maszyny.
Sa one uniwersalne, gdyz obowigzuja zaréwno dla obwodu magnetycznie liniowego i nieliniowego.
Okreslenie funkcji koenergii dla nieliniowego obwodu magnetycznego wymaga znajomoséci rozktadu
indukcji i natezenia pola magnetycznego w maszynie i jest mozliwe jedynie na podstawie
numerycznego wyznaczenia tego rozktadu. Wydzielenie jej sktadowych odpowiadajacych obwodowi
gtdbwnemu i obwodom rozproszen nie jest zadaniem prostym, tym bardziej ze w réwnaniach (25)
wystepuja pochodne czastkowe tych skfadowych, co wymaga ich okreslania z duza doktadnoscia.
W celu ilustracji, ponizej podano réwnania maszyn przy traktowaniu szczeliny powietrznej jako
réwnomiernej i uwzglednieniu wylgcznie podstawowej harmonicznej przeptywéw uzwojeri maszyny

9E, 5Eg('up) 5ili

(25a)
Ci, 9i, 3i,
,d2p aEg(NBavP, T (25h)
de2 5ipp  ap m
- . : T . aE8(ipP) p . : P
Wystepuje w nich tylko jedna nieliniowa funkcja ktérg mozna interpretowac jako
9i,n

charakterystyke magnesowania gtbwnego obwodu magnetycznego maszyny.

Ta klasa modeli jeszcze nie jest dostatecznie rozpoznana, lecz nalezy sadzi¢, ze stanie sie
dominujaca w grupie modeli obwodowych, uwzgledniajacych nieliniowo$¢ obwodu magnetycznego.

Jezeli zalozenie o rozdzieleniu obwoddéw dla strumieni gtdwnego i rozproszen nie moze byc¢
przyjete, wéwczas pozostaje powréci¢ do modeli bazujacych na funkcji koenergii w postaci

Ecm(i\,...,iN,(p) izapisywaniu na jej podstawie réwnan maszyn

(26a)

dt on

cdop  OFd +T, (26b)
dt2 3P

Z przestanek fizykalnych i cech obwodu magnetycznego mozna jednak okresli¢ tylko bardzo ogélne
wiasnosci tej funkcji, takie jak parzysto$¢ wzgledem wszystkich pradéw czy okresowos¢ wzgledem
kata. Praktycznie pozostaje jedynie jej aproksymacja szeregiem Taylora wielu zmiennych wzgledem
pradéw, co odpowiada aproksymacji szeregiem potegowym wielu zmiennych

Ecm(i L,iN= 2z IC,(g>)iri5+7 1 Z | IC ,tu<i, ssi, >u+
m( D zc (g=)irj LZLiS (P

N NN N N N
+ |ZZZZZZCrs yepysrrsrtru vrw+ (27)

r=ls=lt=lu=Ilv=Iw=I
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Juz przy kilku pradach niezaleznych opis taki jest bardzo skomplikowany, gdyz dobra aproksymacja
charakterystyk vA(i,,...,iN,(p), czyli pochodnych funkcji koenergii wzgledem pradéw, wymaga
uzycia stosunkowo duzej liczby wyrazéw takich szeregéw. Jezeli przenie$¢ na te charakterystyki
doswiadczenia z aproksymacji klasycznej krzywej magnesowania wzgledem pradu, to nalezatoby

uwzglednia¢ cztony zawierajagce prady az w 6smej lub nawet dziesigtej potedze. Obecnie jest to
praktycznie niemozliwe.

Alternatywa jest wybor funkcji energii Em(\y, VN, Jak0 funkcji bazowej i zastosowanie
réwnan Hamiltona o postaci

o » .- U N. 28.1

ar dy, (

1d~ =_ 3EBI(M,.-,>EN.q.)+ (2gb)
dt2 dip

Korzys$¢ z takiego podejscia wynika z faktu, ze fatwiej jest aproksymowac¢ klasyczna kizywa
magnesowania wzgledem strumienia skojarzonego anizeli wzgledem pradu. Dotyczy to réwniez
funkcji energii i koenergii. tatwiej jest aproksymowac¢ funkcje Em(vpvp N, anizeli funkcje

E ecm(i],...,iN,<p) =Aproksymacja funkcji energii dwoma cztonami

Em(i VN<P)=|Z ID r((py/rMs + {1 1Z X | 1D rstum((p)i)/rV, V, Me UA Vw (29)
r=ls=1

r=lIs=lt=lu=lv=Ilw=I
moze by¢ efektywniejsza niz aproksymacja funkcji koenergii kolejnymi piecioma cztonami szeregu
(27). Liczba wspoéiczynnikéw we wzorze (29) jest wielokrotnie mniejsza niz w (27), co stwarza
szanse na uzyteczno$¢ techniczna takiego podejscia.

Obydwa podejscia, bazujgce zaréwno na funkcji energii Hitl(n/1  Vn<p)> iak ' na funkcji
koenergii Ecm(i|,...,iN,<9, mozna nazwac granicznymi przy obwodowym traktowaniu maszyn

elektrycznych. Obecnie stanowiag one raczej odlegly cel, do ktérego nalezy dazy¢, niz realne
narzedzie badawcze. Nie sg one w og6le mozliwe do utworzenia bez powigzania z numerycznymi
analizami pola magnetycznego w maszynach elektrycznych.

4. WNIOSKI

Uwagi zawarte w pracy wyrazaja poglady autora na temat najwazniejszych probleméw
wystepujacych przy tworzeniu i rozwigzywaniu tzw. obwodowych modeli matematycznych maszyn
elektrycznych. W ciggu ponad stuletniej historii rozwoju maszyn elektrycznych zgromadzono na ich
temat olbrzymia wiedze. Na jej tle uwagi zawarte w pracy sa bardzo wybidércze i reprezentujg
jedynie pewien punkt widzenia. Niewatpliwie jednak obwodowe modele maszyn elektrycznych
jeszcze dilugo pozostang podstawowym narzedziem do badania zjawisk w maszynach oraz w coraz
to bardziej skomplikowanych uktadach z nimi wspétpracujacych.
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Abstract

The paper deals with, so-called, circuital models of electrical machines, in which a machine is
treated as a set of magnetically coupled coils. Such class of models is very popular because they
are relatively simple and lead to quite good results both for electrical machines themselves and for
drives or power-engineering problems related to electrical machines. Circuital models, under the
general assumptions that current paths are known and the hysteresis of magnetic material is

omitted, operate with linked fluxes and currents of machine windings and are described by
equations

¢ V,(ip)+ Rnin=Un;(for n=1,....N); JAf- = aE« (I,<],) + Tm,
dt dt 3<P
The co-energy function, which determines the electromagnetic torque, is given by the formula

Ecnfi.Cp) = ZjV nO .0.....0,(p)di',, .
n=10

These general equations are too complicate for engineers and ways of its simplifications are
especially important.

In the paper models assuming linearity of magnetic circuit are more deeply discussed, for which
most important are self- and mutual inductances of machine windings. Some remarks on
calculations of inductances and relations between them are given, which is very important for
successful modelling. Two ways of solving such models are discussed: using transformations of
variables, and applying the theory of periodic systems. Properties of transformation matrices used
for equations of AC machines are generalized. Solutions to machine equations for steady states on
those both ways are compared.

Interesting trends in modelling magnetic non-linearity by circuital models are presented, which,
however, require the data from the computational analysis of electromagnetic field in a machine.

The paper presents the author's opinion on the existing knowledge and possibly trends in

modelling of electrical machines by circuital models, however all the remarks are of subjective
nature.



