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PRZYBLIZONE MODELE WIELOWARSTWOWE MASZYNY LINIOWEJ
UWZGLEDNIAJACE SKONCZONA DEUGOSC OKLADU PRADOWEGO

Streszczenie. Maszyne indukcyjng zastgpiono przyblizonym modelem o warstwowej izotropowej
strukturze. W wyniku rozwigzania zagadnienia polowego dla takiego modelu wyprowadzono schemat
zastepczy maszyny o parametrach skupionych wygodny dla analizy zaréwno stanéw przejéciowych, jak i
ustalonych maszyny indukcyjnej. Skonczong dtugo$¢ oktadu pradowego uwzgledniono metodg
przedtuzenia analitycznego z odstepem bezpragdowym rozktadu pradu wzbudnika przy uzyciu szeregu
harmonicznych Fouriera. Przedstawiono poslizgowe charakterystyki admitancji operatorowej strony
pierwotnej oraz trajektorie sity i pradu fazowego maszyny liniowej nieskoriczenie dtugiej i o skoriczonej
dtugosci oktadu pradowego.

APPROXIMATE MODELS OF INDUCTION LINEAR MACHINE TAKING INTO
ACCOUNT THE FINITE LENGTH OF THE CURRENT SHEET

Summary. An induction machine was substituted by an approximate computational model with a
multilayer isotropic structure. The equivalent circuit with concentrated parameters convenient for analysis
of transient as well as steady states of the machine was built as a consequence of a field calculation for
the multilayer model. A finite length of the armature current sheet was taken into account by an analytic
prolongation of current sheat distribution using the Fourier harmonic series method. The slip dependent
force and phase current characteristics of the infinitely long as well as with the finite length of the current
sheet linear machine have been presented.
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WPROWADZENIE

Zjawisko wypierania pradéw wirowych w litych warstwach strony wtérnej silnikéw liniowych

powoduje, ze strona wtdrna maszyny jest obiektem o parametrach roztozonych. Utrudnia to analize
stanéw przejSciowych maszyny. Zastgpienie réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych
opisujacych stan elektromagnetyczny nieustalony maszyny réwnaniami r6zniczkowymi zwyczajnymi
utatwia ich rozwigzanie i w konsekwencji prowadzi do zbudowania schematu zastepczego maszyny
o parametrach skupionych [1],[2] (rys. 2).

Obliczeniowy model warstwowy maszyny indukcyjnej liniowej wyprowadzono w oparciu o

nastepujace zatozenia upraszczajgce:

1.Analiza pola elektromagnetycznego odbywa sie w prostokatnym uktadzie wspétrzednych x,y,z
zwigzanym ze strong wtdrng maszyny.

2. Obwdd maszyny jest nienasycony.

3.Strone pierwotng, szczeline powietrzng oraz ostatnig warstwe strony wtérnej stanowig warstwy
jednorodne i izotropowe, przy czym p=°, y=0 dla pierwszej i ostatniej warstwy
ferromagnetycznej.

4 .Zjawiska krancowe zwigzane ze skonczong szerokoscig b wzbudnika sga pomijalne.

5.0ktad pradowy tréjfazowego symetrycznego uzwojenia pierwotnego o roztozeniu sinusoidalnym
zastepujacego realne uzwojenie strefowe o liczbie zwojéw w, i wspdtczynniku uzwojenia
sprowadzony jest do nieskoriczenie cienkiej warstwy pradowej przylegajacej do zelaza strony
pierwotnej i po zastosowaniu transformacji do uktadu dwufazowego opisany jest funkcja:
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3,(x,t)=-2.1 LI,(t) sinx
2 PbT

6.Przy ortogonalnej dwuosiowej transformacji wielkosci fazowych do ukfadu wspéirzednych
nieruchomego wzgledem czesci wtérnej skladowe dwuosiowe wielkoSci elektromagnetycznych
przedstawione sg na ptaszczyznie liczb zespolonych d,q strony wtérnej. Ze wzgledu na
symetrie maszyny analize pola przeprowadza sie w jednej osi (np. w osi d) i uogdlnia.zalezno$ci

dla osi g. Dla skrécenia zapisu wygodnie przyja¢ 3d = 3 .
Na rysunku 1 przedstawiono przyktadowe konfiguracje maszyny indukcyjnej i odpowiadajgce im

modele obliczeniowe.

Liniowej maszynie indukcyjnej o nieskoriczonych wymiarach i biezni zbudowanej z warstw
litych przewodzacych $cisle odpowiada wielowarstwowy izotropowy model obliczeniowy [1],[2],
Wyprowadzony w oparciu o ten model schemat zastepczy pozwala analizowa¢ prace maszyny w

stanach ustalonych i nieustalonych [1],[2].
Na rysunku 1 przedstawiono modele obliczeniowe maszyny indukcyjnej dwu- i tréjwarstwowe.

induktor 7«0 p.= gc induktor U Y=0 p»oc
szczelina 0 r-o szczelina 0 x *y-o0 i+0
lite zelazo / aluminum ¢ aluminium ‘0 y @i A
c
8 B
S . 7=0 M- co lite Zelazo n [
pakietowane zelazo :
pakietowane zelazo r-o u.-cc

Rys. 1. Modele obliczeniowe liniowej maszyny indukcyjnej
Fig. 1. Computational models of alinear induction machine

2. SCHEMAT ZASTEPCZY MASZYNY LINIOWEJ O NIESKONCZONYCH WYMIARACH.

Stosujac transformate operatorowg dla przebiegéw czasowych oktad pradowy maszyny liniowej
0 nieskoniczonych wymiarach opisano réwnaniem (1).

32(x,p) = 3(p) exp(-j-i-x). (€}

Rozktad pola elektromagnetycznego w kazdej n-tej warstwie jest opisany réwnaniami Maxwella w
postaci operatorowej (pominieto prady przesuniecia):
rot H(p) = kz J(p), rot E(p) = -p B(p),
div A(p) = 0, B(p) =rot A(p), A(p) =kzA(p) . J(p) = k2y2E(p),
k2- wersor w osi z uktadu wspétrzednych x,y,z.

Potencjal wektorowy w kazdej warstwie jest opisany rownaniem:

A.(xy.p) = [cIn(p) exp(-£,y) + C2n(p) exp(e.y)] x exp(-j-"x) (3

gdzie: ej =f-*j +y,P,P e

State catkowania C,,, C2, - wynikaja z warunkéw brzegowych:
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An=An+.
2 z(x. 4
— rotxAn+l(P) — rotxA.n(p) zxp) @
P(n+1)x Pik 0
przy czym: 32z(x.p) ~ pomiedzy wzbudnikiem a szczeling powietrzna,
0 - dla pozostalych granic.
Strumienn skojarzony uzwojenia strony pierwotnej jest okreslony catka powierzchniowg sktadowej

normalnej indukcji otrzymanej z rozwigzania réwnan (2) z uwzglednieniem (3, 4):

Vis(P) (x,y =-S,p)dx ©)

Indukcyjnos$¢ operatorowa LI5(p)= uzwojenia zastepczego zwigzana ze strumieniem w
mi(P)

szczelinie powietrznej przy uwzglednieniu (5) oraz 3(p) =- — ml](p) dla poszczegdlnych modeli
2PbT

obliczeniowych jest okre$lona nastepujaco:
a) model dwuwarstwowy:

-sh(£3d)sh(e28) + — ch(e3d)ch(e25)
P2 (62)

Ls(P)=1L,
— sh(£3d)ch(e25) + — ch(£3d)sh(£26)
P3 P2

b) model tréjwarstwowy:

Lli(p) =

— sh(E4h) 1— ch(E3d)sh(E28j + — sh(e3d)ch(E25) J+— ch(e4h) 1— sh(£3d)sh(e25) +— ch(E3d)ch(E 26)
P4 (M3 LM3 M2 J

— sh(E4h) J— ch(£3d)ch(£28) + — sh(c3d)sh(e2S) I+ ~-ch(E4h)j — sh(e3d)ch(e2S)+ — ch(e3d)sh(e2s)
M M8 M2 J M3 M2 J
(6b)

gdzie:
w,$,)2b
Im= cr2 C=6 ( )
e2 PbT
Parametry skupione schematu zastepczego (rys. 2) otrzymuje sie w wyniku rozktadu na utamki
itancji ' i - NP) . powoduie to, ze st t6
proste admitancji operatorowej strony pierwotnej - Powoduje to, ze strong wtorng
PLis(p) PW(p)

maszyny mozna przedstawi¢ w postaci rGwnolegtego potgczenia impedancji magnesujacej pLy oraz
impedancji nieskoriczonego ciagu dwojnikow réownolegtych R2(0), L2(n [1], [2], Wystepuja bieguny

N(p) =0 admitancja operatorowa jest okre$lona nastepujgco:

proste r6zne od zera i przy lim
p»="[p W(p)

1 1, . I 1 Q)
pLis(P) PLi R500 |+ T"P



220 Kapton A

e W(p=0 1
gazie: J(p n?l e p— , N (Pn)
N(p = 0) P Rom - aw
4P ppn

gdzie p, - miejsca zerowe W(p) .

Rys. 2. Schemat zastgpczy maszyny indukcyjnej
Fig. 2. Equivalent Circuit of an induction machine

Rezystancja resztkowa R20) wynika z poréwnania rezystancji R2 i rezystancji wypadkowej

dwojnikow réownolegtych [1]:

1 @ 1 1 no 1

— =lim =l e = i— + 1 (8)
%O ne n e

Rt P pL,6(p) pL n=,R 2(n) R 2(0) =IR 2(n)

Indukcyjnos$¢ L*2(0) wynika z warunku jednakowych pochodnych granicznych wzgledem

operatora p [1], przy czym obowigzuja zaleznosci:

1 1 1 "0 g (8b)
=1
r; PLis(p) pLM =0 iIR*2(n) 1+TP _ H R 2(0)
gdzie: to T,= -7
2(0) 2(n)

Zastepczg stalg czasowg strony wtérnej mozna wyrazi€c za pomoca przebiegu pradu 12 po
przytozeniu napiecia w postaci skokowej do zaciskéw weztowych w schemacie zastepczym maszyny

otrzymanych po wyodrebnieniu indukcyjno$ci magnesujacej: T.=£ ~» ~°°)~A"(0 dt ji]
o) t2(t=°0)
Z uwagi na zalozong symetrie maszyny indukcyjno$ci operatorowe uzwojen zastepczych w
osiach dig sajednakowe, tak wiec indukcyjno$¢ operatorowa strony pierwotnej z uwzglednieniem
indukcyjnosci rozproszenia Lb od ztobkéw i potaczen czotowych L,(p) =LI0 + LI6(p).

3. MODEL MATEMATYCZNY MASZYNY LINIOWEJ O SKONCZONEJ DLUGOSCI OKLADU
PRADOWEGO

Analize skoriczonych rozmiaréw twornika maszyny liniowej przeprowadzono przy uwzglednieniu
wytacznie skonczonej dlugosci oktadu pragdowego w osi x przy jednoczesnym zachowaniu ciggtosci
zelaza stosujgc tzw. przedluzenie analityczne [1], Polega ono na utworzeniu w kierunku osix
nieskonczonego ciggu umyslonych uzwojen kolejnych induktoréw o ditugosci /, i oddalonych od
siebie o rs wytwarzajgcych oktady pradowe przemiennego znaku (rys. 3). Tak otrzymany okiad

pradowy roztozono w nieskonczony szereg Fouriera.
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+
r=o u«

X
tF. ~F
7@ U‘cc

Rys. 3. Modut sktadowej normalnej indukcji na powierzchni stojana: a) dla dodatnich poslizgéw, b) dla ujemnych
poslizgow

Fig. 3. Moduls of the magnetic induction normal component on the stator surface: a) for positive slips, b) for
negative slips

Pominieto asymetrie zwojowa bedaca konsekwencja stopniowania ilosci zwojow cewek
skrajnych, a takze poprzeczne efekty krancowe od skonczonej szerokosci b twornika rzeczywistej
maszyny. Efekt ztobkowania twornika uwzgledniono powiekszajgc szczeling powietrzng o
wspotczynnik Cartera.

Wypadkowy oklad pradowy dla przypadku przyblizonego modelu dwuwymiarowego jest
okres$lony nastepujaco:

21 1
3(x,P)=Z 3(P) Sin( rfr) * Axp(Jd“ix) + explJa"x)] (9)
przy czym :

a}=-"- =—+r— ,alk-4r=—-r— r=1,35,.,(2n + 1) - harmoniczneprzestrzenne,
i z t* t ts

Odlegtoéci rs pomiedzy oktadami umys$lonych twornikéw powinny by¢ na tyle duze, aby ich
wzajemne oddzialywanie bylo wzglednie male. Jednakze zwiekszanie odlegtosci rs prowadzi do
zwiekszania liczby znaczacych harmonicznych r oktadu pradowego.

Modele obliczeniowe maszyny liniowej o skonczonych wymiarach oktadu pradowego w
odniesieniu do okre$lenia struktury warstwowej sg takie same jak w przypadku maszyny o
wymiarach nieskonczonych (rys. 1).

Sktadowag normalng indukcji magnetycznej B (x,y,p)= w poszczegblnych warstwach
—y 9 x
modelu obliczeniowegomaszyny przy wymuszeniu oktadem pradowym (9) uzyskuje sie z
rozwigzania zagadnienia polowego:
@®

21
I y(x,y,p,)=p23(P)x X D(y,p,r)_ sinlr-"-j xj exp(-jajx)l+
J =] Re |

(10

przy czym w wyrazeniu (10): p=jSrto0, gdzie: al=27tf,, f, - czestotliwo$¢ napiecia stojana,

s* - poslizg r-tej harmonicznej pola wyznaczony wedtug zaleznosci:
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r, s - odpowiednio: podziatka biegunowa i poslizg maszyny o dtugosci nieskoficzonej.

Wz6r (11) wynika z warunku wspoélnej predkosci strony wtérnej dla wszystkich silnikéw
harmonicznych. Odniesienie stanowi liniowa predko$¢ synchroniczna 2r fj maszyny nieskoriczenie
diugiej.

We wzorze (10) funkcja D(y,p,r) odpowiednio dla uktadu: dwu- lub tréjwarstwowego jest

okre$lona nastepujaco:
k k

- sh(e&rd)sh(ekry) + ~ ~ ch(Ekrd)ch(Ekry)
Jh P
Dy.pN= =7 v (12a)
—  ch(Ekr5)sh(ekrd) + ~d_sh(Ekr8)ch(skrd)
P3 P2

ek eE&r
— sh(ejrh) -— ch(ejrd)sh(Erry) + —" sh(£jrd)ch(s” ry)
P4 3 P2

k k

— sh(E$rh) ch(Ekrd)ch(Ekr8) + sh(Ekrd)sh(e|r8)
P4 P3 Pz

D(y.P.r)y = =m

K K (12b)

ek
+ — ch(E$rh) - -~A-sh(E krd)sh(£kry) + ~ ¢ h (£ krd)ch(Ekry)
P3 P3 P2
£k - k k
+ — chiE”h, sh(Esrd)ch(Ez2r8) + ch(£j rd)sh(Ezr8)
P3 P3 M2

ttN 4 +HnynP = @k)2 + PnynP . gdzie: n - numerwarstwy, k- numer fali: I, Il.

Na rysunku 4 przedstawiono rozklad modutu skladowej normalnej indukcji w szczelinie
powietrznej na powierzchni strony pierwotnej (y=-8) dla silnika o skonczonej diugosci oktadu
pradowego, wyznaczonego wedtug wzoru (10). Obliczenia wykonano dla ustalonego stanu pracy
maszyny dla wybranych wartosci poslizgu maszyny i przy przyjeciu okladu pragdowego wzbudnika
3(p) = 1A/m. Na rysunku tym zaznaczono réwniez rozktad indukcji dla silnika o nieskoriczonych

wymiarach.

Rys. 4. Modut sktadowej normalnej indukcji na powierzchni stojana: a) dla dodatnich poslizgéw, b) dla ujemnych
poslizgéw
Fig. 4. Modulus of normal component of the induction on stator surface of the machine
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W silniku o skoficzonej dtugosci oktadu pradowego obserwuje sie ttumienie pola na jego wejsciu
iwolniejsze zanikanie pola na wyjsciu.

Strumien skojarzony uzwojenia zastepczego o roztozeniu sinusoidalnym wyznaczono ze wzoru:

k

~Los(P)=-w Kb] By(xy=-8,p,r)dx (13)
Biorgc pod uwage, ze  3(p)="y~-l,(p) oraz indukcyjno$¢ strony pierwotnej
LIgp) = z uwzglednieniem wzoru (13) okresla zalezno$¢:
ia
—is<P)~ 3"'W'r"12 b x J By(x,y =-8,p,r) dx (14)
A _ilL
2
gdzie: p =jsffa>0, s? =-"-(s-1)+1.
\%
Ze wzgledu na posta¢ indukcji magnetycznej (10) wygodnie jest zastosowac¢ catkowanie

numeryczne.
Na rysunku 5 przedstawiono poslizgowa charakterystyke admitancji operatorowej strony

pierwotnej silnika liniowego o skonczonych wymiarach (linia 2). Poréwnano jg z charakterystyka
czestotliwo$ciowg admitancji operatorowej strony pierwotnej silnika liniowego o nieskoriczonych

wymiarach (linia 1).

Rys. 5. Poslizgowa charakterystyka admitancji Rys. 6. Poslizgowe trajektorie sity i pradu
strony pierwotnej maszyny liniowej

Fig. 5. Slip dependent characteristic of stator Fig. 6. Slip dependent force and current
admittance trajectories of a linear maching

Rysunek 6 przedstawia trajektorie sity elektromagnetycznej oraz pradu w funkcji poslizgu dla
przypadku rozruchu maszyny liniowej bez obciazenia i statej masie bezwiladnosci (m=20 kg) po
zatgczeniu jej na znamionowe napiecie. Linia przerywana dotyczy wycinka o dtugosci/; z
nieskonczenie dtugiej maszyny liniowej, natomiast linia ciagta maszyny liniowej o skonczonej
diugosci oktadu pradowego.
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4. WNIOSKI

Przedstawiony wielowarstwowy anizotropowy model dobrze odwzorowuje stany nieustalone i
ustalone liniowej maszyny indukcyjnej o warstwowej litej stronie wtérnej. Moze by¢ wykorzystany
dla estymacji parametréw schematu zastepczego maszyny liniowej przydatnych w automatyce
napedu elektrycznego. Model ten fatwo sie stosuje réwniez dla maszyn wirujacych, w tym
gtebokoztobkowych po zastgpieniu struktury ztobkowej warstwami anizotropowymi [3].
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Abstract

The multilayer mathematical model having isotropic continuous layers was taken into
consideration. In Cartesian co-ordinate system x,y,z (Fig. 1) for infinitely long linear machine (LM),
current sheet exceeding the travelling field in LM is expressed by formula (1). Field distribution in
each n-th layer is described by Maxwell's equations in operational form (2). Taking into account
(3,4) in equation set (2) we get the flux linkage of the inductor winding (5) and, subsequently, the
operational stator inductances (6) for each of the computational models (Fig. 1). Substituting (6) in
(7,8) we get the R, L parameters in the appropriate equivalent circuit (Fig. 2) of the machine for
each of the machine variants.

The analysis of the transient states with finite length of armature winding taken into account was
made by neglecting as well the finite width b as the asymmetry of the inductor winding of real LM.
The finite length of the current sheet can be taken into account by an analytic prolongation of the
inductor. In x-direction there are built a sequence of imaginary current sheets with /, length and r,
distance between them (Fig. 3) and next using the Fourier harmonic series method a resultant
current sheet expressed by formula (9). Field distribution in each n-th layer of the r-th machine is
described by equations (2,3,4). The resultant normal component of magnetic induction By in air gap
on stator surface (y=-S) is a sum of induction normal components of each of the monoharmonic
machines (10).

The modulus of the resultant normal component of magnetic induction By is shown on Fig. 4. On
Fig. 5 there are presented slip dependent stator admittances. Curve 1 is concerned with infinitely
long LM and curve 2 with LM with finite length of armature winding. Fig. 6 presents the trajectories
of the slip dependent electromagnetic force and the stator current at running up with no mechanical
load after switching on rating supplying voltage. The dotted lines refer to a LM evaluated as a sector
from an idealized infinitely long machine and the continuous lines to the LM with finite length of the
inductor winding.



