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MODEL POLOWO-OBWODOWY SILNIKOW ELEKTRYCZNYCH PRZE:ACZALNYCH

Streszczenie. Przedstawiono model polowo-obwodowy przeznaczony do symulacji cyfrowych
dowolnych stanéw pracy silnikéw przetgczalnych: przetaczalnego silnika reluktancyjnego (SRM) |
przetaczalnego silnika Indukcyjnego klatkowego (SICM). W modelu tym dla kazdego kroku catkowania
rébwnan obwodowych dynamiki silnika wyznaczane jest pole magnetyczne w przekroju poprzecznym
maszyny za pomocag metody elementéw skoriczonych 2.5D, z uwzglednieniem nasycenia jarzma.
Uwzgledniane jest takze zjawisko wypierania pradu w pretach klatki oraz rzeczywisty, sterowany
potozeniem wirnika, sposo6b zasilania uzwojeri stojana. Opisano spos6b uwzgledniania warunkéw
brzegowych, jako problemu zasadniczego dla szybko$ci i doktadnos$ci obliczerr. Wyniki obliczen zostaty
zweryfikowane pomiarowo.

FIELD-CIRCUIT NODEL OF SWITCHED ELECTRIC NOTORS

Summary. A field-circuit model for the numerical simulation of any states of switched reluctance and
induction cage motors is presented in the paper. For each integration step of circuit equations of motor
dynamics the magnetic field is determined in the transverse section of a machine with the finite elements
method.2.5D, when taking into account the yoke saturation. The effect of dislodging the current in the
rods of the cage as well as the actual (and controlled by rotor position) feeding mode of the stator
windings are also taken into consideration. The way for taking into account the boundary conditions in
view of the speed and accuracy of calculations is described. The calculation data were verified by
measurements.
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1. OPIS MODELU

Dokladne obliczenia stanéw dynamicznych silnikbw przetgczalnych wymagaja zastosowania
polowego opisu zjawisk elektromagnetycznych. W modelu matematycznym stanéw dynamicznych
silnika réwnania opisujgce rozktad pola elektromagnetycznego musza by¢ sprzezone z réGwnaniami
obwodu elektrycznego oraz z réwnaniami bilansu momentéw dziatajacych na wirnik. Dlatego
opracowano program komputerowy symulacji nieustalonych sprzezonych zjawisk polowych,
obwodowych oraz mechanicznych. W algorytmie uwzgledniono nieliniowe wilasnosci
ferromagnetyczne rdzenia. Nieustalone pole elektromagnetyczne w silniku jest wymuszane
napieciowo. Nie jest zadany przed wyznaczeniem rozktadu pola przebieg pragdu w uzwojeniu. Nie
sg wiec z gory znane zrédia pola. Dlatego zostal tez zamodelowany uklad zasilajacy kazda faze
stojana zbudowany na tranzystorach.

Cykl pracy silnika zawiera stany dynamiczne, czyli nieustalone pod wzgledem mechanicznym.
Kat obrotu i predko$¢ wirowania wirnika zmienia sie w sposéb z géry nieznany. Obrét jest wynikiem
dziatania momentu elektromagnetycznego zaleznego od poszukiwanego rozktadu nieustalonego
pola elektromagnetycznego. Konieczne jest wiec wiaczenie do modelu matematycznego takze
réwnan réwnowagi mechanicznej.

Zatozono symetrie ukltadu wzgledem ptaszczyzny XY, ktéra jest prostopadta do osi maszyny.
Jest to mozliwe dzigki przyjetemu zalozeniu, ze ztobki silnika nie maja skosu. Dlatego mozna byto
zastosowaé¢ do obliczania pola magnetycznego w przekroju XY maszyny (. w przekroju
prostopadiym do walu wirnika) metode elementéw skonczonych 2D. Kompleksowy model

1 Dr hab. inz., Politechnika Rzeszowska, ui. Wincentego Pota 2,35-959 Rzeszdw, tet. (0-17) 85-44-120,
fax (0-17) 85-420-88, e-mail: golebiye@ prz.rzeszow.pl

2Dr inz., Akademia Gérniczo - Hutnicza, al. Mickiewicza 30,30-059 Krakéw, tel. (0-12) 617-28-23, fax (0-12) 634-10-96,
e-mail: drabek@ kme:agh.edu.pl


mailto:golebiye@prz.rzeszow.pl

292 Gotebiowski L., Drabek T.

matematyczny nieustalonych zjawisk elektromagnetycznych i elektromechanicznych w ukladzie
silnika przetagczalnego, ktéry zawiera elementy nieliniowe oraz poétprzewodnikowe, musiat
obejmowacé réwnania opisujgce nieustalone pole elektromagnetyczne w $rodowisku nieliniowym i
ruchomym. Zadanie to spetniata metoda elementéw skofnczonych (FEM). Oprécz tego model musiat
zawiera¢ réwnania obwodu elektrycznego dla faz stojana z zasilajacymi je ukladami
tranzystorowymi oraz réwnania klatek wirnika (dla silnika przetaczalnego indukcyjnego SICM [1]).
Z uwagi na przyjety model pola elektromagnetycznego typu 2D uktad musiat by¢ uzupetniony o
indukcyjnosci rozproszen i rezystancje potgczen czolowych. Opracowany model musiat tez
uwzgledni¢ réwnanie réwnowagi mechanicznej. Analizy czasowej otrzymanego uktadu réwnan
dokonywano przy wykorzystaniu schematu Crancka - Nicholsona. Jest to schemat z réznicami
centralnymi do przyblizania pochodnych czasowych. W celu uwzglednienia nieliniowos$ci uktadu
rownan pola, ktéra wynikata z nieliniowej charakterystyki magnesowania ferromagnetycznych
czesci obwodu, zastosowano iteracyjny proces Newtona - Raphsona. Oznacza to przyblizenie
charakterystyki zelaza w poblizu punktu pracy przez styczng do charakterystyki. Pozwala to na
duze przyspieszenie obliczen. Uktad réwnan pola elektromagnetycznego musi by¢ rozwigzywany
rbwnoczesénie ze zdyskretyzowanym rdéwnaniem obwodu elektrycznego. W przekroju silnika
uwzgledniono 12000 weztéw oraz 23040 elementéw skonczonych. Zapewnitlo to wymagana
doktadno$¢ obliczen. Umozliwito to tez podziatl kazdego preta wirnika na 9 pretéw czastkowych
ptaszczyznami réwnolegtymi do podstawy preta. Wszystkie prety czastkowe kazdego preta byly
potaczone na bokach silnika pierScieniem zwierajacym. Pozwolito to na uwzglednienie zjawiska
wypierania pradéw w pretach wirnika.

W szczelinie powietrznej silnika przyjmowano 4 warstwy elementéw skonczonych. Bylo to
zwigzane zaréwno ze sposobem modelowania obrotu wirnika, jak réwniez miato istotny wplyw na
doktadno$¢. Poréwnawcze obliczenia rozktadu pola magnetycznego w przekroju maszyny dla
zatozonych pradéw przeprowadzone za pomocag systemu EMAG/NISA czy tez OPERA 2D lub
ANSYS daly wynik z maksymalna wzgledng réznica w stosunku do obliczen dokonanych
przedstawiang metodg wynoszaca 3%. W obliczeniach tymi systemami takze nalezalo przyja¢ kilka
(4 lub 5) warstw elementéw skonczonych w szczelinie. Zatozono, ze w trakcie ruchu wirnika
deformuja sie warstwy elementéw od 2 do 4 przy wirniku, a warstwa gérna przy stojanie nie zmienia
swego potozenia. Jesli ruch obrotowy wirnika jest wiekszy od kroku dyskretyzacji siatki, to
deformuje sie ta siatka tylko o czeé¢ utamkowaq z ilorazu kata przez krok dyskretyzacji; o cze$é
catkowitg z tego ilorazu nastepuje przenumerowanie weztéw wirnika. Moment elektromagnetyczny
byt liczony ze wzoru J.L.Coulomba [3], czy to w gérnej warstwie, czy tez w trzech dolnych,
deformujacych sie podczas obrotu. Podczas obliczen momentu nalezato zaktadaé, ze caly ruch
wirnika jest odzwierciedlany deformacjg aktualnie rozpatrywanej warstwy. W rzeczywistos$ci jednak
podczas obrotu dokonuje sie deformacja tylko trzech warstw dolnych przy wirniku. Moment
elektromagnetyczny obliczany z warstwy gdérnej byt bardziej stabilny numerycznie i dlatego on byt
uwzgledniany przy obliczeniach dynamiki silnika. Otrzymane ukfady réwnan zawieraly wiele
elementéw zerowych, dlatego mogly by¢ efektywnie rozwigzywane metodami macierzy rzadkiej.
Zaprogramowany model silnika umozliwiatl dwukierunkowe zasilanie faz stojana. Uktad zasilania
fazy stojana jest przedstawiony na rysunku 1. Elementy T t.i; T2.1; Di.i; D2, dla i = 1 gwarantowaty
dodatni kierunek przeptywu pradu. Dla i = 2 kierunek prgdu byt przeciwny. Ta mozliwo$¢ byla
wykorzystywana do obliczen symulacyjnych réznych stanéw pracy silnika.

Aby uktad zasilania moégt pracowac dla dodatniego kierunku pradu, jego tranzystor T2i musi by¢
zataczony. Decyduje o tym uktad sterujgcy w zaleznosci od potozenia wirnika. Tranzystor T, stuzy
do utrzymania wartosci pradu fazy na zadanej wartosci. Przy zalgczonym tranzystorze T,.i faza
silnika jest zatagczona do Zrodta zasilania Ez. Gdy Ti1 jest wytgczony, to prad zanika w obwodzie
D21 - faza silnika - T2i. Gdy faza silnika ma by¢ catkiem wytaczona, to wytgcza sie tranzystor T2i.
Wystepuje zanik pradu ze zwrotem energii do Zrédta w obwodzie Ez- Du - faza stojana - D2l

W stanach przejsciowych prady wirowe deformuja rozktad pola magnetycznego. Wypieraja
strumien magnetyczny w kierunku zewnetrznych powierzchni zebéw ijarzma. Przeciwdziata temu w
znacznej mierze zjawisko sktadania rdzeni magnetycznych z cienkich blach oddzielonych od siebie
warstwa nieprzewodzacg. Zjawisko to nie jest w sposob bezposredni uwzglednione w obliczeniach
numerycznych. Moze by¢jednak przewidziane ,a posteriori” z otrzymanych wynikéw.
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Rys. 1. Model zasilania jednej fazy silnika przetaczalnego
Fig. 1. Feed model for one phase of a switched motor

2. WARUNKI BRZEGOWE | ICH WPLYW NA DOKLADNOSC | SZYBKOSC OBLICZEN

Do obliczen pola magnetycznego w przekroju maszyny elektrycznej, zwitaszcza jej stanu
dynamicznego, sa potrzebne warunki poczatkowe i brzegowe. Warunki poczatkowe to znany
potencjal pola magnetycznego (potencjat wektorowy A) w przekroju maszyny elektrycznej dla
poprzedniego kroku czasowego. Warunki brzegowe to znany potencjat wektorowy na brzegach
obliczanego obszaru dla konkretnie obliczanego czasu. W przedstawianym modelu maszyna byta
otoczona warstwg powietrza zarbwno na zewnatrz stojana, jak i wewnatrz jarzma wirnika (zamiast
watu). Warunki brzegowe byly przyjmowane na zewnatrz tego obszaru, a wystepujagce powietrze
tagodzito skutki ewentualnych btedéw w ich zadawaniu.

Testowano trzy sposoby zadawania warunkéw brzegowych:

1.W jednym punkcie na brzegu wewnetrznym | (wal) zadawano warunek Dirichleta A = 0.

W pozostalych punktach brzegowych brzegu / oraz Il (powietrze otaczajace maszyne)
zadawano warunki Neumana 3A/dn = 0, gdzie n to normalna do brzegu.
2.Na obu brzegach zadawano warunki Dirichleta we wszystkich punktach A = 0.
Na rys. 2 -4 oznaczono je jako 9d2.

3.Na brzegu wewnetrznym / zadawano warunki Dirichleta A = 0 we wszystkich punktach,
natomiast na brzegu zewnetrznym Il warunki Neumana dAldn = 0. Na rysunkach oznaczono
je jako9d1.

Pierwszy spos6b zadawania warunkéw brzegowych odpowiada sytuacji, gdy na zewnatrz
uktadu, poza brzegiem otaczajagcego powietrza znajduje sie materiat o nieskoriczonej przenikalnosci
magnetycznej f j. Poniewaz od uktadu maszyny elektrycznej oddziela go gruba warstwa powietrza,
wiec nie wplywa on na zjawiska zachodzgce w maszynie. Natomiast jest bardzo proste
zaprogramowanie wystepujacych tu gtéwnie warunkéw Neumana. W MES wystarczy nie
podejmowac zadnych dziatan.

Drugi spos6b zadawania warunkéw brzegowych wydaje sie sztuczny i najmniej nadajacy sie do
interpretacji fizycznej. Oznacza on, ze strumien magnetyczny przeptywajacy przez dowolng krzywa
w przekroju maszyny o koncach potozonych jeden na powierzchni granicznej I, a drugi na
powierzchni Ilwynosi 0.

Trzeci sposéb zadawania warunkéw brzegowych mozna interpretowac przez przytozenie do
powierzchni granicznej Il (z zewnatrz maszyny) os$rodka o bardzo duzej przenikalnosci
magnetycznej, natomiast do powierzchni granicznej / (wewnatrz maszyny) oérodka o bardzo matej
przenikalno$ci magnetycznej. Powoduje to, ze przez powierzchnie graniczng | nie wyptywa zaden
strumien na zewnatrz. Jak wykazaly obliczenia testowe, wszystkie trzy sposoby zadawania
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warunkéw brzegowych dawaly te same wyniki rowniez w przypadku nieliniowej charakterystyki
magnesowania zelaza i przy odpowiedniej szeroko$ci pasma zewnetrznego z powietrzem.

Do rozwigzywania uktadu réwnan metody elementéw skorniczonych w zwigzku z nieliniowo$ciag
magnesowania zelaza wykorzystywano metode Newtona-Raphsona. W jej efekcie otrzymywano
macierze rzadkie, o duzej liczbie zerowych elementéw. Celowe okazato sie zastosowanie do
rozwigzania uktadéw réwnan z taka macierzg metody multifrontalnej nalezacej do rodziny metod
macierzy rzadkiej opisanych w pracach [2, 4, 5]. Wykonano szereg testow efektywnos$ci metody w
nawigzaniu do 3 metod zadawania warunkéw brzegowych. Wykonywano obliczenia dynamiki
maszyny po jej zatgczeniu, a ich wyniki dla réznych sposob6w zadawania warunkéw brzegowych
przy zastosowaniu metody macierzy rzadkiej porownywano na koricu przebiegu po wykonaniu
okoto 400 krokéw czasowych o wielko$ci 0,00005 s. Wynikiem wzorcowym byly obliczenia
prowadzone dla sposobu zadawania warunkéw brzegowych typu 1 bez stosowania macierzy
rzadkiej. Przebieg wielkosci okres$lajacych proces numeryczny podczas tych obliczen wykreslono
jednoczes$nie w funkcji czasu. Zauwazono, ze proces Newtona-Raphsona generuje pewng liczbe
matych co do swej wartosci absolutnej elementéw macierzy uktadu réwnan. Dlatego zakltadano
mozliwo$é ich wyzerowania przed rozwigzywaniem uktadu. Badano wplyw tego postepowania na
doktadnos$¢ i szybkos$¢ obliczen.

Przyjmowano wzgledny poziom odrzucania elementéw p = 10**, gdzie k=9 w metodach
zadawania warunkéw brzegowych 2 oraz 3. Natomiast w metodzie 1, k=5,6, 7, 8, 9. Element
macierzy gtéwnej [M] o wskaznikach i,j, Mj byt odrzucany, gdy:

Na rys. 2 przedstawiono wzgledng liczbe odrzucanych w ten sposéb elementéw. Do obliczen
nalezato liczbe odrzuconych elementéw podzieli¢ przez ogoélna liczbe elementéw macierzy M.
Przyjmowano ja jako liczbe elementéw macierzy pasmowej o wymiarze réwnym liczbie wszystkich
weztéw elementéw skoriczonych i o szeroko$ci pasma. Pasmo to byto réwne usSrednionej
maksymalnej réznicy numeréw kolumn w kolejnych wierszach macierzy.

Rys. 2 potwierdza duzg liczbe usuwanych w ten sposéb elementéw macierzy. Ma to wplyw na
zwiekszenie szybkos$ci metody. Efektem tego jest tez zmniejszenie wzglednego zapetnienia
macierzy odwrotnej przedstawione na rys. 3 w funkcji czasu dla sposobéw postepowania opisanych
na rys. 2. Oznaczenie ,0” okreéla brak odrzucanych elementéw przy stosowaniu metody 1
zadawania warunkéw brzegowych. Po wigczeniu maszyny na poczatku obliczen panuje mate
nasycenie obwodu magnetycznego. Tym mozna wytlumaczy¢ ksztalt przebiegéw na rys. 2 i 3 na
poczatku obliczen.

Na rys. 4 jest przedstawiony zakres wielkoéci elementéw pozostatych w macierzy po
odrzuceniach jako stosunek najmniejszego do najwiekszego elementu pozostatej macierzy.

Oczywiscie, o efektywnoéci metody nie decyduje przys$pieszenie obliczen, lecz ich doktadnos¢.
Jesli rozwigzywano uktad Mx = P, to miarg doktadnoéci jego rozwigzania byta wzgledna warto$¢

) lp - Mx|| ) )
residuum y= A ,gdzie | ||2oznacza norme Euklidesa.

Ir ik

Doktadno$¢ ta jest przedstawiona na rys. 5 dla pozostawionej po opisanych odrzuceniach

macierzy gtéwnej M. Jest ona bardzo duza, niemal na poziomie doktadno$ci stosowanej maszyny
cyfrowej. Jednak otrzymane w opisany spos6b rozwigzanie powinno spetnia¢ uktad z doktadng
macierza gtéwnag Md, ktéra wystepowata przed odrzucaniem matych elementéw.
Warto$¢ wzglednego residuum z doktadna macierza M, silnie zalezy od poziomu odrzucania
elementéw k. Praktycznie rozwigzanie z k =9 dla wszystkich opisanych tu 3 metod spetniania
warunkéw brzegowych znajduje sie na poziomie btedu metody przedstawionego na rys. 5. Wplyw
odrzucania matych elementéw przy k = 9 nie wptywa zauwazalnie na doktadnos$¢ obliczen.
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Rys. 2. Wzgledna liczba odrzuconych elementéw macierzy gtéwnej uktadu réwnan ze wzgledu na ich znikoma
wartoé¢ podczas obliczen dynamiki. Krzywg 9d1 uzyskano 3 metoda zadawania warunkéw brzegowych, z
poziomem odrzucania 109, krzywa 9d2 z 2 metody zadawania warunkéw brzegowych, tez z poziomem
odrzucania 10'®. Pozostate krzywe otrzymano 1 metodg. Np. krzywa 5 reprezentuje poziom odrzucania
10"5, podobnie np. 7 ma poziom odrzucania 107

Fig. 2. Relative number of rejected elements of the main matrix of the equation system in view of their low value
for the dynamics calculation. Curve 9d1 was obtained by the 3 method of imposing boundary conditions, at
the rejection level 10'B curve 9d2 was obtained with the 2 method of imposing boundary conditions, at the
rejection level 10'9. The remaining curves were obtained by 1 method, e.g., curve 5 represents the rejection
level 10"5, and curve 7 represents the rejection level 10'7

Rys. 3. Wzgledne zapetnienie macierzy odwrotnej gtéwnej uktadu réwnan MES podczas obliczert dynamiki
Fig. 3. Relative filling of the inverse matrix of the main equation system when calculating the dynamics
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Rys. 4. Stosunek najmniejszego do najwiekszego elementu macierzy gtéwnej (zakres) po odrzuceniach
elementéw zgodnie z rys. 2 i 3 podczas obliczen
Fig. 4. The smallest-to-the-biggest-element ratio in the main matrix, after elements were discarded in line with
Fig. 2 and 3 during calculations

czas t[sj

Rys. 5. Doktadno$¢ stosowanej metody macierzy rzadkiej z pozostawiong po odrzuceniach macierza gtéwnag M
Fig. 5. Accuracy of the used rare matrix with the main matrix after rejections were made



Model polowo-obwodowy silnikéw elektrycznych przetaczalnych 297

3. WERYFIKACJA POMIAROWA

Weryfikacji pomiarowej dokonano m. in. na czteropasmowym silniku SICM [1] o 24 ztobkach na
stojanie i 18 ztobkach na wirniku. Rejestrowano przebieg czasowy sily elektromotorycznej
indukowanej w cewce pomiarowej nawinietej woko6t jednego z zeb6w stojana, podczas pracy silnika.
Jednoczes$nie rejestrowano przebieg potozenia wirnika w czasie. Z uzyskanych przebiegéw
wyliczono przebieg zmian indukcji magnetycznej w funkcji kata potozenia wirnika i poréwnano z
analogicznym przebiegiem uzyskanym z obliczen (rys. 6).

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

Kat potozenia wirnika [st.]

Rys. 6. Przebieg indukcji magnetycznej w funkcji kata potozenia wirnika (linia ciagta - pomiary)
Fig. 6. Course of magnetic induction in the function of angle of rotor's position (continuous line - measurements)
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Abstract

The paper gives a 2D field-circuit model for numerical simulations of any states of the switched
reluctance motors and switched induction motors. The equations describing the distribution of
electromagnetic field are connected with equations of electric circuits and equations of torques
acting on the rotor. The electric circuits may contain strongly nonlinear elements, e.g. transistors,
diodes (Fig. 1). The nonlinear properties of ferromagnetic materials were accounted for. The
unsteady states of an electromagnetic field in the motor are voltage-forced; the time course of the
current in the winding is not given. Due to the assumed model of 2D electromagnetic field, the
system is supplemented with dispersion inductance and resistance of face connections.

The time analysis of the obtained system of equations is based on the Cranck-Nicholson model.
Owing to the nonlinear characteristic of magnetizing, the Newton-Raphson iteration process was
used. As a consequence, rare matrices were obtained with a great number of zero elements. A
multiface method, belonging to the family of rare matrices described in [2], [4], [5], was used for
solving the equations system with such a matrix. A number of efficiency tests were made for this
method, accounting for three ways in which boundary conditions can be imposed. The dynamics of
the motor was calculated after switching on. The results of various ways of imposing the boundary
conditions with the use of a rare matrix method were compared at the end of the course, after taking
about 400 time-steps per 0.00005 s. Among the exemplary results were the calculations performed
for boundary conditions imposed in line with mode no. 1, i.e. without rare matrix. The parameters
determining the numerical process accompanying the calculations were plotted simultaneously in
the function of time. The Newton-Raphson process was observed to generate a number of small
absolute elements of the equation system matrix. Therefore, the possibility of their zeroing before
solving the equation system was assumed. The influence of this procedure on the accuracy and
speed of calculation was analysed. The number of the rejected small elements was big (Figs. 2, 3).
After the rejections were made, the accuracy of calculation increased, almost to the level of a
numerical machine (Figs. 4, 5).
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