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I. Przedmiot i zakres rozprawy

Rozprawa dotyczy zagadnieh zwigzanych z modelowaniem jednodniowych systemow
kolejkowych z ograniczong kolejkg oraz dwoma réznymi typami wybudzania serwera. Pierw-
szy typ (z A-dyscypling wybudzania serwera) polega na tym. ze serwer rozpoczyna obstuge
pakietow w chwili, kiedy ich liczba w systemie osigga dang z géry' liczbe A'i trwa w ciagu czasu
dalszej zajetoSci serwera, tj. do tej najblizszej chwili, kiedy system okaze sie by¢ w stanie wol-
nym od pakietow. Drugi typ (z probabilistycznym wybudzaniem serwera) polega na tym. ze
serwer rozpoczyna prace w momencie przybycia pakietu do pustego systemu oraz obstuga ta-
kiego pakietu jest poprzedzona losowym czasem rozruchu serwera, dalsze przybywajgce pod-
czas zajetosci serwera pakiety sg obstugiwane w trybie zwykty m, obstuga trwa do chwili, kiedy
system nie okaze sie ponownie pusty. Wszystkie wyniki analityczne rozprawy otrzymano przy
zatozeniu, ze strumien wejsciowy pakietow jest strumieniem Poissona lub ztozonym strumie-
niem Poissona. tj. strumieniem Poissona grup pakietow. Autor rozprawy opracowat takze mo-
del symulacyjny dla analizy podobnych systemoéw , w ktérych strumien wejsciowy jest dowol-
nym strumieniem rekurencyjnym.

Cele szczegbtowe pracy ijej teza sg sformutowane we Wstepie (s. 17, 18). Wyniki teore-
tyczne sg otrzymane za pomocg aparatu matematycznego rachunku prawdopodobienistwa, teorii
tancuchow Markowa, funkcji tworzacych, transformat Laplace‘a i Laplace’a-Stieltjcsa. teorii
potencjatu bigdzenia losowego itd. Mianowicie w terminach wskazanych transformat oraz
funkcji tworzacych przedstaw iono wy niki teoretyczne rozprawy. Za pomocg algorytmoéw nu-
merycznych odwracania transformat Autor uzyskuje wartosci liczbowe badanych charaktery-
styk w licznych przykitadach podanych w rozprawie w postaci tablic i wy kreséw .

Otrzymane w rozprawie wyniki mogg by¢ stosowane do analizy procesdw zachodzgcych
w sieciach komputerowy ch.



Il. Opis struktury rozprawy

Rozprawa sktada sie ze spisu oznaczen, rysunkow i tablic, wstepu, czterech rozdziatéw,
podsumowania, bibliografii, zatgcznikéw i indeksu.

Pierwszy rozdziat zawiera krotki opis historii teorii kolejek. Podano w nim réwniez pod-
stawowe elementy sktadajgce sie na system kolejkowy, notacje przyjeta w teorii kolejek, cha-
rakterystyki wydajnosci systeméw, typy metod analizy (analityczne i symulacyjne) itd.

W drugim rozdziale podano teorie systemu kolejkowego ze skonczong kolejka typu
MIGI 1 K Na przyktadzie wskazanego systemu Autor pokazuje mozliwosci wybranego aparatu
matematy cznego w sensie analizy jego charakterystyk w stanach nieustalonych.

Pokazano, ze aparat oparty na transformatach catkowych, funkcji tworzgcych oraz teorii
potencjatu btgdzenia losowego pozwala na otrzymanie rozktadow liczby obecnych w systemie
pakietow' oraz opdznienia kolejkowania (wirtualnego czasu oczekiwania pakietéw; w pracy za-
tozono. ze czas oczekiwania straconego pakietu jest rowny 0). Mimo tego. ze wyniki teore-
tyczne przedstawiono w postaci wskazanych przeksztatcen (np. rozktad opdznienia kolejkowa-
nia przedstawiono w postaci podwadjnej transformaty Laplace’a), okazuje sie. ze, za pomoca
metod numerycznych ich odwracania, mozliwe sg obliczenia rozktadu prawdopodobienfstwa
liczby pakietow w systemie i charakterystyk op6znienia kolejkowania (prawdopodobienstw
tego. ze op6Znienie kolejkowania jest wieksze od danej z géry wielkosci).

Podano przyktady potwierdzajace wskazane mozliwosci w postaci wykresow i tablicy
(dla rozktadu liczby pakietéw' w systemie w stanie ustalonym).

Najbardziej znaczace wyniki rozprawy przedstawiono w rozdziatach trzecim i czwartym.

W trzecim rozdziale zbadano jednoliniowy system kolejkowy z Y-dyscypling wybudza-
nia serwera. Na poczatku rozdzialu w terminach transformat Laplace'a-Stieltjesa otrzymano
rozktad czasu trwania okres6w tadowania bufora, tj. czasu, w ktorego ciggu liczba pakietow w
systemie wzrasta od 0 do N przy niepracujagcym serwerze (jest oczywiste, ze dla strumienia
najprostszego ten rozktad jest rozktadem Erlanga rzedu N).

Nastepnie otrzymano transformate Laplace'a-Stieltjesa rozktadu okresu zajetosci sys-
temu, ktéry7rozpoczyna sie kiedy w systemie MIGIMK zakumuluje sie N <K pakietow. Dla
pewnych rozkladéw czasu obstugi otrzymany wynik pozwala na obliczanie dystrybuanty
okresu zajetosSci. W pracy podano wykresy takich dystrybuant dla réznych wartosci N w przy-
padku. gdy czas obstugi ma rozkiad Erlanga drugiego rzedu.

W dalszym ciggu w pracy otrzymano transformaty Laptace'a wzgledem czasu / prawdo-
podobienstw obecnosci w systemie danej z géry liczby pakietow- w okreslonej chwili czasu
(twierdzenie 3.1.1). Za pomoca algorytmoéw odwracania numerycznego obliczono zalezne od
czasu i warunkdéw poczatkowych charakterystyki liczby pakietow. Dla réznych przypadkow
szczegblnych otrzymane w pracy wyniki przedstawiono w postaci licznych wykreséw. Przed-
stawiono rowniez wykresy tréjwymiarowe rozktadow liczby obecnych pakietow w zaleznosci
od czasu P|X(t) - m).

Kolejny wynik teoretyczny dotyczgcy transformaty Laplace'a wzgledem czasu | prawdo-
podobienstwa P{V(t) >x \X(0) = n}. gdzie V(t) jest wirtualnym czasem oczekiwania, a wiel-
kos¢ A'(0) okresla warunki poczatkowe, przedstawiono w twierdzeniu 3.1.2. Dla réznych

przypadkow szczegdlnych podano wykresy pokazujace zalezno$¢ od czasu wskazanego praw-
dopodobienstwa dla danych wielkosci x.



Nastepnie w tym rozdziale Autor bada proces liczgcy obstuzone pakiety, tj. rozktad liczby
H(t) obstuzonych pakietow do danej chwili czasu t (w przypadku prostego procesu Poissona).

Odpowiedni wynik teoretyczny przedstawiono w twierdzeniu 3.1.3, w ktérym uzyskano wzor
na funkcje tworzaca transformaty Laplace'a prawdopodobienstwa P{//(/) = m L.Y(O) = n}.

Autor wprowadza tu stosunek sredniej liczby obstuzony ch do chwili t pakietow EH(t) i $red-
niej liczby przybywajacych do tej chwili pakietow '/j. co pozwala na oszacowanie wielkosci

wspoétczynnika utraty pakietow LR[t) =1- . Odpowiednie wyniki liczbowe przedsta-
Kt

wiono w pracy w postaci wykresow.

Warto zauwazyé, ze charakterysty ki dotyczace liczby pakietéw w systemie i procesu li-
czacego obstuzone pakiety otrzy mano dla przypadkéw prostego iztozonego proceséw Poissona
(twierdzenia 3.2.1, 3.2.2 i odpowiednie wykresy).

W czwartym rozdziale przeanalizowano system kolejkowy z probabilisty cznym mecha-
nizmem wybudzania serwera.

W twierdzeniu 4.1.1 otrzymano wzd4r na transformate Laplace'a zaleznego od czasu
prawdopodobienstwa obecno$ci w systemie danej liczby pakietow przy ustalonym warunku
poczatkowym. Na licznych wykresach podano zaleznos$ci od czasu charakterystyk liczby pa-
kietow w systemie analogicznie do tego, jak byto to zrobione w trzecim rozdziale.

Wynik teoretyczny dla opdznienia kolejkowania (wirtualnego czasu oczekiwania) po-
dano w twierdzeniu 4.1.2 w postaci transformaty Laplace’a funkcji P{V(t) >xj .Y(0) = n).
Wyniki liczhowe analogiczne do przestawionych w rozdziale 3 podano w postaci wykreséw i
tablicy przy zatozeniu, ze czas rozruchu serwera ma rozktad wyktadniczy.

W twierdzeniu 4.1.3 podano wzor na funkcje tworzacg transformaty Laplace'a prawdo-
podobienstwa P{H(t) =m;,V(0) = «}. Wyniki liczhowe analogiczne do przedstawionych w
trzecim rozdziale podano w postaci wykresoOw przy zalozeniu, ze czas rozruchu serwera ma
rozktad wyktadniczy . Wszystkie wyniki uzy skano dla prostych proceséw Poissona. Dla ztozo-
nych zbadano charakterystyki liczby obecnych w systemie pakietow.

W podsumowaniu podano krotki opis otrzymanych w rozprawie wynikéw oraz ocene
ich wartosci teoretycznych i praktycznych.

Bibliografia pracy zawiera 180 tytutow.

Zatgcznik rozprawy zawiera dwa dodatki.

W dodatku A podano narzedzia matematyczne, z ktdrych Autor korzysta w rozdziatach
2, 3, 4. Podano tu w skrocie elementy teorii prawdopodobienstwa (przestrzen probabilistyczna,
prawdopodobienstwo taczne i warunkowe, twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym,
elementy teorii zmiennych losowych, wybrane rozktady prawdopodobienstwa), elementy teorii
procesdéw stochastycznych (proces liczacy, proces Poissona. ztozony proces Poissona. proces
Markowa), elementy teorii catki Riemanna-Stieltjesa. transformat Laplace'a-Stieltjesa, nume-
rycznego odwracania transformat Laplace'a. funkcji tworzacych i ich odwracania numerycz-
nego, potencjatu btgdzenia losowego.

W dodatku B podano kod zrédtowy programu symulacyjnego, za ktérego pomocag moz-
liwe jest przeprowadzenie symulacji ogdlniejszego niz MIGIMK systemu, tj. systemu kolejko-
wego G/G/I/K z odpowiednimi dyscyplinami wybudzania serwera.



I1l. Ocena og6lna rozprawy

Przedstawiona do recenzji Rozprawa Doktorska jest kompletng pracg naukowga. Badania
przeprowadzone w rozdziatach 3. 4 potwierdzajg, iz cel Rozprawy zostat zrealizowany. Przed-
stawione i opracowane przez Autora metody matematyczne analizy jednodniowych systemow
kolejkowych ze skornczong kolejka i wy budzaniem serwera oraz otrzymane w postaci zwartej
relacje dla ich charakterystyk w stanach nieustalonym i ustalonym sg znaczacym osiggnieciem
teoretycznym, wzbogacajagcym teorie kolejek.

Otrzymane w Rozprawie rezultaty sg réwniez interesujgce z punktu widzenia praktycz-
nego, poniewaz pozw alaja na obliczenia numeryczne otrzymanych charakterystyk. Rezultaty
Rozprawy mogg by¢ wykorzystane do oceny wy dajnosci oraz zapewnienia jako$ci r6znego ro-
dzaju ustug telekomunikacyjnych.

Wiekszg cze$¢ otrzymanych przez Autora wynikow przedstawiono w opublikowanym
artykule [148] oraz w ztozonych do druku artykutach [145, 146. 159, 160-163], Uwazam, ze
dorobek naukowy Autora jest wystarczajacy.

Podana w Rozprawie bibliografia wystarczajgco charakteryzuje wspo6tczesny stan odpo-
wiedniego kierunku teorii kolejek, na ktérego tle Autor prowadzi swoje badania.

Stwierdzam, ze warto$¢ naukowa przedstawionych w pracy wynikéw jest wysoka
oraz, ze praca nie wymaga uzupetnien, ktére bylyby istotne merytorycznie dla jej tresci.

IV. Uwagi szczego6towe

Strona edytorska pracy nie budzi zastrzezen. Szata graficzna pracy jest przejrzysta. Tekst
napisano jezykiem klarownym iprofesjonalnym. Materiat graficzny (rysunki i tablicy) jest $ci-
§le powigzany z materiatem merytorycznym.

W tym miejscu chce zaznaczy¢ pewne uwagi krytyczne dotyczace pracy.

1. Pewne nie$cistoSci matematyczne sg obecne w rozdziale 1. Na s. 29 Autor okresla
intensywno$¢ obstugi jako liczbe zgtoszen obstugiwanych w jednostce czasu. Scisle
mowiac, intensywnoS$cig obstugi serwera jest Srednia liczba zgtoszen obstugiwanych
w jednostce czasu przy warunku, ze wskazany serwer caty czas jest zajety. Podany
nizej wzér na obcigzenie serwera jest praw dziwy, jezeli cjest liczbag nie dowolnych,
lecz dowolnych identycznych serwerdw.

2. Nas. 30 przy opisie proceséw narodzin i Smierci Autor pisze, ze takie procesy (majac
na mysli liczbe zgtoszen obecnych w systemie) opisujag modele kolejkowe typu
MIMICIK z dyscypling FIFO. Natomiast dla dowolnych dyscyplin konserwatywnych
rozktad liczby zgtoszen w systemie M/M/C/K bedzie taki sam.

3. Nas. 38 zamiast ,,czas obstugi jest zmienng losowg o dystrybuancie F\ Autor pisze:
,»obstuga zgtoszen nastepuje wedtug zmiennej losowej o rozktadzie prawdopodobien-
stwa okreslonym dystrybuantg F\ Na tej samej stronie we wzorze (2.1.4), a takze we



10.

wzorach (2.1.7). (2.1.8) na s. 39, nie okreslono funkcji f(s). Dla wzorow (2.1.3) -
(2.1.8) nalezatoby dodaé, ze k =0.1......

W tablicy 2.1.1 na s. 41 zamiast P|.\'(oc) =m 12f(0) = 0} lepiej bytoby napisac
PDV(cc) = m}. poniewaz stacjonarny rozktad liczby zgtoszernn w systemie nie zalezy

od warunkdw poczatkowych.

Na s. 150 w dodatku Al. Autor pisze, ze Kotmogorow w roku 1933 sformutowat 5
aksjomatéw teorii prawdopodobiefAstwa. Specjalne sprawdzanie tej pracy Kotmogo-
rowa pokazato jednak, ze naprawde takich aksjomatow jest 3. Kotmogorow podaje
ich 4, przyjmujac jako jeden z nich okreslenie ciata zdarzern (Kotmogorow w tej pracy
okre$la prawdopodobieistwo nie na a -ciele, lecz na ciele), ktére naprawde aksjoma-
tem nie jest. W ogdle aksjomatoéw moze by¢ 3. jezeli jednym z nich jest przeliczalna
addytywnos¢ prawdopodobienstwa, lub 4. jezeli zaktada sie addytywno$¢ skohczona.

Przy okresleniu funkcji zmiennej losowej na s. 151 funkcja g nie jest funkcjg dowolna,
lecz dowolng funkcjg mierzalna.

Moim zdaniem, nie warto byto podawa¢ w Rozprawie az tylu dodatkdw. Wystarczy-
toby podaé¢ wiadomos$ci o numerycznym odwracaniu transformat i funkcji tworzacych
oraz teorii potencjatu btgdzenia losowego. Starania Autora ijego che¢ Scistosci cza-
sem prowadzg do przeciwnego wyniku. Na s. 150-151 Autor podaje wzdr na praw-
dopodobienstwo warunkowe P(B\A) przy zatozeniu, ze P(A) >0 (wzoér (A.1.2)).
Na s. 153 we wzorze (A.1.14) jest obecne prawdopodobienstwo warunkowe
P{X <x\'Y =y}, gdzie Tjest zmienng losowg, ktéra niekiedy moze by¢ zmienng lo-
sowgq absolutnie ciggtg. Wdowczas mamy P|K = y} = 0. a wiec prawdopodobiefstwo
warunkowe wzgledem zdarzenia Y - y w tym przypadku nie moze by¢ zdefiniowane
wzorem (A. 1.2). Czyli, skoro w pracy podano pojecie prawdopodobienstwa warun-
kowego, ktore jest wykorzystane we wzorze dyskretnym" na prawdopodobienstwo
catkowite, to nalezatoby podac takie pojecie i dla wzoru ..ciggtego" na prawdopodo-
bieAstwo catkowite.

W opisach wybranych rozktadéw prawdopodobienstwa na s. 154—157 Autor czasem
nie okre$la zakresow wartosci ich parametrow.

Nas. 152 Autor okre$la dystrybuante zmiennej losowej za pomoca nierow nosci ostrej
(wzoér (A.1.7) na s. 152). Natomiast, we wzorze na splot dystrybuant F n*(/). ktory
oczywiscie takze jest dystrybuantg (wzér (A.5.1)), uzyto nierbwnosSci nieostrej.
Wszedzie w pracy nalezy trzymacé sie identycznych definicji takich samych poje¢ ma-
tematycznych.

Troche niedbale w pracy podano teorie potencjatu btgdzenia losowego (s. 168). We
wzorze (A.9.2) sumowanie nalezy prowadzi¢ wzgledem k od 0. a nic od 1. jak podano

w Rozprawie. W twierdzeniu A.9.1 funkcje yrAokreslono dla k > 1. lecz dalej we



wzorze (A.9.4) dla n- 0 w prawej czescijest obecne /0. We wzorze (A.9.7) zamiast

u powinno byé¢ a 0.

11. Moim zdaniem. liste zrédet w bibliografii lepiej bytoby utozy¢ w kolejnosci alfabe-
tycznej. Nalezato rowniez poda¢ oddzielna liste publikacji Autora ze wskazaniem
czasopism, do ktérych wystano ztozone do druku artykuty.

Pragne zauwazyc¢, ze nie mam zadnych uwag co do materiatu podanego w rozdziatach 3,
4 rozprawy zawierajacego oryginalne rezultaty otrzymane przez Autora, co prowadzi do naste-
pujacego wniosku:

Powyzsze uwagi czasem majg charakter dyskusyjny i pozostajg bez znaczacego
wplywu na mojg pozytywna merytoryczng ocene Rozprawy. Podobnie, przytoczone uwagi
nie podwazajg waznych naukowych wynikéw pracy. W mojej opinii praca odpowiada
wymaganiom stawianym rozprawom doktorskim.

V. PODSUMOWANIE

Wyniki rozwazan przedstawione w pracy upowazniajg do stwierdzenia, ze zarowno cel
gtowny pracy, jak i wszystkie cele posrednie (szczeg6towe), zostaty osiggniete. Przedstawiony
materiat Swiadczy o wniesieniu do badanego obszaru (teoria kolejek ijej zastosowania przy
badaniach ruchu sieciow ego w systemach telekomunikacyjnych) wielu elementéw nowosci i o
ich pozytywnym zweryfikowaniu. Autor dowi6d}, iz swobodnie porusza sie po zagadnieniach
zwigzanych z teorig kolejek ijej zastosowaniami, krytycznie podchodzi do metod i wynikéw
zawartych w literaturze naukowej oraz tworczo je uzupeinia i rozw ija.

Na podstawie przytoczonych faktéw stwierdzam, ze opiniowana Rozprawa Doktorska
,.Modele kolejkowe z opéznionym wybuchaniem serwera” spetnia wymagania Ustawy o ty-
tule naukowym i stopniach naukowych iwnioskuje o dopuszczenie p. mgr. inz. Dariusza
Kurzyka do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Oleg Tikhonenko



