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MODEL MATEMATYCZNY SILNIKA KLATKOWEGO UWZGLEDNIAJACY LOKALNE
NASYCENIA MAGNETYCZNE

Streszczenie. W pracy przedstawiono model silnika klatkowego, w ktérym uwzgledniono nasycenie
gtéwnego obwodu magnetycznego przez prady wszystkich obwodéw silnika oraz nasycenia
poszczegoélnych zebow stojana i wirnika przez odpowiednie prady faz stojana i pretéw klatki wirnika. W
celu utworzenia takiego modelu wykorzystano formalizm lagrange'a, bazujacy na funkcji koenergii. W
pracy wyodrebniono koenergie gtdwnego obwodu magnetycznego oraz koenergie obwodéw
magnetycznych lokalnych strumieni rozproszen. W wyniku otrzymano model matematyczny, ktéry

umozliwia obliczanie efektéw niedostepnych dla powszechnie stosowanych modeli obwodowych tej klasy
maszyn.

MATHEMATICAL MODEL OF CAGE MOTORS TAKING INTO ACCOUNT
LOCAL MAGNETIC SATURATIONS

Summary. In this paper a mathematical model of induction cage motors is presented. The
developed model takes into account both saturation of the main magnetic circuit due to currents of motor
windings and saturation of leakage zones due to individual currents of stator phases and rotor bars. To
create such a model the Lagrange formalism was applied, which required to determine the coenergy
function. In the paper the coenergy of the main magnetic circuit and coenergy in the magnetic circuits of
leakage fluxes of individual currents are separated. The resulting mathematical model makes it possible
to predict effects due to saturation that are unpredictable by circuital models of induction motors being in
use at present.
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1. WSTEP

Modele matematyczne silnikéw indukcyjnych klatkowych bazuja zwykle na réwnaniach
obwodéw elektrycznych, jakie tworza uzwojenie silnika. Przy takim podejéciu silnik stanowi zb6r
magnetycznie sprzezonych cewek, wiec do opisu najwygodniej jest uzywac¢ indukcyjnos$ci wiasnych
i wzajemnych, wielko$ci typowych dla cewek o liniowych charakterystykach. Stwarza to jednak
problemy przy uwzglednianiu nieliniowos$ci ferromagnetycznego obwodu magnetycznego silnikow,
ktéry ulega lokalnym nasyceniom. Tradycyjnie wydziela sie dwa rodzaje nasycen: obwodu
magnetycznego dla gtéwnego strumienia magnetycznego, wytwarzanego przez wszystkie cewki
uzwojenia, oraz obwodoéw dla strumieni rozproszen poszczegélnych cewek, nasycanych jedynie
przez ich wiasne prady. Obydwa zjawiska sa w silnikach indukcyjnych klatkowych bardzo istotne i
nieuwzglednienie ich prowadzi do znacznych réznic pomiedzy wiasno$ciami przewidywanymi z
modelu matematycznego a obserwowanymi dla rzeczywistego obiektu. Problemowi temu
poswiecono bardzo duzo prac i nadal jest on podejmowany w literaturze fachowej, co $wiadczy o
tym, ze nie jest on do konica satysfakcjonujgco rozwigzany.

Aby odjes¢ od wykorzystywania indukcyjnos$ci witasnych i wzajemnych w tzw. ,obwodowych”
modelach maszyn indukcyjnych, w pracach [6], [8], [9] zaproponowano podejécie bazujgce na
funkcji koenergii magnetycznej i formulowaniu réwnaA maszyny bezposrednio z réwnan
Lagrange'a. Jednym z podstawowych zatozen skutecznoéci i technicznej uzytecznosci tego
podejécia jest utrzymanie rozdzielnego dziatanie gtéwnego obwodu magnetycznego dla strumienia
gtbwnego oraz obwodéw dla strumieni rozproszen. W istocie, nieliniowo$¢ obwodu magnetycznego
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w maszynach powoduje, ze te dwa typy strumieni magnetycznych na siebie oddzialywaja, a ich
rozdzielenie w modelu matematycznym jest kompromisem w stosunku do komplikacji, jakie niesie
za soba uwzglednienie tego faktu.

W pracy podjeto prébe utworzenia modelu matematycznego silnika indukcyjnego klatkowego,
ktory, utrzymujac zalozenie o rozdzielnym dziataniu strumienia gtéwnego | strumieni rozproszen,
uwzglednia jednak nieliniowy charakter drég tych strumieni.

2. ZASTEPCZY PRAD MAGNESUJACY | FUNKCJA KOENERGII SILNIKA KLATKOWEGO

Aby rozpoczac¢ formalne operacje matematyczne zmierzajace do zapisania réwnan modelu
silnika klatkowego, nalezy ustali¢ zalozenia odnos$nie do uwzglednianych zjawisk i faktow
fizycznych. Niech beda to typowe zalozenia, przyjmowane przy tworzeniu ,klasycznych” modeli
silnikéw klatkowych, z wylgczeniem liniowego charakteru obwodu magnetycznego. Bedzie to wiec
model symetrycznie zbudowanego 3-fazowego silnika o p-parach biegunéw i N pretach Kklatki,
uwzgledniajagcy jedynie podstawowa harmoniczng rozkladu pola w szczelinie powietrznej, nie
uwzgledniajgcy ztobkowania powierzchni stojana i wirnika, pradéw wirowych w obwodach
magnetycznych oraz wypierania prgdéw w pretach uzwojenia.

Podstawowym pojeciem ufatwiajgcym tworzenie rébwnan maszyn bez uzycia indukcyjnosci jest
zastepczy prad magnesujacy, rownowazny amplitudzie sumarycznego przeptywu wszystkich cewek
maszyny. Dla maszyny posiadajacej M niezaleznych uzwojen, generujacych przeplyw p-tej
harmonicznej kwadrat zastepczego pradu magnesujacego okresla forma kwadratowa

1 cosp(a(-a2) e« cosp(a,-aM) 'ip
cosp(a2- a,) 1 « cosp(a2-a M ip

(np)2=Tilp 1 * 'Mp] D
cosp(aM- a,) cosp(aM-a2) - 1 m\p

W tej formie kwadratowej prady i\p i'2p m=m i'Mp sa przeliczonymi pradami uzwojen
"mp=7 (Zm” mp)*m = vmp *m i
gdzie: zm - liczba zwojéw, kmp - wspétczynnik uzwojenia , im - prad danego uzwojenia.

Katy aha?2,...,aM okres$lajag potozenia katowe maksimum przeptywu magnetycznego kazdego

z uzwojen. Pozycje katowa maksimum przeptywu wypadkowego p-tej harmonicznej, w stosunku do
przyjetego kata odniesienia, okreélajg wyrazenia:

I M IM
sinpa=— £ (i'np sinpam); cospa=— £ (i'npcospam) . (3)
um= (1 mel

Te dwie wielkoSci: zastepczy prad magnesujacy jw oraz kat pa stanowig zmienne zastepcze,

ktére wystarczajg do opisu funkcji koenergii magnetycznej gtéwnego obwodu magnetycznego
maszyny od p-tej harmonicznej, niezaleznie czy jest on traktowany jako liniowy, czy nieliniowy.

Zalozenie, ze strumien gldwny oraz strumienie rozproszen nie oddziatywajg na siebie, pozwala
zapisa¢ funkcje koenergii maszyny w postaci sumy koenergii gtbwnego obwodu magnetycznego
oraz koenergii obwodéw magnetycznych poszczegélnych strumieni rozproszen, ktére w pierwszym
przyblizeniu zalezne bedajedynie od pradéw je wywotujacych

Eko = Eg(i(,p,pa)+S Eo,m(im) « (4)
m=1

Taka posta¢ funkcji koenergii pozwala zapisa¢ ogdélne réwnania Lagrange'a maszyny
elektrycznej o M uzwojeniach

Ao A =zura-R mim i dlam=1 M,
dt 3im
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d
J 2P gEMIi-Tm
dt do
w zmodyfikowanej formie
3E 9E,, d m
g 5(pa) H-=eeeeeen —= U ; dla m=1 M, (5a)

3P 5in  3(P) 9in dt 9i,

szm akEg aipp  3Eg 3(pa)

+T (5b)
diz2*’ p 9P 3(pa) 3@

W 3-fazowym silniku klatkowym mozna wyrézni¢ M=3+N niezaleznych uzwojen, tj. 3 fazy
stojana (nie rozwazajac tu szczegétéw ich budowy) oraz N oczek klatki wirnika, ktére wspélnie beda
magnesowaty gtéwny obwdéd magnetyczny silnika przez sumaryczny ich przeptyw magnetyczny dla
harmonicznej podstawowej, tj. p-tej. Przyjmujac, ze szczelina powietrzna jest rownomierna wzduz
obwodu, o nasyceniu sie gtbwnego obwodu magnetycznego decydowac bedzie jedynie amplituda
wypadkowego przeplywu magnetycznego, niezaleznie od jego potozenia katowego. Zatem
koenergia gtdbwnego obwodu magnetycznego bedzie funkcja jedynie zastepczego pradu
magnesujgcego p-tej harmonicznej. Oznaczajac przezisl,is2,is3 prady fazowe stojana, przez

*ol>'0,2>"">'o,n Prady oczek Kklatki wirnika oraz przez ksp wspoéiczynnik uzwojenia faz stojana,
a przez kwp wspotczynnik skrétu dla oczka klatki (obydwa dla p-tej harmonicznej), zastepczy prad
magnesujacy silnika klatkowego, oznaczony w skrécie ip (doktadniej, jego kwadrat), okresla forma

kwadratowa

(V6)2AS (VsVW)Aw V

il WJ_(vS\/W)(AWS)t (VW)2AWW_ .

(6)

w ktérej oznaczono
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cos(pcp +2-%)  cos(p(<p-a) +2-y.) cos(p(cp-2a) +2-SI) cos(p(rp- (N - la) +2-y-)

Koenergia obwodéw magnetycznych strumieni rozproszen sktada sie z dwoéch czesSci -
koenergii faz stojana oraz oczek klatki wirnika. O ile koenergie zwigzang ze strumieniami
rozproszen faz stojana mozna w pierwszym przyblizeniu zapisaé w postaci sumy trzech
identycznych, nieliniowych funkcji, zaleznych od pradéw poszczeg6lnych faz
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EO,. = E*(i1]) + H' (il,2) + E*(it>3),

to koenergie wynikajgce ze strumieni rozproszen oczek klatki wirnika muszg zosta¢ podzielone na
koenergie zwigzane ze strumieniami rozproszen pretdw klatki oraz segmentéw pierscieni
zwierajacych. Wynika to z faktu, ze w pretach i segmentach zwierajacych klatki ptyna r6zne prady.
Dodatkowo strumienie rozproszen pretéw zamykaja sie przez obwody magnetyczne silnie
nieliniowe, natomiast strumienie rozproszen segmentéw pierscieni zwierajgcych zamykaja sie przez
powietrze i ich obwody moga by¢ uznane za liniowe. Funkcje koenergii rozproszen wirnika nalezy
wiec zapisa¢ w postaci:

Eow= ZE :(in)+2 Z |L “»(i0in)2 ,
n=| n=|
gdzie przez i,,i2,- -,iN oznaczono prady pretéw klatki a przez L*“8 indukcyjno$¢ rozproszenia

segmentu pierScienia. Nalezy zauwazy¢, ze, z racji symetrii funkcje koenergii rozproszen dla
poszczegdblnych pradéw sa takie same, lecz zalezg od ich prgdéw. Z topologii klatki wynika (rys.1),
ze prady pretow klatki /1,/23",,n sg okres$lone przez prady oczkowe i0%,i0,2>">'0,N

1 -1 ‘ol
1 -1 0,2
1 *0,3 (7)
In+
o.N

Rys.1. Topologia obwodéw klatki
Fig. 1. Cagecircuits

Podsumowujac, funkcje koenergii silnika klatkowego mozna przedstawi¢ w postaci;

E|cO = Eg(v) + Eo,1+Eow = Eg(itl)+ LE’ (issk)+ ZE"(in)+2ZyL “8(ion)2 . (8)
k=I n=| n=|
Umozliwia ona utworzenie réwnan silnika klatkowego, ktére uwzglednia zaréwno nieliniowos$¢
gtbwnego obwodu magnetycznego, jak i nieliniowos$ci obwodéw strumieni rozproszen.

3. ROWNANIA SILNIKA KLATKOWEGO UWZGLEDNIAJACE NIELINIOWOSC OBWODU
MAGNETYCZNEGO

Napisanie réwnan silnika klatkowego wymaga jedynie wykonania operacji matematycznych na
funkcji koenergii (8), wynikajacych ze zmodyfikowanych réwnan Lagrange'a (5a,b). Szczeg6lng
uwage trzeba jednak zachowaé przy zapisywaniu réwnan wirnika, gdyz nalezy zar6wno mie¢ na
uwadze zaleznos$¢ okreS$lajaca zastepczy prad magnesujacy (6), jak réwniez zwigzki pomiedzy
pradami pretéw a prgdami Oczkowymi (7).

Roéwnania faz stojana przyjmuja postac:

g Eg(in EA(isk)’ )
d 9% a7 (isk) = usk~Esi5k ; dla k—,2,3, (9a)
dt sisk, * dt

natomiast w réwnaniach oczek wirnika pojawi sie kilka cztonéw reprezentujacych poszczegélne
sktadniki strumienia rozproszenia oczka

disggm 9iw] di9E"(in_) own-im1 dTr9EE() 9% 1. segdion _
dt gon At Qin-i gon ' dt mon > 2L° dt
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( R pr jo,n-1 + 2(Rseg + R pr)io,n Rpfio,n+l) = "a 0=1,2 N. (gb)

Rownanie mechaniczne (5b) upraszcza sie do postaci;
d2p_ "Eg(y) V
dt 3i, ckp

W tych réwnaniach wystepuja trzy nieliniowe funkcje:

*T, (9¢)
£W =w (i) . 9E°(i,-)-w, (i , 5En(in)
Sip ' 3isk 3i,

reprezentujace nieliniowos$ci, odpowiednio gtéwnego obwodu magnetycznego, obwodu strumienia
rozproszenia fazy stojana oraz obwodu strumienia rozproszenia preta klatki wirnika. Natomiast

3i, 3i, 3i,,

pochodne czgstkowe —I=- . oraz —- mozna wyliczy¢ z wyrazenia (4) definiujgcego
3'sk

zastepczy prad magnesujacy silnika klatkowego, a pochodne 3, oraz ze zwigazkow (7).

Po wykonaniu operacji matematycznych, zapisanych w réwnaniach Lagrange'a (9a,b,c),
réwnania silnika klatkowego mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie macierzowej;
\

Ai) (Vs) 55 (VS/m)'SW  '» +_d Tos . X 0T I..- \Vi (108)
(vsvw)(Psw) (V) w. dt xow 0 Rwliw 0
*3A,

(10b)

‘woo+ Tme

W tych réwnaniach wprowadzono dodatkowo oznaczenia

Us,| X Vo0Os.l)
US= us2 . Ri= Rs . To,ss -~ Vo (is2)
A 3. Rs. VO (is3)
2(Rseg+ Rpr) -Rpr
SR pr 2(Rseg + R pr) ~ Rpr
2(Rggg* R )

-Rpr 2(R &g + Rpr)

2L08>0.1- Va (>0N - j0.1)+ Vo (j0,1 - {0.2)
2Ldgo,2 ~ Vo (j0,1 * j0.2) + Vo (j0,2 - j0,3)

*0.5 2Lo8io3 - Vo (j0,2- jo,I)+ Vo (j0,3 - i0,4)

2Eo0X ,N Vo (jio.N-I io,n) Vo (jo,N io.l)
Nieliniowg funkcje y/pfip) zastgpiono w nich przez funkcje
My(ip)  5Eg(iM

\% u
ktora nalezy interpretowac jako nieliniowg przewodno$¢ magnetyczng dla strumienia gtéwnego.
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Roéwnania (10) sa na tyle oczywiste, ze nie wymagaja specjalnego komentarza. Nalezy jednak
zwroci¢ uwage na dos¢ zasadnicze trudnosci ich rozwigzywania za sprawg nieliniowego charakteru
obwodéw magnetycznych rozproszen. Gdy pominie sie zjawisko nasycania sie tych obwodéw,
mozna wprowadzi¢ odpowiednie indukcyjnos$ci rozproszen ijedyna nieliniowa funkcja w réwnaniach
(10) bedzie funkcja nieliniowej przewodnos$ci dla strumienia gtéwnego A(;,). W réwnaniach (10)

wystepuje ona jednak przed macierza okreslajaca sprzezenia uzwojen silnika. Macierz ta ma
jednak uktad elementéw taki sam jak macierz indukcyjnosci vytasnych i wzajemnych przy zatozeniu
liniowoéci gtdwnego obwodu magnetycznego. Poprzez zmiane wspoéirzednych moze doprowadzié¢
do uproszenia struktury tej macierzy, analogicznie do przypadkéw liniowego obwodu
magnetycznego. Dodatkowo, nalezy jedynie wyrazi¢ zastepczy prad magnesujacy przez nowe
wspoétrzedne. Skutecznoé¢ takich operacji pokazano, miedzy innymi, w pracach [7], [8], [9], Gdy
jednak uwzgledni sie nieliniowy charakter obwod6éw rozproszen, woéwczas technika
transformowania pradéw i napie¢ nie daje zadnych utatwien, lecz wrecz komplikuje opis
matematyczny.

Pozostaje jedynie rozwigzywaé¢ uktad réwnan (10) dla wspétrzednych naturalnych, t.
poszukujac bezposrednio pradéw faz stojana i oczek klatki. Nie jest to jednak catkiem proste, gdyz,
sprowadzenie réwnan (10) do tzw. postaci normalnej, tj. do ukfadu réwnan rzedu pierwszego z
pochodnymi po jednej stronie, napotyka na zasadnicze trudno$ci za sprawa strumieni rozproszen
pretow klatki. Nasycanie sie zeb6w wirnika pod wptywem pradéw w pretach klatki jest jednym z
gtéwnych efektéw w silnikach klatkowych i powinien on by¢ uwzgledniany w modelu silnika na réwni
z nasycaniem sie gtéwnego obwodu magnetycznego.

4. WNIOSKI

Rozwazania zawarte w pracy doprowadzity do zapisania réwnan modelu matematycznego
silnikéw klatkowych, ktére pozwalaja na uwzglednianie nasycania sie¢ zar6wno giéwnego obwodu
magnetycznego, jak i obwodéw magnetycznych strumieni rozproszen. Dyskusja struktury réwnan
modelu wykazata, ze powszechnie stosowane transformacje napie¢ i pradéw sg tym przypadku
catkowicie nieprzydatne, gdyz komplikujg jedynie opis matematyczny. Réwnania musza wiec by¢
rozwigzywane ze wzgledu na naturalne prady uzwojen silnika, a zastepczy prad magnesujacy jest
przy tym wielko$cia bardzo pomoca.
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Abstract

In the paper a mathematical model of induction cage motors accounting for both saturation of
the main magnetic and saturation of leakage zones is presented. Because the level of saturation of
the main magnetic circuit depends on all currents, the equivalent magnetising current has been
introduced as a substitution variable of the coenergy function of this circuit. The equivalent
magnetising current is a positive value proportional to the amplitude of the total MMF of all machine
windings, and its square is given'by the quadratic form

(vs)2A S (VvEvw)A jw i
T iwTh
L(VSVw ) (A WI) (Vw) A _
in which i, and iw are vectors of stator phase currents and cage mashes, respectively. Matrices

A, ., Aw and A,, depend on winding angular positions on machine circumference. It has been
assumed that leakage zones are saturated by individual currents of stator phases and rotor bars.

To create such a model the Lagrange formalism was applied, which required the coenergy
function to be used. In the paper the coenergy function is divided into two parts, the coenergy
function of the main magnetic circuit depending on the equivalent magnetising current and the
coenergy of leakage zones depending on individual currents. Then, the coenergy function takes the
form

The modified Lagrange equations
+ ( aEg ainP + B5Eg 3(pg)l + d 5E,[m um m—i.M
d-..

dtL5iHP 3'm 5(P“) 5im

, d2(p 5E8 3ilp . 3E8 d(pa)l . T
Gp  9(pa) dp m

lead to the final form of equations for induction cage motors
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The resulting mathematical model makes it possible to predict effects due to saturation that are
unpredictable by circuital models of induction motors being in use at present.



