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OBLICZENIA PRADOW WIRNIKA W SILNIKU INDUKCYJNYM
(SILNIK Z EKSCENTRYCZNOSCIA STATYCZNA DYNAMICZNA

Streszczenie. W artykule przedstawiono wyzsze harmoniczne pradéw pretdéw wirnika silnika
asynchronicznego w funkcji predkosci obrotowej. Do obliczeri tych zalezno$ci wykorzystano model 2.5D
zbudowany za pomoca metody elementéw skorfczonych. Przeprowadzono analize harmonicznych.
Otrzymane wyniki przedstawiono w funkcji predko$ci obrotowej maszyny zaré6wno na wykresach tréj -
jak i dwuwymiarowych. Z wykreséw tych odczytano parametry poszczegdélnych harmonicznych. Na ich
podstawie dokonano identyfikacji pochodzenia tych harmonicznych jako wspdétdziatanie oktadu pradu
stojana z indukcja magnetyczng w szczelinie powietrznej, pochodzaca od wirnika. Zwrécono szczegdlng
uwage na wptyw nasycenia zelaza oraz ekscentryczno$ci wirnika na te przebiegi.

CALCULATION OF ROTOR CURRENTS IN INDUCTION MOTOR
WITH ROTOR ECCENTRICITY

Summary. Parasitic torque and rotor current harmonics as a function of the asynchronous
motor rotational speed are presented in this paper. The analysis of torque and stator current
harmonics has been performed with the computer simulation. The obtained results as a function
of the electric motor speed are presented both on 2D and 3D graphs. The parameters for each
particular harmonic have been found with these graphs. These graphs have enabled to identify
the origins of these harmonics being the co-action of the stator current MMF and the magnetic
induction from the rotor in the airgap. Particular attention has been paid to the problem of the
iron saturation influence on these harmonics. The harmonics under study have been taken into
consideration because they are present on the mentioned above graphs as a function of the
speed. Their origin has been also indicated on the graphs made as an extension of the
Kluszczynski analytic/graphic diagrams.

1 OBLICZENIA PRADU WIRNIKA W SILNIKU BEZ USZKODZEN |Z 28 PRETAMI WIRNIKA

Przedstawiang metoda byty obliczane przebiegi pradéw i momentu silnika asynchronicznego Sg90S-4
z aluminiowa klatka produkcji F.S.E. ,TAMEL” w Tarnowie. Jest to silnik o mocy P=I1.IkW o napieciu
znamionowym U,=380V (gwiazda) i pradzie znamionowym 1,=2.8A. Predko$¢ znamionowa n=1415 obr/min,
ilo$¢ ztobkow stojana 36 i ilos¢ ztobkéw wirnika 28. Dlugo$¢ maszyny 0.07m, cos tp =0.8. Przedstawiony
program pozwolit obliczy¢ réwniez wyzsze harmoniczne przestrzenne sit radialnych i momentu
elektromagnetycznego. Mogly by¢ réwniez uwzgledniane uszkodzenia takie jak pekniecie preta czy
pierscienia oraz ekscentryczno$¢ statyczna, dynamiczna i mieszana wirnika. Opis dziatania programu jest
zawarty w [1],

1.1. Identyfikacja harmonicznych pradéw pretéw wirnika

Po dokonaniu obliczen przebiegéw pradéw wirnika poddano je roziozeniu w szereg Fouriera. Obliczenia
symulowaty nawrét maszyny z matym przyspieszeniem. Amplitudy harmonicznych mozna bylo przedstawi¢
w zaleznosci od czestotliwosci oraz predkosci obrotowej jak na rys. 5. Maksymalne wartosci harmonicznych
zobrazowane na rys. 1 w funkcji ich czestotliwosci w zaleznosci od predkosci obrotowej tworzag
charakterystyczne krzywe V, ktore utatwiajg okreslenie Zrodet generacji tych harmonicznych. Identyfikacje
tych harmonicznych mozna przedstawi¢ ponizszym rozumowaniem:
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Jesli harmoniczng twomik-stojan oznaczymy przez v =(6c¢,*l)p, twomik-wimik przez p=cZ2+ep, to
harmoniczna przestrzenna oktadu pradu stojana w szczelinie powietrznej jest proporcjonalna do:

sin(va-ci>|t), 1)
gdzie: a -kat mierzony w ukladzie zwigzanym ze stojanem, o -pulsacja sieci, a | - czas.
Podobnie wspoétdziatajaca z nig harmoniczna przestrzenna okladu pradu wirnika jest proporcjonalna do:

smlpa, (0, - po)t], )
gdzie: ar -kat mierzony w ukfadzie zwigzanym z wirnikiem, oor - predkos¢ obrotu wirnika. Miedzy katem

a i ar istnieje zwigzek: ar =a-cort, dlatego harmoniczng c"tadu pradu wirnika mozna zapisa¢ jako
proporcjonalng do:
sin[na=(to, +c2Z Jor)t], 3)
gdzie Z2 to ilos$¢ pretéw (faz) wirnika.
Na harmoniczna te ma wptyw nasycenie obwodu magnetycznego, ktére mozna uwzgledni¢ wspoétczynnikiem:
sin[2xc3(pxa-o)i xt)].
Powyzsze czynnosci utatwiajgce identyfikacje mozna przedstawi¢ za pomocg schematu blokowego:

Twomik- wirnik + . Przejscie na HARMONICZNE
we wsp6trz. stojana nasycenie —> wspotrz. wirnika > PRADOWWIRNIKA

Do réwnanie twomik-wimik okreslonego we wspotrzednych stojana dodawano czion uwzgledniajacy
nasycenie, a nastepnie dokonywano przejécia na wspotrzedne wirnika. W ten sposéb dla poszczegdinych
harmonicznych otrzymywano koricowe réwnanie pradéw wirnika, dla ktérego obliczana byfa predkosé
synchroniczna i nachylenie charakterystyki krzywych V przedstawione na rys.l. Réwniez w tab. 1 zostaly
okreslone czestotliwosci pradéw wirnika przy predkosci synchronicznej réwnej co, =<0,/2. Z tab. 1 wynika, iz
sg to czestotliwosci réznigce sie miedzy sobg o 300Hz z zakresu od OHz do 1200Hz, zidentyfikowane na
podstawie schematu analityczno-graficznego z rys. 6.

Tablica 1
Fragment identyfikacji harmonicznych pradéw pretéw wirnika w funkcji predkosci obrotowej
w silniku bez uszkodzen z 28 pretami

. Lo we wspotrz. Nach Pred. Nr
lp ¢ Ca e Twomik-wimik c, WirnFi)ka -Ienig synechr OT!‘l—g?# linii
1 0 1 1 sin@6a+a>it-28(Drf) O sin(26at+1lo,t-204) 0,32 157 0 19
5 0 1 1 sin(26a+o)it-28fflrt) -1 sin(22ar+3(o,t-6cot) 0,95 157 0 20
9 0 1 1 sin(26a+tait-28tn,t) -2 sin(18a,+50,t-1004) 1,59 157 0 21
25 1 1 5 sin(18a-coit-28cart) 2 sin(26ar-5m,t-20,t) 0,32 -785 300 7
23 1 1 5 sin(180-0,1-28(04) 1 sin(22ar-30,t-604) 0,95 -157 300 6
21 1 1 5 sin(l8a-o,t-28o1t) O  sin(18a,-0,t-1004) 1,59 -31,4 300 5
3 2 1 3 sin(34a-o,t-560r) 1 sin(38ar-3oit-18ort) 2,86 -52,33 600 11
27 2 1 3 sin(34a-o,t-5601t) O sin(34aro,t-22o0n) 3,5 -14,27 600 8
35 2 1 3 sin(34a-o,t-560m) -1 sin(30a,+0,t-26c04) 4,14 12,08 600 22
45 3 2 3 sin(50a-0,t-840,t) 2 sin(58ar-50,t-26¢co,t) 4,14  -60,38 900 23
43 3 2 3 sin(50a-o0,t-84ort) 1 sin(54ar-30it-3001) 4,77 -31,4 900 15
50 4 2 5 sin(66a-oit-112ot) 1 sin(70ar-3coit-42cot) 6,68 -22,43 1200 18
46 4 2 5 sin(66a-o,t-112ort) -1 sin(62artcot-500i4) 7,96 6,28 1200 16

Nachylenie w silniku bez uszkodzen z 28 pretami w pradach wirnika zmienia sie co k*0.65 dla konkretnej
czestotliwosci wirnika. Nachylenie zmienia sie w zaleznosci od nasycenia, a czestotliwosci przy predkosci
synchronicznej tat/2 majajednakowe wartosci niezaleznie od nasycenia, tworzac wiazki harmonicznych.

Na rys. 1sa przedstawione czestotliwosci harmonicznych pradéw wirnika w funkcji predkosci obrotowej w
silniku bez uszkodzeri. Ukiadaja sie one w charakterystyczne krzywe V, majace wezly dla predkosci
obrotowej np. aa/2 czy -W4. Réwnania identyfikujace te harmoniczne wraz ze wspoéiczynnikami
okreslajacymi: ¢, - harmoniczng twomik-stojan, ¢2 - harmoniczng twomik-wimik, ¢3 - harmoniczna
nasycenia sg podane w tab. 1
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Spaad rotatory [rad/a]
Rys. 1. Przebieg czestotliwos$ci harmonicznych pradéw pretéw wirnika w funkciji predkosci obrotowej w silniku bez
uszkodzen z 28 pretami

Fig. 1. Harmonic frequency pattern of rotor currents us rotational speed - motor free of damages with 28 bars

2. OBLICZENIA PRADU WIRNIKA DLA SILNIKA Z EKSCENTRYCZNOSCIA DYNAMICZNA 1Z 28
PRETAMI WIRNIKA

Schemat blokowy identyfikacji podany poprzednio nalezy teraz uzupeti¢ efektem ekscentrycznosci
dynamicznej.
1 Dodajac ekscentryczno$¢ dynamiczng ecc= k(a - o>t) =>a =ar +art=>ecc =kar, gdzie k =0#1, +2,
+3 do réwnania wirnika z nasyceniem, mozna bylo zauwazy¢, iz:

S Zwieksza sie rzad harmonicznych ka przy dodatnich wartoéciach ekscentrycznosci
w stosunku do silnika bez uszkodzen Ilub zmniejsza przy ujemnych wartoéciach rzedu
ekscentrycznosci.

S Nachylenie zmienia sie¢ w zaleznosci od nasycenia c30 2 p ¢3/(2 n), ale jest takie samo jak dla silnika
bez uszkodzen. Ekscentryczno$¢ dynamiczna po przejéciu na wspétrzedne wirnika nie wprowadza
czynnikéw zwigzanych z co, i 0 \.

Przedstawiane czynnosci mozna uja¢ na schemacie blokowym identyfikacji:

Twornik-wirnik Nasycenie Przejécie na HARMONICZNE
we wspo6trz. stojana Ekscentrycznosé wspo6trz. wirnika PRADOW WIRNIKA
dynamiczna

Przyktad: Wptyw nasycenia na czestotliwo$¢ harmonicznej pradu wirnika przy (O = CO\I2
sin2c3(pa-a>it) =>a =ar +o>rt => sin2c3(par + pcort - it )

gdy a>,= u1/2(

to wplyw nasycenia wynosi sin2c3(par) i nie zalezy od czasu t.
Czestotliwosci przy predkosci synchronicznej co, = to 1/2 majajednakowe wartosci niezaleznie od
nasycenia oraz nastepnych wiekszych wartosci ekscentrycznosci dynamicznej (k =0,%1, 2, £3).
Czestotliwosci sa takie same jak w silniku bez uszkodzen. Wigzki tworzone przy predkosci
to r=B 1/2 dadza sie wiec wyttlumaczy¢ dziataniem nasycenia.
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pretami iz ekscentrycznoscigdynamiczng
Fig. 2. Frequency ofthe rotor bar currents us rotational speed in the motor with 28 straight bars and dynamic eccentricity

Amplitude harmonics

Speed rotatory (rad/s)

Rys. 3. Moduty harmonicznych pradéw pretéw wirnika w funkcji predkosci obrotowej w silniku z ekscentrycznoscia
dynamiczng iz 28 prostymi pretami

Fig. 3. Modules of the harmonics of the rotor bar currents us rotational speed the motor with 28 straight bars and dynamic
eccentricity
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3. OBLICZENIA PRADU WIRNIKA DLA SILNIKA Z EKSCENTRYCZNOSCIA STATYCZNA |Z 28
PRETAMI WIRNIKA

Z rys. 5 mozna odczyta¢ czestotliwosci pradéw wirnika przy predkosci synchronicznej réwnej
®,= @i/ 2 dla silnika z ekscentrycznoécia statyczna. Z rys. 6 wynika, ze sa to czestotliwosci harmonicznych
pradéw pretéw wirnika (lub ich moduly) silnika z ekscentrycznoscig statyczng, ktére rdznig sie od
czestotliwosci silnika bez uszkodzen czy z ekscentrycznoscig dynamiczng o ¢ 25 Hz (k =+1, 2, £3). Spos6b

generacji tych harmonicznych pradéw wirnika zostat przedstawiony na schemacie analityczno-graficznym na
rys. 6.

Rys. 4. Przebieg czestotliwo$ci harmonicznych pradéw pretéw wirnika w funkcji predkosci obrotowej w silniku z 28
prostymi pretami iz ekscentryczno$cia statyczng

Fig. 4. Harmonic frequencies of the currents in rotor bars us the rotational speed in the motor with 28 straight bars and static
eccentricity

Uwzglednienie ekscentrycznosci statycznej polega na dodaniu czionu ecc= sin ka= sin k(a, +a>t), gdzie
k =0,#1, 2, 3 do zaleznosci identyfikujgcych réwnania pradu wirnika przy nasyceniu zelaza. Mozna bylo
zauwazyt, iz

5 Zwieksza sie rzad harmonicznych ka (rzad taki samjak przy ekscentrycznosci dynamicznej).

S Nachylenie charakterystyki zmienia sie w zaleznosci od nasycenia, ale rézni sie od nachylenia
charakterystyki silnika bez uszkodzen. Ekscentryczno$¢ statyczna po przejéciu na wspéhrzedne
wirnika wprowadza czynnik zwigzany z k oyt, ktéry powoduje zmiang nachylenia charakterystyki.

Czestotliwosci przy predkosci synchronicznej cor= @1 12 majg jednakowe wartosci dla konkretnej

harmonicznej ekscentrycznoéci statycznej (k =0, +1, +2, +3) (niezaleznie od nasycenia) i réznig sie przy

kolejnym k o 25 Hz. Czestotliwosci te r6znig sie od czestotliwosci silnika bez uszkodzen.

Przyktad obliczania czestotliwosci harmonicznych prgdéw pretéw wirnika przy predkosci c,= o\12
dla ré6znych rzedéw ekscentrycznosci statycznej ecc=k oraz przy r6znych nasyceniach c3.

eksc. siat. sin ka= sin k(ar +<B7), zmiana czestotliwosci o kco, [rad/s], gdy cor= o\ /2

kO,i2=mk =1,1 mO| /(2% i) =31442 «2n) = 25Hz

Ekscentrycznos$¢ statyczna powoduje wiec rozmycie weztéw krzywych V o wielokrotno$¢ 25 Hz.
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Rys. 5. Schemat analityczno-graficzny generacji harmonicznych pradéw wirnika w silniku indukcyjnym z ekscentrycznoscia
statyczng i z 28 prostymi pretami

Fig. 5. Trajectories of generating harmonics of the rotor bar currents in the motor with 28 bars and static eccentricity-
these trajectories slope shows the magnetic circuit saturation and eccentricity influence

Tablica 2
Czestotliwosci harmonicznych pradéw wirnika przy predkosci obrotowej 0>,= col/ 2
Dla ekscentryczno$ci statycznej
Rzad eksc. k 0 1 2 3
/[Hz] 0 25 25 50 50 75 75
/[Hz] 300 325 275 350 250 375 225
/[HZz] 600 625 575 650 550 675 525
/[HZz] 900 825 775 850 750 875 725
/[HZz] . 1200 1225 1175 1250 1150 1275 1125

przy nasyceniu Ci=0, * 1,.., +8

Czestotliwosci pradéw pretéw wirnika nie zaleza od liczby pretéw w wirniku (tzn. w obliczeniach
silnikbw z 28, 26 i 24 pretami nie zauwazono réznic miedzy harmonicznymi pradéw pretéw wimika).
Szukajac czestotliwosci pragdéw wimika przez podstawianie kolejnych réwnan wimika z rézna liczba pretow
otrzymujemy takie same czestotliwosci pradow wimika dla silnikéw z 28, 26 i 24 pretami w wirniku. Te
czestotliwosci sg zalezne od ekscentrycznosci dynamicznej, a w szczegolnosci od ekscentryczno$ci statycznej.
Przy roznej liczbie pretdw silniki réznig sie miedzy soba rzedami harmonicznych, lecz predkosci
synchroniczne i czestotliwosci maja takie same bez wzgledu na to, czy sg z ekscentrycznoscia czy bez
uszkodzen. Zauwazono, ze nachylenie charakterystyk harmonicznych pradéw pretéw wimika ma przyrost co
£0.64, gdzie k = 1, 2, 3 dla konkretnej czestotliwosci wimika w silniku z 28 pretami bez uszkodzen i z
ekscentrycznoscig dynamiczng Natomiast dla silnika z ekscentrycznosScig statycznag dostajemy dodatkowo
cziony k 0) ,, czyli przyrost nachylenia harmonicznej o 1/2rc = 0.16 Hz. W silniku bez uszkodzen lub z
ekscentrycznoscig dynamiczna nie ma tego cztonu (charakterystycznego dla ekscentrycznoéci statycznej), ale
we wszystkich przypadkach dziata nasycenie, ktdre zmienia nachylenie o przyrost 2c30/2n =4/27t=064 ,
(sin2c3(pa-coX)==>sin2c3(par +poyr -0)1t)). Mozna réwniez zauwazy¢, ze tworzg sie wigzki harmonicznych
takze przy predkosci 2= -cojl4. Sa to réwniez harmoniczne (np. pradu wimika silnika z ekscentrycznoscia
dynamiczng gdy Z2= 28) majace te same czestotliwosci przy podanej predkosci co2= —€iti/4. Jesli zauwazy
sie, ze najmniejsze nachylenie charakterystyk wynosi 2/271=0.32, to przy réznicy predkosci o ri-® a =3/40>i
otrzymujemy czestotliwo$¢ nowej wiazki 75 Hz dla predkosci @ a (patrz rys. 3). Ogolnie nachylenie
charakterystyk w rozwazanym przypadku mozna zapisa¢ 2/2n -(2i +1), gdzie i = 0, 1, 2, a wiec nowe
czestotliwosci przy predkosci @ a moga sie rézni¢ o 150 Hz. Wystepuja wigc 2 razy czesciej niz przy
predkosci @ ,. Przyczynia sie do tego réwniez rozwazany wczesniej ,konglomerat’ ekscentrycznosci z
nasyceniem, ktéry nie zmienia drogi identyfikacji (wspotczynnik przy kacie a réwny jest 0), ale przy
predkosci @ r2daje réwniez réznice 150 Hz. A wiec do wigzek przy @, czy ®r2mogawchodzi¢ harmoniczne
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z réznych wiazek przy drugiej czestotliwosci to ,i czy o n Poréwnujac rys. 3 oraz 5 zauwaza sig, ze punkty
przeciecia harmonicznych pradéw wirnika dla predkosci m czy @ 12 sg wyraznie jednopunktowe dla
ekscentrycznosci dynamicznej. Przy wystepowaniu ekscentrycznosci statycznej wezly te stajg sie
wielopunktowe i wystepuja co 25 Hz.

4. WPLYW WARTOSCI AMPLITUD HARMONICZNYCH PRZEWODNOSCI SZCZELINY
WYWOLANYCH EKSCENTRYCZNOSCIA NA IDENTYFIKACJE HARMONICZNYCH®

Rys. 6. Sposoby modelowania szczeliny powietrznej do obliczen testowych
Fig. 6. Ways of modelling the air gap for test calculations

Pierwszy testowy (rys. 6) sposéb modelowania szerokosci szczeliny powietrznej polega na wykresleniu
promienia od punktu lezagcego w potowie miedzy Srodkiem stojana a Srodkiem wimika. Szerokos¢ szczeliny
to odcinek s wyznaczony na tym promieniu przez powierzchnie stojana i wirnika Natomiast drugi sposéb
modelowania szczeliny powietrznej polega na wykresleniu okregu w szczelinie, lezacego doktadnie miedzy
stojanem a wirnikiem. Jego $rodek to punkt lezacy w potowie miedzy $rodkiem stojana a wimika Szczelina
jest w tym przypadku réwna sumie il (czyli odcinka miedzy powierzchnig wimika a tym dodatkowym
okregiem wyznaczonym na promieniu ze srodka wimika) oraz s2 (czyli odcinka miedzy powierzchnig stojana,
a tym dodatkowym okregiem wyznaczonym na promieniu ze $rodka stojana). Jesli wymiary maszyny
elektrycznej sa wiasciwe, miedzy tak wyznaczonymi szerokos$ciami szczeliny nie zauwaza sie réznic.
Dokonano rozktadu Fouriera odwrotnosci tak obliczonej szczeliny powietrznej. Otrzymane w ten sposéb
harmoniczne przewodnosci magnetycznej szczeliny powietrznej sa przedstawione na rys. 7 w funkcji
wzglednej ekscentrycznosci.

Harmonie» conducianca in fencUon ofaccaninciy

Rys.7. Wzgledna warto$¢ kilku amplitud harmonicznych przewodnos$ci magnetycznej w funkcji wzglednej wartosci
ekscentrycznosci szczeliny powietrznej

Fig. 7. The relative value of several amplitudes of the permeance harmonics vs. the relative value ofthe air gap eccentricity

Inne stosowane w literaturze [56, 138] sposoby liczenia szczeliny daty w efekcie te sama przewodnos¢.

Przedstawione na rys. 7 wykresy potwierdzily znany wczesniej przebieg harmonicznej 1 i 2 przewodnosci

szczeliny. Zwraca uwage powiekszanie sie wraz z ekscentrycznosciag harmonicznej przewodnosci zerowego



136 Noga M., Gotebiowski L., Mazur. D.

rzedu. Odpowiada to jakby pomniejszeniu si¢ wraz z ekscentrycznoscig Sredniej zastepczej wartosci
szczeliny. Efekt ten powigksza sie szczegdlnie dla duzych ekscentrycznosci, co bylo obserwowane w
wynikach pomiaréw i obliczerr. Harmoniczne pradu czy momentu wilasciwe dla silnika bez uszkodzen
wystepuja rowniez dla silnika z ekscentrycznoscia, lecz ich amplituda powieksza sie, poniewaz harmoniczna
przewodnosci magnetycznej szczeliny zerowego rzedu wraz z ekscentrycznoscigjest wigksza. Efekt ten moze
by¢ dlatego pomocny w diagnostyce wystepowania ekscentrycznosci przez pomiar poziomu amplitud
okreslonych harmonicznych.
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Abstract

The model described in [1] is applied to calculations. To consider the skew of the rotor bars the
whole machine is divided along its whole length into 7 elementary machines of straight but offset
against each other bars. The magnetic field in the cross-section of each elementary machine is
calculated by means of the finite element method. The iron saturation of the magnetic circuit is
reflected with the polynomial relation of the magnetic field strength to the magnetic induction. A 9-th
order polynomial is used. The presented previously method was used for time calculations of the
time waveforms of currents and torques for the Sg90S-4 with aluminium cage manufactured by
Electric Motor Manufacturing (F.S.E.) TAMEL" in Tarnéw, Poland. The motor operating data are as
follows: the motor output P=1.1kW, the rated voltage UN = 380volts, the rated current IN=2.8 amps,
the rated speed is n=1415 rpm. The computational program presented here also produced the
spatial harmonics of radial forces and electromagnetic torque of higher order. The failures of bar or
ring fracture as well as static, dynamic and mixed eccentricity were also considered. The best
results for the harmonic analysis were obtained at lower speeds. But from the point of view of the
computational speed the speed of 20 rad/s2 appeared to be the most suitable. The electromagnetic
torque and current values in time obtained this way are subjected to harmonic analysis by means of
the FFT method. The frequencies of the rotor bar currents do not depend on the number of bars In
the rotor (i.e. no differences between the harmonics of the currents in the rotor bars were noticed in
the calculation results for the motors with 28, 26 i 24 bars). When seeking the frequencies of the
rotor currents by substituting the various number of bars to each separate rotor equation the same
frequencies of the rotor currents are obtained for the motors with 28, 26 and 24 rotor bars. These
frequencies depend on the dynamic eccentricity, and even more on the static one. For various bar
numbers the motors vary by the harmonic orders, however the synchronous speeds and
frequencies are the same for each particular motor either with eccentricity or free of defects.



