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KOMPUTEROWE BADANIE ZBIEZNOSCI PEWNEGO CIAGU PUNKTOW

Streszczenie. W artykule przedstawiono analize ciggu punktéw, ktére mozna otrzymac
poprzez wielokrotne powtarzanie pewnego przeksztatcenia rzutowego. Przygotowano program
komputerowy wspomagajacy analize i wizualizacje tego problemu. Gtéwny nacisk potozono na
zbadanie elementéw charakterystycznych ciggu, takich jak granice i punkty state.

COMPUTER AIDED RESEARCH OF CONVERGENCE OF A SEQUENCE OF POINTS

Summary. This paper presents the analysis of sequences of points which can be obtained
by multiple repetition of some projective transformation. The computer program has been
prepared which aids analysis and visualisation this problems. The main stress has been laid on
searching for characteristic elements such as boundaries and fixed points.

1. Definicja przeksztatcenia

Ustalmy na ptaszczyznie euklidesowej uzupetnionej elementami niewtasciwymi dwa dowolne
okregi k) i k2 Oznaczmy poprzez f przeksztatcenie rzutowe bedace ztozeniem biegunowosci fj i
l¢wzgledem okregéw k( i k2 (rys. 1). Obrazem dowolnego punktu A w biegunowosci U jest prosta
a (biegunowa punktu A wzgledem okregu kr). Obrazem prostej a w biegunowosci fi jest punkt A’
(biegun prostej a wzgledem okregu k2), bedacy obrazem punktu A w przeksztatceniu f = h fj-
Rozpatrzmy ciag punktéw Ar, A2, ..., Ac, A™r (rys. 2), w ktérym dla dowolnego k zachodzi A/lc*/ =

-f(AK) (rys. 1). Powstaje pytanie, czy ciag punktow A/jest zbiezny, tzn. czy istnieje taki punkt Ao, ze
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dla kazdego e > 0 istnieje taka warto$¢ k, ze dla kazdego k > ko zachodzi Mo, ¢ét*lI< s. Rozwazenie

problemu zbiezno$ci jest podstawowym tematem pracy.

Oczywiscie proponowane przeksztalcenie mozna rozwazac¢ dla dowolnych stozkowych; okregi
wybrano z uwagi na prostsza posta¢ analityczng przeksztatcenia i mozliwos¢ wykresinego

sprawdzania poprawnoséci obliczen.

gq»-1.6000 rm 0.1000 x0=-1.20 yO=-1.2D

Rys. 2



Komputerowe badanie zbieznosci.. 99

2. Zastosowana metoda badawcza

Analityczna posta¢ rozpatrywanego przeksztatcenia jest dos$¢ ztozona i trudno wykorzystac jg do
badania zbieznosci ciggéw punktéw. Autorzy nie znaleZli réwniez efektywnej metody zbadania
zbieznosci ciggu punktéw przy wykorzystaniu geometrii rzutowej. Postanowiono wigc wykorzysta¢ do
badan komputer i dokona¢ analizy numerycznej zagadnienia, polegajacej na wyznaczeniu ciggu
punktéw dla mozliwie wielu przypadkéw potozenia okregéw | prébie ich uogélnienia. Autorzy pracy
majg Swiadomos$¢, co pragng wyraznie podkresli¢, ze rozwazenie nawet znacznej liczby przypadkow
nie moze stanowi¢ dowodu, ze zaobserwowana wtasno$¢ czy tez zalezno$¢ zachodzi zawsze. Tego
rodzaju rozwazania poprzez swojg pogladowos$¢ utatwiajg zrozumienie zagadnienia i pozwalajg na
stawianie hipotez badawczych i wytawianie przypadkéw szczegdélnych, mogacych stanowi¢ impuls do
rozwazan teoretycznych.

W celu zbadania przeksztatcenia przygotowano program komputerowy w jezyku Turbo-Pascal.
Sktada sie on z trzech zasadniczych cze$ci: generatora zatozen, testera zbieznos$ci i rejestratora
wynikéw.

a. Generator zatozen

Nie zmniejszajac ogdlnosci zatozen mozna przyjaé, ze $rodek okregu ki znajduje sie w poczatku
uktadu wspoétrzednych, a jego promien wynosi 1, Srodek okregu Ki znajduje sie zawsze na osi X w
punkcie S(gq, 0), a jego promien réwna sie r (rys. 3). Generator zatozen automatycznie ustala
potozenie okregu kr zmieniajagc Jego promiern w przedziale < n, k2 > krokiem Ar, a potozenie jego

Srodka w przedziale < qi, <> krokiem Aq.

b. Tester zbieznosci
Dla kazdego przypadku zatozen, podanego przez generator zatlozeri, program ustala punkt
poczatkowy A(X, Yy), wybierajac kolejno z przedziatu < xr, xz > i < yr, yi > krokiem Ax i Ay. Dla

kazdego punktu poczgtkowego program oblicza kolejne wyrazy ciagu, liczac je do momentu, az
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odlegto$¢ miedzy dwoma sasiednimi punktami bedzie mniejsza od ustalonej wartosci e lub tez
obliczonych zostanie ng wyrazéw ciggu. Oprécz odlegtosci miedzy dwoma kolejnymi punktami,
obliczanej jako pierwiastek z sumy kwadratéw réznic odpowiednich wspoétrzednych punktéw, badano
réwniez oddzielnie zbiezno$¢ po wspoétrzednych x iy oddzielnie.
c. Rejestrator wynikéw

Modut ten powoduje automatyczny zapis do pliku potozenia $rodka i promienia ki dla kazdego
rozpatrywanego przypadku. Nastgpnie zapisywane sg dla kazdego rozpatrywanego punktu poczatko-
wego liczba iteracji i wspoétrzedne dwoéch ostatnich uzyskanych punktéw. Rejestrowane byly réwniez
wszystkie przypadki szczegélne, zaktécajgce normalny tok obliczen.

Obliczenia realizowano przy wykorzystaniu typu zmiennos$ci extended, pozwalajacych na
obliczenia z doktadnos$cig 19-20 cyfr znaczacych.

Dodatkowo opracowano program umozliwiajgcy graficzng prezentacje badanego przeksztatcenia

na ekranie monitora i drukarce.

3. Wyniki badan

Opisany powyzej program uruchamiano wielokrotnie dla réznych przedziatéw zmiennosci para-
metréow i krokéw zmian. Z eksperymentéw tych wynika, ze istniejg zaréwno takie potozenia okregéw
wzgledem siebie, ze ciagi punktéw sa rozbiezne, jak i takie, dla ktérych istnieje granica. Przeglad
wynikéw badan zamieszczono w tablicy 1. Poprzez a oznaczono liczbe r6zng od + », zapis y -* + »
oznacza, ze warto$¢ bezwzgledna y dazy do nieskoniczono$ci przemiennie poprzez wartosci ujemne i
dodatnie.

Tablica 1

Oznaczenie Schematyczne potozenie okregéw Zbiezno$¢ wspéirzednej Zbieznosc¢ wspoétrzednej

(okreg ki narysowano linia gruba) X y
Al X-> a y-> 0
A2 X ->a y->+°0

A3 X->+ o y->+tw



Komputerowe badanie zbiezno$ci,

A4

A5

A6

B1

B2

B3

B4

C1

Cc2

X —+ oe
lub x -> - ©

w zaleznos$ci od potoze-
nia punktu poczatkowe-
00

X => + oc

punkty leza na .hiper-
boli’

przeksztatcenie state,
obrazem punktu A jest
on sam

101

cd. tablicy 1
Yy =+ oo
luby->-00

w zalezno$ci od potoze-
nia punktu poczatkowe-
ooi znaku a
y =+

luby -> - x

w zalezno$ci od potoze-
nia punktu poczatkowe-
go lznaku q
Yy -> + oo

luby->-co

w zaleznos$ci od potoze-
nia punktu poczatkowe-

no

y->0

y ->0

y —* o0

punkty lezg na ,hiper-
boli"

przeksztatcenie state,
obrazem punktu A jest
on sam
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cd. tablicy 1
C3 X —»+ 00 y->0
C4 x > 1 y->0
C5 X -» a y-+ 0
Cé X > 0 y-*0

Na ogét, jak to wynika z tablicy, ciggi punktéw sg zbiezne do pewnych punktéw lezagcych na osi x.
W trzech przypadkach (A2, A4 i A5) ciagi daza do asymptoty prostopadtej do osi X, w jednym

przypadku (C3) asymptotajest 0§ x.

gq= 0.aoo0a r- 0.9900 *0—3.00 yO' 7.00 g= 0.S000 =* 0.9990 *0—3.00 yO- 7.00

Rys. 4 Rys. 5
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g- 0.9000 r= 1.0000 x0»-3.00 yO= 7.00 g= 0.8000 r- 1.0050 x0*-3.00 yO- 7.00

Rys. 6 Rys.7

Rys. 8 Rys. 9

W przypadku B3 wydaje sig, ze punkty lezg na hiperboli (rys. 6), trudno to jednak udowodni¢, totez
podano to w cudzystowach. W przypadkach A6 iC6 (okregi wspétsrodkowe) punkty rzeczywiscie lezg
na prostych przechodzacych przez poczatek uktadu wspoétrzednych i punkt poczgtkowy. Wynika to z
symetrii Srodkowej uktadu dwéch okregéw.

Wyjatkowo ciekawe obrazy ciggéw punktéw otrzymuje sie w potozeniach bliskich granicznym.
Jako przyktad zamieszczono ciggi otrzymane dla tego samego potozenia $rodka okregu ki | tego

samego punktu poczatkowego, lecz réznych wielkosci promienia okregu ki (rys. 4 do rys. 9).
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4. Uzasadnienie teoretyczne niektérych wynikéw

Zwréémy uwage, ze jesli rozpatrywany cigg punktéw jest zbiezny, to granica tego ciggu jest pun-
ktem statym przeksztatcenia f. Biorac pod uwage definicje przeksztatcenia punkt staly przeksztatcenia
musi mie¢ wspo6lng biegunowa wzgledem obydwéch stozkowych. W przypadku ogélnym istnieja trzy
takie punkty, bedace wierzchotkami tréjkata przekatnego czworokata zupetnego okreslonego przez
cztery punkty wspoélne obydwéch stozkowych ([1], str. 142). Tréjkat przekatny jest trojkatem samo-
sprzezonym wzgledem obydwéch stozkowych - kazdy z wierzchotkéw jest wspdlnym biegunem prze-
ciwlegtego boku wzgledem obydwéch stozkowych.

Wyznaczamy wierzchotki tréjkata przekatnego w rozpatrywanym przypadku szczegélnym (dwa
okregi). Wykorzystujac oznaczenia podane na rys. 3 otrzymujemy nastgpujace punkty przecigcia

okregow Ki i k2 (we wspoétrzednych jednorodnych):

q +1-r d_
2q '2q' (1)

q2 +1-r2 d
2q 2q (2

c =[1i0], (©)
p=[-i0

gdzie d =yj-qA+2q2+2q2r2- 1+2r2-r4 ()]

Punkty A i 6 sg punktami wiasciwymi, rzeczywistymi lub urojonymi, punkty C i D sa punktami
niewtasciwymi urojonymi (punkty kotowe okregu). Wyznaczmy punkty przecigcia sie przekatnych
czworokata zupetnego okreslonego przez punkty A, B, C i D (obliczenia wykonano za pomoca

programu MapleV):

p= ot )

+1-r +id
2q
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R = ™

Z zamieszczonych powyzej wzoréw wynika, ze dwa punkty przekatne sg zawsze wiasciwe, jeden
zawsze niewlasciwy. Wszystkie punkty moga by¢ jednoczeénie rzeczywiste albo urojone. Decyduje o
tym parametr d, zalezny od potozenia $rodka i promienia okregu K\ - jezli liczba pod pierwiastkiem
jest ujemna, to wszystkie punkty przekatne sa urojone.

Rozwigzujgc réwnanie:

-qQA+2092+2q2r2- 1+2r2-r4-0 ®)

wzgledem zmiennej ( otrzymujemy cztery rozwigzania:

o - -1—, 0g2=-1+r1, q3=1-1, +r ©

tatwo zauwazy¢, ze podane wartosci ( okreslajg cztery mozliwe przypadki stycznosci okregow ki
k2. Przypadki te zostaly podane w tablicy 1 jako A2 i A4 (oraz réwnorzedne B2, B4, C2 i C4) oraz nie
zamieszczone potozenia symetryczne wzgledem osi y. W przypadkach tych punkty przekatne P i Q
jednoczg sie. Za pomocg programu MapleV przeprowadzono réwniez analize zmiennosci lewej strony
réwnania (8), tj. wyrazenia pod pierwiastkiem w (4). Wynika z niej, ze warto$é parametru d jest
rzeczywista dla okregéw przecinajgcych sie w punktach rzeczywistych. Wspdéirzedne X punktéow
przekatnych Pi Q sawtedy urojone, urojona jest rowniez wspotrzedna Yy punktu R.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze badane przeksztatcenie f ma trzy punkty state
rzeczywiste (w tym jeden zawsze niewtasciwy) dla okregéw stycznych | nie posiadajgcych
rzeczywistych punktéw wspdélnych. W przypadku okregéw przecinajagcych sie w punktach
rzeczywistych istniejg wytgcznie urojone punkty state.

Z tego, ze przeksztatcenie f ma punkty state, nie wynika oczywiscie zbiezno$¢ ciagéw punktéw.
Po wyliczeniu wspétrzednych punktéw statych okazato sie, ze jesli dany ciag jest zbiezny, zaréwno do
punktu witasciwego, jak i niewtasciwego, to jest nim zawsze jeden z podanych powyzej wierzchoktéw

trojkata przekatnego.

S. Podsumowanie

Przeprowadzone badania wykazaty, zgodnie z przewidywaniami, ze nie mozna za pomocg metod
wylacznie eksperymentalnych, bo do takich nalezy numeryczne generowanie ciggéw punktéw, badac
zbieznos$ci ciggéw. Z drugiej strony jest to metoda bardzo uzyteczna ze wzgledu na pogladowos¢ i
szybkos$¢ tworzenia interesujacych przyktadéw, ktérych trudno sie domys$li¢ badajac zagadnienie tylko

od strony teoretycznej. W rozpatrywanym problemie nie wyjasniono, dlaczego mimo istnienia trzech
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punktéw statych cigg punktéw jest zbiezny tylko do jednego z nich. Innym problemem jest zbadanie
zachowania sie ciggéw w przypadku okregéw przecinajacyh sie, szczegodlnie stwierdzenie, czy

rzekoma .hiperbola’ jest rzeczywiscie hiperbola.
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Abstract

The article presents an analysis of sequences of points which is a result of multiple repetition of
projective transformation f.

Definition: Two conics s* and S2 are to be determined. The image of optional point A in
transformation f shall be called pole of line a in relation to conic S2, where line a is the polar line
of point A towards conic Sf.

A sequence of points in question will be obtained in a way, so that first point Ai of sequence is
assigned an optional point A of a plane and second point A2 is a image of point A; in transfor-
mation f i. e. A2= fl[Ar). Generally for i= 1,2 of a sequence A/ = ffAj-f).

For the needs of visualisation and analysis of a sequence of points a computer program has been
written in Turbo Pascal which computes and displays on the screen subsequent points of sequence.
Convergence of points of sequence has been researched in relation to setting of initial point and
reciprocal position of conics.

The results basing on researches revealed that convergence of a sequence does not depend on

setting of initial point, but depends only on position of conics.



