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Streszczenie. W  pracy om ów iono najważniejsze uzyskane w yniki dla problemu 
szeregowania zadań w ieloprocesorow ych, tj. zadań żądających do sw ego w ykonania 
więcej niż jednego procesora w danej chwili czasu. Taki model jes t oczyw isty dla 
wielu aplikacji w ykorzystujących swój naturalny paralelizm. Okazuje się jednak, że 
jest to model odm ienny od przyjętego pow szechnie w teorii szeregow ania zadań.

MULTIPROCESSOR TASK SCHEDULING IN PARALLEL SYSTEMS

'Sum m ary. In this w ork we present the most im portant results for the problem s of 
scheduling m ultiprocessor tasks, i.e. such ones that each o f  them requires more than 
one processor sim ultaneously. This m odel seem s to be natural for many applications 
exploiting their naturallz inherited parallelism , This point o f  view, however, is d iffer­
ent than standard in the scheduling theory.

EINORDNUNG VON MULTIPROCESSORAUFGABEN IN 
PARALLELEN SYSTEMEN

Zusam m enfassung. Im Beitrag w urden die w ichtigsten Ergebnisse besprochen, 
die für das E inordnungproblem  der M ultipocessoraufgaben (d.i. die A ufgaben die 
mehr als ein Processor in dem  selben M om ent zur A usführung brauchen) erreicht 
wurden, D ieses M odel ist neu in der T heorie der A ugabeneinordnung.

Badania zostały częściow o sfinansow ane z grantu KBN
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1. Wstęp

W iele istotnych problemów m atem atycznych można rozw iązać na kom puterach pracują­

cych równolegle. O czywistym celem takiego postępow anie jest skrócenie czasu, w którym 

uzyskane zostanie rozwiązanie. W  teorii szeregow ania zadań pow szechne jes t jednak 

założenie, że zadania wykonywane są tylko przez jeden  procesor w danej chw ili czasu [1, 

17, 12]. To założenie, w kontekście w ielu aplikacji, nie zaw sze jest uzasadnione.

Łatwo podać zastosow ania z dziedziny matem atyki, fizyki, grafiki kom puterow ej, w 

których problem można podzielić na niezależne, rów nolegle rozw iązyw ane części (np. przy 

obliczeniach na m acierzach) [24, 35]. Przy takich obliczeniach "niezależne" części muszą 

się jednak  ze sobą komunikować. Pow oduje to, że z  punktu w idzenia szybkości wykonania 

najlepszym rozwiązaniem  jest, aby kom unikujące się m oduły działały jednocześnie. W 

przeciwnym  razie cały program będzie w ykonyw ać się z prędkością, z  jaką  przydzielany 

będzie procesor do poszczególnych kom unikujących się m odułów . Jest to istotne zarówno w 

system ach ze w spółdzielną pamięcią [24], jak  i w  sieciow ych system ach kom puterowych 

udostępniających sw oją m oc obliczeniow ą poprzez środow iska program istyczne, takie jak 

Express lub PVM  [37, 33].

Inne przykłady aplikacji, w których zadania w ym agają w ięcej niż jednego procesora, to 

np. w zajem ne testow anie się procesorów  [20, 26, 29], system y o podw yższonej niezawod­

ności w ykorzystujące "głosowanie" m iędzy rów nolegle działającym i kopiam i program u, nad 

w ypracowyw anym  wynikiem  [24].

Problem determ inistycznego szeregow ania zadań żądających więcej niż jednego proce­

sora w danej chwili czasu można przedstaw ić za pom ocą w ielu m odeli. Np. zadanie można 

reprezentow ać jako  zbiór procedur, m iędzy którym i w ystępują ograniczenia kolejnościowe 

wynikające z konieczności kom unikacji. W  tym modelu przydział kom unikujących się 

procedur do różnych procesorów pow oduje opóźnienia kom unikacyjne [16, 19, 38]. Model 

ten nie będzie tu jednak dalej rozważany. B ędziem y zakładać, że opóźnienia kom unikacyjne 

zostały uw zględnione w znanym  czasie w ykonania zadania, Zadania takie nazw ijm y w ielo­

procesorowym i.

W  pracy przedstaw ione zostanie zestaw ienie najw ażniejszych w yników  uzyskanych dla 

problem u szeregow ania zadań w ieloprocesorow ych.

D alsza organizacja pracy jest następująca: R ozdział 2  definiuje problem  szeregowania 

zadań w ieloprocesorow ych. Rozdział 3, to zestaw ienie w ażniejszych, znanych wyników. 

Rozdział 4, to zakończenie.
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2. Sformułowanie problemu szeregowania zadań 
wieloprocesorowych

W dalszym ciągu pracy będziemy zakładać, że dany jest zbiór procesorów 33= {P 1 

składający się z  m procesorów  połączonych przez w spółdzielną pamięć lub sieć połączeń 

komunikacyjnych. W  przypadku połączeń kom unikacyjnych zakładamy, że m oc obliczenio­

wa węzła nie zależy od faktu przesyłania kom unikatów . Zakładamy, że dany je s t ybiór 

dodatkowych zasobów  R={Rj,...,R ]}, składający się z l typów zasobów, z których każdy 

dostępny jest w liczbie nij jednostek, i= l , ...,/.

Przez 3  oznaczać będziemy zbiór n zadań. Poniew aż rozpow szechnionych jest kilka 

modeli dla jednoczesnego żądania procesorów  przez zadania, dlatego najpierw  opiszem y te 

modele [38]. W  przypadku, gdy istotna je s t liczba żądanych procesorów, w yróżnia się 

modele:

1. "sizej" -  każde zadanie j  żąda do sw ego w ykonania określonej liczby sizej procesorów 

jednocześnie. O znaczm y takie zadanie 7y , gdy k=sizej, a jego czas w ykonania oznacz­

my przez /y. Zbiór w szystkich zadań żądających dokładnie k  procesorów jednocześnie 

oznaczmy przez I* .

2. "cubej" -  każde zadanie żąda określonej liczby procesorów, która jest potęgą dwójki. 

Ten model jes t szczególnym  przypadkiem  modelu "sizej" i dotyczy szeregow ania na 

hiperkostkach (ang. hypercube) procesorów .

3. "any" -  każde zadanie może być w ykonyw ane przez dow olny podzbiór procesorów, ale 

czas wykonania zależy od liczby przydzielonych procesorów. Liczba jednocześnie w y­

korzystanych procesorów  nie może być zm ieniona w  czasie w ykonywania zadania. 

Model ten jest uogólnieniem  modelu "sizej". Zależność między czasem w ykonania i 

liczbą przydzielonych procesorów  jest, w  ogólności, dow olna. Dla pewnych prostych 

przypadków rów noległości [40] zakłada się, że jest to zależność odw rotnie proporcjo­

nalna. W  przypadku, gdy istotny jes t zb iór  żądanych procesorów (a nie liczba), w yróż­

niamy dwa modele:

4. "fixj" -  każde zadanie j  żąda do sw ego w ykonania ustalonego zbioru fixj procesorów  

jednocześnie. O znaczm y takie zadanie T , gdzie D=fixj, a jego czas w ykonania -  Pj. 

Zbiór w szystkich zadań żądających dokładnie zbioru D  procesorów oznaczm y T ° .

5. "setj" -  każde zadanie j  m oże być w ykonyw ane przez w iele alternatywnych zbiorów  

procesorów. Z biór setj alternatyw nych zbiorów  jest znany, a procesory z  każdego takie­

go zbioru Dt są żądane jednocześnie. M odel ten jest uogólnieniem modelu "fixj".
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Z  każdym zadaniem  j  zw iązany jest zbiór dodatkow ych param etrów. Są one takie same, 

jak  w klasycznej determ inistycznej teorii szeregow ania zadań. Są to: rj -  m om ent pojaw ie­

nia się w systemie, d- -  linia krytyczna, R(Tj)=[R1(Tj),...,R I(Ty)] -  w ektor żądań zasobo­

w ych, gdzie -  oznacza, że sposób żądania procesorów  nie jes t w  danym kontekście istotny. 

Tak sam o też definiuje się ograniczenia kolejnościowe  m iędzy zadaniam i oraz podzielność  

lub niepodzielność  zbioru zadań.

K ryteria optym alności uszeregowania są takie sam e, jak  w  klasycznej teorii szeregow a­

nia zadań. Są to: Cmax -  długość uszeregowania, Lmax -  m aksym alne spóźnienie zadań, 

£ C j -  średni czas przepływu i XwjCj -  średni w ażony czas przepływu.

Pojęcie uszeregowania  jes t rozum iane tak samo, jak  w  klasycznej teorii szeregowania 

zadań, ale wymaga się dodatkowo, by zadania ze zbioru T k otrzym ały do sw ego wykonania 

k  procesorów  jednocześnie, a zadania ze  zbioru T °  -  w szystkie procesory ze zbioru D.

Do zaspisu rozw ażanych problemów szeregow ania zadań w ieloprocesorow ych w yko­

rzystana zostanie standardow a trójpolowa notacja podana w [25] w raz z rozszerzeniam i 

określonym i w [13] i [38]. W ieloprocesorow ość zadań uw zględniona zostaje w tym zapisie 

przez dodanie w drugim polu słow a kluczow ego, odpow iadającego w ym ienionym  wcześniej 

modelom  żądania procesorów. Np. P3|fiXj,pmtn|Cmax -  oznacza problem  szeregow ania na 

trzech procesorach zadań podzielonych, żądających określonego zbioru procesorów, gdzie 

długość uszeregowania jest kryterium optym alności.

3. Przegląd wyników

3.1. Modele: sizej, cubej, any

W  przypadku szeregowania zadań niepodzielnych problem  je s t N P-trudny ju ż  dla klasy­

cznego sform ułow ania i dla dw óch procesorów  [28]. D latego dalsze poszukiw ania skupiły 

się na w yznaczeniu wyraźnej granicy między problem em i łatw ym i i trudnym i. W  przypadku 

tych ostatnich starano się podać heurystyki o  określonych gw arancjach jakości. W  przypad­

ku uszeregow ać podzielonych problem  jest rów nież N P-trudny w ogólności [22]. W ydaje 

się jednak, że dla znacznie szerszej klasy istotnych przypadków  udało się podać algorytm y 

w ielom ianowe. Zestaw ienie w yników  zostało zaw arte w  tabeli 1.



Szeregowanie zadań w ieloprocesorow ych w system ach równoległych 81

Tabela 1
Szeregow anie zgodnie z m odelami sizej, cubej, any

Problem Rezultat 

Uszeregow anie niepodzielne

Referencja

P3|sizej<:{l,2},prec|Cmax NPh [32]

P|sizCje{ l,...tk},prec|C max SLS= (2 m -k )/(m -k + l) ["]

P2|sizej,prec|Cmax 0 (n 2) (Coffm an-G raham ) ["]

P|sizeje{ l,k} ,p j= l |C max O(n) [6]

P|sizeje{ l,...,k} ,p j= l |C maJt 0(n) n
P2|sizej,chain|Cmax sN Ph [23]

i>2lanylCmax’ p 3 |any|c max N Ph, pseudow ielom ianowy ["]

p4|any|Cmax ?

P5|sizej|Cmax sN Ph [23]

P|any, prec|Cmax SLS=k+m (m -k)/m [40]

SEc r < ln (k )+ l ["]

SECTs3 -2 /m  

U szeregow anie podzielne

[41]

P|sizeje{ l,k } fpm tn|C max 0(n) [6]

P|sizeje{l,...,k} ,prntn |C ma3t program ów , liniowe ["]

P|cubej>Pm tn|Cmax 0(n2(logn-i-log(max tj))) [15]

. O (nlogn(logn+log(max tj))) [27]

0(n2m 2) [36]

Q ls iz e j-e il.k j.p m tn lC ^ O(nm+nlogn) [7]

Q|cubejtpmrn|Cmax 0(nm +nlogn) [8]

Qm|cubeJi{ l ,. . ,k } ,p rn tn |C max program ów , liniowe n
P|sizej>Pm tn|Cmax NPh [22]

P|any,prntn|Cmax sN Ph [23]

Pm|any,prntn|Cma;t NPh, pseudow ielom ianowy ["]

P l s i z e j e i l ^ j .p m tn . r e s n lC ^  0(nm ) [U ]

P lcu b e^ p m tn lL ^ program ów , liniowe [34]

P m lsize j.p m tn lL ^ program ów , liniowe [9]

Oznaczenia: N Ph -  N P-trudny, sN Ph -  silnie N P-trudny, O (f) -  funkcja złożoności 
algorytmu jes t rzędu t  SA -  bezw zględne oszacow anie jakości algorytm u heurystyczne­
go A .
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3.2. Modele: fixj, setj

Problemy szeregowania zadań w ieloprocesorow ych opisanych modelami " f iX j"  i "setj" są 

blisko zw iązane z problemam i kolorowania grafów, a w ięc problem am i, które należą do 

klasycznie trudnych zagadnień optym alizacji kom binatorycznej. W  tym kontekście nietrudno 

przewidzieć, że w iększość rozw ażanych problem ów , to problem y N P-trudne i silnie 

N P-trudne, a reprezentacja problemów za pom ocą grafów  je s t szczególnie częsta. Najczęś­

ciej zbiór zadań reprezentuje się za pom ocą grafu niezgodności (ang. incom patibility graph), 

w  którym zadania odpow iadają w ęzłom, a kraw ędzie łącza w ęzły (zadania), które nie mogą 

być w ykonywane jednocześnie. A lternatyw nie m ożna także posłużyć się tzw. grafem  trans­

feru plików (ang. file transfer graph), w którym w ęzły odpow iadają procesorom , a krawę­

dzie odpow iadające zadaniom łączą jednocześnie w ykorzystyw ane procesory i mają wagę 

równą czasowi w ykonania zadania. Znane w yniki zostały zestaw ione w tabeli 2.

Tabela 2
Szeregowanie zgodnie z m odelam i setj, fixj

Problem Rezultat Referencja

U szeregow anie niepodzielne

P|f.Xj|Cmax |f.Xj|=2

algorytm B&B 

S ^ d - l j / d  

Sl Fs 3 (d s5 )

S ^ps2  (FTG typu binom ial)

[14]

[29]

["]

[”]

[18]P|f.Xj,pj=l|Cmax |fiXj|=2 N Ph w ogólności, ale w ielom ianow y, 
gdy FTG  jest dw ódzielny, jednocyk- 
liczny gw iazdą, drzew em , gąsienicą, 
cyklem  lub ścieżką

p lf i x j l c max lf i x j  = 2 w ielom ianow y, gdy FTG  jes t cyklem 
lub ścieżką

[18]

[18]

[30]P N C m a x  IfiX jM U } NPh, jeśli FTG je s t gąsienicą z cho­
ciaż jedną  pętlą lub gw iazdą z  pętlami 
w każdym  niecentralnym  w ierzchołku

0(dn2), gdy IG je s t grafem  typu (ang.) 
com parability

[5]

P|fixj|C,kjl^max algorytm  B&B n
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P3|fiXj|Cmax sN Ph [10]

sNS<4/3 ["]

P3|fiXj|Cmax zadania danego typu w ykonywane są [39]
blokowo, tj. bez w trąceń zadań innych 
typów NPh, pseudowielomianowy

Pm|fixj,pj= l|C max 0(n) ["]

P|ftXj,pj=l|Cmax sN Ph (3-kolorow anie) ["]

P2|chain,fixj,pj= l |C max sN Ph ["]

p2|fixj,rj |Cmax sN Ph ["]

P2|fiXj,pj=l|2wjCj O(nlogn) [21]

P2lftXj|2)Cj NPh (podział zbioru) [39]

P2|fiXj|^WjCj sN Ph (3 -podział) ["]

P3|fiXj|ECj sN Ph (P3 fiXj Cmax) ["]

P|fixj>pj= l|2 C j sN Ph (P fiXj,Pj= l  Cmax) ["]

P2|chain,fixj,p j= l|£ C j sN Ph (P2 chain,fiXj,Pj= l Cmax) ["]

P2|setj|Cmax pseudow ielom ianowy [3]

P3 setj c max T 1,3= 0  pseudow ielom ianowy ["]

P|setj|Cmax SSPT=m ["]

U szeregow anie podzielone

P|fiXj,pmtn|Cmax N Ph (multikolorowanie) [31]

P2|fixj,pmtn|Cmax 0 (n )  [2]

P3|fixj)Pm tn|Cmax 0(n) ["]

P4|fiXj,pmtn|Cmax 0(n) ["]

P3|fixj,pm tn,resl.l|C max 0(n) ["]

Pmlsetj.pmtnlC,^ programowanie liniowe [3]

Prn|setj,pmtn|Lmax program ow anie liniowe [4]

Pmlsetj.pmtn.rjlL,,,^ program ow anie liniowe [”]

Oznaczenia: N Ph -  N P-trudny, sN Ph -  silnie N P-trudny, 0 ( f )  -  funkcja złożoności 
algorytmu jest rzędu f, SA -  bezw zględne oszacow anie jakości algorytm u heurystyczne­
go A, B&B -  algorytm  podziału i ograniczeń, d -  m aksym alny rząd dow olnego w ierz­
chołka w grafie, IG  -  g raf niezgodności, FTG  — graf transferu plików.
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4. Zakończenie

W  pracy przedstaw iono bieżący stan dziedziny szeregow ania zadań, jaką jes t szeregow a­

nie zadań w ieloprocesorow ych. A naliza złożoności obliczeniow ej pokazuje, że chociaż 

w iększość problemów, to problemy obliczeniow o trudne, to dla pewnych istotnych przypad­

ków szczególnych można podać w ielom ianow e algorytm y dokładne. M ożna w skazać wiele 

kierunków dalszych poszukiwań dla teorii szeregow ania zadań w środow isku rów noległych 

system ów  komputerow ych. M ogą one dotyczyć uw zględnienia innych kryteriów  optym al- 

ności, dodatkow ych zasobów lub szeregow ania z opóźnieniam i kom unikacyjnym i.
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Abstract

Many im portant m athematical problem s can be solved by m achines w orking in parallel. 

An obvious goal o f  such an approach is the reduction o f  the tim e in w hich a final solution 

can be found. O ver the past decades it was com m only assum ed in the scheduling theory 

that a task can be executed bu only one processor at a time. This assum ption in the context 

of many applications is not so obvious and requires a new  look at as well as new  algo­

rithms are required.

In this w ork w e present the sum m ary o f  the state-of-the-art across the problem s o f  

scheduling m ultiprocessor tasks, i.e. such ones that each o f  them  requires m ore than one 

processor at the tim e. Computational com plexity analysis show s that m ajority  o f  the prob­

lems are com putationally hard. H owever, som e im portant cases can be solved exactly by 

simple polynom ial-tim e algorithm s or by linear program m ing. R esults are collected in Table 

1 and Table 2.


