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SZEREGOWANIE ZADAN WIELOPROCESOROWYCH
W SYSTEMACH ROWNOLEGLYCH

Streszczenie. W pracy omdéwiono najwazniejsze uzyskane wyniki dla problemu
szeregowania zadan wieloprocesorowych, tj. zadan zadajacych do swego wykonania
wiecej niz jednego procesora w danej chwili czasu. Taki model jest oczywisty dla
wielu aplikacji wykorzystujacych swéj naturalny paralelizm. Okazuje sie jednak, ze
jest to model odmienny od przyjetego powszechnie w teorii szeregowania zadan.

MULTIPROCESSOR TASK SCHEDULING IN PARALLEL SYSTEMS

‘Summary. In this work we present the most important results for the problems of
scheduling multiprocessor tasks, i.e. such ones that each of them requires more than
one processor simultaneously. This model seems to be natural for many applications
exploiting their naturallz inherited parallelism, This point of view, however, is differ-
ent than standard in the scheduling theory.

EINORDNUNG VON MULTIPROCESSORAUFGABEN IN
PARALLELEN SYSTEMEN

Zusammenfassung. Im Beitrag wurden die wichtigsten Ergebnisse besprochen,
die fur das Einordnungproblem der Multipocessoraufgaben (d.i. die Aufgaben die
mehr als ein Processor in dem selben Moment zur Ausfihrung brauchen) erreicht
wurden, Dieses Model ist neu in der Theorie der Augabeneinordnung.

Badania zostaty czesciowo sfinansowane z grantu KBN
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1. Wstep

Wi ele istotnych probleméw matematycznych mozna rozwigzaé na komputerach pracuja-
cych réwnolegle. Oczywistym celem takiego postepowanie jest skrécenie czasu, w ktérym
uzyskane zostanie rozwiagzanie. W teorii szeregowania zadan powszechne jest jednak
zatozenie, ze zadania wykonywane sg tylko przez jeden procesor w danej chwili czasu [1,
17, 12]. To zatozenie, w konteks$cie wielu aplikacji, nie zawsze jest uzasadnione.

tatwo poda¢ zastosowania z dziedziny matematyki, fizyki, grafiki komputerowej, w
ktérych problem mozna podzieli¢ na niezalezne, réwnolegle rozwigzywane czesci (np. przy
obliczeniach na macierzach) [24, 35]. Przy takich obliczeniach "niezalezne" czes$ci musza
sie jednak ze sobg komunikowa¢. Powoduje to, ze z punktu widzenia szybkosci wykonania
najlepszym rozwigzaniem jest, aby komunikujgce sie moduty dziataty jednocze$nie. W
przeciwnym razie caty program bedzie wykonywa¢ sie z predkosScia, z jaka przydzielany
bedzie procesor do poszczeg6lnych komunikujgcych sie modutéw. Jest to istotne zaréwno w
systemach ze wspotdzielng pamiecia [24], jak i w sieciowych systemach komputerowych
udostepniajacych swojg moc obliczeniowa poprzez $rodowiska programistyczne, takie jak
Express lub PVM [37, 33].

Inne przyktady aplikacji, w ktérych zadania wymagaja wiecej niz jednego procesora, to
np. wzajemne testowanie sie procesoréow [20, 26, 29], systemy o podwyzszonej niezawod-
nosci wykorzystujace "gtosowanie" miedzy réwnolegle dziatajgcymi kopiami programu, nad
wypracowywanym wynikiem [24].

Problem deterministycznego szeregowania zadan zadajacych wiecej niz jednego proce-
sora w danej chwili czasu mozna przedstawi¢ za pomocg wielu modeli. Np. zadanie mozna
reprezentowac jako zbiér procedur, miedzy ktérymi wystepujg ograniczenia kolejnosciowe
wynikajgce z konieczno$ci komunikacji. W tym modelu przydziat komunikujgcych sie
procedur do réznych procesoréw powoduje op6znienia komunikacyjne [16, 19, 38]. Model
ten nie bedzie tu jednak dalej rozwazany. Bedziemy zaktada¢, ze opdznienia komunikacyjne
zostaly uwzglednione w znanym czasie wykonania zadania, Zadania takie nazwijmy wielo-
procesorowymi.

W pracy przedstawione zostanie zestawienie najwazniejszych wynikéw uzyskanych dla
problemu szeregowania zadan wieloprocesorowych.

Dalsza organizacja pracy jest nastepujgca: Rozdziat 2 definiuje problem szeregowania
zadan wieloprocesorowych. Rozdziat 3, to zestawienie wazniejszych, znanych wynikéw.

Rozdziat 4, to zakonczenie.
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2. Sformutowanie problemu szeregowania zadan
wieloprocesorowych

W dalszym ciggu pracy bedziemy zaktada¢, ze dany jest zbiér procesoréw 33={P1
sktadajacy sie z m procesoréw potaczonych przez wspoétdzielng pamieé¢ lub sie¢ potaczen
komunikacyjnych. W przypadku potgczen komunikacyjnych zaktadamy, ze moc obliczenio-
wa wezta nie zalezy od faktu przesytania komunikatow. Zaktadamy, ze dany jest ybior
dodatkowych zasobow R={Rj,...,R]}, sktadajacy sie z | typéw zasobdéw, z ktoérych kazdy
dostepny jest w liczbie nij jednostek, i=1,..../.

Przez 3 oznaczaé¢ bedziemy zbiér n zadah. Poniewaz rozpowszechnionych jest kilka
modeli dla jednoczesnego zadania procesoréw przez zadania, dlatego najpierw opiszemy te
modele [38]. W przypadku, gdy istotna jest liczba zadanych procesoréw, wyréznia sie
modele:

1. “sizej" - kazde zadanie j zgda do swego wykonania okre$lonej liczby sizej procesoréw
jednocze$nie. Oznaczmy takie zadanie 7y , gdy k=sizej, a jego czas wykonania oznacz-
my przez ly. Zbiér wszystkich zadan zadajgcych doktadnie k procesoréw jednocze$nie
oznaczmy przez |*.

2. "cubej" - kazde zadanie zada okreslonej liczby procesoréw, ktéra jest potegg dwojki.
Ten model jest szczeg6lnym przypadkiem modelu "sizej" i dotyczy szeregowania na
hiperkostkach (ang. hypercube) procesoréw.

3. "any" - kazde zadanie moze by¢ wykonywane przez dowolny podzbiér procesoréw, ale
czas wykonania zalezy od liczby przydzielonych procesoréw. Liczba jednoczes$nie wy-
korzystanych procesor6w nie moze by¢ zmieniona w czasie wykonywania zadania.
Model ten jest uogdlnieniem modelu "sizej". Zalezno$¢ miedzy czasem wykonania i
liczbg przydzielonych procesoréw jest, w ogdlnosci, dowolna. Dla pewnych prostych
przypadkéw réwnolegtosci [40] zaktada sie, ze jest to zalezno$¢ odwrotnie proporcjo-
nalna. W przypadku, gdy istotny jest zbiér zadanych procesoréw (a nie liczba), wyréz-
niamy dwa modele:

4. “fixj" - kazde zadanie j zada do swego wykonania ustalonego zbioru fixj procesoréow
jednoczesnie. Oznaczmy takie zadanie T , gdzie D=fixj, a jego czas wykonania - Pj.
Zbiér wszystkich zadan zgdajgcych doktadnie zbioru D procesoréw oznaczmy T°.

5. "setj" - kazde zadanie j moze byé wykonywane przez wiele alternatywnych zbioréw
procesoréw. Zbior setj alternatywnych zhioréw jest znany, a procesory z kazdego takie-

go zbioru Dt sg zgdane jednoczes$nie. Model ten jest uogélnieniem modelu "fixj".
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Z kazdym zadaniem j zwigzany jest zbiér dodatkowych parametréw. Sg one takie same,
jak w Klasycznej deterministycznej teorii szeregowania zadan. Sa to: rj - moment pojawie-
nia sie w systemie, d- - linia krytyczna, R(Tj)=[RL(Tj),....RI(Ty)] - wektor zadan zasobo-
wych, gdzie - oznacza, ze sposéb zadania procesoréw nie jest w danym kontekscie istotny.
Tak samo tez definiuje sie ograniczenia kolejnoSciowe miedzy zadaniami oraz podzielno$¢
lub niepodzielno$¢ zbioru zadan.

Kryteria optymalnosci uszeregowania sg takie same, jak w klasycznej teorii szeregowa-
nia zadan. Sg to: Cmax - dtugo$¢ uszeregowania, Lmax - maksymalne spéznienie zadan,
£Cj - Sredni czas przeptywu i XwjCj - $redni wazony czas przeptywu.

Pojecie uszeregowania jest rozumiane tak samo, jak w klasycznej teorii szeregowania
zadan, ale wymaga sie dodatkowo, by zadania ze zbioru Tk otrzymaty do swego wykonania
k procesoréw jednoczesnie, a zadania ze zbioru T ° - wszystkie procesory ze zbioru D.

Do zaspisu rozwazanych probleméw szeregowania zadah wieloprocesorowych wyko-
rzystana zostanie standardowa tréjpolowa notacja podana w [25] wraz z rozszerzeniami
okreslonymi w [13] i [38]. Wieloprocesorowos$¢ zadan uwzgledniona zostaje w tym zapisie
przez dodanie w drugim polu stowa kluczowego, odpowiadajgcego wymienionym wczes$niej
modelom zadania procesoréw. Np. P3|fiXj,pmtn|Cmax - oznacza problem szeregowania na
trzech procesorach zadan podzielonych, zgdajgcych okre$lonego zbioru procesoréw, gdzie

dtugo$¢ uszeregowania jest kryterium optymalnosci.

3. Przeglad wynikéw

3.1. Modele: sizej, cubej, any

W przypadku szeregowania zadah niepodzielnych problem jest NP-trudny juz dla klasy-
cznego sformutowania i dla dwéch procesoréow [28]. Dlatego dalsze poszukiwania skupity
sie na wyznaczeniu wyraznej granicy miedzy problememi tatwymi i trudnymi. W przypadku
tych ostatnich starano sie poda¢ heurystyki o okreslonych gwarancjach jakosci. W przypad-
ku uszeregowac¢ podzielonych problem jest rdwniez NP-trudny w ogdélnosci [22]. Wydaje
sie jednak, ze dla znacznie szerszej klasy istotnych przypadkéw udato sie podaé algorytmy

wielomianowe. Zestawienie wynikéw zostato zawarte w tabeli 1.
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Szeregowanie zgodnie z modelami sizej, cubej, any

Problem

P3|sizej<:{l,2},prec|Cmax
PlsizCje{ I,...tk},prec|C max
P2|sizej,prec|Cmax
Plsizeje{l,k},pj=1|C max
Plsizeje{l,....k},pj=1|C mal
P2|sizej,chain|Cmax
i>2lanylCmax’ p3lany|c max
p4|any|Cmax

P5|sizej|Cmax

Plany, prec|Cmax

Plsizeje{l,k}fpmtn|Cmax
Plsizeje{l,...,k},prntn|Cnme3t

P|cubej>Pmtn|C max

Qlsizej-eil.kj.pmtniC*

QJcubejtpmrn|Cmax

Qmjcubed{l,...k},prntn|C max

Plsizej>Pmtn|C max
Plany,prntn|Cmax

Pm|any,prntn|Cma;t

Plsizejeil*j.pmtn.resnIC”"

Plcube”pmtniL”

Pmlsizej.pmtniL”

Rezultat

Uszeregowanie niepodzielne

NPh
SLS=(2m-k)/(m-k+1)
0(n2) (Coffman-Graham)
O(n)

0(n)

sNPh

NPh, pseudowielomianowy
?

sNPh

SLS=k+m(m-k)/m
SEcr<iIn(k)+I
SECTs3-2/m

Uszeregowanie podzielne

0(n)

programéw, liniowe
0(n2(logn-i-log(max tj)))
O(nlogn(logn+log(max tj)))
0(n2m2)

O(nm+nlogn)
0(nm+nlogn)

programéw, liniowe

NPh

sNPh

NPh, pseudowielomianowy
0(nm)

programoéw, liniowe

programoéw, liniowe
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Tabela 1

Referencja

[32]
[
[
(6]
n

[23]

[']

[23]
[40]
[

[41]

(6]
[
[15]
[27]
[36]
(7]
(8]
n
[22]

[23]
[

[Vl
[34]
[9]

Oznaczenia: NPh - NP-trudny, sNPh - silnie NP-trudny, O(f) - funkcja ztozonosci
algorytmu jest rzedu t SA - bezwzgledne oszacowanie jakosci algorytmu heurystyczne-

go A.
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3.2. Modele: fixj, setj

Problemy szeregowania zadan wieloprocesorowych opisanych modelami "fixj" i "setj" sg
blisko zwigzane z problemami kolorowania graféw, a wiec problemami, ktére nalezg do
klasycznie trudnych zagadnien optymalizacji kombinatorycznej. W tym kontek$cie nietrudno
przewidzie¢, ze wiekszo$¢ rozwazanych probleméw, to problemy NP-trudne i silnie
NP-trudne, a reprezentacja probleméw za pomocg graféw jest szczeg6lnie czesta. Najczes-
ciej zbiér zadan reprezentuje sie za pomoca grafu niezgodnos$ci (ang. incompatibility graph),
w ktérym zadania odpowiadajg weztom, a krawedzie tacza wezty (zadania), ktére nie moga
by¢ wykonywane jednocze$nie. Alternatywnie mozna takze postuzy¢ sie tzw. grafem trans-
feru plikéw (ang. file transfer graph), w ktérym wezty odpowiadajg procesorom, a krawe-
dzie odpowiadajace zadaniom tgcza jednoczes$nie wykorzystywane procesory i majg wage

rébwng czasowi wykonania zadania. Znane wyniki zostaty zestawione w tabeli 2.

Tabela 2
Szeregowanie zgodnie z modelami setj, fixj
Problem Rezultat Referencja
Uszeregowanie niepodzielne
algorytm B&B [14]
PIf.Xj|Cmax |f.Xj|=2 S~d-Ij/d [29]
S1Fs3 (ds5) M|
S”Aps2 (FTG typu binomial) [
PIf.Xj,pj=l|Cmax [fiXj|=2 NPh w ogdlnosci, ale wielomianowy, [18]
gdy FTG jest dwdédzielny, jednocyk-
liczny gwiazda, drzewem, gasienica,
cyklem lub $ciezka
plifixjlc max Ifixj =2 wielomianowy, gdy FTG jest cyklem [18]
lub $ciezka
[18]
PNCmax IfiXjMU} NPh, jesli FTG jest gasienicg z cho- [30]

ciaz jedng petlg lub gwiazdg z petlami
w kazdym niecentralnym wierzchotku

0(dn2), gdy IG jest grafem typu (ang.) [5]
comparability

PIfixjEmax algorytm B&B n
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P3|fiXj|Cmax sNPh [10]
sNS<4/3 [
P3|fiXj|Cmax zadania danego typu wykonywane sg [39]

blokowo, tj. bez wtracen zadan innych
typéw NPh, pseudowielomianowy

Pmifixj,pj=1|C max 0(n) ["1
P|ftX],pj=l|Cmax sNPh (3-kolorowanie) [
P2|chain,fixj,pj=1|C max SNPh [
p2|fixj,rj|Cmax sNPh [
P2|fiXj,pj=1]2wjCj O(nlogn) [21]
P2IftXj|2)Cj NPh (podziat zbioru) [39]
P2[fiXj|"W|Cj sNPh (3-podziat) [
P3|fiX|EC] sNPh (P3 fiXj Cmax) [
Pfixj>pj=1]2C]j sNPh (P fiX,Pj=1 Cmax) [
P2|chain,fixj,pj=1|£C]j sNPh (P2 chain,fiXj,Pj=1 Cmax) [
P2|setj|Cmax pseudowielomianowy [3]
P3 setj cmax T13=0 pseudowielomianowy [
P|setj|Cmax SSPT=m M
Uszeregowanie podzielone
P|fiXj,pmtn|Cmax NPh (multikolorowanie) [31]
P2|fixj,pmtn|Cmax 0(n) [2]
P3|fixj)Pmtn|Cmax 0o(n) [
P4|fiXj,pmtn|Cmax 0(n) [
P3|fixj,pmtn,resl.l|C max 0(n) ["
Pmlsetj.pmtnIC» programowanie liniowe [3]
Prn|setj,pmtn|Lmax programowanie liniowe [4]
Pmlsetj.pmtn.rjIL,, " programowanie liniowe [

Oznaczenia: NPh - NP-trudny, sNPh - silnie NP-trudny, 0(f) - funkcja ztozonosci

algorytmu jest rzedu f, SA - bezwzgledne oszacowanie jakosci algorytmu heurystyczne-
go A, B&B - algorytm podziatu i ograniczen, d - maksymalny rzad dowolnego wierz-
chotka w grafie, IG - graf niezgodnosci, FTG —graf transferu plikow.
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4, Zakonczenie

W pracy przedstawiono biezacy stan dziedziny szeregowania zadan, jaka jest szeregowa-
nie zadan wieloprocesorowych. Analiza ztozono$ci obliczeniowej pokazuje, ze chociaz
wiekszo$¢ problemdw, to problemy obliczeniowo trudne, to dla pewnych istotnych przypad-
kéw szczeg6lnych mozna poda¢ wielomianowe algorytmy doktadne. Mozna wskazaé wiele
kierunkéw dalszych poszukiwan dla teorii szeregowania zadan w $rodowisku réwnolegtych
systemdéw komputerowych. Moga one dotyczyé uwzglednienia innych kryteriow optymal-

nosci, dodatkowych zasob6w lub szeregowania z op6znieniami komunikacyjnymi.
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Abstract

Many important mathematical problems can be solved by machines working in parallel.
An obvious goal of such an approach is the reduction of the time in which a final solution
can be found. Over the past decades it was commonly assumed in the scheduling theory
that a task can be executed bu only one processor at a time. This assumption in the context
of many applications is not so obvious and requires a new look at as well as new algo-
rithms are required.

In this work we present the summary of the state-of-the-art across the problems of
scheduling multiprocessor tasks, i.e. such ones that each of them requires more than one
processor at the time. Computational complexity analysis shows that majority of the prob-
lems are computationally hard. However, some important cases can be solved exactly by
simple polynomial-time algorithms or by linear programming. Results are collected in Table

1and Table 2.



