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SRODKI OKREGOW PRZECHODZACYCH PRZEZ DANY PUNKT
I ZAWIERAJACYCH Z DANYM OKREGIEM ZADANY KAT

Streszczenie. W opracowaniu wykazano, ze na plaszczyznie miejscem geome-
trycznym $rodkoéw przechodzacych przez dany punkt i zawierajacych z danym okre-
giem zadany kat jest krzywa stopnia drugiego. Rozwazania geometryczne oparto na
przeksztateniu inwersyjnym wzgledem okregu. W konstrukcjach postuzono sie pro-
gramem komputerowym CABRI 1.

THE CENTRES OF CIRCLES COINCIDING WITH A GIVEN POINT
AND INCLUDING A GIVEN ANGLE WITH A GIVEN CIRCLE

Summary. The work proves that in the plane a geometric locus of centres of circ-
les which coincide with the given point and intersect the given circle at the given an-
gle forms a second degree curve. The geometric considerations based on the inver-
sive transformation relative to a circle. Constructions were made with an aid of the
computer programme CABRI 1.

Niniejsze opracowanie dotyczy wspoiptaszczyznowych okregéw, ktére przecho-
dzac przez dany punkt zawierajg z zadanym okregiem zadany kat.

W literaturze mozna spotkac niektére zadania konstrukcyjne wchodzgce w zakres
omawianego tematu. Zadania te rozwigzywane sg r6znymi metodami przeksztatcen
geometrycznych, jak: inwersja, podobiefnstwo lub rzut cyklograficzny czy stereogra-

ficzny.
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Wydaje sie celowe wprowadzenie jednolitej metody, pozwalajgcej okresli¢ mozli-
wa liczbe rozwigzan, z rownoczesnym wyznaczeniem potozenia srodkéw szukanych
okregow.

W tym celu wybrano metode miejsc geometrycznych, do wyznaczenia ktorych
postuzono sie zasada inwersji na plaszczyznie wzgledem okregu.

llustracje rozwazanych zagadnien wykonano przy uzyciu programu komputerowe-
go CABRI . Program ten rozszerzono o makrokonstrukcje, pozwalajgce na szybkie i
automatyczne realizowanie konstrukcji geometrycznych uzywanych do opracowania
niniejszego tematu. W opisie makrokonstrukcje te oznaczane sg literg ,M".

Okres$lono miejsce geometryczne, ktdrego znajomos$¢ pozwala wyznaczy¢:

- potozenie Srodkéw okregéw, przechodzacych przez zadany punkt i zawierajacych

z danym okregiem zadany kat,

- potozenie Srodkéw okregéw, przechodzacych przez zadany punkt i zawierajacych

z dwoma danymi okregami zadane katy,

- potozenie $srodkéw okregéw przechodzacych przez zadane dwa punkty i zawiera-
jacych z danym okregiem zadany kat.

W celu rozwigzania powyzszych zagadnien udowodniono nastepujace twierdze-
nie:

Miejscem geometrycznym S$rodkéw okregéw przechodzgcych przez dany
punkt, przecinajacych dany okrag pod zadanym katem i wspoétptaszczyzno-
wych z danym okregiem, jest stozkowa.

Dla udowodnienia tego twierdzenia wystarczy wykazac¢, ze jest to krzywa rzedu
drugiego, gdyz nie istnieje krzywa rzedu drugiego, ktorej klasa bytaby inna niz dwa.
Dla wykazania tego udowodniono, ze kazda dowolna prosta posiada z szukanym
zbiorem dwa punkty wspdlne.

Przyjeto dowolny okrag a, punkt P, kat $=oraz prostg m (rys. 1).

Nalezy wyznaczy¢ okrag b przechodzacy przez punkt P, przecinajgcy okrag a
pod katem 9 ktorego Srodek nalezy do prostej m.

W zaleznosci od potozenia prostej m oraz punktu P wzgledem okregu a oraz od
tego, czy kat ty jest rébwny, czy rézny od 90°, mozna rozpatrywac rézne przypadki.

Do rozwigzania przyjeto przypadek najbardziej ogolny, to znaczy dla dowolnego

potozenia prostej m, punktu P oraz kata $* 90° (rys.2).
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Rys.1

Rozwigzujgc to zadanie postuzono sie nastepujgcym rozumowaniem:
- jezeli Srodek okregu b (punkt Ob) ma leze¢ na prostej m, to prosta ta musi by¢

symetralng cieciwy PQ szukanego okregu b .

Rys.2

Jezeli jeden z punktow P lub Q przyjmie sie jako $rodek inwersji Ok, szukanemu

okregowi ¢ przyporzadkowana bedzie prosta b, przecinajgca okragg a' pod katem $»
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W celu wyznaczenia prostych przecinajgcych dany okrag a pod zadanym katem

zastosowano makrokonstrukcje ,M1”, za pomoca ktérej okreslono okrag f, do ktore-

go sa styczne wszystkie takie proste (rys.3).

Rys.3

Rys.4
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Okrag podstawowy inwersji k przyjeto jako ortogonalny wzgledem okregu a, aby
unikna¢ przeksztalcania go na inny okrgg a' (w takim przypadku a =a'). W celu wy-
znaczenia okregu o zadanym $rodku, ortogonalnego wzgledem danego, przygoto-
wano makrokonstrukcje ,M2" (rys.4).

Nastepnie, stosujgc makrokonstrukcje ,M3", wyznaczono punkt P' przyporzadko-

wany inwersyjnie punktowi P (rys.5).

Rys.5

Wyznaczono (za pomocag makrokonstrukcji ,M4") dwie proste bl (b~b”), prze-

chodzgce przez punkt P1 przecinajgce okrag a' pod katem <z tzn. styczne do okregu
f (rys.s).

Prostym bi beda przyporzadkowane szukane okregi b (bi, b2 o Srodkach Ob

(obi, O?), nalezacych do prostej m, zawierajace z danym okregiem aikat € Okregi

te sg wyznaczone za pomocg makrokonstrukcji ,M5” (rys.7).
W ogo6lnym przypadku istniejg dwie proste bl|, b2, ktérym odpowiadaja dwa szu-

kane okregi b1 i b2
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Rys.6

Rys.7

A. Btach
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Tak wiec na kazdej dowolnie przyjetej prostej m istnieja dwa punkty, bedace $rod-
kami okregéw spetniajgcych wymagane warunki. Oznacza to, ze kazda dowolna
prosta przecina zbiér srodkéw szukanych okregéw w dwu punktach - c.b.d.w.

Dla r6znych potozen prostej m wyznaczono miejsce geometryczne takich srodkéw

w postaci krzywej stopnia drugiego, co potwierdza udowodniong teze (rys.s).

Rys.8

Szczegdlne potozenie prostej m (jej przynaleznos¢ do punktu Oa), szczegdlne po-
tozenie punktu P oraz kat = 90° stwarzajg mozliwos¢ konstrukcji uproszczonych lub
dajg rozwigzania zdegenerowane.

W zaleznosci od potozenia punktu P wzgledem danego okregu a oraz wielkosci

zadanego kata stozkowa ta jest hiperbolg, parabolg lub elipsa.

Hiperbola
Jezeli przez punkt P mozna poprowadzi¢ dwie rzeczywiste proste bi i b2, przeci-
najace okrag a pod katem 4¢3 to uwazac je mozna za zdegenerowane okregi o srod-

kach w punktach niewtasciwych Ob" i Om”, ktére sg punktami hiperboli.
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Przypadek ten zachodzi zawsze wtedy, gdy punkt P jest punktem zewnetrznym
okregu a oraz gdy punkt P lezy wewnatrz okregu, lecz jego odlegtos¢ od Srodka
spetnia warunek: OaP > rax cos

Przy zatozonym potozeniu punktu P wielko$¢ kata () musi spetnia¢ warunek €>y,

gdzie cosy = OaP/ra(rys.9).

Parabola

Jezeli przez punkt P mozna poprowadzi¢ tylko jedng rzeczywistg prosta b, przeci-
najacg okrag i pod katem ¢z to uwazac ja mozna za zdegenerowany okrag o Srodku
w punkcie niewtasciwym Ob. Punkt ten jest punktem paraboli.

Przypadek ten zachodzi wéwczas, gdy OaP = rax cos (> lub gdy $=y, gdzie cosy
= OaP/ra (rys.9).
Elipsa

Jezeli przez punkt P nie przechodzi zadna rzeczywista prosta, przecinajgca okrag
a pod katem < woéwczas zbiér Srodkéw szukanych okregéw nie zawiera punktu
niewfasciwego ijest nim elipsa.

Przypadek ten zachodzi wéwczas, gdy punkt P znajduje sie wewnatrz okregu a i

odlegtos¢ OaP < rax cos @ lub gdy <y, gdzie cosy = OaP/ra(rys.9).

Rys.9
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Potozenie szukanych stozkowych

Analizujgc mozliwos$ci usytuowania srodkéw okregow przechodzacych przez dany
punkt P i posiadajacych rzeczywiste punkty wspdélne z danym okregiem a, mozna
okresli¢ obszar plaszczyzny, na ktérym moga leze¢ te $rodki bez wzgledu na wiel-
kos¢ kata §> Jest to ta czes$¢ plaszczyzny, na ktérej moga sie znajdowa¢ omawiane
powyzej stozkowe.

Dla danej prostej m mozna okresli¢ jej odcinek, na ktérym moga sie znajdowaé
srodki okregOw, przechodzacych przez dany punkt P i posiadajacych punkty wspol-
ne z danym okregiem a. Kornce tego odcinka sg $srodkami okregéw dla granicznych
wartosci kata 4

Dla punktu polozonego na zewnatrz okregu a, dla réznych potozen prostej m,
odcinki te (ObiOk) wyznaczono, znajdujgc $rodki okregébw przechodzacych przez
punkt P, stycznych do okregu a. Zbiér tych odcinkéw, dla statego potozenia punktu
P oraz zmiennego prostej m, stanowi zewnetrzny obszar hiperboli, wyznaczonej dla

granicznej wartosci ¢=0° (rys.10 i11).

Rys.10
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Rys.11

Dla punktu potozonego wewnagtrz okregu a, dla dowolnej prostej m, wyznaczono
dwa odcinki (Obi On i Ov2 O co), na ktérych moga znajdowac sie Srodki okregéw
przechodzacych przez punkt P i posiadajgcych punkty wspolne z okregiem a. Odci-
nek OOn2 jest czeScig prostej, na ktorej te punkty leze¢ nie moga. Zbior odcinkéw
ObOn m i OO m dla réznych potozen prostej m (przy statym potozeniu punktu P
wewnatrz okregu a) stanowi czes¢ ptaszczyzny znajdujgcej sie na zewnatrz elipsy,

wyznaczonej dla wartosci kata = O(rys.12 i 13).

Rys.12
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Rys.13

Stozkowe c2, wyznaczone dla jednego potozenia punktu P i okregu a, dla réznych
wartosci kata 4% nie mogg mie¢ rzeczywistych punktéw wspélnych, gdyz kazdy z nich
musiatby by¢ Srodkiem okregu, zawierajgcego z okregiem a rézne katy, co jest nie-
dorzecznoscig.

Konstrukcje stozkowych zrealizowano stosujgc makrokonstrukcje ,Me”, ,Mp” i

SMir.

Konstrukcja elementéw okreslajacych stozkowe

Hiperbola
Dla przyjetych zatozen (okrgg a, punkt P, kat $ przyjeto jako Srodek inwersji

punkt P (Ok = P), za$ okrag podstawowy k ortogonalnie do okregu a. Na prostej m,

przechodzacej przez punkty P i Oa wyznaczono punkty Obi i Obz, potozone najblizej

siebie, ktore sa wierzchotkami hiperboli. Okregom bi i bz przyporzadkowane sg

proste b)) ib2 prostopadte do prostej m, gdyz okregi te przechodzg przez $rodek in-
wersji, ktéremu odpowiadajg wszystkie punkty niewlasciwe ptaszczyzny, za$ prostej
m odpowiada prosta ml gdzie m = m1 Zaréwno proste b"ibz oraz okregi &1 i b2

zawierajg z okregiem a zadany kat (> Przez srodek odcinka Obi Ob2 przechodzg a-
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symptoty ti it2, prostopadte do prostych bs i b4l przynaleznych do punktu P i przeci-

najacych okrag a pod katem $>(zdegenerowane okregi o srodkach niewtasciwych,

bedacych punktami hiperboli).

Rys.14

Rys.15
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W ten sposéb szukana hiperbola jest okre$lona parg asymptot ti i t2 wierzchot-

kami Obi i Ob2 (rys. 14 oraz 15 jako konstrukcja uproszczona).

Parabola

Dla przyjetych jak poprzednio zatlozen (a, P, € oraz Srodka inwersji OK okrag

podstawowy inwersji k przyjeto dowolnie. Okregowi a odpowiada wiec inny okrag
a'. Nastepnie znaleziono $rodki okregéw Obi i Ob2 lezace na prostej m = P Oa,

przechodzacych przez P, zawierajacych z okregiem a kat 4> Punkty te znajdujemy
za pomocg przyporzadkowanych im prostych b*ib2, przecinajgcych okrag a' pod
katem i prostopadtych do prostej m, gdyz prosta m = mimusi zawiera¢ z okregami
b1 i b2 kat 90° jako ich Srednica.

Prostej bz jest przyporzadkowana ta sama prosta b2, ktérg nalezy uwazaé za

zdegenerowany okrag o srodku w punkcie niewtasciwym Oke °0. Punkt Obi jest wierz-

chotkiem szukanej paraboli, za$ prosta m jej osia.

Rys.16
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Dla innej prostej b3, przecinajacej okrag a' pod katem <% wyznaczono przypo-

rzgdkowany jej okragg bs o Srodku Obs.
W ten sposéb szukana parabola okres$lona jest za pomoca osi m, wierzchotka Obi

oraz punktu Obs (rys. 16).

Elipsa

Dla zatozen przyjetych jak poprzednio (a, P, ¢ Ok, k) wyznaczono punkty Obi i
Ob2, ktore sg wierzchotkami elipsy. Nastepnie wyznaczono punkty Obs | Obs nalezgce
do prostej mi, symetralnej odcinka ObiO b2

Szukana elipsa jest wiec okreslona parg osi ObiOb2 i OObs (rys.17).

Rys.17

Przypadki szczegolne
1. Kat=0°

1.1. Punkt P jest zewnatrz okregu a - szukana stozkowa jest hiperbolg (rys. 18).
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Rys. 18

1.2. Punkt P nalezy do okregu, a - stozkowa degeneruje sie do prostej OaP (rys. 19).

Rys. 19
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1.3. Punkt P jest wewnatrz okregu, a - stozkowa jest elipsa (rys.20).

Rys.20
2. KatP=o90°

2.1. Punkt P jest zewnatrz okregu, a - stozkowa degeneruje sie do prostej p, beda-

cej podstawa peku okregéw o punktach podstawowych P oraz P' (rys.21).

Rys.21
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2.2. Punkt P nalezy do okregu, a - stozkowa degeneruje sie do prostej p, stycznej do

okregu a w punkcie P (rys.22).

Rys.22

2.3. Punkt P jest wewnatrz okregu, a - stozkowa degeneruje sie do prostej p, beda-

cej podstawg peku okregéw o punktach podstawowych P oraz P' (rys.23).
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Abstract

The work proves that in the plane
-a geometric locus of centres of circles which coincide with the given point
and intersect the given circle at the given angle forms a second degree cu-
rve (the given elements are co-planar).
The proof bases on the inversive trarisformation relative to a circle.
The influence of an arrangement of given data elements and a size of a given an-
gle on the type of curve has been analysed.
The construction of elements of respective types of curves has been presented.
The special cases for special angles of 0° and 90° have also been considered.
The konwledge about the considered geometric locus enables determination, inter
alia, of:
- the number and the position of centres of circles coinciding with two given points
and including a given angle with a given circle,
- the number and the position of centres of circles coinciding with a given point and
including given angles with two given circles.
Geometric constructions for the considered problems have been made with an aid
of the computer programme CABRI |. The programme has been supplemented with
several macroconstructions enabling the fast determination and the automatic dra-

wing of the sought curves.



