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ROZKLAD PRZEKSZTALCENIA RZUTOWEGO PRZESTRZENI P2 (F)
NA PEWNE SZCZEGOLNE HOMOLOGIE HARMONICZNE

Streszczenie. W artykule zajmiemy sie rozktadem dowolnego przeksztatcenia
rzutowego przestrzeni P (F) na pewne szczeg6lne homologie harmoniczne, a mia-
nowicie homologie o zadanym $rodku lub homologie o osi przechodzacej przez da-
ny punkt. Udowodnimy, ze dowolna homologia harmoniczna przestrzeni P2 (F) jest
ztlozeniem co najwyzej pieciu takich homologii. Poniewaz kazde przeksztalcenie
rzutowe przestrzeni P2 (F) jest ztozeniem co najwyzej trzech homologii harmonicz-
nych, stad otrzymujemy rozktad dowolnego przeksztalcenia rzutowego przestrzeni P2
(F) na wspomniane wyzej szczeg6lne homologie harmoniczne.

DECOMPOSITION OF A PROJECTIVE TRANSFORMATION OF THE
SPACE P2 (F) ONTO SPECIAL HARMONIC HOMOLOGIES

Summary. The problem of a projective collineation onto special harmonic homo-
logies l.e. homologies with the fixed centre and homologies with fundamental lines
containing the fixed point, is considered. It is proved that every harmonic homology
of two dimensional projective space P2 (F) is a product of at most five harmonic ho-
mologies from the given class.

1. Wstep i podstawowe oznaczenia

Tematyka rozktadu przeksztatcenia rzutowego przestrzeni rzutowej na przeksztat-
cenia spetniajgce pewne zadane warunki jest poruszana w wielu pracach. Przykia-
dowo nalezy tu wymieni¢ prace Witczynskiego (1979, 1991) oraz Catera (1978). W

ponizszej pracy zajmiemy sie rozktadem przeksztatcenia rzutowego dwuwymiarowej
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przestrzeni rzutowej P2 (F) na pewne szczegdélne homologie harmoniczne, a miano-
wicie homologie o zadanym s$rodku lub homologie o osi przechodzacej przez zadany
punkt. Zaktadamy, ze F=R lub F=C.

Niech / a Hoznacza homologie harmoniczng przestrzeni P2 (F) o $rodku a oraz osi
H. Niech ai, a2z beda danymi punktami przestrzeni Pz (F). Niech ®i bedzie zbiorem
homologii harmonicznych przestrzeni P2 (F) o srodku ai, zas 4" zbiorem homologii
harmonicznych przestrzeni P2 (F) o osi przechodzacej przez punkt a2 Niech NP =
G1 u 4. Niech Z (a,b) oznacza prosta przechodzaca przez punkty a ib.

Wiadomo, ze kazde przeksztatcenie rzutowe rozktada sie na pewng liczbe homo-
logii harmonicznych. Zajmiemy sie wiec najpierw rozktadem homologii harmonicznej
/ ah na homologie harmoniczne z klasy T. Witczynski (1981) udowodnit nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 1 (Witczynski (1981))

Kazda homologia harmoniczna n-wymiarowejprzestrzeni rzutowej P" (F) jest zto-
zeniem co najwyzej 7 przeksztatcen ze zbioru IF

W nastepnym rozdziale pracy zmniejszymy ilo$¢ przeksztatcen ze zbioru N° ko-

niecznych do otrzymania homologii / ..» W przypadku przestrzeni P2 (F).

2. Gtowne wyniki

Na poczatek podamy lemat wykorzystywany w dowodzie twierdzenia o rozkfadzie
homologii harmonicznej na homologie z klasy NP oraz podajgcy pewne warunki, przy
ktérych w wyniku ztozenia homologii harmonicznych o zadanym $rodku otrzymujemy

homologie harmoniczna.

Lemat 1

Jezeli ga Hi i gg H>sg homologiami harmonicznymi o é§rodku ali osiach odpo-

wiednio réwnych HliHl,to istnieje homologia harmoniczna gai taka, ze

9allHjgai.HigalHj = galHl
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Dowéd

Niech hh n Hi ={a3. Niech aze Hiib=g (a2. Zauwazmy, ze g lr.]J [Z(a3,
ai “i ai.hi
b)] = Z(a3, a2), zatem ztozenie g = gg H>g3i Higa H jest identycznoscig na prostej Z

(a3, b). Niech Hi = Z(a3, b). Wyznaczmy

g(a2) = 9alH;9alHgaiH; (a2)-
Mamy

galH;(a2)=b

oraz oznaczmy

ga,Hi(b)=c i gaiH (c) = d-
Wtedy

g(@z)=d i g(d)= az,

stad

g = 9alH;9ai.HigalH; = gaiH,"

Z dowodu twierdzenia 1 wynika, ze jezeli ai i H, to homologia harmoniczna / ah

rozktada sie na trzy homologie z klasy ‘P. Rozpatrzmy przypadek, gdy ai e H i az

gHia* ai.

Twierdzenie 2

Jezelia * a2 iale H, to homologia harmoniczna fa,Hprzestrzeni P2 (F)jest zto-

zeniem co najwyzejtrzech przeksztatcen ze zbioru P.

Dowdd
Rozpatrzmy dwa przypadki.
. a2z £Z (a a0

Wezmy dowolny aeZ(a., a),a* atia* a Niech H bedzie prostg taka, ze az e

H i h-jg(al)= a. Niech as= H n H. Niech /aH(a) = a’. Poniewaz h-fi(ai1)=a,

stad a' = H n Z (ai, a). OkreSlmy przeksztalcenia:
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f3039 3i 3
hS1=U 4 aaj
oraz
37 3033
eaiMi = 39 3§3 3
Poniewaz
fas aa,aal
aH i,a3a’aaaj’
zatem
faH = ha,H ha,H'

Il. aze Z (a ai)
Wezmy dowolny as e H taki, ze as * a-i. Niech H = Z (a2, a3. Dobieramy a e Z
(ai, a) tak, aby hl ja(ai)=a. Wtedy/aH(a) = a2 Okresimy homologie harmoniczng
3g 3j 332
/
Analogicznie jak w przypadku | otrzymujemy, ze

= ha,H gai.H, ha,H’

Twierdzenie 3

Jezeli a = a2iai e H, to homologia harmoniczna fan przestrzeni P2 (F) jest ztoze-

niem co najwyzejpieciu przeksztatcen ze zbioru y.

Dowod

Wezmy dowolny punkt az i Z (ai,.a) i az « HZtwierdzenia 2 ijego dowodu
wiemy, ze istniejag homologie g3iH i h-takie, ze
la,H = haH hi,H"

oraz H'=Z (a2,a’),as=Hn H'iHi = Z(a3 a2, gdzie a’'=/ (a).
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Rozpatrzmy homologie h-p,. Zauwazmy, ze ai ¢ H’'. Na mocy dowodu twier-

dzenia 1 istniejg homologie harmoniczne g3jrlflj' i h-u takie, ze
- a

Aa,H' ~ AatHj “a.H

Powyzsze homologie zdefiniowane sg nastepujgco:

3did 2
30 382 3
30 32 3 30

haH = 00 02 3] 3"
gdzie ass Hl, H =Z (a2, a3 oraz g .M(a) = a Stad
ai'Mi

/la,H~ 9a,Hj ~a,H ~a,H ~anHj
Na mocy lematu 1 mamy:
~aiHi AL H,
gdzie Hi1 = Z(a3,a')= H'. Zatem
~Na.H ~a,H ~av H' ~a,H ~a”~Hi,’

co konczy dowdd twierdzenia 3.

Whniosek 1

Kazda homologia harmoniczna przestrzeni rzutowej P2 (F) jest ztozeniem

wyzej 5 przeksztatcen ze zbioru

3. Whnioski i uwagi kornncowe

co naj-

Dowolne przeksztatcenie rzutowe przestrzeni P2 (F) jest ztozeniem cb najwyzej

trzech homologii harmonicznych (Witczynski (1988)). Stad i z powyzszych twierdzen

otrzymujemy jako wniosek twierdzenie.
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W niosek 2

Dowolne przeksztatcenie rzutowe przestrzeni P2 (F) jest ztozeniem co najwyzej

pietnastu homologii harmonicznych nalezgcych do klasy 4,
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Abstract

Let P2 (F) be two dimensional projective space and F= R or F=C. Let/aHbe a
harmonic homology with the centre a and the axis H. Let an az e P2 (F) be two
fixed nonlinear points. Let d5 be the class of harmonic homologies with the centre ai
and let TA be the class of harmonic homologies with fundamental lines containing
the point a2. Let T =$! u 4V Witczyniski (1981) proved that if ai « Hthen /aHis a
composition of at most three homologies belonging to the class T. We proved the

following theorems.
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Theorem 1

Ifa* a2and ale H, then every harmonic homology faH of the space P2 (F) Is a

composition ofatmost three homologies belonging to the class

Theorem 2

Ifa = a2 and ai e H, then every harmonic homology fa,H of the space P2 (F) Is a
composition of at most five homologies belonging to the class

Since every collineation of the space P2 (F) is a composition of at most three har-
monic homologies (see Witczynski (1988)) then as a conclusion we obtain a decom-

position of every collineation into at most fifteen harmonic homologies belonging to

the class ¥.



