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O PEWNEJ KONSTRUKCJI PUNKTU ZAtAMANIA CIENIA ODCINKA
NA DWIE RZUTNIE

Streszczenie. W pracy rozwazono konfiguracje powstata przy wyznaczaniu rzu-
téw cienia odcinka w metodzie Monge’a. Wprowadzono nowy spos6b konstruowania
punktu zatamania cienia odcinka.

ON CERTAIN CONSTRUCTION OF THE REFRACTION POINT OF
SHADOW OF SEGMENT

Summary. The geometrical configuration induced by Monge’' projection of the
shadow of segment is considered. A new construction of the refraction point of sha-
dow is given.

Konstrukcja cienia figury reprezentowanej w postaci szkieletowej sprowadza sie
do skonstruowania zbioru cieni poszczegdlnych wierzchotkéw i znalezienia powtoki
wypuktej tego zbioru punktéw [2], Jesli obiekt nie jest wypukly, wczes$niej konieczna
jest dekompozycja obiektu na sume figur wypuktych. W przypadku, gdy jaka$ kra-
wedz (odcinek) rzuca cien na dwie rzutnie, odcinek bedacy cieniem tej krawedzi zo-
stanie zatamany. W klasycznej geometrii wykreslnej, w rzutach Monge’a (rys.l),
punkt zatamania znajduje sie jako punkt przeciecia odcinka Ha Hb (Va Vb) z osig x,
gdzie Ha (Va), Hb (Vb) sa odpowiednio sladami poziomymi (pionowymi) prostych a, b,
bedacych promieniami rzutujgcymi punktéw A,B [1].
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Rys.1

Niezalezno$¢ od wyboru odcinkéw HaHb, VaVbw sensie konstrukcji ptaskiej nie
jest oczywista. Konstrukcja ta, jak to zwykle czyni sie w geometrii wykres$inej, jest
efektem z jednej strony analizy przestrzennej powstania cienia (jako pewnego rzutu),
z drugiej strony jest konsekwencjg intuicyjnego aspektu zjawiska cienia. Z dydak-
tycznego punktu widzenia jest to ze wszech miar podejscie wtasciwe. Z geometrycz-
nego punktu widzenia, zwlaszcza geometrii rzutowej ptaskiej, konstrukcja ta wymaga
uzasadnienia w oparciu o aksjomaty dwuwymiarowej geometrii rzutowej. Préba pta-
skiego dowodu niezaleznos$ci punktu zatamania cienia od wyboru odcinkéw HaHb, Va
Vbwskazata na prosta metode wyznaczania owego punktu bez postugiwania sie ww.
odcinkami. Praca niniejsza prezentuje te konstrukcje.

Niech rys.1 przedstawia klasyczng, dobrze znang, konstrukcje cienia odcinka AB.
Punkt zatamania zostat oznaczony przez xAo- Z uwagi na rzutowy charakter konfigu-
racji przyjmiemy inny rysunek (rys.2) i inne oznaczenia zachowujgc istote powigzan
wystepujacych w niej punktdéw i prostych. Zauwazmy wczes$niej, ze pary: (Ha, Ha),
(Hb, HBY), (Va Va), (Vb Vb to odpowiednio: (Ha& Ha'), (HB\ Hb"), (Va va), (Vb Vb).

Zgodnie z tradycjg w geometrii wykreslnej przy Hd, Hb, ... opuszcza sie kreskowanie
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u gory (sa to Slady poziome prostych a, b, ...), przy vVa', Vb, ... opuszcza sie kresko-
wanie u goéry (sa to Slady pionowe prostych a, b, ...). Po zastgpieniu punktu niewila-

Sciwego K* (rys.1l) przez punkt wiasciwy K i po przyjeciu oznaczeri punktéw i pro-

stych:
K
Rys.2
s'—>D, s —=>C, Ha—-a2, Ha —aA3, Hb->s2, Hb —B3, va —Ai, Va-—>Ai
Vb—>B4, vb—>Bll Xab->S, ks~>s, ha—>33, va—>34, hb—b3, vb—b4

x->K, a’->ai, a’->a2 b'—=bi, b”->b2, hab>c, vab-yd
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otrzymujemy rzutowe uogolnienie konfiguracji z rys.1l. Ponadto, zauwazmy, ze
punkty A', B’, A", B” oraz proste ka, kbw omawianym ukfadzie nie odgrywajg istotnej
roli iw dalszych rozwazaniach pominiemy je (rys.3).

Na podstawie oznaczen i incydencji opisanych na rys.3 sformutujemy nastepujgce

twierdzenie:

Rys.3
Twierdzenie

(CDK|s . DA2A4jai . DBzB™b! . CA”az . CB”bz .
KA2A3a3. KBzB3b3. KA-iAdjad . KBiB4b4.

AB2S|c. A-BtS|d . AA4BIBAK) = Sk.
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Dowdd

Przyjmijmy, ze zachodzg incydencje opisane w poprzedniku implikacji (rys.3). O-
kreslmy dodatkowo punkty P, Q jak nastepuje: P | ai, a2oraz Q | bi, b2. Rozwazmy
trojkaty PA2A3i QB2B3 ktdre sg osiowo perspektywiczne, gdyz proste &, bi incydujg
z punktem D, proste a2, b2incyduja z punktem C, proste a3, b3incydujg z punktem K,
za$ punkty C, D, K incyduja z prosta s. Na podstawie twierdzenia Desarguesa trojka-
ty PA2A3, QB2B3sg srodkowo perspektywiczne. Stad proste k, PQ, c¢ incydujg z jed-
nym punktem. Oznaczmy ten punkt przez X.

Podobnie trojkaty: PA4Ai, QB4B1sg osiowo perspektywiczne, gdyz proste: ali bi
(spetniajgce incydencje: ai|l P, A4, bi| Q, B4 incyduja z punktem D, a2 i b2
(spetniajace incydencje: a2 P, Al b2l Q, BO incydujg z punktem C, a4 i b4
(spetniajace incydencje: a4|A4, Ai, b4|B4, BO incydujg z punktem K.

Punkty D, C, K, jak wiadomo, incydujg z prosta s. Z twierdzenia Desarguesa wyni-
ka, ze tréjkaty PA4Ai, QB4Bi sg Srodkowo perspektywiczne, tj. proste k, PQ, d
(spetniajace incydencje: k|A4, B4, d|Ai, BO sg wspoipekowe. Poniewaz w omawia-
nym peku prostych k, PQ, d powtarzajg sie proste k, PQ z peku k, PQ, ¢ o wierz-
chotku X, punkt X jest wierzchotkiem peku prostych k, PQ, d. Punkt X jest wiec iden-
tyczny z punktem S w konfiguracji. Ale X|k. Mamy zatem (S=X)k. Uwzgledniajac
punkty P i Q mozemy sformutowac nastepujgcy wniosek:

Whniosek

(CDK|s . DA2A4P|ai . DB2B4QJbi . CA,A3P|a2. CBIB3Q|b2 .
KA2A3|a3. KB2B3|b3. KAiA4|ad. KBiB4|b4.

A2B2S|c . AIB1S|d. A3A4B3B4lk. PQ|r) => SIr.

Przedstawione rozumowanie ma interesujgcy aspekt konstrukcyjny przy kresleniu
cieni. Mianowicie, ,punkt zatamania" cienia odcinka AB - mozna konstruowac jako
przeciecie prostej taczacej punkty przeciecia P, Q promieni aia2, bib2, rzutujacych
punkty A(A’A"), B(B'B"”) z punktu S(S'S") z prosta k. Jest to uzyteczne zwilaszcza
wtedy, gdy sg klopoty ze znalezieniem niektérych Sladéw promieni rzutujgcych. Fakt
ten nie byt znany w dotychczasowych konstrukcjach cieni.

Warto jeszcze zauwazy¢, ze odwzorowania Monge'a indukujg wiele interesujacych
konfiguracji geometrycznych. Dwie spos$rod nich opisujg sformutowane w pracy

twierdzenie i wniosek.
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Abstract

The construction of the shadow of figure on two projection surfaces consists to
determination a set of shadow all points of the figure and a convex coating of this
set. In case where a certain edge (segment) has the shadow on two projection sur-
faces this shadow will be refracted. In classical descrptive geometry, in Monge’ pro-
jection the point of refraction is obtained as a intersection of segment HaHb (Va Vb
with x axis, where Ha(Va), Hb (Vb) are horizontal (vertical) traces of lines a, b being of
projection rays of points A, B. Independence of the point of refraction on choice of
segments HaHb, VaVb, in planar construction is not obvious. Usually, in descriptive
geometry the mentioned above construction of the shadow of segment is obtained
as a consequence of the spatial analyse and on the other hand as a consequence
of intuitive aspect of the occurance of shadow. It is a good conception in a didactic.
However the mentioned construction of the point of refraction requires a proof on the
base of planar properties in twodimensional projective geometry. An attempt of the
proof of independence of the refraction point with respect of the choice of segments
Ha Hb, VaVbbrought to following fact: The refraction point of the shadow of segment
can be obtained as an intersection of the line connecting two intersection points of
the pairs (a’, a"), (b’, b”) being the horizontal and vertical projection of lines a, b

with x axis.



