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O PEWNEJ PARAMETRYZACJI POWIERZCHNI WIELOSCIENNYCH

Streszczenie. W pracy rozwaza si¢ opis parametryczny (praszkielet) powierzchni
wielosciennej za pomocg odwzorowania prostokata dyskretnego na zbior wierzchot-
kéw tej powierzchni. Przedstawiono procedure w jezyku AutoLISP, realizujacag opi-
sywang metode na przyktadzie dwudziestoscianu foremnego.

ON CERTAIN PARAMETER DESCRIPTION OF POLYHEDRAL
SURFACES

Summary. A parameter description of the polyhydral surface basing on the discre-
te rectangle is given. The introduced method allows simply to draw a parametrized
surface. The considered method in AutoLISP program is ilustrated.

1. Wprowadzenie

W systemie AutoCAD istnieje polecenie 3DMESH, pozwalajace wykresli¢é po-
wierzchnie zadane w postaci dyskretnej. Powierzchnie takie moga by¢ poddane
p6zniej wygtadzeniu np. do powierzchni Beziera. Interesujgca wydaje sie préba spa-
rametryzowania ogdlnej powierzchni wielosciennej w celu jej przestrzennej wizuali-
zacji, w szczego6lnosci wieloScianu, bedacego powierzchnig zamknietg. Rzecz jest
ciekawa takze z tego powodu, ze algorytm, na ktérym jest oparte polecenie
3DMESH, jest do$¢ prosty i moze byé wykorzystywany w wizualizacji komputerowe;j

realizowanej w innych systemach ijezykach programowania (np. w PASCALU).
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Powierzchnie wielo$cienng okreslimy nastepujaco. Wezmy skonczong ilos¢ wielo-
katow domknietych Vi, ... Vnspetniajacych warunki:

(wl) jezeli Vi iVj (gdzie i, j = 1, ..., n; i*j) maja wspolny bok, to nie leza w jednej
ptaszczyznie,

(w2) dla dowolnych iréznych i, j (i,j = 1, ..., n) istnieje cigg skonczony V] gdzie ke
{1, .., n}oraz k =1, ..., mtaki, ze Vki VI majg wspdlny bok oraz VM= Vi, Vim
= Vj.

Suma takich wielokatéow Vi, .., Vajest powierzchnig wieloscienng. Przy czym
kazdy z wielokatow nazywamy $ciang, kazdy z bokow tych wielokatow - krawedzig ,
a kazdy z wierzchotkow - wierzchotkiem powierzchni wielo$ciennej [5].

Powierzchnie wieloscienng W bedziemy traktowac jako zbiér wierzchotkéw ZW i
zbiér krawedzi ZK. Poniewaz ograniczymy sie do powierzchni o $cianach co najwy-
zej czworokatnych, rozréznianie Scian (tak jak to czyni sie w grafice komputerowej
[JAN9O0]) w opisie powierzchni wielo$ciennej pominiemy.

Pomyst parametryzacji powierzchni wieloSciennej przyjmiemy z geometrii réznicz-
kowej. Jak wiadomo z geometrii r6zniczkowej, powierzchnig w przestrzeni euklide-
sowej E3 nazywamy taki zbiér S punktéw przestrzeni, w ktérym kazdy punkt X e S
ma w S otoczenie U, gdzie domkniecie jest ptatem prostym. Przy czym ptatem pro-
stym nazywamy zbi6r punktéw przestrzeni E3 bedacy obrazem wzajemnie jedno-
znacznym i ciaglym prostokata wraz z brzegiem [1], Powyzszy homeomorfizm sta-

nowi opis parametryczny powierzchni.

2. Pojecie praszkieletu

Najpierw okreslimy tzw. prostokgt dyskretny o wymiarze m x n, przez ktéry rozu-
mie¢ bedziemy zbiér
Pmn = {(i,j) e NxN: O<i<m-1, 0<j<n-1, m,n e N}. (2.2)

Kazdy element zbioru Pmn nazywamy punktem prostokata dyskretnego, kazdy z

podzbioréw postaci:
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{Gj). (i+1.)} dla O<i<m-1, O<j<n-1 lub {(j,j), (I,j+1)} dla O<i<m-1, O<j<n-1 (2.2)
nazywamy odcinkiem lub krawedzig prostokata dyskretnego. Powiemy tez, ze odci-
nek {(i,, ji), (i2 |2} taczy punkty (i, ji), (i2, B. Odcinek taczacy dwa te same punkty
nazywac¢ bedziemy odcinkiem zerowym.

W celu utworzenia reprezentacji graficznej powierzchni wielosciennej W o zbio-
rze wierzchotkbw ZW i zbiorze krawedzi ZK tak, by mozna jg byto reprezentowac

za pomocg polecenia 3ADMESH, wystarczy dla pewnych m, n e N okresli¢ odwzoro-

wanie:
3DM: Pmn-> ZW, (2.3)
spetniajace warunki:
1° 3DM(Pmn) = ZW,
2° zbior ZK pokrywa sie ze zbiorem odcinkéw (W(i, j», W(i2,j2) otrzymanych w spo-

sOb nastepujgcy: kazdy z wierzchotkow W(i,j) taczony jest z wierzchotkami (patrz

rys 1)
W(i-1,j), W(i,j-1), W(i+1,j), W(i,j+1) dla O<l<m-1, O<j<n-1, (2.4)
W(i,j-1), W(i+1,j), W(i,j+1) dla i=0, O<j<n-1, (2.4a)
W(i-1,j), W(i+1,j), W(i,j+1) dla O<i<m-1, =0, (2.4b)
W(i-1 ,j), W(i,j-1), W(i,j+1) dla i=m-1, O<j<n-1, (2.4c)
W(i-1,j), W(i,j-1), W(i+1,j) dla O<i<m-1,j=n-1, (2.4d)
W(i+1,j), W(i,j+1) dla i=0,j=0, (2.4e)
W(i-1,j), W(i,j+1) dla i=m-1,j=0, (2.4D
W(i-1,j), W(i,j-1) dla i=m-1,j=n-1, (2.49)
W(i-1,j), W(i+1,j) dla i=0,j=n-1. (2.4h)

Sposob taczenia wierzchotkéw ilustruje rys.1. |tak: punkt prostokata dyskretnego
bez oznaczenia odpowiada przypadkowi (2.4), punkt oznaczony literg a odpowiada
przypadkowi (2.4a), punkt oznaczny literg b odpowiada przypadkowi (2.4b), itd.

Odwzorowanie (2.3) nazywa¢ bedziemy opisem parametrycznym lub praszkiele-
tem powierzchni wieloSciennej W. Dang powierzchnie wieloScienng W mozemy
opisa¢ na wiele sposob6éw. Nie bedziemy tu omawiaé petnej teorii reprezentowalno-
Sci wieloscianu w powyzszym sensie. Jest to niewatpliwie problem ciekawy z uwagi

cho¢by na mozliwosci minimalizacji mocy prostokata dyskretnego, bedacego prze-
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ciwobrazem zbioru ZW pewnego wieloScianu.
Zauwazmy jedynie, ze liczba krawedzi (liczba
krawedzi niezerowych - kn, liczba krawedzi zero-
wych - kz) d(m,n) praszkieletu wieloscianu o k
krawedziach dla prostokgta dyskretnego o wymia-
rze mxn jest réwna m(n-1)+(m-1)n, a po prze-
ksztatceniu wyraza sie wzorem:
/ g d(m,n) =2mn - m - n (2.5)
i spetnia warunek:
Rosd k<2mn - m - n. (2.6)
W praktyce najbardziej interesujagca bedzie minimalna warto$¢ funkcji (2.5), spet-
niajgca warunek (2.6). Zauwazmy, ze dla dowolnych m,n prawdziwa jest implikacja:
n<m =>d(m+1,n-1)< d(m,n). (2.7)
Istotnie, zat6zmy najpierw, ze n<m. Woéwczas zachodzi nieréwnos¢

O<m-n (2.8)

Obliczmy réznice d(m,n) - d(m+1,n-1)=2mn-n-m - (2(m+1)(n-1)-(m+1)-(n-1))=2mn-
n-m-(2mn+n-3m-2)=2(m-n)+2. Na mocy (2.8) stwierdzamy, ze 2(m-n)+2>0. Czyli
d(m,n)-d(m+1,n-1)>0. To dowodzi prawdziwos$ci implikacji (2.7). Zauwazmy ponad-
to, ze nierébwnos$¢ w poprzedniku implikacji (2.7) mozemy zapisa¢ odwrotnie i zmieni¢
odpowiednio nastepnik. Stad postepowanie przy minimalizacji funkcji d(m,n) nie za-
lezy od wyboru zmiennych m,n. Korzystajac z udowodnionej implikacji (2.7) otrzy-
mamy dla k<n cigg nieréwnosci:

d(m+l,n-1) <...<d(m+2,n-2) <d(m+1,n-1) <d(m,n), (2.9)
wedtug ktérego praszkielet o jednym minimalnie krétkim a drugim maksymalnie dhu-
gim boku jest optymalny.

Zbiér 3DM(Pmn) = ZW powierzchni wielosciennej W oraz zbiér ZK wszystkich
odcinkéw taczacych te punkty wedlug zasady (2.4) - (2.4h) nazywaé¢ bedziemy 3DM-
szkieletem powierzchni wielo$ciennej W.

Nizej wykazemy, ze za pomoca 3DM-szkieletu mozemy przedstawic jedynie takie
powierzchnie, ktérych Scianami sg wielokaty bedace jedynie tréjkatami lub czoroka-
tami. Z uwagi na to, ze w definicji nie rozpatrujemy $cian powierzchni wielosciennej,

okazuje sie miedzy innymi, ze istnieje tez mozliwo$¢ reprezentacji powierzchni wielo-
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Sciennych, w ktérych pewne $ciany sa wielokgtami o dowolnej liczbie bokéw (np.
wielo$ciany archimedesowe).

Zanim przedstawimy twierdzenie, umoéwimy sie, co bedziemy rozumie¢ przez po-
jecie oczka prostokata dyskretnego. Oczkiem prostokata dyskretnego Pmn nazywa-
my kazdy zbiér punktéw o postaci:

{(U). (i+1j). (i+1.j+1). (ij+1)}, gdzie (ij) e NxN, O<i<m-1,0<j<n-1,m,n e N  (1.4)

Twierdzenie
W opisie parametrycznym powierzchni wielosciennej W obrazem oczka prostoka-

ta dyskretnego moze by¢ punkt, odcinek, tréjkat lub czworokat.

Dowad
Dowdd polega na rozpatrzeniu szesciu istotnie réznych przypadkéw wzajemnego
potozenia wierzchotkéw W(i,j), W(i,j+1), W(i+1,j), W(i+1,j+1):

(i) Jezeli wierzchotki sa parami ré6zne, to otrzymujemy czworokat (rys.2a).

@iy  Jezeli W(i,j) = W(i,j+1) zas pozostate wierzchotki sg rézne, to otrzymujemy troj-
kat (rys.2b)

(i)  Gdy W(i,j) = W(i,j+1) i W(i+1,j) = W(i+1,j+1) a pozostate wierzchoitki sg rézne, to
otrzymujemy odcinek (rys.2c).

(iv)  (W(,)) = W(i,j+1) A W(i,j+1) = W(i+1,j+1) A W(i+1,j+1) = W(i+1,j))) = ~(W(,j) *
W (i+1,)))), wiec taki wariant potgczen pokrywania sie wierzchotkéw nie istnieje
(rys.2d).

v)  (W(@,j) = W(,j+1) A W(,j+1) = W(i+1,j+1)) => otrzymujemy odcinek (potozony
.poziomo” lub ,pionowo") (rys.2e).

i) Jezeli (W(i,) = W(i,j+1) A W(ij+1) = W(i+1,j+1) A W(i+1,j+1) = W(i+l,]) A
W (i+1,j)) = W(i,j)), to otrzymujemy punkt (rys.2f).

Obraz dowolnego oczka prostokata dyskretnego jest Sciang praszkieletu po-
wierzchni wielosciennej. Natomiast z udowodnionego twierdzenia widaé, ze jezeli

obrazem oczka prostokata jest punkt lub odcinek, to $ciana taka bedzie zdegenero-

wana.
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3. Reprezentacja wieloscianéw

Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze omawiana teoria moze by¢ zastosowana
jedynie do takich wieloScian6w, ktdrych Sciany maja co najwyzej 4 krawedzie. Nie
jest to klasa zbyt duza (nie mozna opisaé¢ np. wszystkich wieloscianéw foremnych),
ale jesli zwazymy, ze w klasie takich powierzchni miesci sie wiekszos¢ kratownic,
rozwigzanie wydaje sie interesujgce z praktycznego punktu widzenia ([7], [6]), Z de-
finicji przeksztatcenia i udowodnionego twierdzenia wynika, ze pewne powierzchnie
wieloscienne, zwilaszcza te, ktére sg wieloScianami, w przedstawionym opisie zawie-
rajg Sciany zdegenerowane.

Okreslenie odwzorowania (2.3) dla danej powierzchni wielosciennej W sprowa-
dzimy do jej plaskiego opisu praszkieletu. Oméwimy zastosowanie przedstawionych
rozwazan do wizualizacji powierzchni wieloSciennych na przyktadach czworoscianu

foremnego, szescianu, dwudziestoscianu foremnego. Rysunek 3f, wraz z okresie-
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niem wspotrzednych kartezjanskich wierzchotkéw, przedstawia praszkielet czworo-
Scianu, za$ sekwencja rysunkéw 3a-3e ilustruje sposéb dojscia do praszkieletu

przedstawionego na rysunku 3f.

Rys.3a Rys.3b

Rys.3¢c Rys.3d

Zauwazmy, ze kazdej parze punktéw (0,0), (2,0); (2,1), (4,1) oraz kazdej trojce
punktéw (0,1), (3,0), (3,1); (1,0), (1,1), (4,0) prostokata dyskretnego P4, jest przypo-

rzadkowany jeden odpowiedni wierzchotek.
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Kazdemu z wierzchotkbw czworoscianu foremnego przyporzadkowujemy jego

wspoltrzedne kartezjanskie w przestrzeni w stosownie dobranym uktadzie wspoétrzed-

nych, itak:

W(1,0) = (—/6? a, %a, 0), przy czym W(1,0) = W(1,1) = W(4,0),

/fi
W(0,0) = (0.0, — a), przy czym W(0,0) = W(2,0),

W(0,1) = (—2 a,-2 a,—3 a), przy czym W(0,1) = W(3,0) = W(3,1).

Rys.3e Rys.3f

Dana powierzchnia moze mie¢ wiele praszkieletéw. Przygladnijmy sie trzem pra-
szkieletom szes$cianu. Praszkielety te moga ro6zni¢ sie dziedzing, a wiec prostokatami
dyskretnymi, nad ktérymi sg rozpiete: P63 (rys.4a), P54 (rys.4b, rys.4c), badz réznic¢
sie wartoscig funkcji d(m,n): d(6,3) = 27 (rys.4a), d(6,3) = 31 (rys.4b, rys.4c). Przy tej
samej wartosci funkcji d(m,n) praszkielety moga réznic¢ sie liczbg odcinkéw niezero-

wych:
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kn= 21 (rys.4b), kn= 23 (rys.4c). Z punktu widzenia grafiki komputerowej parame-
try d(m,n), kz, kn majg istotny wpltyw na czas wizualizacji powierzchni. Otéz wartos¢
d(m,n) powinna by¢ najmniejsza, za$ przy danej optymalnej wartosci d(m,n), z uwagi

na réwnos¢ d(m,n) = k2+ kn, wartos¢ kz powinna by¢ najwieksza.

4. Praszkielet i program wizualizujgcy dwudziestoscian foremny

Przyktadowy praszkielet dwudziestoScianu foremnego PABCDEKLMNOO two-
rzymy rozpoczynajac, jak zwykle, od standardowej siatki wielo$cianu (rys.5a) w spo-
s6b opisany na rysunkach 5a-5d. Foremnos$¢ dwudziestoScianu nie jest tu bardzo
istotna, a podyktowana jest tym, ze przypadku figury foremnej fatwiej jest wyznaczy¢
wspotrzedne kartezjanskie jej wierzchotkow.

Ksztatt praszkieletu zalezny jest od sposobu przeksztatcania siatki wieloScianu.
Siatke te poddaje sie transformacjom takim, jak” ,obrot”, ,symetria” (oczywiscie nie
chodzi tu Scisle o izometrie parzyste i nieparzyste w sensie geometrycznym, lecz o
podobne operacje), ,rozrywanie” wierzchotkéw i krawedzi. Z uwagi na wstepny cha-
rakter pracy nie bedziemy sie tu zajmowac szczeg6towo analizg wtasnosci praszkie-

letow. Problematyka ta bedzie ewentualnie przedmiotem oddzielnej pracy. Niemniej,
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Rys.5a Rys.5b

wskazemy na pewne intuicje i hipotezy zwigzane z tworzeniem odwzorowan 3DM.
Swiadcza o tym przytoczone dwie konstrukcje praszkieletéw dwudziestoscianu fo-
remnego. Z konstrukcji tych potrafimy wyprowadzi¢, jako posredni, trzeci model pra-
szkieletu o drugim wymiarze 3 (jaki jest pierwszy wymiar?). Nietrudno zauwazy¢, ze
praszkielet, ktérego konstrukcja zilustrowana jest na rysunkach 5a-5d, jest najprost-
szy do osiagniecia. Otrzymany praszkielet ma jako dziedzine prostokat P)14, war-
to$¢ funkceji d(11,4) = 73, kz = 30.

W celu praktycznej wizualizacji kazdemu z wierzchotkéw dwudziesto$cianu o kra-
wedzi a przyporzadkowujemy jego wspétrzedne kartezjanskie w przestrzeni w od-
powiednio dobranym ukfadzie wspétrzednych. Obliczenia tych wspdétrzednych pomi-

niemy.
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Rys.5c
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Na podstawie nizej przedstawionego praszkieletu dwudziesto$cianu foremnego

(rys.5c-5d) zostata napisana w jezyku AutoLISP procedura rysujgca ten wieloscian.
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; Program funkcja c:dwudziestoscian

(defun c:dwudziestoscian (/ pdl see somABCDEPKLMNOQ)
(command "LIMITS" " Off)
(setq see (getvar "CMDECHO"))
(setq sbm (getvar "BLIPMODE"))
(setvar "BLIPMODE" 0)
(setvar "CMDECHO" 0)
(initget (+ 16 1))
(setq P (getpoint "\nWierzcholek pocz:"))
(initget (+4 2 1))
(setvar "ORTHOMODE" 1)
(setq dI (getdist P "\nDlugosc krawedzi:""))
(setq si (sin 0.628))
(setq s2 (sin 1.256))
(setg cl (cos 0.628))
(setq c2 (cos 1.256))
(setq rl (* 2 si))
(setq r (/dl rl))
(setq ex (expt si 2))
(setq ex1 1 (/1 (* 4 ex)))
(setq ex| (-1 ex11))
(setq aa (* dl (sgrt exl)))
(setq ex2 (- (* 4 ex) 1))
(setq ex22 (sqrt ex2))
(setq bb (/ dl (* rl ex22)))
(setq A (list (- (car p) r) (cadr p) (+ (caddr p) aa)))
(setq B (list (- (car p) (* rc2)) (- (cadr p) (* rs2)) (+ (caddr p) aa)))
(setq C (list (+ (car p) (* rcl)) (- (cadr p) (* rsi)) (+ (caddr p) aa)))
(setq D (list (+ (car p) (* rcl)) (+ (cadr p) (* rsi)) (+ (caddr p) aa)))
(setq E (list (- (car p) (* rc2)) (+ (cadr p) (* rs2)) (+ (caddr p) aa)))
(setq O (list (- (car p) (* rcl)) (+ (cadr p) (* rsi)) (+ (caddr p) bb)))
(setg K (list (- (car p) (* rcl)) (- (cadr p) (* rsi)) (+ (caddr p) bb)))
(setq L (list (+ (car p) (* rc2)) (- (cadr p) (* rs2)) (+ (caddr p) bb)))
(setq M (list (+ (car p) r) (cadr p) (+ (caddr p) bb)))
(setq N (list (+ (car p) (* rc2)) (+ (cadr p) (* rs2)) (+ (caddr p) bb)))
(setq Q (list (car p) (cadr p) (+ (caddr p) (+ aa bb))))
(setvar "ORTHOMODE" 1)
;siec 3BDMESH o wymiarach: Mesh M size =11, Mesh N size = 4
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(command "3DMESH" "11" "4 PEOQPAOQPAKQPBKQPBLQPC
LQPCMQPDMQPDMQPENQPEOQ)

(setvar "BLIPMODE" sbm)

(setvar "CMDECHO" sce)

(command "LIMITS"™ "'On")

); defun c:dwudziestoscian

Na koniec przedstawimy konstrukcje najbardziej ,ekonomicznego” praszkieletu

dwudziestoscianu foremnego (rys.6a-6k).

rys.6a,b,c
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Rys.6e

rys.6d,e,f,g
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Rys.6i
Q Q Q Q o K L M N O E P P P P
Q Q Q Q Q 0O K K L L M M NN OTEUPUPUP PP

rys.6i,j,k

Praszkielet ten rozpiety jest na prostokacie P2 2 dla ktérego d(21,2) = 61, kn= 42,
kz = 19. Zauwazmy, ze jest to praszkielet o minimalnej liczbie $cian (20). Mozna po-
dejrzewac, ze wszystkie wielosciany, ktdre majg jako Sciany trojkaty, sg przedsta-

wialne w postaci praszkieletow o liczbie Scian réwnej liczbie $cian wieloscianu.
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Abstract

In AutoCAD the 3DMesh function is a well known command for the drawing of
discrete determined surfaces. The obtained, in this way, surfaces can be smoothed
to i.e. Béziere ‘ surface. It would be interesting to give such parametric description of
the polyhedral surface, in particular polyhedron, which allows to draw of described
surface by 3DMesh command. The discrete rectangle and preskeleton as a mapping
of this rectangle onto the set of all vertices of polyhedral surface is considered. A
properties of the above mapping and the way of construction for regular polyhedrons
are presented. From a proved in this paper theorem, it follows that mentioned
method can be used to polyhedrons having triangles and quadrangles as faces. Is

wort-while to notice this class of polyhedral surfaces contains almost all simple and

space trusses.
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In this work the construction of tetrahedron, cube, icosahedron preskeleton is

explained. The optimization of choice considered preskeletons on a base obtained in

this paper formula is examined.
The introduced method of parameter description of the polyhedral surfaces in

AutoLISP program is ilustrated.



